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Πρόλογος

Το ϐιβλίο αυτό απευθύνεται σε ϕοιτητές Μαθηµατικών Τµηµάτων και κατά κύριο µέρος
στηρίζεται στις διαλέξεις µας στο προπτυχιακό µάθηµα «Θεωρία Galois» που επί σειρά ετών
διδάσκουµε στο Τµήµα Μαθηµατικών της Σχολής Θετικών Επιστηµών του Αριστοτελείου
Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης.

Η Θεωρία Galois αρχικά αναφέρεται στην επίλυση αλγεβρικών, δηλ. πολυωνυµικών,
εξισώσεων. Η επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων απασχόλησε τους ανθρώπους περίπου από το
1700 π. Χ. σε διάφορες µορφές διατυπωµένες ανάλογα µε το επίπεδο γνώσεων της εποχής.
Φυσικά το πρώτο ερώτηµα που διατυπώθηκε ήταν πώς µπορεί να λυθεί µία τέτοια εξίσωση
και µε την πάροδο των αιώνων οι µαθηµατικοί αναρωτήθηκαν αν επιλύονται πάντα αυτές
οι εξισώσεις. Την τελική απάντηση για την επιλυσιµότητα των αλγεβρικών εξισώσεων έδωσε
ο Evariste Galois (1811-1832) στην ηλικία των 21 ετών στηριζόµενος στη µεγαλοφυφυΐα
του και στο γιγάντιο σχετικό επιστηµονικό έργο που είχε προηγηθεί της Ϲωής του.

Στο ϐιβλίο αναπτύσσουµε τη ϑεωρία που έλαβε το όνοµά της από τον Galois. Σκοπός
µας δεν είναι να δώσουµε τεχνικές επίλυσης διαφόρων συγκεκριµένων περιπτώσεων. Σκο-
πός µας είναι να αναπτύξουµε µία εξαιρετική µαθηµατική ϑεωρία που αναπτύχθηκε από
τον 17ο αιώνα και µετά και οδηγεί σε απαντήσεις ερωτηµάτων που διατυπώθηκαν από
τους Βαβυλώνιους και τους Αρχαίους ΄Ελληνες και απαντήθηκαν τον 19ο αιώνα. ∆εν ϑα
µας απασχολήσει η ιστορική παρουσίαση των επιστηµονικών γεγονότων κεντρικά, ούτε ϑα
παρουσιάσουµε τη Θεωρία Galois όπως αυτή παρουσιάστηκε από τον Galois και αµέσως
µετά όπως αυτή διατυπώθηκε από τους µαθηµατικούς του 19ου αιώνα. Παρουσιάζουµε
τη ϑεωρία αυτή µε τη σύγχρονη ϑεώρηση της ΄Αλγεβρας, ώστε ο αναγνώστης να εξοικειωθεί
µε τις εκπληκτικές ιδέες του νεαρού Galois, αλλά να µπορεί επίσης να παρακολουθήσει
την εξέλιξη αυτής της ϑεωρίας και να κατευθύνει τους προβληµατισµούς του σε σωστές
διαδροµές σύγχρονων επιτευγµάτων.

Το ϐιβλίο αποτελείται από οκτώ κεφάλαια. Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζονται τα κύρια
ϑέµατα που ϑα αναπτυχθούν στο κείµενο αυτό. Ακόµη, δίνονται οι απαιτούµενες έννοιες
από τη ϑεωρία πολυωνύµων και τη ϑεωρία σωµάτων για τη µελέτη της ϑεωρίας Galois.
Στο Κεφάλαιο 2 περιέχεται η ϑεωρία επεκτάσεων σωµάτων και ιδιαίτερα των αλγεβρικών
επεκτάσεων. Επίσης δίνεται η έννοια της οµάδας Galois µίας επέκτασης. Στο Κεφάλαιο
3 µελετώνται οι επεκτάσεις Galois και αποδεικνύεται το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ϑεω-
ϱίας Galois. Η ϑεωρία που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3 εφαρµόζεται στις επεκτάσεις
πεπερασµένων σωµάτων και αυτό είναι το αντικείµενο του Κεφαλαίου 4. Στο Κεφάλαιο
5 συνεχίζεται η εφαρµογή της ϑεωρίας των επεκτάσεων Galois στη µελέτη των ϱιζών της
µονάδας και των κυκλοτοµικών επεκτάσεων. Στο Κεφάλαιο 6 αντιµετωπίζεται το ερώτηµα
πότε µπορεί να επιλυθεί µία αλγεβρική εξίσωση. Λέγοντας να επιλυθεί µία αλγεβρική
εξίσωση εννοούµε να µπορούµε να ϐρούµε έναν τύπο που να παρέχει τις λύσεις της εξί-
σωσης, όπως αυτό συµβαίνει όταν το πολυώνυµο είναι δεύτερου ϐαθµού και έχουµε τον
γνωστό τύπο από τις σχολικές µας γνώσεις. Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύεται το Θεώρηµα
του Galois που δίνει µία ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε να είναι επιλύσιµη µε ϱιζι-
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κά µία αλγεβρική εξίσωση, απαντώντας σε ένα ερώτηµα πολλών αιώνων και αποτελεί ένα
από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα των µαθηµατικών. Ως εφαρµογή του ϑεωρήµατος του
Galois αντιµετωπίζονται τα τρία κλασικά προβλήµατα κατασκευασιµότητας µε κανόνα και
διαβήτη που διατύπωσαν οι αρχαίοι έλληνες καθώς και προβλήµατα κατασκευασιµότητας
κανονικών πολυγώνων. Τέλος στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύεται το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα
της ΄Αλγεβρας κυρίως ως εφαρµογή του ϑεµελιώδους ϑεωρήµατος της ϑεωρίας Galois. Στο
Κεφάλαιο 7 εξετάζονται ϐαθύτερα οι αλγεβρικές επεκτάσεις και µελετώνται οι αλγεβρικά
κλειστές επεκτάσεις. Η Θεωρία Galois είναι µία ϑεωρία που αναδεικνύει µία εξαιρετική
σχέση µεταξύ της ϑεωρίας σωµάτων και της ϑεωρίας οµάδων. Βέβαια καθώς η µεγάλη
επινόηση του Galois ήταν να εξετάσει τον ϱόλο των µεταθέσεων των ϱιζών πολυωνύµων
στην επιλυσιµότητα των πολυωνυµικών εξισώσεων, η οµάδα µεταθέσεων Sn των n αντι-
κειµένων ήταν η µόνη οµάδα που απασχόλησε τους µαθηµατικούς τον 19ο αιώνα. Στο
Κεφάλαιο 8 αποδεικνύεται ότι υπάρχει πολυώνυµο του οποίου η οµάδα Galois είναι η Sn.
Αυτό σηµαίνει, ως συνέπεια του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Θεωρίας Galois, ότι κάθε
πεπερασµένη οµάδα είναι οµάδα Galois κάποιας επέκτασης σωµάτων. Στο υπόλοιπο του
8ου Κεφαλαίου σχολιάζουµε το καίριο ερώτηµα που δηµιουργείται : αν G είναι µία πε-
περασµένη οµάδα υπάρχει επέκταση του σώµατος των ϱητών αριθµών µε οµάδα Galois
την G; Το ερώτηµα αυτό δεν έχει απαντηθεί ακόµη και αποτελεί το λεγόµενο «Αντίστροφο
Πρόβληµα της Θεωρίας Galois».

Κάθε κεφάλαιο του ϐιβλίου περιέχει πληθώρα παραδειγµάτων και στο τέλος κάθε κε-
ϕαλαίου υπάρχει ένα εδάφιο ασκήσεων. Μετά το 8ο κεφάλαιο παρατίθεται το Παράρτηµα
στο οποίο έχουν συµπεριληφθεί όλες οι προαπαιτούµενες γνώσεις της ϑεωρίας οµάδων,
της ϑεωρίας δακτυλίων και της ϑεωρίας πολυωνύµων για την ανάπτυξη της µελέτης µας,
ώστε το κείµενο να είναι πιο ολοκληρωµένο για το απρόσκοπτο διάβασµα. ∆ίνονται ανα-
ϕορές που καθοδηγούν τον αναγνώστη σε άλλα συγγράµµατα για τις προαπαιτούµενες
γνώσεις, που συνήθως οι ϕοιτητές έχουν από άλλα µαθήµατα άλγεβρας. Επίσης στο τέλος
κάθε κεφαλαίου υπάρχει εκτενής ϐιβλιογραφία. Μέσα στο κείµενο οι αναφορές των ϑε-
ωρηµάτων, προτάσεων, πορισµάτων, παραδειγµάτων και ασκήσεων γίνεται µε το αύξοντα
αριθµό της ϑέσης του στο κείµενο. Π. χ. το Θεώρηµα 3.5.3 είναι µε αύξοντα αριθµό 3
στο Εδάφιο 5 του Κεφαλαίου 3. Το Παράδειγµα 1.2.7.1 είναι το παράδειγµα µε αύξοντα
αριθµό 1 στα Παραδείγµατα µε αριθµό 1.2.7. Ανάλογα αναφέρονται και οι ασκήσεις.
Το Παράρτηµα έχει πέντε εδάφια: I, II, III, IV, V έτσι το Θεώρηµα I. 15 είναι το ϑεώ-
ϱηµα µε αύξοντα αριθµό 15 στο Εδάφιο I του Παραρτήµατος. Το τέλος κάθε απόδειξης
επισηµαίνεται µε το σύµβολο 2.

΄Οπως κάθε επιστηµονικό αντικείµενο έτσι και αυτό κατακτάται µε µελέτη και επιµονή.
Η σελίδα-σελίδα κατανόηση του κειµένου είναι απαραίτητη για τη συνέχεια της µελέτης
και ο έλεγχος της γνώσης γίνεται µε την επίλυση των ασκήσεων. Αυτή η διαδικασία
είναι εγγύηση για το αποτέλεσµα που επιδιώκει ο συνετός αναγνώστης. Τα παραδείγµατα
που παραθέτουµε καθώς και οι υποδείξεις των λύσεων έχουν στόχο να καταστήσουν τη
διαδροµή µελέτης πι ο κατανοητή και, ελπίζουµε, απολαυστική. Θα είµαστε υπερήφανες
αν καταφέρναµε συνεχώς και περισσότεροι αναγνώστες του ϐιβλίου αυτού να µπορέσουν
να γευθούν την ηδονή της κατάκτησης και επεξεργασίας αυτής της καθόλου εύκολης αλλά
σηµαντικής γνώσης των µαθηµατικών. Για µας η καθοδήγηση των δασκάλων µας σε όλη
την πορεία µας ϕώτισε τις προσπάθειές µας. Οι ϕοιτητές µας, αγόρια και κορίτσια, µε
την αγάπη τους για τα µαθηµατικά, την περιέργεια για την απάντηση στο ερώτηµα, την
έντονη προσπάθεια για την εύρεσή της, ο ενθουσιασµός και η υπερηφάνειά τους για την
κατάκτηση της όλης γνώσης ήταν ο λόγος που αποφασίσαµε να συµπεριλάβουµε σε αυτό
το κείµενο την εµπειρία µας από την µακρόχρονη διδασκαλία του αντικειµένου αυτού.



Πρόλογος ix

Μερικές συµβουλές για τον αναγνώστη αυτού του ϐιβλίου τις ϑεωρούµε απαραίτητες. Ο
αναγνώστης που δεν είναι εξοικειωµένος µε τη Θεωρία Οµάδων και τη Θεωρία ∆ακτυλίων
οφείλει να ξεκινήσει τη µελέτη του από το Παράρτηµα και να µελετήσει τα τέσσερα πρώτα
εδάφια, δηλ. τα εδάφια I-IV. Στο εδάφιο V του Παραρτήµατος, για πληρότητα, δίδονται οι
ϱίζες του γενικού πολυωνύµου τρίτου και η µελέτη του εδαφίου αυτού είναι ανεξάρτητη
των υπολοίπων.

Στο εδάφιο µε τίτλο «Υποδείξεις λύσεων επιλεγµένων ασκήσεων» δίνεται το αποτέλεσµα
ή η υπόδειξη λύσης κάθε άσκησης που παρουσιάζει µεγαλύτερη δυσκολία.

Σε όλο το κείµενο µετά την εµφάνιση κάποιου επιστηµονικού όρου για πρώτη ϕορά,
η οποία επισηµαίνεται µε έντονους τυπογραφικούς χαρακτήρες, ακολουθεί ο ίδιος όρος
στην αγγλική γλώσσα. Στο εδάφιο µε τίτλο «Ευρετήρια» παραθέτουµε τα ευρετήρια των
συµβολισµών και των µαθηµατικών όρων και επώνυµων Θεωρηµάτων και Ληµµάτων που
αναφέρονται στο κείµενο στην ελληνική και αγγλική γλώσσα και σηµειώνουµε τη σελίδα
στην οποία ϐρίσκονται. Με το ευρετήριο της αγγλικής ορολογίας ο αναγνώστης µπορεί
εύκολα να αναζητήσει αντίστοιχα ϑέµατα στην αγγλική ϐιβλιογραφία, εφόσον το επιθυµεί.

Το παρακάτω διάγραµµα δηλώνει τη σχέση εξάρτησης µεταξύ των κεφαλαίων του ϐι-
ϐλίου, εκτός του Παραρτήµατος.

1

2

3

4 5 7 8

6
Για παράδειγµα το Κεφάλαιο 4 µπορεί να διαβαστεί ανεξάρτητα των Κεφαλαίων 5 και

6 κ.ο.κ. Το ϐιβλίο αυτό γράφτηκε στα πλαίσια του έργου Kallipos. Ευχαριστούµε ϑερµά
τον κριτικό αναγνώστη του ϐιβλίου, Αναπληρωτή Καθηγητή του Τµήµατος Μαθηµατικών
του Εθνικού Καποδιστριακού Πανεπιστηµίου Αθηνών κ. Αριστείδη Κοντογεώργη για τις
χρήσιµες παρατηρήσεις του, τον κ. Ιωάννη Καρύδη για τη µετατροπή του συγγράµµατος σε
µορφή HTML5 και την κ. Μαρία-Ιωάννα Χριστοφορίδου για την επιµέλεια του εξωφύλλου.





Σύντοµη ιστορική ανασκόπηση

Η επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων, δηλαδή εξισώσεων της µορφής f(x) = 0, όπου f(x)
είναι ένα πολυώνυµο, απασχόλησε τους µαθηµατικούς από την αρχαιότητα. Αρχαιολογι-
κές έρευνες αναφέρουν ότι στη Μεσοποταµία ϐρέθηκαν ευρήµατα περίπου 3300 χρόνια
π. Χ., όπου σε κεραµικά εµφανίζονται σχέσεις που ϑυµίζουν τη σηµερινή διαίρεση. Είναι
γνωστό ότι, ανάµεσα στο 1900–1600 π.Χ., οι Βαβυλώνιοι ανέπτυξαν µεθόδους για την
επίλυση δευτεροβάθµιων πολυωνυµικών εξισώσεων µε συντελεστές ϑετικούς ακέραιους.
Η εξαγωγή ϱιζικών είναι ϕανερή σε αυτές τις προσπάθειες.

Οι αρχαίοι ΄Ελληνες κατέχουν µία περίοπτη ϑέση στην ιστορία των µαθηµατικών, γιατί
ανακάλυψαν την απόδειξη για την τεκµηρίωση της µαθηµατικής αλήθειας. Το 430 π.Χ. µε
γεωµετρικές µεθόδους πρώτοι οι αρχαίοι ΄Ελληνες της σχολής του Πυθαγόρα (570-495
π. Χ.) αποδεικνύουν ότι το

√
2 δεν είναι ϱητός αριθµός. Το 300 π. Χ. ο Ευκλείδης έγραψε

«Τα Στοιχεία» ένα έργο τεράστιας µαθηµατικής αξίας. Αν και ο Ευκλείδης δεν ασχολήθηκε
µε την επίλυση τετραγωνικών εξισώσεων στη γενική τους µορφή, µπόρεσε να απαντήσει σε
ερωτήσεις της µορφής: για ποια x, y, ισχύει x− y = a και xy = b. Η επίλυση αλγεβρικών
εξισώσεων δευτέρου ϐαθµού µε χρήση γεωµετρικών µεθόδων απασχόλησε τους αρχαίους
΄Ελληνες. Ο Πλούταρχος (46-120) αναφέρει ότι ο Πλάτωνας (427-347 π. Χ.) εισήγαγε τη
µέθοδο γεωµετρικών κατασκευών µε κανόνα και διαβήτη πιστεύοντας ότι ο διπλασιασµός
του κύβου, ένα από τα κλασσικά προβλήµατα της αρχαιότητας, έπρεπε να λυθεί µε καθαρά
γεωµετρικό τρόπο.

Πρώτος ο ΄Αραβας Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (780-850) περίπου το 830
επισήµανε την ύπαρξη δευτεροβάθµιας εξίσωσης µε δύο διακεκριµένες ϱίζες ϑετικούς α-
κέραιους. Το 1074 ο Omar Khayyan (1048-1131), ο οποίος έζησε στο Ιράν, έδωσε λύσεις
για κάποιες τριτοβάθµιες εξισώσεις µε συντελεστές ϑετικούς ακέραιους χρησιµοποιώντας
κωνικές τοµές. Σηµειώνουµε ότι οι αρνητικοί αριθµοί άρχισαν να χρησιµοποιούνται ευ-
ϱέως τον 16ο αιώνα. Το 1515 ο Ιταλός Scipione del Ferro (1465-1526), καθηγητής στο
πανεπιστήµιο της Bologna, υπολόγισε τις λύσεις της εξίσωσης x3 +mx = n, για ϕυσικούς
αριθµούς m και n. Το 1535 ο Niccolo Fontana (1500-1557), γνωστός ως Tartaglia, υ-
πολόγισε τις ϱίζες µερικών ειδικών περιπτώσεων τριτοβάθµιων αλγεβρικών εξισώσεων. Το
1539 ο Girolamo Cardano (1501-1576) δηµοσίευσε στο ϐιβλίο του «Ars Magma» (Μέ-
γα ΄Εργο) τις λύσεις των εξισώσεων που έλυσε ο Tartaglia, χωρίς, όµως, την έγκριση του
τελευταίου. Ο Cardano στο ϐιβλίο του αυτό δηµοσίευσε την επίλυση 13 ακόµη περιπτώ-
σεων τριτοβάθµιων εξισώσεων τις οποίες ο ίδιος υπολόγισε. Ο Cardano έδωσε µία πλήρη
επίλυση των πολυωνυµικών εξισώσεων τρίτου ϐαθµού χρησιµοποιώντας και αρνητικούς α-
ϱιθµούς. Στο έργο «Ars Magma» αναφέρεται επίσης µία µέθοδος επίλυσης πολυωνυµικών
εξισώσεων τέταρτου ϐαθµού η οποία επινοήθηκε από τον Lodovico Ferrari (1522-1565),
µαθητή του Cardano. Ο Rafaele Bombelli (1526-1572) στο ϐιβλίο του µε τίτλο «Algebra»
συγκέντρωσε τις µέχρι τότε γνώσεις και επηρεασµένος από το έργο το ∆ιόφαντου (210-
290) έγραψε αναλυτικά και µε πιο σύγχρονο τρόπο την επίλυση των εξισώσεων 3ου και
4ου ϐαθµού δίνοντας την αριθµητική των αρνητικών αριθµών, αλλά και τις ιδιότητες των
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µιγαδικών αριθµών. Το 1615 ο Γάλλος µαθηµατικός Francois Viete (1540-1603) έδωσε
µία ευκρινέστερη ανάπτυξη της µεθόδου του Ferrari και ήταν ο πρώτος που χρησιµοποί-
ησε γράµµατα για συντελεστές και αγνώστους σε µία εξίσωση χωρίς, όµως, να δώσει τη
γενική λύση των εξισώσεων. Ο επίσης Γάλλος µαθηµατικός Albert Girard (1595-1632)
ήταν ο πρώτος ο οποίος ισχυρίστηκε ότι ένα πολυώνυµο ϐαθµού n έχει το πολύ n πλήθους
πραγµατικούς αριθµούς ως ϱίζες και ακριβώς n αν συµπεριληφθούν και οι ϕανταστικοί
αριθµοί ως ϱίζες. Μετά από αυτά τα επιτεύγµατα άρχισε η έντονη δραστηριότητα των
µαθηµατικών να συνεχιστεί η προσπάθεια εύρεσης των ϱιζών πολυωνυµικών εξισώσεων
ϐαθµού µεγαλύτερου του 4 µε ϱιζικά.

Το 1683 ο Γερµανός µαθηµατικός Ehrenfried Walter von Tschirnhaus (1651-1708)
παρουσίασε µία ενιαία µέθοδο επίλυσης µίας αλγεβρικής εξίσωσης οποιουδήποτε ϐαθ-
µού. Η µέθοδος αυτή οδηγούσε στην επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος, που, όπως,
επισήµανε ο Leibniz ήταν πολύ δύσκολο να λυθεί. Ο Γερµανός µαθηµατικός Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), ένας από τους σηµαντικούς ερευνητές στη µιγαδική ανά-
λυση, ασχολήθηκε ιδιαίτερα µε την επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων 5ου ϐαθµού χωρίς,
όµως, να ϕθάσει στον στόχο του. Στην εύρεση των λύσεων της εξίσωσης xn − 1 = 0, δηλ.
της εύρεσης των n-οστών ϱιζών της µονάδας, συνέτεινε ο Roger Cotes (1682-1716) χρη-
σιµοποιώντας τριγωνοµετρικές µεθόδους. Ο Γάλλος µαθηµατικός Abraham de Moivre
(1667-1754) εφαρµόζοντας και τελειοποιώντας τα αποτελέσµατα της εργασίας του Cotes
ϐρήκε τις ϱίζες του πολυωνύµου xn − 1 και έδωσε τους γνωστούς τύπους που ϕέρουν το
όνοµά του. Με την εργασία αυτή του de Moirve αποδείχθηκε ότι η εξαγωγή ϱιζών µι-
γαδικών αριθµών δεν παράγει νέους τύπους αριθµών, αλλά πάλι µιγαδικούς αριθµούς.
Είναι αξιοσηµείωτο ότι η εργασία του de Moirve ώθησε τους µαθηµατικούς της εποχής
σε µεθόδους προχωρηµένων µαθηµατικών για την επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων. Η µέ-
ϑοδος που πρότεινε το 1765 ο Γάλλος µαθηµατικός Etienne Bezout (1730-1783) είχε
ιδιαίτερο ενδιαφέρον γιατί χρησιµοποίησε την εξαγωγή ϱιζών της µονάδας για την επί-
λυση εξισώσεων µικρού ϐαθµού. Ο µέγας µαθηµατικός Leonhard Euler (1707-1783), ο
οποίος γεννήθηκε στην Ελβετία, ασχολήθηκε επίσης µε την επίλυση αλγεβρικών εξισώσε-
ων, αλλά και αυτός χωρίς να οδηγηθεί στον στόχο του παρά τις µεγάλες επιτεύξεις του σε
µεγάλου εύρους µαθηµατικές ϑεωρίες. Η πρώτη µεγάλη έκρηξη στην επίλυση αλγεβρι-
κών εξισώσεων έγινε το 1770 µε τη σχεδόν ταυτόχρονη δηµοσίευση των συµπερασµάτων
του Ιταλο-Γάλλου µαθηµατικού Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) και του Γάλλου µα-
ϑηµατικού Alexandre-Theophile Vandermonde (1735-1796) οι οποίοι ανεξάρτητα ο ένας
του άλλου έδωσαν έναν νέο τρόπο επίλυσης των αλγεβρικών εξισώσεων. Ο ίδιος ο Lagrange
αναφέρει ότι η µελέτη του εξυπηρετεί δύο σκοπούς : ο πρώτος δίνει περισσότερο ϕως στις
ήδη γνωστές λύσεις εξισώσεων 3ου και 4ου ϐαθµού και ο δεύτερος την εισήγηση µεθόδων
που µπορούν να εφαρµοστούν σε λύσεις εξισώσεων µεγαλύτερου ϐαθµού. Ο Lagrange
µελετώντας τις εργασίες των προγενεστέρων του ερευνητών και κυρίως των Euler, Bezout
και Tschirnhaus διαπίστωσε ότι όλες οι µέθοδοι οδηγούν στην εύρεση κατάλληλων συ-
ναρτήσεων των ϱιζών της εξίσωσης που έχουν ϐαθµό µικρότερο από την αρχική εξίσωση
και επιπλέον οι ϱίζες µπορούν εύκολα να εξαχθούν από αυτές. Στο τέλος της εργασίας του
ο Lagrange απέδειξε συµπεράσµατα της Θεωρίας Οµάδων, µε όρους µεταθέσεων, µεταξύ
αυτών και το πολύ σηµαντικό γνωστό σήµερα Θεώρηµα του Lagrange. Πολύ ενδιαφέρον
γεγονός είναι ότι σε αυτήν την εργασία του ο Lagrange µελετάει το ϱόλο των µεταθέσεων
των ϱιζών της αλγεβρικής εξίσωσης στην εύρεση των ϱιζών. Ο Vandermonde δεν υπήρξε
ο µαθηµατικός της κλάσης µεγέθους του Lagrange και του Euler, όµως είχε εξαιρετικές
ιδέες για την επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων. Ανάπτυξε πολλές από τις ιδέες του Lagrange
πριν από τον Lagrange και µερικές σύγχρονα µε αυτόν. ΄Οµως, οι µέθοδοί του δεν ήσαν
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διατυπωµένες µε σαφήνεια και παρουσιάστηκαν δύο χρόνια µετά τις δηµοσιεύσεις των
εργασιών του Lagrange, ο οποίος ήταν πασίγνωστος. Ο µέγας Γερµανός µαθηµατικός
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ο αποκαλούµενος από όλους πλέον τους µαθηµατι-
κούς πρίγκιπας των µαθηµατικών, είχε σηµαντική συνεισφορά στην επίλυση αλγεβρικών
εξισώσεων. Το 1799 απέδειξε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας µε µεθόδους της
µαθηµατικής ανάλυσης. Η δεύτερη µεγάλη συνεισφορά του ήταν στην επίλυση των κυ-
κλοτοµικών εξισώσεων. Ο Gauss µε τη µελέτη του στα κυκλοτοµικά σώµατα έδειξε πώς
µπορούσε να εφαρµόσει και να τελειοποιήσει τα επιχειρήµατα του Vandermonde για να
ϐρει επαγωγικούς τύπους µε ϱιζικά, προκειµένου να υπολογίσει τις n-ϱίζες της µονά-
δας. Χωρίς να ϕθάσει στο επιδιωκόµενο αποτέλεσµα ϐρήκε τρόπους να αναγάγει την
εύρεση των ϱιζών της µονάδας στην εύρεση ϱιζών κυκλοτοµικών πολυωνύµων µικρότερων
ϐαθµών. Ως εφαρµογή αυτών των συµπερασµάτων το 1796 κατασκεύασε µε κανόνα και
διαβήτη το κανονικό 17-γωνο σε ηλικία 19 ετών.

Οι µέθοδοι του Lagrange ενέπνευσαν τον Paolo Ruffini (1765- 1822), ο οποίος το 1799
δηµοσίευσε ένα δίτοµο έργο όπου αποδείκνυε ότι µία αλγεβρική εξίσωση ϐαθµού µεγα-
λύτερου του 5 δεν επιλύεται µε ϱιζικά. Η εργασία του Ruffini ήταν ιδιαίτερα εκτενής και
δυσνόητη. Κάποια συµπεράσµατα του Ruffini γενικεύτηκαν από τον Γάλλο µαθηµατικό
Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ο οποίος έδειξε ιδιαίτερο ενδιαφέρον για το έργο
του Ruffini ϐρίσκοντας, όµως, ένα αποδεικτικό κενό. Το 1824 µία νέα σχετικά σύντοµη
απόδειξη του συµπεράσµατος του Ruffini δόθηκε από τον νεαρό Νορβηγό µαθηµατικό
Niels-Henrik Abel (1802-1829). Η απόδειξη του Abel ήταν ανεξάρτητη από τη δουλειά
του Ruffini και κάλυπτε το αποδεικτικό κενό της απόδειξης του Ruffini. Με τα σηµαντικά
συµπεράσµατα των Gauss, Ruffini και Abel γνωρίζουµε µέχρι στιγµής ότι (εκτός από τα
πολυώνυµα 3ου και 4ου ϐαθµού) κάποια από τα κυκλοτοµικά πολυώνυµα ϐαθµού µε-
γαλύτερου του 5 είναι επιλύσιµα µε ϱιζικά, καθώς και ότι υπάρχουν πολυώνυµα ϐαθµού
µεγαλύτερου ή ίσου του 5 που δεν είναι επιλύσιµα µε ϱιζικά. Το ερώτηµα που πρέπει να
απαντηθεί τώρα είναι πότε ένα πολυώνυµο είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά ; Η τιµή της απάντη-
σης στο κρίσιµο αυτό ερώτηµα ανήκει στον ιδιοφυή νεαρό Evariste Galois (1811-1832).
Ο Evariste Galois στα 21 χρόνια που έζησε είχε µία δραµατική Ϲωή, που απασχολεί ακό-
µη τους ιστορικούς ώστε να ϕέρουν στο ϕως όλες τι πτυχές της, αλλά κατάφερε να κάνει
σηµαντικές µαθηµατικές ανακαλύψεις από τη εποχή της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσής
του. Ο Galois µελέτησε το έργο του Lagrange και επηρεάστηκε από αυτό. Προσπάθη-
σε από τον Μάιο του 1829 να δηµοσιοποιήσει τα συµπεράσµατά του. ∆ύο εργασίες του
στάλθηκαν µέσω της Ακαδηµίας Επιστηµών του Παρισιού στον Cauchy για να τις κρίνει,
ο οποίος τις έχασε. Το Φεβρουάριο του 1830 η εργασία του στάλθηκε πάλι από την Α-
καδηµία Επιστηµών του Παρισιού για κρίση στον Joseph Fourier (1768-1830) ο οποίος
πέθανε πριν τη διαβάσει και έτσι χάθηκε. Τον Ιανουάριο του 1831 ο Galois υπέβαλε την
εργασία του στον Γάλλο µαθηµατικό Simeon Denis Poisson (1781-1840) ο οποίος την
απέρριψε ως ακατάληπτη. Οι ιστορικές αναφορές µας πληροφορούν ότι ο Galois την πα-
ϱαµονή µίας µονοµαχίας, που του κόστισε τη Ϲωή, έγραψε µία επιστολή µε ηµεροµηνία
29 Μαίου 1832 προς το ϕίλο του Auguste Chevallier στην οποία έδινε ένα σκίτσο των
συµπερασµάτων του για την επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων. Επιθυµία του Galois ήταν
να µοιραστεί το περιεχόµενο της επιστολής σε επιφανή µέλη της µαθηµατικής κοινότητας.
Η επιθυµία του Galois εκτελέστηκε από τον Chevalier και τον αδελφό του Galois, έτσι ένα
αντίγραφο έφθασε στον Joseph Liouville (1809-1882), ο οποίος ως µέλος της Ακαδηµίας
Επιστηµών του Παρισιού, αναγνώρισε το κείµενο του Galois και διαβεβαίωσε την ορθότητά
του µε σχετική του ανακοίνωση στην Ακαδηµία το 1843. Ο Liouville αποκωδικοποίησε
το κείµενο του Galois και µε τη ϕροντίδα του δηµοσιεύθηκε το 1846. Η ϐασική ιδέα του
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Galois ήταν να προσαρτήσει σε κάθε πολυώνυµο µία οµάδα µεταθέσεων των ϱιζών του και
το ϐασικό του συµπέρασµα ήταν να αποδείξει µία ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε ένα
πολυώνυµο να είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά. Απαντώντας σε ένα από τα πλέον σηµαντικά
ερωτήµατα που απασχόλησαν τους πλέον επιφανείς µαθηµατικούς τουλάχιστον µέχρι την
εποχή του. Ο αναγνώστης µπορεί να ϐρει µία µετάφραση στα αγγλικά από τα γαλλικά
της εργασίας του Galois, όπως γράφτηκε από τον ίδιο στην επιστολή του το 1832, στο [2]
και [3].

Πρώτο µέληµα των µαθηµατικών µετά την κοινοποίηση της ϑεωρίας του Galois ήταν
να ετοιµαστεί το µαθηµατικό υπόβαθρο ώστε αυτή να γίνει κατανοητή από όλους τους
µαθηµατικούς. Ο Γερµανός µαθηµατικός Leopold Kronecker (1823- 1891) ανάπτυξε τη
ϑεωρία σωµάτων κυρίως στο κατασκευαστικό της µέρος. Ο επίσης Γερµανός µαθηµατικός
Richard Dedekind (1831-1916) που ϑεµελίωσε τη ϑεωρία σωµάτων από τη συνολοθεω-
ϱητική της πλευρά, ήταν ο πρώτος ο οποίος ασχολήθηκε µε την οµάδα αυτοµορφισµών
ενός σώµατος στη ϑέση της οµάδας µεταθέσεων ϱιζών και όρισε την οµάδα Galois, όπως
την εννοούµε σήµερα. Το 1854 ο ΄Αγγλος µαθηµατικός Arthur Cayley (1821-1895) όρισε
την έννοια της οµάδας, όπως την εννοούµε σήµερα. Το ενδιαφέρον των µαθηµατικών
πλέον στράφηκε προς τη ϑεωρία οµάδων και δεν ασχολούνταν µόνο µε τις οµάδες µετα-
ϑέσεων, λόγω της επιρροής της ϑεωρίας Galois . Ο Γερµανός µαθηµατικός Emil Artin
(1898-1962) ευθύνεται κατά ένα µεγάλο µέρος για τη σηµερινή παρουσίαση της ϑεωρίας
Galois, αυτός έδωσε τη µορφή στο Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, όπως το
διδάσκουµε σήµερα, και σε αυτόν οφείλονται πολλές από τις επί µέρους αποδείξεις, αφού
από το κείµενο του Galois δεν ήταν σαφής η αντιστοιχία µεταξύ υποοµάδων και υποσωµά-
των. Το 1928 ο Γερµανός µαθηµατικός Wolfgang Krull (1899-1971) επέκτεινε τη ϑεωρία
Galois σε άπειρες επεκτάσεις σωµάτων όπου η τοπολογία παίζει σηµαντικό ϱόλο. Το 1968
οι S.U. Chase, D.K. Harrison και A. Rosenberg στο [1] επέκτειναν τη ϑεωρία Galois σε ε-
πεκτάσεις αντιµεταθετικών δακτυλίων. Η ϑεωρία Galois εξακολουθεί να δηµιουργεί νέους
προβληµατισµούς και το επιστηµονικό αυτό αντικείµενο είναι συνεχούς ενδιαφέροντος.
Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε στα συγγράµµατα που αναφέρονται
στη ϐιβλιογραφία αυτού του εδαφίου και σε πολυµεσικές διαλέξεις του ψηφιακού µαθή-
µατος (open courses) Ιστορία των Μαθηµατικών του Τµήµατος Μαθηµατικών, Α.Π.Θ.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες

Στο Κεφάλαιο αυτό δίνουµε τις απαραίτητες προκαταρτικές γνώσεις από τη ϑεωρία πο-
λυωνύµων και τη ϑεωρία σωµάτων που απαιτούνται για τα επόµενα κύρια κεφάλαια. Στο
Εδάφιο 1.1 παρουσιάζουµε τα ϐασικά ϑέµατα που πρόκειται να αναπτυχθούν εκτενώς στα
κείµενο αυτό. Ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί τα συγγράµµατα της προτεινόµενης
ϐιβλιογραφίας για αποδείξεις ϑεωρηµάτων που παραλείπονται.

1.1 Εισαγωγικά

Στο εδάφιο αυτό ϑα περιγράψουµε τα τρία ϐασικά ϑέµατα που ϑα µας απασχολήσουν σε
αυτό το κείµενο :

• το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας,

• την εύρεση ϱιζών πολυωνυµικών εξισώσεων και

• την κατασκευασιµότητα κανονικών πολυγώνων µε κανόνα και διαβήτη.

1.1.1 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας (Fundamental Theorem of Algebra) είναι από τα
σηµαντικότερα ϑεωρήµατα στα µαθηµατικά.

Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας Αν f(x) ∈ C[x] και deg f(x) > 0, τότε υπάρχει
a ∈ C έτσι ώστε f(a) = 0. ∆ηλαδή κάθε µη σταθερό πολυώνυµο µε συντελεστές από το
σύνολο των µιγαδικών αριθµών έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο C.

Είναι αξιοσηµείωτο να τονίσουµε ότι το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας ϐεβαιώνει
την ύπαρξη ϱίζας του f(x), δεν κατασκευάζει, όµως, τη ϱίζα αυτή. Παρατηρούµε ότι
αν f(x) ∈ C[x] και f(a) = 0, τότε υπάρχει q(x) ∈ C[x] έτσι ώστε f(x) = (x − a)q(x).
Μπορεί λοιπόν να αποδειχθεί µε απλή επαγωγή στον ϐαθµό του πολυωνύµου f(x), ότι
αν f(x) ∈ C[x] και n = deg f(x) > 0, τότε το f(x) έχει n ϱίζες στο C. Λέµε ότι το σώµα C
είναι αλγεβρικά κλειστό εξαιτίας αυτής της ιδιότητας. Η ιδιότητα αυτή έχει ως συνέπεια ότι
κάθε πολυώνυµο του C[x] αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο C[x]. Από
το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας προκύπτει ακόµα ότι τα µόνα ανάγωγα πολυώνυµα
του C[x] είναι τα πολυώνυµα ϐαθµού 1. Αφού τα πολυώνυµα του R[x] ανήκουν και στον
C[x], τα µη µηδενικά πολυώνυµα µε πραγµατικούς συντελεστές έχουν τόσες µιγαδικές
ϱίζες όσος είναι ο ϐαθµός τους, µετρώντας τις ϱίζες σύµφωνα µε την πολλαπλότητά τους.
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΄Οµως σε αντίθεση µε το C, το σώµα R δεν είναι αλγεβρικά κλειστό. Για παράδειγµα το
πολυώνυµο x2 + 1 ∈ R[x] δεν έχει ούτε µία ϱίζα στον R.

Η πρώτη απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας αποδίδεται στον Gauss
το 1799. Η απόδειξη αυτή χρησιµοποιεί ιδέες από τη τοπολογία και έχει κάποια κενά.
Η πρώτη πλήρης απόδειξη οφείλεται στον Argand το 1814, ενώ στη συνέχεια ο Gauss
έδωσε τουλάχιστον άλλες δύο πλήρεις διαϕορετικές αποδείξεις. ΄Εως σήµερα έχουν δοθεί
πάνω από 200 αποδείξεις του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας που χρησιµοποιούν
και σε κάποιες περιπτώσεις συνδυάζουν µεθόδους από τη Μαθηµατική Ανάλυση, την
Τοπολογία, την ΄Αλγεβρα, τη Θεωρία Αριθµών, ακόµα και από τη Θεωρία Πιθανοτήτων.

Στο Κεφάλαιο 6 ϑα δώσουµε µία αλγεβρική απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος
της ΄Αλγεβρας χρησιµοποιώντας τις ϐασικές ιδέες της Θεωρίας Galois. Για κάποια ιστορικά
στοιχεία σχετικά µε την απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας παραπέ-
µπουµε σε πολυµεσικές διαλέξεις του ψηφιακού µαθήµατος (open courses) Ιστορία των
Μαθηµατικών του Τµήµατος Μαθηµατικών, Α.Π.Θ. και συγκεκριµένα στη διάλεξη της
Ενότητας 7.3. Για τον Gauss και την προσφορά του στα µαθηµατικά παραπέµπουµε
ειδικότερα στη διάλεξη της Ενότητας 8.2 καθώς και στον [5, Κεφ. 15].

1.1.2 Τύποι για τις ϱίζες πολυωνύµων

΄Εως τον 19 αιώνα, ο όρος ΄Αλγεβρα αναφερόταν στην επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων,
δηλαδή εξισώσεων της µορφής f(x) = 0, όπου f(x) είναι ένα πολυώνυµο µε συντελεστές
από ένα σώµα. ΄Οπως είδαµε προηγουµένως το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας εγ-
γυάται την ύπαρξη ϱιζών του f(x), δεν δίνει όµως πληροφορίες για τον υπολογισµό αυτών
των ϱιζών.

Τον 16ο αιώνα Ιταλοί Μαθηµατικοί (dal Ferro, Cardano, Tartaglia, Ferrari) ϐρήκαν
τύπους για την εύρεση ϱιζών πολυωνύµων ϐαθµού 3 και 4. Σηµειώνουµε ότι στη διατύ-
πωση αυτών των τύπων εµφανίζονται η πρόσθεση και αφαίρεση, ο πολλαπλασιασµός και
η διαίρεση αριθµών, καθώς και η εξαγωγή ϱιζικών µε χρήση των συντελεστών των πολυω-
νύµων. Για παράδειγµα ο τύπος για την εύρεση µίας ϱίζας του πολυωνύµου x3 +mx−n,
όπου m,n είναι ακέραιοι αριθµοί, είναι ο ακόλουθος :
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Οι τύποι γίνονται πιο πολύπλοκοι για πολυώνυµα τέταρτου ϐαθµού. Η αναλυτική πε-
ϱιγραφή των ϱιζών πολυωνύµων τρίτου και τέταρτου ϐαθµού δίνεται στο Παράρτηµα V.
Εάν οι ϱίζες ενός πολυωνύµου περιγράφονται µε τύπους τέτοιας µορφής, λέµε ότι το
πολυώνυµο επιλύεται µε ϱιζικά.

Οι τύποι αυτοί ανάγκασαν τους µαθηµατικούς της εποχής να αποδεχτούν το µυστήριο
της άλγεβρας των ϕανταστικών αριθµών. Αν και οι τύποι των ϱιζών των τριτοβάθµιων και
τεταρτοβάθµιων πολυωνύµων διατυπώθηκαν αρχικά για πολυώνυµα µε ϱητούς συντελε-
στές, οι τύποι αυτοί ισχύουν και για πολυώνυµα µε συντελεστές από το C. Μετά την
επίλυση µε ϱιζικά του τεταρτοβάθµιου πολυωνύµου η προσπάθεια επικεντρώθηκε στην
εύρεση αντίστοιχου τύπου για τις ϱίζες των πολυωνύµων πέµπτου ϐαθµού. Ο πρώτος,
που ισχυρίστηκε γραπτά ότι δεν υπάρχει τέτοιος τύπος, ήταν ο Ιταλός µαθηµατικός Ruf-
fini σε µία εργασία του το 1799. Εκεί ο Ruffini εισήγαγε για πρώτη ϕορά την έννοια
της οµάδας των µεταθέσεων. Ο Lagrange το 1771 είχε ορίσει τις µεταθέσεις στοιχείων,
δεν είχε όµως αναγνωρίσει µία ιδιαίτερη δοµή στο σύνολο των µεταθέσεων. Η εργασί-
α του Ruffini είχε κάποια µικρά κενά και δεν αναγνωρίστηκε εκείνη την εποχή από τη
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https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://opencourses.auth.gr/courses/OCRS249/
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https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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http://delos.it.auth.gr/opendelos/player?rid=dadfb4e2
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http://delos.it.auth.gr/opendelos/player?rid=56938fc0
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Μαθηµατική κοινότητα, ούτε και οι µετέπειτα προσπάθειες του, όπου διόρθωνε ο ίδιος
τα κενά, δηµοσιεύοντας τις εργασίες του µε δικά του έξοδα. Το 1824 ο Abel έδωσε µία
ολοκληρωµένη απόδειξη της µη επιλυσιµότητας του γενικού πολυωνύµου πέµπτου ϐαθ-
µού, χρησιµοποιώντας και αυτός τις µεταθέσεις των ϱιζών του πολυωνύµου. Σήµερα στο
αντίστοιχο ϑεώρηµα αποδίδουµε και τα δύο ονόµατα κατά αλφαβητική σειρά των επιθέτων
των συγγραφέων, όπως είθισται στις µαθηµατικές εργασίες.

Θεώρηµα των Abel-Ruffini. ∆εν υπάρχει τύπος µε ϱιζικά που να επιλύει όλα τα πολυώ-
νυµα ϐαθµού 5 µε πραγµατικούς συντελεστές.

Σίγουρα, όµως, υπάρχουν πολυώνυµα ϐαθµού 5 που είναι επιλύσιµα µε ϱιζικά. Για
παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο f(x) = x5 − 2 ∈ C[x]. Μία ϱίζα του f(x)
είναι ο πραγµατικός αριθµός b, που δίνεται από τον τύπο b = 5

√
2. ∆ιαιρώντας το f(x) µε

το x − b, προκύπτει ότι υπάρχει πολυώνυµο q(x) ∈ R[x] έτσι ώστε f(x) = (x − b)q(x).
Ο ϐαθµός του q(x) είναι 4 και εποµένως το πολυώνυµο q(x) είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά
(αφού όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού τρία ή τέσσερα είναι επιλύσιµα µε ϱιζικά). Οι ϱίζες,
όµως, του q(x) είναι και ϱίζες του f(x). ΄Ετσι το f(x) είναι και αυτό επιλύσιµο µε ϱιζικά
όπως ισχυριστήκαµε. Τίθεται λοιπόν το εύλογο ερώτηµα: ποια πολυώνυµα είναι τελικά
επιλύσιµα µε ϱιζικά ;

Ο πρώτος που αντιλήφθηκε ότι η δυνατότητα προσδιορισµού των ϱιζών ενός πολυωνύ-
µου f(x) µε τύπο συνδέεται µε τη δοµή της οµάδας των µεταθέσεων των ϱιζών του f(x)
είναι ο Galois, το 1831. Ο Galois χρησιµοποίησε µία υποοµάδα της οµάδας των µετα-
ϑέσεων των ϱιζών του πολυωνύµου f(x), η οποία σήµερα λέγεται οµάδα του Galois. Στο
Κεφάλαιο 3 ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα που αναφέρεται στην επιλυσιµότητα
µε ϱιζικά.

Θεώρηµα του Galois. Τα πολυώνυµα, των οποίων οι ϱίζες εκφράζονται από κάποιον
τύπο που εµπεριέχει πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασµό, διαίρεση και εξαγωγή ϱιζικών
των συντελεστών, είναι ακριβώς εκείνα για τα οποία η αντίστοιχη οµάδα του Galois είναι
επιλύσιµη.
Η έννοια της επιλυσιµότητας µίας οµάδας προέρχεται, όπως ϑα δούµε στο Κεφάλαιο 6,
από τη Θεωρία Οµάδων. Για να αποδείξουµε το παραπάνω ϑεώρηµα ϑα χρειαστούµε
το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, που περιγράφουµε εδώ χωρίς µαθηµατική
αυστηρότητα στη σύγχρονη εκδοσή του:

Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois΄Εστω F σώµα και f(x) ∈ F [x]. ΄Εστω E
το µικρότερο σώµα που περιέχει το F και όλες τις ϱίζες του f(x). Υπάρχει µία πλήρης
αντιστοιχία ανάµεσα στα υποσώµατα του E που περιέχουν το F και στις υποοµάδες της
οµάδας Galois του f(x).

Παραλείψαµε σκόπιµα κάποιες συνθήκες στο παραπάνω ϑεώρηµα για να κάνουµε κατα-
νοητή τη ϐασική ιδέα. Για παράδειγµα, το ϑεώρηµα ισχύει για τα διαχωρίσιµα πολυώνυµα.
΄Ενα άλλο σηµείο, όπου ϑα επιµείνουµε αργότερα, είναι η έννοια του µικρότερου σώµατος
που περιέχει το σώµα στο οποίο ανήκουν οι συντελεστές του πολυωνύµου, αλλά και οι
ϱίζες του, καθώς και η συνεπαγόµενη ερώτηση για το πόσα τέτοια διαφορετικά σώµατα
υπάρχουν. Θα χρειαστεί, λοιπόν, να µελετήσουµε ιδιότητες σωµάτων και να καταλάβουµε
τις δοµές τους. Θα τα µελετήσουµε όλα αυτά στα επόµενα εδάφια αυτού του κειµένου.
Για την ιστορία που οδήγησε στην ανακάλυψη της ϑεωρηµάτων των Abel-Ruffini και Ga-
lois παραπέµπουµε στο [5, Ενότητες 9.3, 15.2, 15.3] και στις πολυµεσικές διαλέξεις του
ψηφιακού µαθήµατος Ιστορία των Μαθηµατικών του Τµήµατος Μαθηµατικών, Α.Π.Θ. και
συγκεκριµένα στις διαλέξεις των Ενοτήτων 9.2 και 9.3.
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1.1.3 Κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη.

Ως κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη εννοούµε τις γεωµετρικές κατασκευές για τις οποίες
επιτρέπεται µόνο η χρήση του κανόνα και του διαβήτη. Ο κανόνας είναι ένα γεωµετρικό
εργαλείο µε µία πλευρά. Με τον κανόνα µπορούµε να χαράξουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα
µε άκρα δύο προσδιορισµένα σηµεία. ∆εχόµαστε ότι µπορούµε να επεκτείνουµε το ευ-
ϑύγραµµο τµήµα µε τον κανόνα και προς τις δύο κατευθύνσεις απεριόριστα. Ο κανόνας,
όµως, δεν ϕέρει υποδιαιρέσεις και δεν µπορεί από µόνος του να καθορίσει αποστάσεις.
Ο διαβήτης είναι το γεωµετρικό εργαλείο µε το οποίο µπορούµε να χαράξουµε την πε-
ϱιφέρεια ενός κύκλου του οποίου γνωρίζουµε το κέντρο και την ακτίνα. Στο κέντρο του
κύκλου τοποθετούµε το άκρο του ενός σκέλους του διαβήτη, ενώ η ακτίνα προσδιορίζεται
από το άνοιγµα των άκρων των σκελών του διαβήτη.

Για να µπορέσουµε να προχωρήσουµε σε µία γεωµετρική κατασκευή ϑα πρέπει να
µπορούµε να κατασκευάσουµε σηµεία, δηλ. να προσδιορίσουµε τη ϑέση τους πάντα και
µόνο µε κανόνα και διαβήτη και να συνδέουµε τα σηµεία που µας ενδιαφέρουν µε ευθείες
γραµµές µε τη χρήση του κανόνα. Θα εξετάσουµε πώς µπορούµε να κατασκευάσουµε
σηµεία στο επίπεδο. ΄Οµως, πρώτα ας παρατηρήσουµε ότι αν ήδη έχουµε κατασκευάσει
κάποια σηµεία, τα νέα σηµεία που µπορούµε να κατασευάσουµε από αυτά προκύπτουν
µε τον κανόνα και τον διαβήτη µε έναν από τους ακόλουθους τρεις τρόπους :

• ως τοµή δύο ευθύγραµµων τµηµάτων,

• ως τοµή ενός ευθύγραµµου τµήµατος και της περιφέρειας ενός κύκλου,

• ως τοµή των περιφερειών δύο κύκλων.

Θα ξεκινήσουµε µε δύο αρχικά σηµεία στο επίπεδο. Λέµε ότι µία απόσταση είναι κατα-
σκευάσιµη (constructible) αν προκύπτει ως απόσταση ανάµεσα σε δύο κατασκευάσιµα
σηµεία. Συµφωνούµε η απόσταση ανάµεσα στα δύο αρχικά σηµεία να είναι ίση µε τη
µονάδα µέτρησης, που συµβολίζουµε µε 1, και χαράζουµε την ευθεία που διέρχεται από
τα δύο αρχικά σηµεία µε τη χρήση του κανόνα. Στη συνέχεια ταυτίζουµε την ευθεία αυτή
µε την ευθεία των πραγµατικών αριθµών και ορίζουµε τα αρχικά σηµεία µε 0 και 1, µε
το 1 στα δεξιά του 0. Θα προσπαθήσουµε να ϐρούµε όλα τα σηµεία επί της πραγµατικής
ευθείας που είναι κατασκευάσιµα και τις αντίστοιχες κατασκευάσιµες αποστάσεις. Ξεκι-
νούµε µε την κατασκευή των ακέραιων αριθµών. Με κέντρο το σηµείο 1 και ακτίνα το
µήκος της µονάδας χαράσσουµε µία περιφέρεια κύκλου η οποία τέµνει την ευθεία σε ένα
σηµείο δεξιά του σηµείου 1. Το σηµείο αυτό είναι το 2. Συνεχίζοντας µε αυτό το τρό-
πο, κατασκευάζουµε όλους τους ϕυσικούς αριθµούς. Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία
αριστερά του σηµείου 0 κατασκευάζουµε µε κανόνα και διαβήτη τους αριθµούς −1,−2,
κ.ο.κ. ΄Εχουµε κατασκευάσει έτσι όλους τους ακέραιους αριθµούς. Παρατηρούµε επί-
σης ότι, αν a, b είναι κατασκευάσιµοι πραγµατικοί αριθµοί επί της ευθείας που αρχικά
χαράξαµε, µπορούµε µε τον διαβήτη να κατασκευάσουµε τον αριθµό a± b.

Πριν προχωρήσουµε στην κατασκευή των ϱητών αριθµών ας ϑυµηθούµε, ότι µε κανόνα
και διαβήτη είναι δυνατές οι επόµενες κατασκευές στο επίπεδο, (ϐλ. άσκηση 1.5.1):

• να χαράξουµε κάθετη ευθεία σε δοθείσα ευθεία που να περνάει από συγκεκριµένο
σηµείο επί της αρχικής ευθείας,

• να µεσοκάθετη σε δοθέν ευθύγραµµο τµήµα,

• να χαράξουµε ευθεία παράλληλη σε δοθείσα ευθεία που να περνάει από συγκεκρι-
µένο σηµείο εκτός της δοθείσης ευθείας,

http://www.mathopenref.com/common/constappletframe.html?applet=constperplinepoint&wid=600&ht=400
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• να χαράξουµε τη διχοτόµο δοθείσης γωνίας στο επίπεδο.

Για να κατασκευάσουµε τους αριθµούς a, b, a−1, όπου a, b ϕυσικοί αριθµοί, χρησιµο-
ποιούµε το Θεώρηµα του Θαλή για τα όµοια τρίγωνα. Χαράσσουµε την κάθετη στο σηµείο
O της αρχικής ευθείας. Στην οριζόντια ευθεία µε τον διαβήτη ορίζουµε το σηµείο B έτσι
ώστε το τµήµα OB να έχει µήκος ίσο µε 1, το σηµείο C έτσι ώστε το τµήµα OC να έχει
µήκος a και στην κατακόρυφη ευθεία ορίζουµε το σηµείο D έτσι ώστε το τµήµα OD να
έχει µήκος b, (ϐλ. Σχήµα 1.1). Ενώνουµε τα σηµεία BD µε µία ευθεία χρησιµοποιώντας
τον κανόνα και από το σηµείο C ϕέρουµε παράλληλο προς την ευθεία που διέρχεται από
τα σηµεία B και D. ΄Εστω E το σηµείο τοµής αυτής της παραλλήλου µε την αρχική
ευθεία.

b

D

E

x

O CB1 a

Σχήµα 1.1: x = ab

Αν x είναι το µήκος του τµήµατος OE, τότε, από το Θεώρηµα του Θαλή, προκύπτει ότι :

1

b
=
a

x
⇒ x = ab .

΄Οµοια, σύµφωνα µε το Σχήµα 1.2, κατασκευάζουµε το κλάσµα
a

b
από τους αριθµούς a, b,

όταν b 6= 0.

a

y

O b 1

Σχήµα 1.2: y =
a

b

Η διαδικασία που ακολουθήσαµε µπορεί να εφαρµόζεται κάθε ϕορά που οι αριθµοί a, b
είναι κατασκευάσιµοι ϑετικοί αριθµοί. Αφού ο αρνητικός αριθµός ενός κατασκευάσιµου
αριθµού είναι κατασκευάσιµος, αντιλαµβανόµαστε ότι το σύνολο των κατασκευάσιµων
αριθµών είναι σώµα: το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο και το κλάσµα (όπου η διαίρεση
επιτρέπεται) κατασκευάσιµων αριθµών είναι κατασκευάσιµος αριθµός. ΄Εστω F το σώµα
των κατασκευάσιµων αριθµών. Από τα παραπάνω έπεται ότι το F περιέχει τους ϱητούς.
Σύµφωνα µε την άσκηση 1.5.2, αν ο a ≥ 0 είναι κατασκευάσιµος αριθµός, τότε ο

√
a είναι

κατασκευάσιµος αριθµός. Αφού, λοιπόν, ο 2 είναι κατασκευάσιµος αριθµός, έπεται ότι ο

http://www.mathopenref.com/common/constappletframe.html?applet=constbisectangle&wid=600&ht=400
https://en.wikipedia.org/wiki/Intercept_theorem
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√
2 ∈ F . Ως γνωστό ο

√
2 δεν είναι ϱητός. ΄Ετσι ϐλέπουµε ότι το σώµα F εκτός από τους

ϱητούς περιέχει και άλλους πραγµατικούς αριθµούς.
Παρατηρούµε, επίσης, ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε στο επίπεδο ένα σύστηµα

καρτεσιανών συντεταγµένων: ο ένας άξονας είναι η αρχική ευθεία, ο δεύτερος άξονας
είναι η κάθετος στο σηµείο O, ενώ στο σηµείο O δίνουµε τις συντεταγµένες (0, 0). ∆ια-
πιστώνουµε ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε σηµεία στο επίπεδο ανάγοντας αυτές τις
κατασκευές στις συντεταγµένες των σηµείων. Συµπεραίνουµε ότι όλα τα σηµεία του συ-
νόλου {(a, b) : a2, b2 ∈ Q} είναι κατασκευάσιµα.

Τα ϑέµατα της κατασκευασιµότητας µε κανόνα και διαβήτη απασχόλησαν τους αρχαί-
ους ΄Ελληνες που ϑρησκευτικές επιταγές και η αναζήτηση της µαθηµατικής καθαρότητας
απαιτούσαν τη χρήση µόνο κανόνα και διαβήτη. Ετσι γρήγορα οδηγήθηκαν στην ανάγκη
επίλυσης των προβληµάτων:

• Μπορούµε να κατασκευάσουµε την τριχοτόµηση µίας γωνίας ;

• Μπορούµε να κατασκευάσουµε κύβο µε διπλάσιο όγκο ενός άλλου κύβου ;

• Μπορούµε να τετραγωνίσουµε τον κύκλο ;

• Ποια κανονικά πολύγωνα είναι κατασκευάσιµα ;

• Ποιες αποστάσεις είναι κατασκευάσιµες ;

Αυτά τα ϑέµατα κατασκευασιµότητας µε κανόνα και διαβήτη ϑα εξετάσουµε στο Κε-
ϕάλαιο 6 ως εφαρµογές της Θεωρίας Galois. Για ιστορικά στοιχεία σχετικά µε τα άλυτα
γεωµετρικά προβλήµατα της αρχαιότητας παραπέµπουµε στην πολυµεσική διάλεξη 2.3
του ψηφιακού µαθήµατος Ιστορία των Μαθηµατικών του Τµήµατος Μαθηµατικών, Α.Π.Θ.
Για τις µίνι-εφαρµογές (applets) των γεωµετρικών κατασκευών παραπέµπουµε στο [9].

1.2 Βασικές ιδιότητες των πολυωνύµων

Στο εδάφιο αυτό ϑα εξετάσουµε τις ϐασικές ιδιότητες των πολυωνύµων µε συντελεστές
από µία ακέραια περιοχή R ή από ένα σώµα F . Συχνά ϑα µας ενδιαφέρουν πολυώνυµα
πάνω από τον Z και το Q. Ο αναγνώστης καλείται να ανατρέξει στις Ενότητες II, III
του Παραρτήµατος για τους ϐασικούς ορισµούς. Εδώ ϑα αναφέρουµε τις έννοιες και
τα συµπεράσµατα που απαιτούνται για την ανάπτυξη της Θεωρίας Galois. Τις σχετικές
αποδείξεις ο αναγνώστης µπορεί να τις αναζητήσει στα [3, Κεφάλαια 4, 6] και [2, Κεφάλαιο
9] καθώς και στο [7].

΄Εστω ότι F είναι σώµα και F [x] ο δακτύλιος των πολυωνύµων µε συντελεστές από το F .
Ο δακτύλιος F [x] είναι ένας F -διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης, αφού τα στοιχεία
{xi : i ∈ N} αποτελούν µία F -ϐάση του F [x]. Σηµειώνουµε, λοιπόν, ότι dimFF [x] =∞.
Θυµίζουµε επίσης ότι ένα πολυώνυµο λέγεται κανονικό ή µονικό αν ο συντελεστής της
µεγιστοβάθµιας δύναµης του x είναι ίσος µε 1. ΄Ετσι το πολυώνυµο x2 − 1 ∈ Q[x] είναι
κανονικό, ενώ το πολυώνυµο 2x − 1 δεν είναι. Το επόµενο ϑεώρηµα χαρακτηρίζει τον
δακτύλιο πολυωνύµων F [x] πάνω από σώµα F , ϐλ. Παράρτηµα, Θεώρηµα III.3.

Θεώρηµα 1.2.1. i. ΄Εστω ότι F είναι σώµα και έστω f(x), g(x) ∈ F [x], g(x) 6= 0. Τότε
υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα q(x), r(x) ∈ F [x] τέτοια ώστε f(x) = g(x)q(x) + r(x)
µε deg r(x) < deg g(x) ή r(x) = 0.

ii. ΄Εστω F ένα σώµα. Τότε ο δακτύλιος F [x] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών (Π.Κ.Ι.).

http://delos.it.auth.gr/opendelos/player?rid=9cc887d5
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Το πρώτο σκέλος του προηγουµένου ϑεωρήµατος δηλώνει ότι ισχύει ο Ευκλείδειος
αλγόριθµος στον F [x]. Από το δεύτερο σκέλος προκύπτει ότι αν I είναι ιδεώδες του F [x],
τότε υπάρχει ένα πολυώνυµο f(x) ∈ F [x] ώστε :

I = 〈f(x)〉 = {f(x)g(x) : g(x) ∈ F [x]}.

Το πολυώνυµο f(x) καλείται γεννήτορας του ιδεώδους I και δεν ορίζεται µοναδικά για
το I, αφού 〈f(x)〉 = 〈uf(x)〉, για κάθε αντιστρέψιµο στοιχείο u ∈ F [x], δηλ. για κάθε
u ∈ F ∗. Για αυτόν τον λόγο επιλέγουµε συνήθως ως γεννήτορα του I ένα κανονικό
πολυώνυµο του F [x], τον οποίο καλούµε κανονικό γεννήτορα του I. Πράγµατι,

a0 + · · ·+ anx
n 6= 0 ⇔ an 6= 0

και σε αυτήν την περίπτωση

〈a0 + · · · anxn〉 = 〈a−1
n (a0 + · · · anxn)〉 = 〈a0a

−1
n + · · · an−1a

−1
n xn−1 + xn〉.

΄Ετσι προκύπτει ότι ο κανονικός γεννήτορας ενός µη µηδενικού ιδεώδους του F [x] ορίζεται
µοναδικά και προσδιορίζεται από την ιδιότητα ότι είναι το µοναδικό κανονικό πολυώνυµο
ελάχιστου ϐαθµού που ανήκει στο ιδεώδες.

Ο δακτύλιος F [x] ως Π.Κ.Ι. είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης (Π.Μ.Α.). ΄Ετσι τα
ανάγωγα στοιχεία του F [x] είναι τα πρώτα στοιχεία του. Αυτό σηµαίνει ότι αν το f(x) είναι
ανάγωγο, τότε κάθε ϕορά που το f(x) διαιρεί το γινόµενο δύο πολυωνύµων πρέπει να
διαιρεί αναγκαστικά το ένα από τα δύο. Από τον ορισµό της Π.Μ.Α. προκύπτει ότι κάθε
πολυώνυµο f(x) 6= 0 του F [x] αναλύεται µοναδικά ως γινόµενο

f(x) = upt11 (x) · · · ptss (x),

όπου u ∈ F ∗ και τα pi(x), 1 ≤ i ≤ s, είναι κανονικά ανάγωγα πολυώνυµα.
΄Οπως στην αριθµητική του Z, έτσι και σε κάθε Π.Μ.Α. σηµαντικό ϱόλο παίζουν ο

µέγιστος κοινός διαιρέτης (ΜΚ∆) και το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) πεπερασµένου
πλήθους στοιχείων του F [x]. ΄Εστω f1(x), . . . , fs(x) στοιχεία (πολυώνυµα) του F [x]. Τότε
υπάρχουν τα πολυώνυµα

ΜΚ∆ (f1(x), . . . , fs(x)) , ΕΚΠ (f1(x), . . . , fs(x))

και αυτά ορίζονται µοναδικά µε προσέγγιση ενός αντιστρέψιµου στοιχείου του F [x]. Αν
h(x) = ΜΚ∆ (f1(x), . . . , fs(x)), τότε από το Παράρτηµα, Θεώρηµα II.11, προκύπτει ότι
υπάρχουν πολυώνυµα q1(x), . . . , qs(x) του F [x], ώστε

h(x) = f1(x)q1(x) + · · ·+ fs(x)qs(x)

και εποµένως ισχύει η παρακάτω ισότητα για τα ιδεώδη:

〈h(x)〉 = 〈f1(x), . . . , fs(x)〉,

δηλ. το κύριο ιδεώδες µε γεννήτορα το h(x) είναι το ιδεώδες του F [x] που παράγεται από
τα στοιχεία f1(x), . . . , fs(x).

Ιδιαίτερα, αν δύο πολυώνυµα f1(x) και f2(x) του F [x] είναι πρώτα µεταξύ τους, δηλ. αν
ΜΚ∆(f1(x), f2(x)) = 1, τότε

〈f1(x), f2(x)〉 = F [x] .
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Το παραπάνω γενικεύεται για s πολυώνυµα f1(x), . . . , fs(x) ∈ F [x] όταν γνωρίζουµε ότι
ΜΚ∆(f1(x), . . . , fs(x)) = 1. Σε αυτήν την περίπτωση

〈f1(x), . . . , fs(x)〉 = F [x] .

Λόγω της µοναδικής παραγοντοποίησης κάθε πολυωνύµου f(x) ∈ F [x] σε γινόµενο α-
ναγώγων πολυωνύµων καταλαβαίνουµε ότι τα ανάγωγα πολυώνυµα και, για πρακτικούς
λόγους, τα κανονικά ανάγωγα πολυώνυµα παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη µελέτη µας. Κα-
ταρχήν αν p(x) ∈ F [x] είναι ανάγωγο, τότε το ιδεώδες 〈p(x)〉 είναι µέγιστο, ϐλ. Παράρ-
τηµα, Θεώρηµα III.3, αλλά και αντίστροφα κάθε µέγιστο ιδεώδες του F [x] έχει γεννήτορα
ένα ανάγωγο πολυώνυµο του F [x].

Ο έλεγχος για το αν ένα δοθέν πολυώνυµο είναι ανάγωγο δεν είναι εύκολη διαδικασία
και δεν υπάρχει αλγόριθµος που να µας οδηγεί σε ένα τέτοιο συµπέρασµα. Υπάρχουν,
όµως, κάποια κριτήρια µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε αργότερα για τον έλεγχο της αναγω-
γιµότητας ενός πολυωνύµου που δεν δίνουν, όµως, πάντα ικανές και αναγκαίες συνθήκες.

Οι ϱίζες ενός πολυωνύµου συνδέονται µε την παραγοντοποίησή του, όπως προκύπτει
από το επόµενο συµπέρασµα µε απλή εφαρµογή της Ευκλείδειας διαίρεσης.

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω f(x) ∈ F [x]. Το a ∈ F είναι ϱίζα του f(x) αν και µόνο αν το x− a
διαιρεί το f(x) στον F [x].

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο αλγόριθµο f(x) = (x − a)q(x) + r(x), όπου
deg r(x) < 1, και συνεπώς r(x) = r ∈ F . ΄Αρα το x − a διαιρεί το f(x) αν και µόνο
αν το υπόλοιπο r = 0. Αυτό, όµως, συµβαίνει αν και µόνο αν f(a) = 0, δηλαδή αν a είναι
ϱίζα του f(x).

Εφαρµόζοντας διαδοχικά την προηγούµενη πρόταση προκύπτει το εξής πόρισµα.

Πόρισµα 1.2.3. Αν f(x) ∈ F [x] και a1, . . . , an ∈ F είναι διακεκριµένες ϱίζες του f(x) τότε

f(x) = (x− a1) · · · (x− an)p(x), όπου p(x) ∈ F [x].

Ειδικότερα αν n = deg f(x) και a1, . . . , an ∈ F είναι διακεκριµένες ϱίζες του f(x) τότε

f(x) = c(x− a1) · · · (x− an), όπου c ∈ F.

΄Εστω ότι φ : F → L είναι εµφύτευση σωµάτων και

φ̃ : F [x]→ L[x] :
∑

cix
i 7→

∑
φ(ci)x

i

είναι ο αντίστοιχος οµοµορφισµός ανάµεσα στους δακτυλίους πολυωνύµων. Συµβολίζουµε
µε f̃(x) την εικόνα του f(x) στον L[x]. Είναι εύκολο να δούµε ότι αν a είναι ϱίζα του f(x)
τότε φ(a) είναι ϱίζα του f̃(x). Πράγµατι :

f̃(φ(a)) =
∑

φ(ci)φ(a)i =
∑

φ(cia
i) = φ(

∑
cia

i) = φ(f(a)) = φ(0) = 0.

΄Ετσι, από το Πόρισµα 1.2.3 προκύπτει το επόµενο συµπέρασµα µε τον παραπάνω συµ-
ϐολισµό.

Πόρισµα 1.2.4. ΄Εστω ότι a1, . . . , an ∈ F είναι διακεκριµένες ϱίζες του f(x), όπου n =
deg f(x), φ : F → L εµφύτευση σωµάτων και έστω ότι φ(a1), . . . , φ(an) είναι ϱίζες ενός
πολυωνύµου g(x) ∈ L[x]. Τότε

g(x) = f̃(x)p(x), όπου p(x) ∈ L[x].



Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες 9

Παραθέτουµε αµέσως δύο παραδείγµατα πολυωνύµων τα οποία αναλύουµε σε γι-
νόµενο παραγόντων για να εφαρµόσουµε κάποιες γνωστές µεθόδους, αλλά και για να
αντιληφθούµε τα ερωτήµατα που ανακύπτουν από αυτές τις προσπάθειες.

Παράδειγµα 1.2.5. Θα αναλύσουµε το πολυώνυµο f(x) = x3− 2 σε γινόµενο αναγώγων
παραγόντων ως πολυώνυµο του Q[x], του R[x] και του C[x]. Ξεκινούµε ϐρίσκοντας τις
ϱίζες του f(x) στο σώµα C. Παρατηρούµε ότι το b = 3

√
2 είναι µία ϱίζα του f(x) (είναι

µάλιστα η ϱίζα που προκύπτει από τον τύπο 1.1.2.1 αντικαθιστώντας m = 0, n = 2).
Εποµένως το πολυώνυµο x − b ∈ R[x] διαιρεί το πολυώνυµο x3 − 2. Σύµφωνα µε τον
Ευκλείδειο αλγόριθµο διαίρεσης δύο πολυωνύµων ϐρίσκουµε ότι :

f(x) = x3 − 2 = (x− 3
√

2)(x2 +
3
√

2 x+
3
√

4),

δηλαδή
f(x) = (x− b)(x2 + b x+ b2).

Θέτουµε p(x) = x2 + b x + b2 και χρησιµοποιώντας τον τύπο που δίνει τις ϱίζες ενός
δευτεροβάθµιου πολυωνύµου, ϐρίσκουµε ότι οι άλλες δύο ϱίζες του x3 − 2 είναι :

3
√

2

(
−1

2
± i
√

3

2

)
.

Θέτουµε τώρα

ω = −1

2
+
i
√

3

2
= cos

(
2π

3

)
+ i sin

(
2π

3

)
.

Παρατηρούµε ότι

ω = e2πi/3, ω2 = −1

2
− i
√

3

2
, ω3 = e2πi = 1.

΄Αρα µπορούµε να γράψουµε τις 3 ϱίζες του x3 − 2 στο C ως εξής : b, ωb και ω2b. Επίσης
σηµειώνουµε τα παρακάτω:

i. Καµία από τις ϱίζες του f(x) δεν ανήκει στο Q. Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει
πολυώνυµο ϐαθµού 1 στον Q[x] που να διαιρεί το f(x). Κατά συνέπεια, το f(x) δεν
µπορεί να γραφεί ως γινόµενο δύο πολυωνύµων ϐαθµού (και των δύο) µικρότερου
του 3. ΄Αρα το f(x) είναι ανάγωγο στον Q[x].

ii. Αφού το b ∈ R όπως και οι συντελεστές του q(x), έπεται ότι x− b, q(x) ∈ R[x] και άρα
στον R[x] ισχύει ότι f(x) = (x − b)q(x). Εποµένως το f(x) δεν είναι ανάγωγο στον
R[x]. Το πολυώνυµο q(x) έχει ϐαθµό 2, ενώ οι ϱίζες του δεν ανήκουν στο σώµα R.
΄Οπως και προηγουµένως, από την ανάλυση των ϐαθµών προκύπτει ότι το q(x) είναι
ανάγωγο στον R[x]. ΄Επεται εποµένως ότι στον δακτύλιο R[x] η ανάλυση του f(x) σε
ανάγωγους παράγοντες είναι το γινόµενο f(x) = (x− b)q(x).

iii. Κάθε πολυώνυµο ϐαθµού 1 είναι ανάγωγο. ΄Ετσι η ανάλυση του f(x) σε ανάγωγους
παράγοντες στον C[x] είναι f(x) = (x− b)(x− ωb)(x− ω2b).

Σηµειώνουµε τα παρακάτω δύο συµπεράσµατα. Το πρώτο προκύπτει από την ανάλυση
των ϐαθµών. Το δεύτερο είναι επίσης άµεσο.

Πρόταση 1.2.6. ΄Εστω f(x) ∈ F [x], όπου F σώµα.

i. Αν deg f(x) είναι 2 ή 3, τότε το f(x) είναι ανάγωγο αν και µόνο αν το f(x) δεν έχει
ϱίζες στο F .
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ii. ΄Εστω ότι F ⊂ E, όπου E σώµα. Αν το f(x) είναι ανάγωγο στον E[x], τότε το f(x) είναι
ανάγωγο στον F [x].

Παράδειγµα 1.2.7. Εξετάζουµε τώρα το πολυώνυµο f(x) = x3 − 1. Το πολυώνυµο αυτό
δεν είναι ανάγωγο στον Q[x], αφού f(1) = 0 και

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1). (1.2.7.1)

΄Εστω Φ3(x) = x2 +x+1. Υπολογίσαµε τις ϱίζες του Φ3(x) στο προηγούµενο παράδειγµα:
είναι οι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί ω και ω2, όπου ω = e2πi/3. Στο Σχήµα 1.3 δίνεται η
γραφική παράσταση των ϱιζών ω, ω2 και ω3 = 1 του πολυωνύµου x3 − 1 στο µιγαδικό
επίπεδο.

Re

Im

w3

w

1

2π
3

w2

Σχήµα 1.3: Οι ϱίζες του x3 − 1

Οι τρεις λοιπόν ϱίζες της µονάδας, δηλαδή οι ϱίζες του πολυωνύµου x3− 1, είναι οι ω,
ω2 και ω3 = 1, όπου ω = e2πi/3. Εύκολα επιβεβαιώνουµε ότι

(x− ω)(x− ω2) = x2 + x+ 1.

Εποµένως

1. ω2 + ω + 1 = 0 και (ω2)2 + ω2 + 1 = 0.

2. ω · ω2 = 1.

Από την Πρόταση 1.2.6 και αφού οι ϱίζες του Φ3(x) δεν είναι πραγµατικοί αριθµοί, έ-
πεται ότι το πολυώνυµο Φ3(x) είναι ανάγωγο στον R[x] και στονQ[x]. Βέβαια, το Φ3(x) δεν
είναι ανάγωγο στον C[x]. ΄Ετσι η ανάλυση του x3 − 1 σε γινόµενο ανάγωγων πολυωνύµων
στους δακτυλίους R[x] και Q[x] είναι η ανάλυση της σχέσης (1.2.7.1), δηλ.

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1),

ενώ η ανάλυση του x3 − 1 σε γινόµενο ανάγωγων πολυωνύµων στον C[x] είναι

x3 − 1 = (x− 1)(x− ω)(x− ω2).

Πριν προχωρήσουµε στο πολυώνυµο xn − 1, σηµειώνουµε τη ϑέση των ϱιζών του πο-
λυωνύµου x3 − 2 στο µιγαδικό επίπεδο, ϐλ. Παράδειγµα 1.2.5.
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Re

Im

w3 3
√

2

w

w 3
√

2

1

2π
3

w2

w2 3
√

2

Σχήµα 1.4: Οι ϱίζες του x3 − 2

Οι επόµενες παρατηρήσεις αφορούν το πολυώνυµο xn − 1 και τις ϱίζες του στο σώµα
C. Θέτουµε

ω = e2πi/n = cos

(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
.

Οι n-ϱίζες της µονάδας, δηλ. οι ϱίζες του xn − 1 στο C, είναι οι

1, ω, . . . , ωn−1.

Ισχύουν τα εξής :

i) xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1),

ii) οι ϱίζες του xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1 στο C είναι οι ω, ω2, . . . , ωn−1, και άρα

iii) (ωk)n−1 + (ωk)n−2 · · ·+ (ωk) + 1 = 0, για k = 1, . . . , n− 1.

Οι n-ϱίζες της µονάδας στο µιγαδικό επίπεδο, ϐρίσκονται επί του µοναδιαίου κύκλου σε
γωνίες που αντιστοιχούν σε πολλαπλάσια του 2π/n. Είδαµε, στο Σχήµα 1.3, τη γραφική
αναπαράσταση των 3-ϱιζών της µονάδας. Ως δεύτερο παράδειγµα, οι 5-ϱίζες της µονάδας
απεικονίζονται στο Σχήµα 1.5.

Re

Im

w

w5

1

2π
5

w2

w3

w4

Σχήµα 1.5: Οι 5-ϱίζες της µονάδας
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Στο επόµενο εδάφιο ϑα δούµε ότι όταν p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, το πολυώνυµο
xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 είναι ανάγωγο πολυώνυµο του δακτυλίου Q[x] και συµβολίζεται
µε Φp(x). ΄Ετσι στον Q[x] ισχύει ότι

x5 − 1 = (x− 1)Φ5(x)

είναι η ανάλυση του x5− 1 σε γινόµενο ανάγωγων παραγόντων. Εάν ο n δεν είναι πρώτος,
τότε xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1 δεν είναι ανάγωγο πολυώνυµο του Q[x]. Για παράδειγµα
όταν n = 4, τότε x3 + x2 + x+ 1 = (x+ 1)(x2 + 1) και

x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

είναι η ανάλυση του x4 − 1 σε γινόµενο ανάγωγων πολυωνύµων στον R[x] αλλά και στον
Q[x]. Παρατηρούµε ότι ω = e2πi/4 = eπi/2 = i είναι ϱίζα του ανάγωγου πολυωνύµου
x2 + 1, που ϐέβαια είναι παράγοντας του x3 + x2 + x+ 1. Τονίζουµε ότι από τη γραφική
παράσταση των ϱιζών της µονάδας, όταν ο n είναι περιττός ϕυσικός αριθµός, προκύπτει
ότι το xn−1+xn−2+· · ·+x+1 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες, άρα δεν έχει ανάγωγο παράγοντα
ϐαθµού ένα στον Q[x] και στον R[x]. Περισσότερα στοιχεία για αυτά τα πολυώνυµα ϑα
δούµε στο Εδάφιο 5.

Ας ϑεωρήσουµε γενικότερα ένα ανάγωγο πολυώνυµο p(x) ∈ F [x]. ΄Οπως είδαµε το
ιδεώδες 〈p(x)〉 είναι µέγιστο και ο δακτύλιος F [x]/〈p(x)〉 είναι σώµα. Αντίστροφα παρα-
τηρούµε ότι τα πρώτα ιδεώδη I του F [x] είναι ακριβώς εκείνα για τα οποία ο δακτύλιος
πηλίκο F [x]/I είναι ακέραια περιοχή. Κάθε πρώτο ιδεώδες I 6= 0 του F [x] έχει γεννήτορα
ένα πρώτο στοιχείο p(x) του F [x]. ΄Οµως, το p(x) είναι ανάγωγο στον F [x]. Εποµένως
κάθε πρώτο µη µηδενικό ιδεώδες του F [x] είναι µέγιστο και έχει γεννήτορα ένα ανάγωγο
πολυώνυµο.

Για το ανάγωγο πολυώνυµο p(x) του F [x] η απεικόνιση

φ : F → F [x]/〈p(x)〉, c 7→ c+ 〈p(x)〉 (1.2.7.2)

είναι ένας µονοµορφισµός σωµάτων, (ϐλ. άσκηση 1.5.14). Εποµένως το σώµα F εµφυ-
τεύεται στο σώµα F [x]/〈p(x)〉 και το F [x]/〈p(x)〉 είναι επέκταση του F µέσω αυτής της
εµφύτευσης. Με αυτό εννοούµε ότι το F [x]/〈p(x)〉 είναι επέκταση του σώµατος φ(F ). Θα
διευκρινίσουµε τα παραπάνω µε δύο παραδείγµατα.

Παραδείγµατα 1.2.8.

1. Το ιδεώδες I = 〈x2 + 1〉 είναι µέγιστο στον R[x]. Το σώµα R[x]/I είναι επέκταση του
R µέσω της εµφύτευσης :

φ : R→ R[x]/I, φ(r) = r + I.

Τα στοιχεία τουR[x]/I είναι της µορφής f(x)+I. Σύµφωνα, όµως, µε τον Ευκλείδειο
αλγόριθµο διαίρεσης :

f(x) = (x2 + 1)q(x) + r(x), όπου r(x) ∈ R[x], deg r(x) ≤ 1

και εποµένως f(x) + I = r(x) + I. ΄Αρα τα στοιχεία του R[x]/I είναι της µορφής
a+bx+I, a, b ∈ R. Παρατηρούµε επίσης ότι το I είναι ο πυρήνας του επιµορφισµού
δακτυλίων

R[x]→ C, f(x) 7→ f(i).
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΄Αρα η συνάρτηση
ψ : R[x]/I → C, f(x) + I 7→ f(i)

είναι ισοµορφισµός σωµάτων και µάλιστα παρατηρούµε ότι

ψ(a+ bx+ I) = a+ bi.

΄Ετσι η συνάρτηση

ψ ◦ φ : R→ C, ψ ◦ φ (r) = ψ(r + I) = r

είναι εµφύτευση του R στο C.

2. ΄Εστω τώρα το ιδεώδες I = 〈x2 − 3〉 του Q[x]. Ο δακτύλιος E = Q[x]/I είναι
σώµα, αφού το πολυώνυµο x2− 3 είναι ανάγωγο στον Q[x]. Τα στοιχεία του E είναι
της µορφής f(x) + I, όπου f(x) ∈ Q[x]. Σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο αλγόριθµο
διαίρεσης, ισχύει

f(x) = (x2 − 3)q(x) + r(x),

όπου r(x) ∈ Q[x], deg r(x) ≤ 1. Εποµένως

E = {ax+ b+ I : a, b ∈ Q}.

Το σώµα E είναι επέκταση του Q µέσω της εµφύτευσης c 7→ c + I. Στη συνέχεια
ϑα δούµε πώς υπολογίζουµε το αντίστροφο στοιχείου του E∗. Θα ξεκινήσουµε µε το
αντίστροφο του x2 + I στον E. Αφού x2 + I = 3 + I έπεται ότι

1

3
(x2 + I) =

1

3
x2 + I = 1 + I ⇒ (x2 + I)

(
1

3
+ I

)
= 1 + I,

άρα

(x2 + I)−1 =
1

3
+ I.

Στη γενική περίπτωση, παρατηρούµε ότι αν r(x), f(x), g(x) ∈ Q(x) έτσι ώστε

f(x)r(x) + g(x)(x2 − 3) = 1, τότε f(x)r(x) + I = 1 + I (1.2.8.1)

και άρα
(r(x) + I)−1 = f(x) + I.

Αν για δοθέν r(x) ισχύει ότι r(x) + I 6= I, τότε τα πολυώνυµα f(x), g(x) ∈ Q(x) της
σχέσης (1.2.8.1) υπάρχουν, σύµφωνα µε το Θεώρηµα II.11 του Παραρτήµατος. Θα
εφαρµόσουµε τα παραπάνω για να υπολογίσουµε το (r(x)+I)−1, όπου r(x) = x+2.
Σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο αλγόριθµο διαίρεσης του x2 − 3 µε το x− 2 ϐρίσκουµε
ότι :

x2 − 3 = (x− 2)(x+ 2) + 1 ⇒ (2− x)(x+ 2) + (x2 − 3) = 1

και άρα
(x+ 2 + I)−1 = −x+ 2 + I.

Τα πολυώνυµα στα δύο προηγούµενα παραδείγµατα δεν είχαν ϱίζες στο σώµα ορισµού
τους. Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι σε κάθε περίπτωση ο αριθµός ϱιζών ενός πολυωνύµου
µε συντελεστές από ένα σώµα δεν µπορεί να υπερβαίνει τον ϐαθµό του.
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Πρόταση 1.2.9. ΄Εστω f(x) ∈ F [x], όπου F σώµα και deg f(x) = n < ∞. Τότε το f(x)
έχει το πολύ n ϱίζες στο F .

Απόδειξη. Αν f(x) έχει s ϱίζες, έστω a1, . . . , as, τότε εφαρµόζοντας διαδοχικά την Πρόταση
1.2.2 έπεται ότι f(x) = (x − a1) · · · (x − as)g(x), για κάποιο πολυώνυµο g(x) ∈ F [x].
Συγκρίνοντας τους ϐαθµούς των πολυωνύµων των δύο µελών προκύπτει ότι s ≤ n.

Ο παρακάτω ορισµός αφορά την περίπτωση που το πολυώνυµο f(x) ∈ F [x], ϐαθµού
n, έχει ακριβώς n ϱίζες (µετρηµένες µε τη πολλαπλότητά τους) στο F .

Ορισµός 1.2.10. Λέµε ότι το f(x) ∈ F [x], όπου F σώµα, µε deg f(x) = n αναλύεται σε
γινόµενο γραµµικών παραγόντων (splits) στον F [x] αν

f(x) = c(x− a1) · · · (x− an),

όπου c, a1, . . . , an ∈ F .

1.3 Ανάγωγα πολυώνυµα

΄Εστω ότι F είναι σώµα. Στην Πρόταση 1.2.6 δώσαµε ένα κριτήριο για πολυώνυµα ϐαθµού
≤ 3 ώστε να είναι ανάγωγα. Παρακάτω ϑυµίζουµε κάποια χρήσιµα κριτήρια κυρίως για
πολυώνυµα στον δακτύλιο Q[x] ώστε να είναι ανάγωγα. Για τις αποδείξεις που παραλεί-
πουµε, ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί τα [3, Ενότητες 4.6, 6.1] και [2, Ενότητες
9.4, 9.5]. Ξεκινάµε µε το Κριτήριο του Gauss. Το ϑεώρηµα αυτό αφορά πρωταρχικά
(primitive) πολυώνυµα, δηλ. πολυώνυµα του Z[x] της µορφής anxn + · · · + a0 µε την
ιδιότητα ΜΚ∆(a0, . . . , an) = 1.

Θεώρηµα 1.3.1 (Κριτήριο του Gauss). ΄Εστω ότι f(x) = anx
n + · · · + a0 ∈ Z[x] είναι

πρωταρχικό πολυώνυµο και έστω ότι deg f(x) > 0. Τότε το f(x) είναι ανάγωγο στον Z[x]
αν και µόνο αν το f(x) είναι ανάγωγο στον Q[x].

Η επόµενη πρόταση είναι χρήσιµη για την εύρεση ϱιζών ενός πολυωνύµου µε ακέραιους
συντελεστές.

Πρόταση 1.3.2. ΄Εστω ότι f(x) = anx
n + · · ·+ a0 ∈ Z[x], deg f(x) = n.

Αν
r

s
∈ Q, ΜΚ∆(r, s) = 1 και f(

r

s
) = 0, τότε r|a0 και s|an.

Ιδιαίτερα, αν το f(x) είναι κανονικό πολυώνυµο και f(a) 6= 0, για όλους τους ακέραιους a
που διαιρούν το a0, τότε το f(x) δεν έχει ϱίζες στο σώµα Q.

Σηµειώνουµε επίσης την παρακάτω πρόταση, συνέπεια του κριτηρίου του Gauss.

Πρόταση 1.3.3. ΄Εστω f(x) ∈ Z[x] κανονικό πολυώνυµο. Η ανάλυση

f(x) = f1(x) · · · fs(x)

σε γινόµενο αναγώγων παραγόντων στον Z[x] είναι επίσης η ανάλυση του f(x) σε γινόµενο
αναγώγων παραγόντων στον Q[x].

Παραδείγµατα 1.3.4.
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1. ΄Εστω το κανονικό πολυώνυµο f(x) = x3 − 3x − 1. Οι µόνοι ακέραιοι διαιρέτες
του σταθερού όρου είναι οι ±1. Αφού f(±1) 6= 0, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.2,
έπεται ότι το f(x) δεν έχει ϱίζες στο Q. Αφού deg f(x) = 3, έπεται ότι το f(x) είναι
ανάγωγο στον Q[x], σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.6.

2. ΄Εστω n ∈ Z έτσι ώστε
√
n /∈ Q. Για παράδειγµα έστω n πρώτος ϕυσικός αριθµός.

Το πολυώνυµο x2 − n δεν έχει ϱίζα στο Q, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.2, και
κατά συνέπεια είναι ανάγωγο στον δακτύλιο Q[x], σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.6.
Αντίστοιχα συµπεράσµατα έχουµε για το πολυώνυµο x3 − n όταν 3

√
n /∈ Q.

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι γνωστό ως Κριτήριο του Eisenstein.

Θεώρηµα 1.3.5 (Κριτήριο του Eisenstein). ΄Εστω ότι το f(x) = anx
n + · · ·+ a0 ∈ Z[x]

και p ∈ Z ϕυσικός πρώτος αριθµός. Αν ο p διαιρεί τους συντελεστές ai, για i = 0, . . . , n− 1,
δεν διαιρεί, όµως, τον an, ενώ ο p2 δεν διαιρεί τον a0, τότε το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο
στον δακτύλιο Q[x].

Θα εφαρµόσουµε το Κριτήριο του Eisenstein στο επόµενο παράδειγµα:

Παράδειγµα 1.3.6. ΄Εστω το πολυώνυµο

f(x) =
2

9
x5 +

5

3
x4 + x3 +

1

3
∈ Q[x].

Παρατηρούµε ότι το f(x) είναι ανάγωγο στον Q[x] αν και µόνο αν το

9f(x) = 2x5 + 15x4 + 9x3 + 3

είναι ανάγωγο στον δακτύλιο Q[x]. Το κριτήριο του Eisenstein (για p = 3) ισχύει για
το πολυώνυµο 9f(x) και εποµένως το 9f(x) είναι ανάγωγο στον Q[x]. Κατά συνέπεια το
πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο στον Q[x].

Σηµειώνουµε επίσης την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.3.7. ΄Εστω F σώµα και f(x) ∈ F [x]. Το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο στον
δακτύλιο F [x] αν και µόνο αν g(x) = f(ax+ b) είναι ανάγωγο στον F [x], όπου a, b ∈ F και
a 6= 0. Το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο στον F [x] αν και µόνο αν cf(x) είναι ανάγωγο
στον F [x], όπου c ∈ F ∗.

Η πρόταση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν το κριτήριο του Eisenstein δεν εφαρ-
µόζεται άµεσα.

Παράδειγµα 1.3.8. ΄Εστω p πρώτος ϕυσικός αριθµός. Θα δείξουµε ότι το πολυώνυµο
Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1 ∈ Q[x] είναι ανάγωγο, εφαρµόζοντας το κριτήριο του
Eisenstein στο Φp(x+ 1) για τον πρώτο p. Πράγµατι

Φp(x)(x− 1) = xp − 1,

άρα
Φp(x+ 1)

(
(x− 1) + 1

)
= (x+ 1)p − 1⇒ Φp(x+ 1)x = (x+ 1)p − 1.

Εποµένως

Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
=
xp +

(
p
1

)
xp−1 +

(
p
2

)
xp−2 + · · ·+

(
p
p−1

)
x+ 1− 1

x
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= xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
= xp−1 + pxp−2 + · · ·+ p.

Αφού ο p είναι πρώτος, έπεται ότι p|
(
p
n

)
, για n = 1, . . . , p− 1. Το κριτήριο του Eisenstein

(για τον p) αποδεικνύει ότι το πολυώνυµο Φp(x+1) είναι ανάγωγο στονQ[x]. ΄Ετσι σύµφωνα
µε την Πρόταση 1.3.2 το πολυώνυµο Φp(x) είναι ανάγωγο στον Q[x].

Το επόµενο κριτήριο ανάγει το πρόβληµα της αναγωγιµότητας του f(x) ∈ Z[x] σε
αντίστοιχο πρόβληµα στον δακτύλιο Zp[x], όπου p πρώτος ϕυσικός αριθµός. Θεωρούµε
τον ϕυσικό οµοµορφισµό

ψ : Z→ Zp, a 7→ a≡ amod p.

Ο ψ επεκτείνεται στον οµοµορφισµό δακτυλίων

Ψ : Z[x]→ Zp[x], a0 + a1x+ · · ·+ anx
n 7→ a0 +a1x+ · · ·+anx

n.

Παρατηρούµε ότι ο ϐαθµός του Ψ(f(x)) είναι ίσος µε τον ϐαθµό του f(x) αν και µόνο αν
ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του f(x) δε διαιρείται από το p.

Πρόταση 1.3.9. ΄Εστω f(x) ∈ Z[x], p πρώτος ϕυσικός αριθµός, έτσι ώστε deg f(x) να
ισούται µε τον deg Ψ(f(x)). Αν το Ψ(f(x)) είναι ανάγωγο στον Zp[x], τότε το f(x) είναι
ανάγωγο στον δακτύλιο Q[x].

Το πλεονέκτηµα αυτού του κριτηρίου ϐρίσκεται στο γεγονός ότι ο δακτύλιος Zp είναι
πεπερασµένο σώµα και εποµένως η εύρεση παραγόντων αλλά και ϱιζών του Ψ(f(x))
είναι ευκολότερη εργασία. Για τα πολυώνυµα στο επόµενο παράδειγµα ϑα γράφουµε για
λόγους απλότητας και συντοµίας m για να εννοούµε τον ακέραιο m όταν είµαστε στον
δακτύλιο Q[x] αλλά και το στοιχείοm όταν είµαστε στον δακτύλιο Zp[x].

Παραδείγµατα 1.3.10.

1. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.6, τα πολυώνυµα x2 +x+1, x3 +x+1 και x3 +x2 +1
είναι ανάγωγα στον Z2[x], αφού δεν έχουν ϱίζες στο Z2. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα
1.3.8 τα πολυώνυµα x2 + x+ 1, x3 + x+ 1 και x3 + x2 + 1 είναι ανάγωγα στον Q[x].

2. Το πολυώνυµο x2 + 1 δεν είναι ανάγωγο στον Z2[x], αφού x2 + 1 = (x + 1)2 στον
Z2[x]. Είναι, όµως, ανάγωγο στον Z[x]. Το αντίστροφο, λοιπόν, της Πρότασης 1.3.9
δεν ισχύει.

3. Εξετάζοντας όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού 2 και 3 στον Z2[x] (υπάρχουν 12 τέτοια
πολυώνυµα) και σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.6, προκύπτει ότι τα ανάγωγα πολυώ-
νυµα ϐαθµού ≤ 3 του Z2[x] είναι τα

x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1,

εφόσον είναι τα µόνα πολυώνυµα ϐαθµού ≤ 3 που δεν έχουν ϱίζες στον Z2.

Υπάρχουν 24 πολυώνυµα ϐαθµού 4 στον Z2[x]. Θα δείξουµε ότι το x4 + x + 1 είναι
ανάγωγο στον Z2[x]. Αφού ο Z2[x] είναι Π.Κ.Ι. συµπεραίνουµε ότι αν x4 + x + 1
δεν ήταν ανάγωγο, τότε ϑα είχε έναν ανάγωγο παράγοντα ϐαθµού 1 ή 2. Αφού όµως
x4 + x + 1 δεν έχει ϱίζες στο Z2 έπεται ότι x4 + x + 1 δεν έχει ανάγωγο παράγοντα
ϐαθµού 1. Μένει να εξετάσουµε αν το x4 + x + 1 διαιρείται από το x2 + x + 1 στον
Z2[x]. Σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο Αλγόριθµο ∆ιαίρεσης προκύπτει ότι :

x4 + x+ 1 = (x2 + x+ 1)(x2 + x) + 1
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και άρα το x4 + x + 1 δεν έχει ανάγωγο παράγοντα στον Z2[x] ϐαθµού 2. Από τα
παραπάνω ϐλέπουµε ότι το x4 + x + 1 είναι ανάγωγο στον Z2[x]. Σύµφωνα µε την
Πρόταση 1.3.9 το πολυώνυµο x4 + x+ 1 είναι ανάγωγο στον Q[x]. Συµπεραίνουµε
επίσης ότι το πολυώνυµο x4 + 11x− 1 είναι και αυτό ανάγωγο στον Q[x], αφού στον
Z2[x] µας δίνει και αυτό το ίδιο πολυώνυµο x4 + x+ 1.

4. Το πολυώνυµο f(x) = x4− 10x+ 1 ∈ Z[x] δεν είναι ανάγωγο στον Zp[x] για p < 17,
είναι, όµως, ανάγωγο στον Z17[x] και άρα είναι ανάγωγο στον Q[x].

Αποµονώνουµε µία παρατήρηση που χρησιµοποιήσαµε στο παραπάνω παράδειγµα.

Παρατήρηση 1.3.11. ΄Εστω F σώµα και f(x) ∈ F [x]. Αφού ο F [x] είναι Π.Κ.Ι., το πο-
λυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο στον F [x] αν και µόνο αν το f(x) δεν έχει ανάγωγο παράγοντα
ϐαθµού µικρότερου ή ίσου του ηµίσεως του deg f(x).

Η παρατήρηση αυτή είναι ιδιαίτερα χρήσιµη, όταν το σώµα F είναι πεπερασµένο και
το σύνολο των ανάγωγων πολυωνύµων σε κάθε ϐαθµό είναι πεπερασµένο.

1.4 Σώµα Ανάλυσης ενός πολυωνύµου

΄Εστω ότι το F είναι σώµα. Στο εδάφιο αυτό εξετάζουµε τις ϱίζες ενός πολυωνύµου
f(x) ∈ F [x] σε σχέση µε επεκτάσεις του σώµατος F . Στόχος µας είναι να αναζητήσουµε
µία επέκταση E του F έτσι ώστε το πολυώνυµο f(x), όταν το ϑεωρούµε ως πολυώνυµο του
E[x], να έχει όλες του τις ϱίζες στο E, δηλ. να αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγό-
ντων στον E[x]. Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας διαβεβαιώνει ότι αν F = Q, τότε
το σώµα C περιέχει όλες τις ϱίζες του f(x). Τι συµβαίνει, όταν το F είναι τυχαίο σώµα ;
Σε κάθε περίπτωση, πώς µπορούµε να εντοπίσουµε το µικρότερο σώµα που περιέχει όλες
τις ϱίζες του f(x); Αυτό ϑα επιτευχθεί στο επόµενο κεφάλαιο.

Παραδείγµατα 1.4.1.

1. Το πολυώνυµο x2 + 1 ∈ R[x] αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στον
C[x] ως x2 + 1 = (x − i)(x + i). Είναι ϕανερό ότι δεν υπάρχει σώµα F έτσι ώστε
R $ F $ C που να περιέχει τις ϱίζες ±i. Πράγµατι, αν R ⊂ F και i ∈ F , τότε
a+ bi ∈ F , για a, b ∈ R, και άρα F = C.

2. ΄Εστω τώρα το σώµα E = R[y]/I, όπου I το ιδεώδες 〈y2 + 1〉 του R[y]. Είδαµε
στο Παράδειγµα 1.2.8.1 ότι E ∼= C. Θα ϑεωρήσουµε στη συνέχεια τον δακτύλιο
E[x]. Θα δούµε ότι το πολυώνυµο f(x) = x2 + 1 ∈ E[x] αναλύεται σε γινόµενο
γραµµικών παραγόντων στον E[x]. Σηµειώνουµε ότι το µοναδιαίο στοιχείο του E
είναι το 1 + I. ΄Οπου χρειάζεται, χρησιµοποιούµε δείκτες για να τονίσουµε το σώµα
στο οποίο ανήκουν τα στοιχεία µας. ΄Ετσι 1E = 1R+I και δίνοντας αυτήν την έµφαση
γράφουµε f(x) = x2 + 1E. ΄Εστω a = y + I. Αφού

−y2 + I = 1R + I = 1E,

έχουµε ότι

(x− a)(x+ a) = (x− (y + I))(x+ (y + I)) = (x− y + I)(x+ y + I) =

= x2 − y2 + I = x2 + 1E = f(x).

Από τα παραπάνω έπεται ότι τα ±a είναι οι δύο ϱίζες του f(x) στο E, δηλ. το f(x)
αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E[x].
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3. ΄Εστω E = Q[y]/I, όπου I = 〈y2 − 3〉. Αφού το y2 − 3 είναι ανάγωγο στον Q[y], ο
δακτύλιος E είναι σώµα. ΄Εστω b = y + I. ΄Οπως στο προηγούµενο παράδειγµα ο
αναγνώστης καλείται να δείξει ότι στον E[x] το πολυώνυµο x2 − 3 ∈ E[x] αναλύεται
σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων :

x2 − 3 = (x− b)(x+ b).

Σηµειώνουµε ότι έχουµε ταυτίσει τα στοιχεία του Q µε την εµφύτευσή τους στο E.
΄Ετσι ο σταθερός όρος του f(x) είναι, στην πραγµατικότητα, το στοιχείο 3 + I του E.

΄Εστω F ένα σώµα, p(y) ένα ανάγωγο πολυώνυµο του F [y], I = 〈p(y)〉 και E το σώµα
F [y]/I. Η εµφύτευση (1.2.7.2) F → E, c 7→ c+ I, µετατρέπει το σώµα E σε F διανυσµα-
τικό χώρο, όπου

c · (f(x) + I) := cf(x) + I.

Το Θεώρηµα 1.4.2 γενικεύει τα προηγούµενα παραδείγµατα.

Θεώρηµα 1.4.2. ΄Εστω F ένα σώµα και p(x) ένα ανάγωγο πολυώνυµο του F [x]. Τότε το
p(x) έχει µία ϱίζα στο F [y]/〈p(y)〉.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι I = 〈p(y)〉 και E = F [y]/I. Παρατηρούµε ότι το y + I ∈ E είναι ϱίζα
του p(x). Πράγµατι έστω ότι p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ F [x]. Τότε

p(y + I) = a0(1 + I) + a1(y + I) + · · ·+ an(y + I)n

= (a0 + I) + (a1y + I) + · · ·+ (any
n + I) = p(y) + I = I.

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι γνωστό ως Θεώρηµα του Kronecker.

Θεώρηµα 1.4.3 (Kronecker). ΄Εστω f(x) ∈ F [x], όπου το F είναι σώµα. Υπάρχει µία
επέκταση σωµάτων L/F έτσι ώστε το f(x) να αναλύεται σε γραµµικούς παράγοντες στο
L[x].

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται επαγωγικά ως προς τον ϐαθµό του f(x). Αν deg f(x) =
1 τότε L = F . ΄Εστω ότι deg f(x) > 1 και f(x) = g(x)p(x), όπου τα p(x), g(x) ∈
F [x] και το p(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο. Αν το p(x) είναι ϐαθµού 1, τότε το f(x)
αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων σε ένα σώµα L, αρκεί το g(x) να αναλύεται
σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στον L. ΄Οµως, τέτοιο σώµα υπάρχει από την υπόθεση
της µαθηµατικής επαγωγής, αφού deg g(x) = deg f(x)− 1 < deg f(x).

Τέλος αν deg p(x) > 1, τότε, από το Θεώρηµα 1.4.2, υπάρχει µία επέκταση M/ F
στην οποία το p(x) έχει µία ϱίζα, έστω a ∈ M . ΄Αρα p(x) = (x − a)h(x) ∈ M [x] και
f(x) = (x− a)h(x)g(x) ∈M [x]. ΄Οµως, deg h(x)g(x) < deg f(x). Εποµένως υπάρχει ένα
σώµα L επέκταση του M τέτοιο ώστε το h(x)g(x) να αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών
παραγόντων. Κατά συνέπεια το f(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο
σώµα L που είναι επέκταση του F .

΄Εστω f(x) ∈ F [x], όπου F είναι ένα σώµα, και έστω L/F µία επέκταση του F τέτοια
ώστε το f(x) να αναλύεται σε γραµµικούς παράγοντες στο L[x]. Αν deg f(x) = n, τότε στο
σώµα L το f(x) έχει την ανάλυση

f(x) = c(x− a1)s1 · · · (x− at)st ,
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όπου c ∈ F , ai ∈ L και ai 6= aJ , για 1 ≤ i, j ≤ t. Οι ϱίζες του f(x) στο L είναι τα
στοιχεία a1, . . . , as του L. Είναι ϕανερό ότι το πλήθος των ϱιζών του f(x) είναι ακριβώς
n και n = s1 + · · · + st, συγκρίνοντας τους ϐαθµούς των πολυωνύµων των δύο µερών.
Οι ϕυσικοί αριθµοί s1, . . . , st είναι οι πολλαπλότητες (multiplicities) των ϱιζών a1, . . . , at
αντίστοιχα. Η Πρόταση 1.4.5 που ακολουθεί είναι χρήσιµη προκειµένου να δούµε αν το
f(x) έχει πολλαπλές ϱίζες. Χρειαζόµαστε, όµως, πρώτα τον επόµενο ορισµό.

Ορισµός 1.4.4. ΄Εστω F ένα σώµα και f(x) = cnx
n + · · ·+ c1x+ co ∈ F [x]. Παράγωγος

(derivative) του f(x) λέγεται το πολυώνυµο

c1 + 2c2 + · · ·+ ncnx
n−1

και συµβολίζεται µε f ′(x).

∆ώσαµε παραπάνω τον ορισµό της παραγώγου ενός πολυωνύµου και δεν τον ϑεωρήσα-
µε δεδοµένο από τη Μαθηµατική Ανάλυση, διότι ένα πολυώνυµο είναι τυπική σειρά και
όχι συνάρτηση, ϐλ. την Ενότητα III του Παραρτήµατος. Είναι χρήσιµο να σηµειώσουµε
ότι το πολυώνυµο f ′(x) έχει τις ιδιότητες της παραγώγου από τη Μαθηµατική Ανάλυση.
΄Ετσι,

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Πρόταση 1.4.5. ΄Εστω f(x) = c0 + c1x + · · · + cnx
n ∈ F [x], όπου F είναι ένα σώµα, και

έστω L/F µία επέκταση του F όπου το f(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων.
Το πολυώνυµο f(x) έχει πολλαπλές ϱίζες στο L αν και µόνο αν ΜΚ∆(f(x), f ′(x)) 6= 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι τα πολυώνυµα q(x), r(x) του F [x] είναι τέτοια ώστε, σύµφωνα µε τον
Ευκλείδειο αλγόριθµο στον F [x], να ισχύει ότι

f(x) = f ′(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg f ′(x) ή r(x) = 0. (1.4.5.1)

Αφού F [x] ⊂ L[x], έπεται ότι q(x), r(x) ∈ L[x]. Εποµένως η σχέση 1.4.5.1 ισχύει στον
δακτύλιο L[x] και τα πολυώνυµα q(x), r(x) είναι ακριβώς το πηλίκο και το υπόλοιπο
που προβλέπει ο Ευκλείδειος αλγόριθµος από τη διαίρεση του f(x) µε το f ′(x) στον
L[x]. Παρατηρούµε ότι ο υπολογισµός του ΜΚ∆ (f(x), f ′(x)) προκύπτει µε τη χρήση του
Ευκλείδειου αλγόριθµου. ΄Ετσι οι ΜΚ∆ (f(x), f ′(x)) στα σώµατα F και L ταυτίζονται.
΄Εστω τώρα ότι

f(x) = c(x− a1)s1 · · · (x− at)st ∈ L[x].

Παρατηρούµε ότι αν si > 1, για κάποιο i ∈ {1, . . . , t}, τότε το x − ai διαιρεί το f(x) και
το f ′(x) και εποµένως,

ΜΚ∆ (f(x), f ′(x)) 6= 1.

Το αντίστροφο προκύπτει ανάλογα.

΄Εστω ότι το g(x) ∈ F [x] είναι ανάγωγο και έστω ότι το g(x) αναλύεται σε γινόµενο
γραµµικών παραγόντων στην επέκταση L/F . Λέµε ότι το g(x) είναι διαχωρίσιµο όταν οι
ϱίζες του του g(x) στο L είναι απλές. Γενικότερα, λέµε ότι το g(x) ∈ F [x] είναι διαχωρίσιµο
(separable), όταν κάθε ανάγωγος παράγοντας του g(x) έχει απλές ϱίζες. ΄Ετσι για παρά-
δειγµα, τα πολυώνυµα x2+3, (x−1)2 είναι διαχωρίσιµα στονQ[x]. ΄Οπως είδαµε παραπά-
νω, το ανάγωγο πολυώνυµο g(x) είναι διαχωρίσιµο αν και µόνο αν ο ΜΚ∆ (g(x), g′(x)) = 1.
΄Οµως, αν οι ϱίζες του f(x) είναι απλές σε κάποια επέκταση του F παρατηρούµε ότι τότε
ϑα είναι απλές πάνω από κάθε επέκταση του F .
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Πόρισµα 1.4.6. ΄Εστω F ένα σώµα, g(x) ∈ F [x] ένα ανάγωγο πολυώνυµο και έστω ότι το
g(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στον L[x], όπου L/F µία επέκταση του
F . Αν το F έχει χαρακτηριστική 0, τότε το g(x) είναι διαχωρίσιµο.

Απόδειξη. Αφού η χαρακτηριστική του F είναι 0, έπεται ότι g′(x) 6= 0. Σύµφωνα µε
την υπόθεση, το πολυώνυµο g(x) είναι ανάγωγο στον F [x] και άρα οι µόνοι διαιρέτες
του g(x) στο F [x] είναι τα σταθερά µη µηδενικά πολυώνυµα και το ίδιο το g(x). Αφού
ο ΜΚ∆ (g(x), g′(x)) διαιρεί το πολυώνυµο g(x) και deg g′(x) = deg g(x) − 1 έπεται ότι
ΜΚ∆ (g(x), g′(x)) = 1 ΄Ετσι σύµφωνα µε την Πρόταση 1.4.5, όλες οι ϱίζες του g(x) είναι
απλές.

Αν το F έχει χαρακτηριστική p, όπου p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, τότε πρέπει
να είµαστε πιο προσεκτικοί. Παρατηρούµε ότι g′(x) = 0 όταν ακριβώς το g(x) είναι της
µορφής

r0 + r1x
p + · · ·+ rnx

np, ri ∈ F.
Στην περίπτωση αυτή έχουµε ότι ο ΜΚ∆ (g(x), g′(x)) = g(x). ΄Ετσι καταλήγουµε στην
παρακάτω πρόταση:

Πόρισµα 1.4.7. ΄Εστω F ένα σώµα τέτοιο ώστε charF = p, g(x) ∈ F [x] ένα ανάγωγο
πολυώνυµο και έστω ότι το g(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο L[x],
όπου L/F µία επέκταση του F . Το πολυώνυµο g(x) δεν είναι διαχωρίσιµο αν και µόνο αν
g(x) είναι της µορφής

g(x) = r0 + r1x
p + · · ·+ rnx

np.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα αντιµετωπίσουµε τέτοιες περιπτώσεις.

Παραδείγµατα 1.4.8.

1. ΄Εστω f(x) = x2 + 1 ∈ Z2[x]. Τότε f ′(x) = 0 και f(x) = (x + 1)2 έχει ϱίζα το 1 µε
πολλαπλότητα 2. Βέβαια, το πολυώνυµο f(x) δεν είναι ανάγωγο στον Z2[x].

2. ΄Εστω f(x) = xp + x + a ∈ Zp[x], όπου p πρώτος, και έστω ότι το f(x) αναλύεται
σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στον L[x], όπου L µία επέκταση του Zp. Αφού
f ′(x) = 1, έπεται ότι οι ϱίζες του f(x) στο L είναι απλές.

3. ΄Εστω F = Z2(t) το σώµα κλασµάτων του Z2[x]. ΄Ετσι

Z2(t) =

{
a(t)

b(t)
: a(t), b(t) ∈ Z2[t], b(t) 6= 0

}
.

Το σώµα F έχει χαρακτηριστική 2. Αφού το πολυώνυµο f(x) = x2− t δεν έχει ϱίζες
στο F , ϐλ. ΄Ασκηση 1.5.15, έπεται ότι το f(x) είναι ανάγωγο στο F [x]. Αφού f ′(x) =
0, έπεται ότι ΜΚ∆ (f(x), f ′(x)) = f(x) και άρα το f(x) δεν είναι διαχωρίσιµο.

΄Εστω F ένα σώµα και f(x) ∈ F [x]. Μας ενδιαφέρουν οι µικρότερες επεκτάσεις L/ F µε
αυτήν την ιδιότητα για ένα συγκεκριµένο πολυώνυµο.

Ορισµός 1.4.9. ΄Εστω F ένα σώµα, f(x) ∈ F [x]ένα πολυώνυµο και έστω L/F µία επέκτα-
ση έτσι ώστε το f(x) να αναλύεται σε γραµµικούς παράγοντες του L[x]. Εάν δεν υπάρχει
ενδιάµεση επέκταση F $ E $ L τέτοια ώστε το f(x) να αναλύεται σε γραµµικούς παρά-
γοντες στο E[x], τότε το L λέγεται σώµα ανάλυσης (splitting field) του f(x) πάνω από το
F .

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δούµε πως κατασκευάζουµε σώµατα ανάλυσης πολυωνύµων,
ϐλ. Θεώρηµα 2.2.10.
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Παραδείγµατα 1.4.10.

αʹ) Το σώµα C δεν είναι σώµα ανάλυσης του x2 − 2 πάνω από το Q, αφού x2 − 2 =
(x−

√
2)(x+

√
2) αναλύεται σε γραµµικούς παράγοντες στο R[x].

ϐʹ) Το σώµα R είναι σώµα ανάλυσης του x2−2 πάνω από το R, αφού x2−2 = (x−
√

2)(x+√
2) αναλύεται σε γραµµικούς παράγοντες στο R[x].

1.5 Ασκήσεις

1. Να δείξετε ότι µε κανόνα και διαβήτη είναι δυνατές οι επόµενες κατασκευές στο
επίπεδο:
α) να χαράξουµε κάθετη ευθεία σε δοθείσα ευθεία που να περνάει από συγκεκριµέ-
νο σηµείο επί της αρχικής ευθείας,
ϐ) να χαράξουµε µεσοκάθετη σε δοθέν ευθύγραµµο τµήµα,
γ) να χαράξουµε ευθεία παράλληλη σε δοθείσα ευθεία που να περνάει από συγκε-
κριµένο σηµείο εκτός της δοθείσης ευθείας,
δ) να χαράξουµε τη διχοτόµο δοθείσης γωνίας στο επίπεδο.

2. Να αποδείξετε ότι αν a κατασκευάσιµος, τότε
√
a είναι κατασκευάσιµος.

3. Να αποδείξετε ότι µία γωνία θ είναι κατασκευάσιµη αν και µόνο αν ο αριθµός cos(θ)
είναι κατασκευάσιµος. Στη συνέχεια να δείξετε ότι το το cos(θ) είναι κατασκευάσιµος
αριθµός αν και µόνο αν το sin(θ) είναι κατασκευάσιµος αριθµός.

4. ΄Εστω n ϕυσικός αριθµός. Να αποδείξετε ότι το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσι-
µο αν και µόνο αν η γωνία 2πi/n είναι κατασκευάσιµη και ισοδύναµα αν και µόνο
αν αν το σηµείο (cos(2πi/p), sin(2πi/p)) είναι κατασκευάσιµο.

5. Να εξετάσετε αν τα παρακάτω πολυώνυµα του Q[x] είναι ανάγωγα:

• x9 + 4x+ 6,

• x+ 1,

• x4 + 4,

• 8x3 − 6x− 1,

• x4 + 1,

• x7 + 7x+ 14,

• (4/3)x5 + (6/5)x2 + 2,

• x5 − 10x+ 2,

6. Να ϐρείτε όλα τα ανάγωγα πολυώνυµα ϐαθµού 4 στο Z2[x].

7. Εξετάζοντας ανάγωγους παράγοντες ϐαθµού ένα, δύο και τρία να δείξετε ότι x6 +
x3 + 1 είναι ανάγωγο στο Z2[x]. Να συµπεράνετε ότι 25x6 − x3 + 19 είναι ανάγωγο
στο Q[x].

8. Να εξετάσετε αν τα παρακάτω πολυώνυµα είναι ανάγωγα:
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• x4 + 4 ∈ Z3[x],

• x4 + 4 ∈ Z13[x],

• x2 + 3 ∈ Z7[x].

9. Να αποδείξετε ότι Q(
√

2) = {a + b
√

2 : a, b ∈ Q} είναι σώµα. Να δείξετε ότι το
πολυώνυµο x2 − 5 δεν έχει ϱίζες στο Q(

√
2) και άρα είναι ανάγωγο πολυώνυµο του

Q(
√

2)[x].

10. Να ϐρείτε ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού 12 πάνω από το Q.

11. Να ϐρείτε ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού 12 πάνω από το Z3.

12. Να ϐρείτε τους ανάγωγους παράγοντες του x7+x6+· · ·+x+1 και του x8+x7+· · ·+1
στους Q[x], R[x] και C[x].

13. Να αποδείξετε ότι Q[x]/I είναι σώµα, όπου I = 〈x4 +x3 +x2 +x+ 1〉. Στη συνέχεια
να ϐρείτε τον αντίστροφο του 2x5 + 3 + I.

14. ΄Εστω p(x) ανάγωγο πολυώνυµο του K[x]. Να αποδείξετε ότι η απεικόνιση

φ : K → K[x]/〈p(x)〉, c 7→ c+ 〈p(x)〉

είναι ένας µονοµορφισµός σωµάτων.

15. ΄Εστω K = Z2(t). Να δείξετε ότι το πολυώνυµο f(x) = x2− t ∈ K[x] είναι ανάγωγο.
Να ϐρείτε ένα σώµα ανάλυσης L/K για το πολυώνυµο f(x) και να δείξετε ότι το
f(x) έχει µία διπλή ϱίζα.

16. ΄Εστω E,F δύο σώµατα και έστω σ : E → F ισοµορφισµός σωµάτων. Να δείξετε ότι
ο σ επεκτείνεται σε έναν ισοµορφισµό σ̂ των δακτυλίων E[x] και F [x], ως εξής :

σ̂ : E[x]→ F [x],
∑

aix
i 7→

∑
σ(ai)x

i .

Στη συνέχεια να δείξετε ότι αν το E είναι σώµα ανάλυσης του f(x) ∈ E[x], τότε το
F είναι σώµα ανάλυσης του σ̂(f(x)) ∈ F [x]. Τέλος να δείξετε ότι αν το g(x) ∈ E[x]
είναι διαχωρίσιµο, τότε το σ̂(g(x)) είναι διαχωρίσιµο.

17. ΄Εστω p(x), g(x) ∈ F [x] έτσι ώστε το p(x) να είναι ανάγωγο και το g(x) να είναι
διαχωρίσιµο. Αν τα p(x) και g(x) έχουν κοινές ϱίζες σε ένα σώµα ανάλυσης του
p(x), να δείξετε ότι το p(x) είναι διαχωρίσιµο και ότι το p(x)|g(x).

18. Στον τύπο των Ιταλών µαθηµατικών για τη ϱίζα του τριτοβάθµιου πολυωνύµου, σε
ορισµένες περιπτώσεις, εµφανίζεται η τετραγωνική ϱίζα ενός αρνητικού ϱητού αριθ-
µού και γενικότερα η έκφραση

3
√
a+ bi+

3
√
a− bi , (1.5.0.1)

όπου a, b ∈ R. Με υπολογισµούς που έκανε ο Bombelli, σε κάποιες συγκεκριµένες
περιπτώσεις, προκύπτει ότι η ϱίζα του παραπάνω τύπου είναι πραγµατικός αριθµός.
Να εντοπίσετε γραφικά στο µιγαδικό επίπεδο τις τρεις ϱίζες του µιγαδικού αριθµού
3
√
a+ bi και στη συνέχεια τις τρεις ϱίζες του 3

√
a− bi. Να δείξετε ότι µε κατάλληλη

επιλογή ϱίζας για κάθε έναν από τους δύο προσθετέους στην έκφραση 1.5.0.1, το
άθροισµα είναι πραγµατικός αριθµός.
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Κεφάλαιο 2

Σώµατα και ϐαθµοί επεκτάσεων

Στο κεφάλαιο αυτό µελετούµε τις επεκτάσεις σωµάτων. Ιδιαίτερα σηµαντικό εργαλείο
για τη µελέτη µας αυτή είναι τα πολυώνυµα, έτσι ϑα εφαρµόσουµε το περιεχόµενο του
Κεφαλαίου 1. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων. Το σώµα E έχει την πρόσθετη δοµή
του F -διανυσµατικού χώρου, µε την πράξη του εξωτερικού πολλαπλασιασµού να είναι ο
συνήθης πολλαπλασιασµός : F × E → E, (c, a) 7→ ca. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτή τη
δοµή για να καταλάβουµε καλύτερα το E.

2.1 Αλγεβρικά στοιχεία πάνω από ένα σώµα.

΄Οταν E/F είναι επέκταση σωµάτων και f(x) ∈ F [x], τότε το f(x) είναι στοιχείο και του
δακτυλίου E[x]. Βέβαια, το πολυώνυµο f(x) ∈ F [x] µπορεί να είναι ανάγωγο στο F [x],
αλλά να µην είναι ανάγωγο στο E[x].

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και a ∈ E. Το a λέγεται αλγεβρικό
(algebraic) πάνω από το F αν υπάρχει f(x) ∈ F [x], έτσι ώστε f(x) 6= 0 και f(a) = 0. Αν το
a δεν είναι αλγεβρικό πάνω από το F , τότε το a λέγεται υπερβατικό (transcendental) πάνω
από το F .

Παραδείγµατα 2.1.2.

1. Αν a ∈ E, τότε το a είναι αλγεβρικό πάνω από το E, αφού είναι ϱίζα του f(x) =
x− a ∈ E[x].

2. Το a =
√

3 ∈ R είναι αλγεβρικό πάνω από το Q, αφού a είναι ϱίζα του f(x) =
x2 − 3 ∈ Q[x].

3. ΄Εστω I το ιδεώδες (y2 − 3) του Q[y], E = Q[y]/I και b = y + i. Τότε το b είναι
ϱίζα του πολυωνύµου x2 − 3 ∈ Q[x], ϐλ. Παράδειγµα 1.4.1.3, και άρα το b είναι
αλγεβρικό πάνω από το Q.

4. ΄Εστω f(x) ∈ F [x] ένα ανάγωγο πολυώνυµο, I = (f(x)) και E = F [x]/I. Το στοιχείο
x+ I ∈ E είναι αλγεβρικό πάνω από το F , ϐλ. Θεώρηµα 1.4.2.

5. ΄Εστω ότι E είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F και ότι το a ∈ L είναι αλγε-
ϐρικό πάνω από το F . Υπάρχει, λοιπόν, 0 6= f(x) ∈ F [x] έτσι ώστε f(a) = 0. Αφού
το f(x) ∈ E[x], συµπεραίνουµε ότι το a είναι αλγεβρικό πάνω από το E.

6. Το στοιχείο i ∈ C είναι αλγεβρικό πάνω από τα σώµατα R και Q.
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7. ΄Εστω z = a + bi ∈ C, a, b ∈ R. Τότε z − a = bi και z2 − 2az + a2 = −b2. ΄Αρα το z
είναι ϱίζα του πολυωνύµου x2−2ax+(a2 + b2) ∈ R[x]. Εποµένως κάθε στοιχείο του
C είναι αλγεβρικό πάνω από το R. Παρατηρούµε ότι η άλλη ϱίζα του πολυωνύµου
x2 − 2ax+ (a2 + b2) είναι ο συζυγής του z, δηλ. z̄ = a− bi. Εποµένως όταν z /∈ R,
τότε το πολυώνυµο x2−2ax+(a2 +b2) = x2−2Re z+zz̄ είναι ανάγωγο, ϐλ. Πρόταση
1.2.6.

8. Τα στοιχεία a =
√

2 και b =
√

3 ∈ R είναι αλγεβρικά πάνω από το Q, αφού είναι
ϱίζες αντίστοιχα των πολυωνύµων x2 − 2 και x2 − 3 ∈ Q[x]. Το γινόµενο a · b =

√
6

είναι αλγεβρικό πάνω από το Q, αφού είναι ϱίζα του πολυωνύµου x2 − 6 ∈ Q[x].

9. Το άθροισµα a + b =
√

2 +
√

3 είναι αλγεβρικό πάνω από το Q. Πράγµατι έστω
c = a+ b =

√
2 +
√

3. Τότε c2 = 5 + 2
√

6, οπότε c2 − 5 = 2
√

6. ΄Αρα (c2 − 5)2 = 24
και c4−10c+1 = 0. Εποµένως το c είναι ϱίζα του πολυωνύµου f(x) = x4−10x+1.
Στην επόµενη ενότητα, Παράδειγµα 2.2.13, ϑα δούµε ότι το f(x) είναι ανάγωγο στο
Q[x] χρησιµοποιώντας τις διαστάσεις κατάλληλων διανυσµατικών χώρων.

10. Το π ∈ R είναι υπερβατικό πάνω από το Q. Η απόδειξη της υπερβατικότητας
ενός στοιχείου συνήθως είναι ιδιαίτερα δύσκολη. Η απόδειξη για τον αριθµό π
δόθηκε από τον Lindemann το 1882 και στηρίζεται στο ότι ο αριθµός e είναι επίσης
υπερβατικός πάνω από το Q, όπως έδειξε ο Hermite το 1873, ενώ eiπ = −1 (ϐλ. [3,
Section1.7] και [5]).

11. ΄Εστω E = F (x) το σώµα κλασµάτων του δακτυλίου F [x]. Τότε το x ∈ E είναι
υπερβατικό πάνω από το F , (ϐλ. άσκηση 2.4.1).

΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και a ∈ E. Για να καταλάβουµε αν το a είναι αλγεβρικό
ή υπερβατικό πάνω από το F , ϑα µελετήσουµε τον µικρότερο δακτύλιο που περιέχει το F
και το a.

Ορισµός 2.1.3. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και a ∈ E. Ορίζουµε F [a] και F (a) να
είναι τα παρακάτω υποσύνολα του E:

F [a] = {f(a) : f(x) ∈ F [x]},

F (a) =

{
f(a)

g(a)
: g(a) 6= 0, f(x), g(x) ∈ F [x]

}
.

΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και a ∈ E. Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι το σύνολο
F [a] είναι υποδακτύλιος του E, άρα το F [a] είναι ακέραια περιοχή και το F (a) είναι το
σώµα κλασµάτων του F [a]. Το σώµα F (a) λέγεται απλή (simple) επέκταση του F .

F

F (a)

E

Σχήµα 2.1: Η απλή επέκταση F (a).

https://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann%E2%80%93Weierstrass_theorem
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Παρατηρούµε ότι το F (a) είναι το ελάχιστο υπόσωµα του E που περιέχει το F και το
a. Εποµένως για να δείξουµε ότι η E/F (a) είναι επέκταση σωµάτων, αρκεί να δείξουµε
ότι η E/F είναι επέκταση σωµάτων και ότι το a ∈ E. Τέλος, παρατηρούµε ότι αν F [a]
είναι σώµα, τότε F [a] = F (a).

Παραδείγµατα 2.1.4.

1. ΄Εστω F σώµα. Αν a ∈ F , τότε F [a] = F (a) = F .

2. Αφού i2l = ±1 ενώ i2l+1 = ±i, για l ∈ N, έπεται ότι, για τυχαίο f(x) ∈ R[x], ισχύει
f(i) = a+ bi, όπου a, b ∈ R. ΄Αρα

R[i] = {a+ bi : a, b ∈ R} = C και εποµένως R[i] = R(i).

Μία R-ϐάση του R(i) είναι το σύνολο {1, i} και dimRR(i) = 2.

3. ΄Εστω ότι γ ∈ C και γ /∈ R. Τότε γ = a + bi ∈ C, όπου a, b ∈ R και b 6= 0. ΄Εστω
f(x) = (x− a)/b ∈ R[x]. Τότε

i =
γ − a
b

= f(γ) και εποµένως i ∈ R[γ] και R[i] ⊆ R[γ] ⊆ C.

Αφού C = R[i], προκύπτει ότι R[γ] = R[i] = C, άρα κάθε γ ∈ C είναι αλγεβρικό
πάνω από το R.

4. Αφού
√

3
2l

= 3l και
√

3
2l+1

= 3l
√

3, για l ∈ N, έπεται ότι

Q[
√

3] = {a+ b
√

3 : a, b ∈ Q}.

Παρατηρούµε ότι αν κάποιο από τα a, b ∈ Q είναι διάφορο του µηδενός, τότε 0 6=
a2 − 3b2 ∈ Q και ϑέτοντας c = a2 − 3b2 ϐλέπουµε ότι :

1

a+ b
√

3
=
a− b

√
3

a2 − 3b2
=
a

c
− b

c

√
3 ∈ Q[

√
3].

΄Αρα Q(
√

3) ⊂ Q[
√

3] και Q[
√

3] = Q(
√

3). Μία Q-ϐάση του Q(
√

3) είναι το σύνολο
{1,
√

3} και dimQQ(
√

3) = 2.

5. Θα µελετήσουµε τον δακτύλιο Q[ 3
√

2]. ΄Εστω ότι m ∈ N. Εκφράζουµε το m = 3l+ k,
όπου k, l ∈ N και l ≤ 2. Αφού

(
3
√

2)m = (
3
√

2)3l+k = 2l(
3
√

2)k,

έπεται ότι, για τυχαίο f(x) =
∑
cix

i ∈ Q[x], ισχύει

f(
3
√

2) = a0 + a1
3
√

2 + a2
3
√

2
2

: ai ∈ Q.

΄Αρα Q[ 3
√

2] =
{
a0 + a1

3
√

2 + a2
3
√

4 : ai ∈ Q
}
. Το σύνολο

{
1, 3
√

2, 3
√

4
}

παράγει το
Q[ 3
√

2] ως Q-διανυσµατικό χώρο και άρα dimQQ[ 3
√

2] ≤ 3. Στην επόµενη ενότητα ϑα
δούµε ότι dimQQ[ 3

√
2] = 3.

6. ΄Εστω E1 = Q[
√

2], E2 = Q[
√

2 +
√

3]. Θα δείξουµε ότι E1 $ E2. Πράγµατι

−
√

2 +
√

3 =
1√

2 +
√

3
∈ E2
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και
√

2 =
(
√

2 +
√

3)− (−
√

2 +
√

3)

2
∈ E2.

΄Αρα E1 ⊂ E2. Για να δείξουµε ότι E2 6= E1, αρκεί να δείξουµε ότι
√

2 +
√

3 /∈ E1.
Θα υποθέσουµε ότι

√
2 +
√

3 ∈ E1 και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Εστω, λοιπόν, ότι√
2 +
√

3 ∈ E1. Τότε √
3 = (

√
2 +
√

3)− (
√

2) ∈ E1.

Αφού µία Q-ϐάση του E1 είναι το σύνολο {1,
√

2} ενώ
√

3 /∈ Q, έπεται ότι
√

3 = a+ b
√

2, a, b ∈ Q και b 6= 0. (2.1.4.1)

Αν a = 0, τότε √
3 = b

√
2⇒ 3 = b22,

άτοπο, αφού 2 - 3. Εποµένως ab 6= 0 στην έκφραση (2.1.4.1) και υψώνοντας στο
τετράγωνο

3 = a2 + 2b2 + 2ab
√

2⇒
√

2 =
3− (a2 + 2b2)

2ab
,

άτοπο, αφού
√

2 /∈ Q.

7. ΄Εστω p πρώτος, ω = e2πi/p και k ∈ N έτσι, ώστε ΜΚ∆(k, p) = 1. Θα δείξουµε ότι
Q[ω] = Q[ωk]. Ο εγκλεισµός Q[ωk] ⊂ Q[ω] είναι εµφανής, αφού ωk ∈ Q[ω]. Για τον
αντίστροφο εγκλεισµό παρατηρούµε ότι υπάρχουν r, t ∈ Z έτσι, ώστε rp + tk = 1.
Εποµένως

ω = ωrp+tk = ωrp ωtk = (ωk)t ∈ Q[ωk] και Q[ω] ⊂ Q[ωk].

΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και a ∈ E. Εύκολα µπορεί να ελεγχθεί ότι η συνάρτηση

φ : F [x]→ F [a], φ(h(x)) = h(a) (2.1.4.2)

είναι επιµορφισµός δακτυλίων (ϐλ. Πρόταση III.5). Παρατηρούµε ότι φ(c) = c, όταν
c ∈ F , ενώ φ(x) = a. ΄Εχουµε ακόµα ότι kerφ = {f(x) ∈ F [x] : f(a) = 0}. Σύµφωνα
µε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφίας ∆ακτυλίων, προκύπτει ότι F [x]/ kerφ ∼= Imφ = F [a].
Εφόσον το F [a] είναι ακεραία περιοχή, έπεται ότι kerφ είναι πρώτο ιδεώδες.

Πρόταση 2.1.5. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και έστω ότι a ∈ E. Το a είναι
αλγεβρικό πάνω από το F αν και µόνο αν F [a] = F (a). ΄Οταν το a είναι υπερβατικό πάνω
από το F , τότε F [x] ∼= F [a] και dimFF [a] =∞.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον επιµορφισµό φ της σχέσης (2.1.4.2). ΄Εστω ότι το a είναι αλγε-
ϐρικό πάνω από το F . Τότε υπάρχει f(x) ∈ F [x] έτσι ώστε f(a) = 0 και kerφ 6= 0. Ο kerφ
όπως είδαµε παραπάνω είναι πρώτο ιδεώδες άρα µέγιστο, αφού ο F [x] είναι Π.Κ.Ι. ΄Αρα ο
δακτύλιος F [a] ∼= F [x]/ kerφ είναι σώµα. Αφού F [a] ⊂ F (a) και F (a) είναι το µικρότερο
σώµα που περιέχει το F και το a, έπεται ότι F [a] = F (a).

Αν το a είναι υπερβατικό πάνω από το F , τότε kerφ = 0 και F [a] ∼= F [x]. Εποµένως ο
δακτύλιος F [a] δεν είναι σώµα και dimFF [a] =∞.

Στην επόµενη ενότητα ϑα υπολογίσουµε τη διάσταση του F -διανυσµατικού χώρου F (a),
όταν το a είναι αλγεβρικό. Θα κλείσουµε αυτήν την ενότητα µε έναν ακόµη ορισµό.
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Ορισµός 2.1.6. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων. Ο ϐαθµός (degree) του E πάνω από
το F συµβολίζεται µε [E : F ] και ισούται µε τη διάσταση του E ως F -διανυσµατικού χώρου.

Παραδείγµατα 2.1.7.

1. Μία ϐάση του C ως R-διανυσµατικού χώρου είναι το σύνολο {1, i} και [C : R] = 2 .

2. Αφού ένα στοιχείο του Q[
√

3] γράφεται ως a · 1 + b ·
√

3, όπου a, b ∈ Q}, έπεται ότι
µία ϐάση τουQ[

√
3] ωςQ-διανυσµατικού χώρου είναι το σύνολο {1,

√
3}. Εποµένως

[Q[
√

3] : Q] = 2.

3. Παρατηρούµε ότι R[
√

3] = R και εποµένως [R[
√

3] : R] = 1.

4. [Q[π] : Q] =∞.

5. Το άπειρο σύνολο {1, x, x2, . . .} είναι F -ϐάση του F [x]. Αφού το σώµα F (x) περιέχει
ως F -υποχώρο τον δακτύλιο F [x], έπεται ότι dimFF (x) ≥ dimFF [x] και άρα [F (x) :
F ] =∞.

Αποµονώνουµε τον συλλογισµό του τελευταίου παραδείγµατος.

Πρόταση 2.1.8. Αν E είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F και [E : F ] = ∞, τότε
[L : F ] =∞.

2.2 Αλγεβρικά στοιχεία και διάσταση

΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και a ∈ E αλγεβρικό πάνω από το F . Στην προηγού-
µενη ενότητα είδαµε ότι F [a] = F (a) και ότι το σύνολο

I = {f(x) ∈ F [x] : f(a) = 0}

είναι πρώτο ιδεώδες του F [x]. Εποµένως το I = 〈g(x)〉, όπου το g(x) είναι ανάγωγο
πολυώνυµο του F [x]. ΄Αρα, αν h(x) ∈ I, δηλαδή αν h(a) = 0, τότε h(x) = q(x)g(x) και
στην περίπτωση που h(x) 6= 0, τότε deg h(x) ≥ deg g(x). Εποµένως αν h(x) ∈ F [x] είναι
ανάγωγο και h(a) = 0, τότε h(x) = cg(x), όπου c ∈ F [x]. Οι παραπάνω παρατηρήσεις
οδηγούν στον επόµενο ορισµό.

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και a ∈ E αλγεβρικό πάνω από το
F [x]. Το µοναδικό κανονικό ανάγωγο πολυώνυµο του F [x] που έχει το a ως ϱίζα, ονοµάζεται
το ανάγωγο πολυώνυµο (irreducible polynomial) του a πάνω από το F και συµβολίζεται µε
irr(F,a)(x). Οι ϱίζες του irr(F,a)(x) λέγονται συζυγή στοιχεία (conjugates) του a.

Στα Παραδείγµατα 2.2.2 υπολογίζουµε τα ανάγωγα πολυώνυµα σε κάποιες περιπτώ-
σεις.

Παραδείγµατα 2.2.2.

1. ΄Εστω a ∈ E. Τότε irr(E,a)(x) = x− a. Αντίστροφα αν deg irr(E,a)(x) = 1, τότε a ∈ E.

2. Θεωρούµε την επέκταση R/Q και το στοιχείο a =
√

3. Αφού a /∈ Q, έπεται ότι
irr(E,a)(x) ≥ 2. Αφού

√
3 είναι ϱίζα του x2 − 3, έπεται ότι irr(Q,a)(x) = x2 − 3.

3. ΄Εστω p πρώτος ϕυσικός αριθµός και ω = e2πi/p ∈ C. ΄Οπως σηµειώσαµε µετά το
Παράδειγµα 1.2.7, το ω είναι ϱίζα του Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + 1. Στο Παρά-
δειγµα 1.3.8 αποδείξαµε ότι Φp(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο στο Q[x]. Εποµένως
irr(Q,ω)(x) = Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1.
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4. ΄Εστω ω = e2πi/8. ΄Οπως και παραπάνω το ω είναι ϱίζα του x7 + x6 + · · · + 1,
αλλά το πολυώνυµο αυτό δεν είναι ανάγωγο. ∆εν είναι δύσκολο να δείξει κανείς ότι
irr(Q,ω)(x) = x4 + 1, ϐλ. άσκηση 2.4.5.

5. ΄Εστω z = a+ bi ∈ C, όπου b 6= 0. Τότε irr(R,z)(x) = x2−2Rez+zz̄, ϐλ. Παράδειγµα
2.1.2.7.

Στη συνέχεια εξετάζουµε τη διάσταση του F (a) ως F -διανυσµατικού χώρου, όταν το a είναι
αλγεβρικό πάνω από το F . Υπενθυµίζουµε ότι F (a) = F [a], σύµφωνα µε την Πρόταση
2.1.5.

Θεώρηµα 2.2.3. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων, a ∈ E αλγεβρικό πάνω από το F και
deg irr(F,a)(x) = n. Το σύνολο {1, a, . . . , an−1} αποτελεί ϐάση του F -διανυσµατικού χώρου
F (a) και [F (a) : F ] = n.

Απόδειξη. Θέτουµε f(x) = irr(F,a)(x) και B = {1, a, . . . , an−1}. ΄Εστω g(a) τυχαίο στοιχείο
του F [a], όπου g(x) ∈ F [x]. Σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο αλγόριθµο g(x) = f(x)p(x) +
r(x), όπου p(x), r(x) ∈ F [x] και t = deg r(x) < n. ∆ηλαδή

r(x) = ctx
t + · · ·+ c1x+ c0

και ci ∈ F , για i = 0, . . . , t. Παρατηρούµε ότι

g(a) = f(a)p(a) + r(a) = r(a) = cta
t + · · ·+ c1a+ c0 · 1

και ότι το g(a) είναι F -γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του συνόλου B. Θα δείξουµε
ότι το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω d0 · 1 + · · · + dn−1a

n−1 = 0, di ∈ F ,
για i = 0, . . . , n − 1 µία σχέση γραµµικής εξάρτησης των ai : 0 ≤ i ≤ n − 1. Αν
h(x) = d0 + d1x + · · · + dn−1x

n−1, τότε h(a) = 0 και h(x) ∈ (f(x)). Αν h(x) 6= 0
οδηγούµαστε σε άτοπο, αφού deg h(x) < deg f(x). Εποµένως h(x) = 0 και άρα di = 0,
για i = 0, . . . , n− 1.

Η απόδειξη του παρακάτω πορίσµατος είναι άµεση:

Πόρισµα 2.2.4. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων, a ∈ E. Τότε το a είναι αλγεβρικό πάνω
από το F αν και µόνο αν [F (a) : F ] <∞.

Για το επόµενο πόρισµα, ϑεωρούµε γνωστό το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας.
Σηµειώνουµε ότι η απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας, µε τα εργαλεία
της Θεωρίας Galois, δίνεται στην Ενότητα 6.3 και είναι ανεξάρτητη του Πορίσµατος 2.2.5.

Πόρισµα 2.2.5. Τα ανάγωγα πολυώνυµα του δακτυλίουR[x] έχουν ϐαθµό 1 ή 2. Αν a ∈ C
είναι ϱίζα του f(x) ∈ R[x], τότε a είναι ϱίζα του f(x).

Απόδειξη. ΄Εστω f(x) ∈ R[x] ανάγωγο. Σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγε-
ϐρας υπάρχει a ∈ C, τέτοιο ώστε f(a) = 0. Επίσης, αφού f(x) είναι ανάγωγο, έπεται ότι
f(x) = c irr(R,a)(x), για κάποιο 0 6= c ∈ R και ότι

deg f(x) = [R(a) : R].

Αν, λοιπόν, το a είναι πραγµατικός αριθµός, τότε R(a) = R και deg f(x) = 1. Αν το
a /∈ R τότε, όπως είδαµε στο Παράδειγµα 2.1.4.2, f(x) = (x − a)(x − a), R(a) = C και
deg f(x) = [C : R] = 2.
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Ιδιαίτερη σηµασία έχουν οι επεκτάσεις ενός σώµατος F µε την ιδιότητα όλα τα στοιχεία
τους να είναι αλγεβρικά πάνω από το F .

Ορισµός 2.2.6. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων. Το σώµα E λέγεται αλγεβρικό πάνω από
το E αν κάθε στοιχείο του E είναι αλγεβρικό πάνω από το F και σε αυτήν την περίπτωση η
επέκταση E/F λέγεται αλγεβρική (algebraic extension).

Παράδειγµα 2.2.7. Το σώµα C είναι αλγεβρικό πάνω από το R, ϐλ. Παράδειγµα 2.1.2.7.
Το σώµα R δεν είναι αλγεβρικό πάνω από το Q, ϐλ. Παράδειγµα 2.1.2. 10.

Η παρακάτω πρόταση δίνει ένα κριτήριο για να µπορούµε να αποφασίσουµε αν µία επέ-
κταση E/F είναι αλγβερική.

Πρόταση 2.2.8. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων έτσι ώστε [E : F ] < ∞. Τότε η
επέκταση E/F είναι αλγεβρική.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι [E : F ] = n και ότι το a είναι τυχαίο στοιχείο του E. Το σύνολο
{1, a, . . . , an} έχει n + 1 στοιχεία, εποµένως είναι γραµµικά εξαρτηµένο. ΄Αρα υπάρχει
µία σχέση γραµµικής εξάρτησης d0 · 1 + · · · + dna

n = 0, όπου di ∈ F , για i = 0, . . . , n
και τουλάχιστον ένα από αυτά δεν είναι µηδέν. Θεωρούµε το µη µηδενικό πολυώνυµο
g(x) = d0 + d1x+ · · ·+ dnx

n ∈ F [x]. Το a είναι ϱίζα του g(x), άρα είναι αλγεβρικό πάνω
από το F .

Το αντίστροφο της Πρότασης 2.2.8 δεν ισχύει, ϐλ. άσκηση 2.4.14

Ορισµός 2.2.9. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων, a1, . . . , an ∈ E. Ορίζουµε F [a1, . . . , an]
να είναι το σύνολο

F [a1, . . . , an] = {f(a1, . . . , an) : f(x1, . . . , xn) ∈ F [x1, . . . , xn]}.

Αποδεικνύεται εύκολα ότι το F [a1, . . . , an] είναι υποδακτύλιος του E και άρα ακέραια
περιοχή. Συµβολίζουµε µε F (a1, . . . , an) το σώµα κλασµάτων του F [a1, . . . , an]. Είναι
ϕανερό ότι το F (a1, . . . , an) είναι το ελάχιστο υπόσωµα του E που περιέχει το F και
τα στοιχεία a1, . . . , an. Αν L = F (a1, . . . , an), τότε λέµε ότι τα a1, . . . , an παράγουν την
επέκταση (generate) E/F ή ότι το L προκύπτει από το F µε επισύναψη των a1, . . . , an.

Σηµειώνουµε ότι

F [a1, . . . , an] = F [a1, . . . , an−1][an] και F (a1, . . . , an) = F (a1, . . . , an−1)(an).

Θα δούµε, στο Πόρισµα 2.2.14 παρακάτω, ότι όταν τα a1, . . . , an ∈ E είναι αλγεβρικά
πάνω από το F , τότε F [a1, . . . , an] = F (a1, . . . , an).

Θεώρηµα 2.2.10. ΄Εστω F ένα σώµα και f(x) ∈ F [x]. Τότε υπάρχει επέκταση σωµάτων
L/F , τέτοια ώστε [L : F ] <∞ και το L να είναι σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F .

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 1.4.3, υπάρχει επέκταση E/F , τέτοια ώστε το f(x) να ανα-
λύεται σε γραµµικούς παράγοντες στο E[x]. ΄Εστω ότι

f(x) =
n∏
i=1

(x− ai), ai ∈ E

είναι η ανάλυση του f(x) σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E[x], όπου n =
deg f(x). Θεωρούµε το σώµα L := F (a1, . . . , an). Είναι ϕανερό, ότι το σώµα L είναι
σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F .
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Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δούµε ότι αν f(x) ∈ F [x], τότε το σώµα ανάλυσης του f(x)
πάνω από το F είναι µοναδικό µε προσέγγιση ισοµορφίας, ϐλ. Πόρισµα 3.2.2.

Παράδειγµα 2.2.11. Θα αποδείξουµε ότι

Q[
√

2,
√

3] = Q[
√

2 +
√

3].

Στο Παράδειγµα 2.1.4.6 είδαµε ότι
√

2 ∈ Q[
√

2 +
√

3] και άρα Q[
√

2] ⊂ Q[
√

2 +
√

3].
Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι

√
3 ∈ Q[

√
2 +
√

3] και άρα Q[
√

2][
√

3] = Q[
√

2,
√

3] ⊂
Q[
√

2+
√

3]. Για τον αντίστροφο εγκλεισµό παρατηρούµε ότι, αφού το στοιχείο
√

2+
√

3 ∈
Q[
√

2,
√

3], έπεται ότι Q[
√

2 +
√

3] ⊂ Q[
√

2,
√

3].

΄Εστω E ένα ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F . Παρατηρούµε ότι το σώµα L έχει
τη δοµή ενός E-διανυσµατικού χώρου όπως και τη δοµή ενός F -διανυσµατικού χώρου.

Θεώρηµα 2.2.12. ΄Εστω E ένα ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F , [E : F ] < ∞ και
[L : E] <∞. Τότε [L : F ] = [L : E] [E : F ].

Απόδειξη. ΄Εστω {a1, . . . , an} µία E-ϐάση του L και {b1, . . . , bm} µία F -ϐάση του E. Θα
δείξουµε ότι το σύνολο {aibj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} είναι µία F -ϐάση του L.

Ξεκινούµε µε τη γραµµική ανεξαρτησία. ΄Εστω:∑
i,j

dij(aibj) = 0, dij ∈ F, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Τότε ∑
i

(
∑
j

dijbj)ai = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Αφού
∑

j dijbj ∈ L, η E-γραµµική ανεξαρτησία των {a1, . . . , an} συνεπάγεται, για i =
1, . . . , n, ότι

∑
j dijbj = 0. Για κάθε µία τέτοια εξίσωση, η F -γραµµική ανεξαρτησία των

{b1, . . . , bm} συνεπάγεται ότι ο συντελεστής dij = 0, για j = 1, . . . ,m.
Το τελευταίο κοµµάτι της απόδειξης, δηλαδή το ότι τα στοιχεία παράγουν τον L ως

F -διανυσµατικό χώρο, αφήνεται ως άσκηση (ϐλ. άσκηση 2.4.9).

Παρατηρούµε ότι αν E είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F και a ∈ L είναι αλγεβρι-
κό πάνω από το F , τότε το irr(E,a)(x) διαιρεί το πολυώνυµο irr(F,a)(x) και deg irr(E,a)(x) ≤
deg irr(F,a)(x).

Παραδείγµατα 2.2.13.

1. ΄Εστω E = Q[
√

2 +
√

3]. Από το Παράδειγµα 2.2.11 ισχύει ότι E = Q(
√

2,
√

3).
Μία Q-ϐάση για το E προκύπτει από τις επεκτάσεις Q ⊂ Q[

√
2] ⊂ E και είναι

ίση µε {1,
√

2,
√

3,
√

6}. Στο Παράδειγµα 2.1.2.9 είδαµε ότι το πολυώνυµο f(x) =
x4−10x+1 µηδενίζεται στο

√
2+
√

3. Μπορούµε τώρα να δείξουµε ότι το f(x) είναι
ανάγωγο στο Q[x]. Πράγµατι, αφού

4 = [Q(
√

2 +
√

3) : Q] = deg irr(Q,
√

2+
√

3)(x),

έπεται ότι irr(Q,
√

2+
√

3)(x) = f(x). ΄Ετσι µία άλλη Q-ϐάση για το E είναι το σύνολο
{1,
√

2 +
√

3, (
√

2 +
√

3)2, (
√

2 +
√

3)3}.
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2. ΄Εστω b = 3
√

2 και ω = e2πi/3, L = Q(b, ω). Αφού irr(Q,b)(x) = x3 − 2, έπεται
ότι [Q(b) : Q] = 3 και ότι {1, b, b2} είναι µία Q-ϐάση του Q(b). Γνωρίζουµε ότι
irr(Q,ω)(x) = x2 + x + 1. ΄Αρα irr(Q(b),ω)(x) διαιρεί το πολυώνυµο irr(Q,ω)(x) και έχει
ϐαθµό ≤ 2. ΄Οµως, ω /∈ Q(b) και άρα deg irr(Q(b),ω) ≥ 2. Εποµένως

irr(Q(b),ω)(x) = irr(Q,ω)(x) = x2 + x+ 1

και {1, ω} είναι µία Q(b)-ϐάση του E. Προκύπτει από την Πρόταση 2.2.12, ότι
[E : Q] = 6 και ότι µία Q-ϐάση του E είναι το σύνολο {1, b, b2, ω, ωb, ωb2}.

3. ΄Εστω b = 5
√

2, ω = e2πi/5, L = Q(b, ω). Αφού

[L : Q] = [L : Q(b)][Q(b) : Q] (2.2.13.1)

και deg irr(Q,b)(x) = 5, έπεται ότι το 5 διαιρεί [L : Q]. Αντίστοιχα, αφού

[L : Q] = [L : Q(ω)][Q(ω) : Q]

και deg irr(Q,ω)(x) = 4, έπεται ότι το 4 διαιρεί τον ϐαθµό [L : Q]. ΄Αρα το 20 διαιρεί
τον ϐαθµό [L : Q] και εποµένως [L : Q] ≥ 20. ΄Οµως [L : Q(b)] = deg irr(Q(b),ω)(x)
και

deg irr(Q(b),ω)(x) ≤ deg irr(Q,ω)(x) = 4.

Αντικαθιστώντας στη σχέση (2.2.13.1) προκύπτει ότι [L : Q] ≤ 20. Εποµένως [L :
Q] = 20 και ότι

irr(Q(b),ω)(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

ενώ
irr(Q(ω),b)(x) = x5 − 2.

Το Θεώρηµα 2.2.12 εφαρµόζεται στα παρακάτω πορίσµατα:

Πόρισµα 2.2.14. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και έστω a1, . . . , an ∈ F αλγεβρικά
στοιχεία πάνω από το F . Τότε

i) Ο ϐαθµός [F (a1, . . . , an) : F ] <∞.

ii) Ισχύει ότι F (a1, . . . , an) = F [a1, . . . , an].

iii) Η επέκταση F (a1, . . . , an)/F είναι αλγεβρική.

Απόδειξη. Για n = 1, η πρόταση είναι άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 2.2.4, της Πρό-
τασης 2.1.5 και της Πρότασης 2.2.8. Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι η πρόταση είναι αληθής
όταν n < k και ϑεωρούµε ότι τα στοιχεία a1, . . . , ak ∈ E είναι αλγεβρικά πάνω από το F .
΄Εστω L = F (a1, . . . , ak−1). Σύµφωνα µε την υπόθεση της επαγωγής, η επέκταση L/F
είναι αλγεβρική, L = F [a1, . . . , ak−1] και [L : F ] < ∞. Αφού το ak είναι αλγεβρικό πάνω
από το F , έπεται ότι το ak είναι αλγεβρικό και πάνω από το L. Εποµένως, από το Πόρισµα
2.2.4, συµπεραίνουµε ότι [L(ak) : E] < ∞. Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.12,
προκύπτει ότι

[L(ak) : F ] = [L(ak) : L][L : F ] <∞.
Τέλος, σύµφωνα µε την παρατήρηση που ακολούθησε τον Ορισµό 2.2.9 και την υπόθεση
της επαγωγής, ισχύει ότι

F (a1, . . . , ak) = F (a1, . . . , ak−1)(ak) = L(ak) = L[ak] = F [a1, . . . , ak].
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Σχήµα 2.2: Αλγεβρικές επεκτάσεις σωµάτων

Πρόταση 2.2.15. ΄Εστω ότι οι επεκτάσεις σωµάτων E/L και L/F είναι αλγεβρικές. Τότε
η επέκταση E/F είναι αλγεβρική.

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ E. Τότε το a είναι αλγεβρικό πάνω από το L και έστω f(x) =
irr(L,a)(x) = xn + cn−1x

n−1 + · · · + c0 ∈ L[x]. Θεωρούµε το σώµα A = F (c0, · · · , cn−1).
Αφού το f(x) ∈ A[x], το a είναι αλγεβρικό πάνω από το A. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.2.4,
προκύπτει ότι [A(a) : A] < ∞. Επίσης, από το Πόρισµα 2.2.14 έπεται ότι [A : F ] < ∞
και ότι η επέκταση A/F είναι αλγεβρική. Εποµένως

[A(a) : F ] = [A(a) : A] [A : F ] <∞.

Από το Πόρισµα 2.2.4 έπεται ότι το a είναι αλγεβρικό πάνω από το F .

Το Σχήµα 2.2 περιγράφει το Πόρισµα 2.2.8 και την Πρόταση 2.2.15. Η περίπτωση
που ο ϐαθµός της επέκτασης E/F είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός αντιµετωπίζεται στο
επόµενο Πόρισµα.

Πόρισµα 2.2.16. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων έτσι ώστε [E : F ] = p, p πρώτος. Τότε το
E είναι απλή επέκταση του F και δεν υπάρχει ενδιάµεσο σώµα L έτσι ώστε F ( L ( E.

Απόδειξη. Αφού [E : F ] = p, έπεται ότι κάθε στοιχείο του E είναι αλγεβρικό πάνω από
το F . ΄Εστω a ∈ E, a /∈ F . Τότε το F ( F (a) και άρα [F (a) : F ] 6= 1. Σύµφωνα
µε την Πρόταση 2.2.12, [F (a) : F ] διαιρεί το p, άρα [F (a) : F ] = p και κατά συνέπεια
[E : F (a)] = 1. Εποµένως F (a) = E.

Παράδειγµα 2.2.17. ΄Εστω a = 5
√

2 ∈ R. Η επέκταση Q(a)/Q έχει ϐαθµό 5 αφού
irr(Q,a)(x) = x5 − 2. Από το προηγούµενο Πόρισµα, συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει
ενδιάµεσο σώµα, ανάµεσα στο Q και στο Q(a).

2.3 Οµάδα Galois.

΄ΕστωE/F µία επέκταση σωµάτων. Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε τους F -αυτοµορφι-
σµούς του E, δηλ. τους ισοµορφισµούς φ : E → E έτσι ώστε φ(c) = c, για κάθε c ∈ F ,
ϐλ. Ενότητα IV του Παραρτήµατος.
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Ορισµός 2.3.1. Η οµάδα Galois (Galois group) του E πάνω από το F συµβολίζεται µε
Gal(E/F ) ή AutF (E) και είναι το σύνολο των αυτοµορφισµών τουE που διατηρούν σταθερά
τα στοιχεία του F :

Gal(E/F ) := {φ ∈ Aut(E) : φ(c) = c, ∀c ∈ F}.

΄Οπως υποννοεί το όνοµα, το σύνολο Gal(E/K), µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων,
είναι υποοµάδα της οµάδας Aut(E), που αποτελείται από τους αυτοµορφισµούς του E.
Πράγµατι, όπως ϑα δούµε αµέσως παρακάτω ισχύει ότι

• η σύνθεση δύο στοιχείων της Gal(E/F ) διατηρεί τα στοιχεία του F σταθερά και
εποµένως ανήκει στη Gal(E/F ) και

• το αντίστροφο ενός στοιχείου της Gal(E/F ) διατηρεί τα στοιχεία του F σταθερά και
εποµένως και αυτό ανήκει στη Gal(E/F ).

΄Εστω, λοιπόν, ότι φ, ψ ∈ Gal(E/F ), c ∈ F . Τότε

i. φ ◦ ψ (c) = φ(ψ(c)) = φ(c) = c . Εποµένως φ ◦ ψ ∈ Gal(E/F ).
ii. φ−1(c) = φ−1(φ(c)) = (φ−1 ◦ φ)(c) = idF (c) = c.

΄Εστω τώρα ότι το a ∈ E είναι αλγεβρικό πάνω από το F και έστω ότι σ ∈ Gal(E/F ).
Θα δούµε ότι το a και το σ(a) έχουν το ίδιο ανάγωγο πολυώνυµο και έτσι αναγκαστικά το
σ(a) είναι µία από τις ϱίζες του irr(F,a)(x), δηλ. το σ(a) είναι συζυγές στοιχείο του a.

Πρόταση 2.3.2. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων, a ∈ E αλγεβρικό πάνω από το F και
σ ∈ Gal(E/F ), Τότε irr(F,a)(x) = irr(F,σ(a))(x).

Απόδειξη. ΄Εστω q(x) = irr(F,a)(x) =
∑
cix

i. Αφού q(a) = 0, έπεται ότι
∑
cia

i = 0.
Εποµένως

0 = σ(
∑

cia
i) =

∑
σ(cia

i) =
∑

σ(ci)σ(ai) =
∑

ciσ(a)i =
∑

cib
i.

΄Αρα q(x) = irr(F,b)(x).

Για την αντίστροφη κατεύθυνση αυτής της πρότασης έχουµε το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.3.3. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και a, b ∈ E αλγεβρικά πάνω από
το F τέτοια ώστε irr(F,a)(x) = irr(F,b)(x). Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός σωµάτων φ :
F (a) −→ F (b) έτσι ώστε φ|F = idF και φ(a) = b.

Απόδειξη. Θεωρούµε το κύριο ιδεώδες I του K[x] που παράγεται από το irr(F,a)(x). Ο
επιµορφισµός

φ1 : F [x] −→ F [a], φ1(f(x)) = f(a)

δίνει τον ισοµορφισµό

φ̄1 : F [x]/I −→ F (a), φ̄1(f(x) + I) = f(a),

σύµφωνα µε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφίας ∆ακτυλίων και την Πρόταση 2.1.5. Συγκε-
κριµένα φ̄1(x+ I) = a, ενώ φ̄1(c+ I) = c, για c ∈ F . Αντίστοιχα έχουµε τον ισοµορφισµό

φ̄2 : F [x]/I −→ F (b), φ̄1(f(x) + I) = f(b).

Εποµένως η σύνθεση
φ̄2 ◦ φ̄1

−1
: F (a) −→ F (b)

έχει τις επιθυµητές ιδιότητες.
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Είναι εύκολο να δει κανείς ότι αν σ : F −→ F ′ είναι ισοµορφισµός σωµάτων, τότε η
συνάρτηση

σ̂ : F [x] −→ F ′[x],
∑

aix
i 7→

∑
σ(ai)x

i

είναι ισοµορφισµός, ϐλ. άσκηση 1.5.16. Σηµειώνουµε έτσι την άµεση γενίκευση του
Θεωρήµατος 2.3.3 και αφήνουµε την απόδειξη ως άσκηση για τον αναγνώστη (άσκηση
2.4.15).

Θεώρηµα 2.3.4. ΄Εστω E/F και E ′/F ′ επεκτάσεις σωµάτων, b ∈ E, b′ ∈ E ′ αλγεβρικά
πάνω από τα F , F ′ αντίστοιχα, και σ : F → F ′ ισοµορφισµός έτσι ώστε

σ̂(irr(F,b)(x)) = irr(F ′,b′)(x).

Υπάρχει ένας ισοµορφισµός σωµάτων φ : F (b) −→ F ′(b′) έτσι ώστε φ|F = σ και φ(b) = b′.

F

F (b)

F ′

F ′(b′)

σ

∃ φ

Σχήµα 2.3: Επέκταση του ισοµορφισµού σ.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα υπολογίσουµε την οµάδα Galois σε διάφορες περιπτώ-
σεις. Παρατηρούµε ότι idE ανήκει στην οµάδα G = AutF E, για κάθε επέκταση σωµάτων
E/F .

Παραδείγµατα 2.3.5.

1. Gal(Q/Q) = AutQ(Q) = {idQ}.
2. Γενικότερα αν F είναι σώµα, τότε Gal(F/F ) = AutF (F ) = {idF}.
3. ΄Εστω G = Gal(C/R). Θα δείξουµε ότι G ∼= Z2. Παρατηρούµε ότι C = R(i)

είναι το σώµα ανάλυσης του f(x) = x2 + 1 πάνω από το R. Τα στοιχεία της G
στέλνουν τα στοιχεία του R στον εαυτό τους, ενώ σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.2,
η εικόνα του i µπορεί να πάρει ακριβώς δύο τιµές : ±i. Η συνάρτηση σ1 : C → C,
σ1(a+ bi) = a− bi, για a, b ∈ R, ανήκει στην G. Εποµένως G = {idC, σ1}.

4. ΄Εστω E = Q(
√

2). Θα υπολογίσουµε την οµάδα G = Gal(E/Q). Πρώτα παρατη-
ϱούµε ότι

irr(Q,
√

2)(x) = x2 − 2

και ότι το E είναι σώµα ανάλυσης του irr(Q,
√

2)(x). Εποµένως µία Q-ϐάση του E

είναι το σύνολο {1,
√

2}, ενώ Q(
√

2) = Q(−
√

2). Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.2,
αν σ ∈ G τότε σ(

√
2) = ±

√
2.
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΄Εστω, τώρα, c + d
√

2 τυχαίο στοιχείο του E, όπου c, d ∈ Q. Υπάρχει µοναδικός
αυτοµορφισµός σ ∈ G έτσι ώστε σ(

√
2) =

√
2, και είναι ο ταυτοτικός, σ = idE, αφού

σ(c+ d
√

2) = σ(c) + σ(d
√

2) = c+ dσ(
√

2) = c+ d
√

2.

Επίσης, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.3.3, υπάρχει ισοµορφισµός τ ∈ G έτσι ώστε
τ(
√

2) = −
√

2, αφού E = Q(−
√

2), και αυτή η ιδιότητα προσδιορίζει πλήρως τον
ισοµορφισµό τ , δηλ.

τ(c+ d
√

2) = c− d
√

2.

΄Αρα G = {idE, τ} και G ∼= Z2.

5. ΄Εστω E = Q(ω), όπου ω = e2πi/3. Παρατηρούµε ότι irr(Q,ω)(x) = x2 + x+ 1 και ότι

E = Q(ω2).

Μία Q-ϐάση του E είναι το σύνολο {1, ω}. ΄Εστω σ ∈ Gal(E/Q). Τότε σ(c) =
c, ∀c ∈ Q. Επίσης, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.2, το σ(ω) µπορεί να πάρει µία
ακριβώς από τις δύο τιµές :

σ(ω) =

{
ω

ω2 = −ω − 1.

΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.3.3, προκύπτει
ότι Gal(E/Q) = {σ0, σ1}, όπου σ0 = idQ και

σ1(c+ dω) = c+ dω2 = (c− d)− dω, για c, d ∈ Q. ΄Αρα Gal(E/Q) ∼= Z2.

6. ΄Εστω E = Q(b), όπου b = 3
√

2, και έστω G = Gal(Q/E). Παρατηρούµε ότι
irr(Q,b)(x) = x3 − 2 και ότι µία Q-ϐάση του E είναι το σύνολο {1, b, b2}. ΄Εστω
σ ∈ G. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.2, το σ(b) πρέπει να είναι ϱίζα του irr(Q,b)(x).
Θα πρέπει ϐέβαια σ(b) ∈ E. Αφού η µόνη ϱίζα του x3 − 2 στο E είναι το b, έπεται
ότι σ(b) = b. Εποµένως, για c0, c1, c2 ∈ Q,

σ(c0 + c1b+ c2b
2) = σ(c0) + σ(c1)σ(b) + σ(c2)σ(b2) = c0 + c1b+ c2b

2,

δηλ. σ = idE. Εποµένως G = {idE}.
7. ΄Εστω E = Q(

√
2,
√

3). Θα υπολογίσουµε την οµάδα G = Gal(E/Q). Παρατηρούµε
ότι µία Q-ϐάση του E είναι το σύνολο {1,

√
2,
√

3,
√

2 ·
√

3}. ΄Εστω ότι σ ∈ G. Τότε

σ(1) = 1, σ(
√

2 ·
√

3) = σ(
√

2)σ(
√

3).

Εποµένως ο αυτοµορφισµός σ προσδιορίζεται από τις τιµές σ(
√

2) και σ(
√

3). Σύµ-
ϕωνα µε την Πρόταση 2.3.2,

σ(
√

2) =

{√
2

−
√

2,
σ(
√

3) =

{√
3

−
√

3.

Εποµένως |G| ≤ 4. Παρατηρούµε ότι αν σ(
√

2) =
√

2 και σ(
√

3) =
√

3 τότε σ = idE.
΄Εστω τώρα ότι σ(

√
2) =

√
2, δηλ. σ|E1 = idE1, όπου E1 = Q(

√
2). Παρατηρούµε ότι

E = E1(
√

3) = E1(−
√

3).
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Αν σ 6= idE τότε ϑα πρέπει να µετακινεί τη
√

3. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.3.3,
προκύπτει ότι υπάρχει αυτοµορφισµός σ1 του σώµατος E έτσι ώστε

σ1(
√

3) = −
√

3, σ1|E1 = idE1 ,

µε άλλα λόγια υπάρχει σ1 ∈ G, έτσι ώστε

σ1(
√

2) =
√

2, σ1(
√

3) = −
√

3.

Οµοίως προκύπτει ότι υπάρχει σ2 ∈ G έτσι ώστε

σ2(
√

2) = −
√

2, σ2(
√

3) =
√

3.

Επίσης, η σύνθεση σ3 = σ1 ◦ σ2 ανήκει στην G και

σ3(
√

2) = σ1 ◦ σ2(
√

2) = −
√

2, σ3(
√

3) = σ1 ◦ σ2(
√

3) = −
√

3.

Υπολογίσαµε, ήδη, τέσσερις διαφορετικούς αυτοµορφισµούς του E που ανήκουν
στην G. Αφού |G| ≤ 4, έπεται ότι |G| = 4. Υπάρχουν ακριβώς δύο οµάδες τεσσάρων
στοιχείων µε προσέγγιση ισοµορφίας : η κυκλική οµάδα µε 4 στοιχεία που είναι
ισόµορφη µε τη Z4 και η οµάδα του Klein που είναι ισόµορφη µε τη Z2 × Z2,
ϐλ. Πρόταση I.23. Παρατηρούµε ότι ο ταυτοτικός αυτοµοµορφισµός έχει τάξη 1,
ενώ όλα τα άλλα στοιχεία της G έχουν τάξη 2. Για παράδειγµα, επιβεβαιώνουµε ότι
ord(σ1) = 2, ελέγχοντας ότι σ2

1 = idE. Για να το δούµε αυτό, αρκεί να ελέγξουµε τις
τιµές του σ1 στα στοιχεία

√
2 και ω που παράγουν την επέκταση E/Q. Πράγµατι :

√
2
σ17→
√

2
σ17→
√

2,
√

3
σ17→ −
√

3
σ17→ −(−

√
3) =

√
3,

Εποµένως σ2
1 = idE και ord(σ1) = 2. Οµοίως µπορεί κανείς να δείξει ότι τα σ2 και

σ3 έχουν τάξη 2. Εφόσον, λοιπόν, η G δεν έχει κάποιο στοιχείο που να έχει τάξη 4,
έπεται ότι G ∼= Z2 × Z2.

Ολοκληρώνουµε αυτήν την ενότητα περιγράφοντας τη µέθοδο που έχουµε ακολουθή-
σει ως τώρα για την εύρεση της οµάδας Gal(E/F ) στη περίπτωση που ο ϐαθµός του E
πάνω από το F είναι πεπερασµένος. Τα ϐήµατα είναι :

• Βρίσκουµε µία F -ϐάση B του E.

• Βρίσκουµε ένα σύνολο στοιχείων που παράγουν την επέκταση E/F , ξεκινώντας από
τη B. Η προσπάθειά µας είναι να περιορίσουµε όσο µπορούµε το πλήθος των
στοιχείων που παράγουν την επέκταση E/F .

• Βρίσκουµε τα ανάγωγα πολυώνυµα για τα στοιχεία που αναφέρονται στο προηγού-
µενο ϐήµα και τις ϱίζες τους στο E.

• Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 2.3.2 ϐρίσκουµε τις δυνατές εικόνες των στοιχείων
που εντοπίσαµε στο δεύτερο ϐήµα.

• Βρίσκουµε τα στοιχεία της οµάδας Gal(E/F ), χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.3.3.

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα µελετήσουµε το σώµα ανάλυσης του πολυωνύµου x3 − 2
πάνω από το Q.
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Παράδειγµα 2.3.6. ΄Εστω

b =
3
√

2, ω = e2πi/3, E = Q(b, ωb, ω2b).

Το σώµα E είναι υπόσωµα του C και είναι σώµα ανάλυσης του x3 − 2 πάνω από το Q.
Αφού

ω =
ωb

b
∈ E,

εύκολα προκύπτει ότι :

E = Q(b, ωb) = Q(b, ω2b) = Q(ωb, ω2b) = Q(b, ω).

Χρησιµοποιούµε την τελευταία έκφραση E = Q(b, ω), κυρίως, γιατί υπάρχουν δύο ανά-
γωγα (πάνω από το Q) πολυώνυµα που ϑα διευκολύνουν τους υπολογισµούς µας, δηλ. τα
πολυώνυµα

irr(Q,b)(x) = x3 − 2, irr(Q),ω(x) = x2 + x+ 1.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.12, εργαζόµαστε όπως στο Παράδειγµα 2.2.13. ΄Ετσι, προ-
κύπτει ότι µίαQ-ϐάση για τοE είναι το σύνολο {1, b, b2, ω, ωb, ωb2} και ότι [ Q(ω) : Q] = 6.

΄Εστω G = Gal(E/Q) και έστω σ ∈ G. Ο αυτοµοµορφισµός σ καθορίζεται πλήρως από
τις εικόνες σ(b) και σ(ω). Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.2, έχουµε τρεις δυνατές τιµές
για την εικόνα σ(b) και δύο δυνατές τιµές για τη σ(ω), όσες είναι οι ϱίζες των αντίστοιχων
ανάγωγων πολυωνύµων. ΄Αρα η οµάδα G έχει τάξη το πολύ 6. Θα δείξουµε ότι η οµάδα
G έχει τάξη ακριβώς 6.

Πράγµατι,
E = Q(ω)(b)

και είναι εύκολο να συµπεράνει κανείς ότι

irr(Q(ω),b)(x) = irr(Q,b)(x) = x3 − 2.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.3.3 υπάρχουν τρία διαφορετικά στοιχεία της οµάδας αυτο-
µορφισµών του E που διατηρούν σταθερά τα στοιχεία του Q(ω), δηλ. απεικονίζουν c 7→ c,
για κάθε c ∈ Q(ω), και έτσι ώστε το b να απεικονίζεται σε µία από τις τρεις ϱίζες του x3−2:

b 7→


b

ωb

ω2b

.

Αντίστοιχα, αφού
E = Q(b)(ω)

και
irr(Q(b),ω)(x) = irr(Q,ω)(x) = x2 + x+ 1,

υπάρχουν δύο αυτοµορφισµοί στην G τέτοιοι ώστε c 7→ c, ∀ c ∈ Q(b), ενώ

ω 7→

{
ω

ω2.

Σηµειώνουµε ότι όταν ένας αυτοµορφισµός του E στέλνει ω 7→ ω και b 7→ b, τότε a 7→ a,
∀ a ∈ E και είναι ο ταυτοτικός αυτοµορφισµός του E. ΄Ετσι προς το παρόν έχουµε
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ϐρει τέσσερα διαφορετικά στοιχεία της G. Οι συνθέσεις τους µας δίνουν άλλους δύο
αυτοµορφισµούς. Παρατηρούµε επίσης, ότι αν σ ∈ G είναι ο αυτοµορφισµός που στέλνει
το b στο ωb και το ω στο ω, τότε ο οµοµορφισµός σ2 δρα ως εξής :

b 7→ ωb 7→ ω(ωb) = ω2b
ω 7→ ω 7→ ω

Εποµένως η οµάδα G αποτελείται από 6 στοιχεία, όπως ϕαίνεται από τον παρακάτω
πίνακα:

b b ωb ω2b b ωb ω2b
ω ω ω ω ω2 ω2 ω2

idE σ σ2 τ στ τσ
(2.3.6.1)

Η οµάδα G δεν είναι αντιµεταθετική όπως ϕαίνεται από τον πίνακα (2.3.6.1), αφού
στ 6= τσ.

Είδαµε ότι |G| = 6. Γνωρίζουµε ότι µε προσέγγιση ισοµορφίας υπάρχει µόνο µία µη
αντιµεταθετική οµάδα µε έξι στοιχεία και ότι αυτή είναι η οµάδα S3 των µεταθέσεων τριών
στοιχείων, ϐλ. Πρόταση I.23. ΄Αρα

Gal(Q(ω, b)/Q ∼= S3.

΄Εστω, τώρα, a ∈ E και ας υπολογίσουµε την εικόνα σ(a). Αφού

a = a0 + a1b+ a2b
2 + a3ω + a4ωb+ a5ωb

2, για ai ∈ Q, 1 ≤ i ≤ 5

και σ(ai) = ai, σ(b) = ωb, σ(ω) = ω, έπεται ότι σ(b2) = ω2b2, σ(ωb) = ω2b και σ(ωb2) =
ω3b2 = b2. Επίσης αφού ω είναι ϱίζα του πολυωνύµου x2 +x+1, έπεται ότι ω2 +ω+1 = 0,
δηλ. ω2 = −1− ω. ΄Αρα

σ1(a) = a0 − a4b+ (−a2 + a5)b2 + a4ω + (a1 − a4)ωb− a2ωb
2.

2.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω E = F (x) το σώµα κλασµάτων του δακτυλίου F [x]. Να αποδείξετε ότι το
x ∈ E είναι υπερβατικό πάνω από το F .

2. Να περιγραφούν τα σώµατα: Q(
√

5,
√

7), Q(i
√

11).

3. Να ϐρεθεί το πολυώνυµο irr(Q,a)(x) όταν

• a =
√

7 + 1/2,

• a = i
√

3− 1/2.

4. Να γράψετε τον αντίστροφο του 3
√

2
2
+1 ως γραµµικό συνδυασµό δυνάµεων του 3

√
2

στο σώµα Q( 3
√

2).

5. ΄Εστω ω = e2πi/8. Να τοποθετήσετε το ω στον µοναδιαίο κύκλο. Να δείξετε ότι
irr(Q,ω)(x) = x4 + 1. Να ϐρείτε irr(Q,ωk)(x) για k = 0, . . . , 7.

6. Να ϐρεθούν οι ϐαθµοί των επεκτάσεων:

• C/ Q,

• Z5(x)/ Z5,
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• R(
√

5)/ R,

• Q( 7
√

3)/ Q.

7. Να ελέγξετε αν το σώµα Q[
√

3] είναι ισόµορφο µε το σώµα Q[
√

5].

8. ΄Εστω E = Q(
√

2,
√

3,
√

5). Να αποδείξετε ότι [E : Q] = 8.

9. ΄Εστω E/F , L/E επεκτάσεις σωµάτων και έστω ότι τα a1, . . . , an παράγουν το σώµα
L πάνω από το E, ενώ τα b1, . . . , bm παράγουν το E πάνω από το F . Να αποδείξετε
ότι τα aibj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m παράγουν το L πάνω από το F .

10. Αν [E : F ] < ∞, για σώµατα F ⊂ E, να δείξετε ότι υπάρχουν b1, . . . , bn ∈ E έτσι
ώστε E = F (b1, . . . , bn).

11. ΄Εστω ότι τα a, b ∈ E είναι αλγεβρικά πάνω από το F . Να αποδείξετε τα ακόλουθα

• [F (a+ b) : F ] <∞
• Το στοιχείο a+ b είναι αλγεβρικό υπεράνω του F .

12. ΄Εστω ότιE είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F και έστω ότι a ∈ L. Να αποδεί-
ξετε ότι το πολυώνυµο irr(E,a)(x) διαιρεί το πολυώνυµο irr(F,a)(x). Να συµπεράνετε
ότι αν deg irr(F,a)(x) = deg irr(E,a)(x), τότε irr(F,a)(x) = irr(E,a)(x).

13. ΄Εστω ότι E είναι σώµα ανάλυσης ενός διαχωρίσιµου αναγώγου πολυωνύµου f(x) ∈
K[x], ϐαθµού n, και έστω ότι a1, a2, . . . , an είναι οι ϱίζες του f(x) στο E. Αν Ei =
K(a1, . . . , ai) να δείξετε ότι deg irr(Ei,ai)(x) ≤ n − i + 1 και άρα [E : Ei] ≤ (n − i)!.
Να συµπεράνετε ότι [E : K] ≤ n!.

14. Να ϑεωρήσετε Q = {r ∈ R : a αλγεβρικό πάνω από το Q}. Να αποδείξετε ότι Q
είναι υπόσωµα το R και να ϐρείτε [Q : Q].

15. ΄Εστω E/F και E ′/F ′ επεκτάσεις σωµάτων, b ∈ E, b′ ∈ E ′ αλγεβρικά πάνω από τα
F , F ′ αντίστοιχα και σ : F → F ′ ισοµορφισµός έτσι ώστε

σ̂(irr(F,b)(x)) = irr(F ′,b′)(x).

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός σωµάτων φ : F [b] −→ F ′[b′] έτσι ώστε
φ|F = σ και φ(b) = b′.

16. • Να αποδείξετε ότι Q(
√

5 +
√

2) = Q(
√

5,
√

2).

• Να ϐρείτε το ανάγωγο πολυώνυµο του
√

5 +
√

2 πάνω από το Q(
√

2).

• Να ϐρείτε το ανάγωγο πολυώνυµο του
√

5 +
√

2 πάνω από το Q(
√

5,
√

2).

• Να ϐρείτε το ανάγωγο πολυώνυµο του
√

5 +
√

2 πάνω από το Q.

17. ΄Εστω [L : K] < ∞ µία πεπερασµένη επέκταση και f(x) ∈ K[x] ανάγωγο. Να
αποδείξετε ότι αν οι ϕυσικοί αριθµοί deg f(x) > 1 και [L : K] είναι πρώτοι µεταξύ
τους, τότε το f(x) δεν έχει ϱίζες στο L.

18. Να υπολογισθεί η οµάδα Galois Gal(Q(a)/Q) όταν

• a =
√

5,

• a = 2i,

• a = e2πi/5,

• a = 3
√
−2.
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19. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και έστω e, σ1, . . . , σn−1 διακεκριµένα στοιχεία της
οµάδας Gal(E/F ). ΄Εστω a ∈ E. Αν τα στοιχεία a, σ1(a), . . . , σn−1(a) είναι διακε-
κριµένα τότε να δείξετε ότι deg irr(F,a)(x) ≥ n.

20. Να ϐρείτε την τάξη των στοιχείων της οµάδας Gal(Q(
√

2,
√

3)/ Q).

21. Να ϐρείτε την οµάδα Gal(Q(
√

2,
√

3)/ Q(
√

2)).

22. ΄Εστω ω = e2πi/3, b =
√

5, E = Q(ω, b). Να ϐρείτε την οµάδα Gal(E/Q).

23. ΄Εστω F σώµα και έστω K το πρώτο υπόσωµα του F . Να αποδείξετε ότι Gal(F/K)
είναι υποοµάδα της Aut(F ), δηλ. της οµάδας των αυτοµορφισµών του F .

24. Να αποδείξετε ότι η οµάδα Gal(R/Q) είναι η τετριµµένη. (Σηµειώστε και την εκφώ-
νηση της άσκησης 7.3.6.)

25. ΄Εστω ω = e2πi/11. Να αποδείξετε ότι η οµάδα Gal(Q(ω)/Q) είναι κυκλική και έχει
τάξη 10.

26. ΄Εστω ω = e2πi/12. Να αποδείξετε ότι η οµάδα Gal(Q(ω)/Q) έχει 4 στοιχεία και να
ελέγξετε αν είναι κυκλική.

27. Για κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις να αποφασίσετε αν είναι αληθής ή όχι.

(αʹ) Πεπερασµένες επεκτάσεις σωµάτων ίσου ϐαθµού είναι ισόµορφες.

(ϐʹ) Οι άπειρες απλές επεκτάσεις ενός σώµατος F είναι ισόµορφες.

(γʹ) Κάθε αλγεβρική επέκταση πάνω από ένα σώµα είναι πεπερασµένη.

(δʹ) Κάθε υπερβατική επέκταση σώµατος δεν είναι πεπερασµένη.

(εʹ) Κάθε στοιχείο του C είναι αλγεβρικό πάνω από το R.

(ϛʹ) Κάθε επέκταση του R είναι πεπερασµένη.

(Ϲʹ) Κάθε επέκταση πεπερασµένου σώµατος είναι πεπερασµένη.

(ηʹ) Κάθε απλή αλγεβρική επέκταση σωµάτων είναι πεπερασµένη.

(ϑʹ) Κάθε απλή επέκταση σωµάτων είναι πεπερασµένη.

(ιʹ) Κάθε σώµα έχει µη τετριµµένες επεκτάσεις.

(ιαʹ) Κάθε σώµα έχει µη τετριµµένες αλγεβρικές επεκτάσεις.

(ιϐʹ) Κάθε απλή επέκταση σωµάτων είναι αλγεβρική.

(ιγʹ) Κάθε επέκταση σωµάτων είναι απλή.

(ιδʹ) ΄Ολες οι απλές αλγεβρικές επεκτάσεις σωµάτων είναι ισόµορφες.

(ιεʹ) ΄Ολες οι απλές υπερβατικές επεκτάσεις σώµατος είναι ισόµορφες.
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Κεφάλαιο 3

Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας
Galois

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε λεπτοµερέστερα τις οµάδες Galois και µελετάµε τις επε-
κτάσεις ισοµορφισµών σωµάτων. Στη συνέχεια ορίζουµε τις επεκτάσεις Galois σωµάτων
και αποδεικνύουµε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ϑεωρίας Galois.

3.1 Μεταθέσεις και οµάδα Galois

Στο Παράδειγµα 2.3.6 υπολογίσαµε την οµάδα Galois Gal(E/Q) του σώµατος ανάλυσης
E του πολυωνύµου f(x) = x3 − 2 πάνω από το Q και είδαµε ότι είναι ισόµορφη µε την
S3. Το ϐασικό ϑεώρηµα αυτής της παραγράφου, συνδέει τα στοιχεία της Gal(E/F ) και
τις µεταθέσεις των ϱιζών του f(x) ∈ F [x], όταν το E είναι το σώµα ανάλυσης του f(x)
πάνω από το F . ΄Ετσι αντιλαµβανόµαστε την αξία αυτού του ισοµορφισµού.

Θεώρηµα 3.1.1. ΄Εστω f(x) ∈ F [x] διαχωρίσιµο και ανάγωγο, deg f(x) = n και έστω E
σώµα ανάλυσης του f(x). Τότε η οµάδα Gal(E/F ) εµφυτεύεται στην οµάδα των µεταθέσεων
Sn.

Απόδειξη. ΄Εστω X = {b1, . . . , bn} το σύνολο των ϱιζών του f(x). Τότε E = F (b1, . . . , bn).
Τα στοιχεία του SX είναι αµφιµονότιµες και επί συναρτήσεις του X στον εαυτό του και
SX ∼= Sn. Αν G = Gal(E/F ) και σ ∈ G, τότε ϑεωρούµε τη συνάρτηση θσ : X →
X, θσ(bi) = σ(bi), όπου i = 1, . . . , n. Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι θσ ∈ SX , δηλαδή
ότι θ(bi) = θ(bj)⇔ bi = bj. ΄Ετσι οδηγούµαστε στον επόµενο ορισµό:

φG : G→ SX , σ 7→ θσ.

Ο αναγνώστης µπορεί εύκολα να επιβεβαιώσει ότι

• φG(σ τ) = φG(σ)φG(τ), για σ, τ ∈ G και
• φG είναι αµφιµονότιµη, δηλ. φG(σ) = φG(τ)⇔ σ = τ , για σ, τ ∈ G.

Εποµένως η συνάρτηση φ είναι µονοµορφισµός οµάδων.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα µελετήσουµε την εµφύτευση του Θεωρήµατος 3.1.1.

45
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Παραδείγµατα 3.1.2.

1. ΄Εστω f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x], ω = e2πi/3, b = 3
√

2 και E = Q(b, ωb). ΄Οπως είδαµε στο
παράδειγµα 2.3.6, το σώµα E είναι το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το Q και
η οµάδα G = Gal(E/Q) καθορίζεται από τον παρακάτω πίνακα:

b b ωb ω2b b ωb ω2b
ω ω ω ω ω2 ω2 ω2

idE σ σ2 τ στ τσ

Η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την S3 και οι εικόνες των στοιχείων της G σύµφωνα
µε τον ισοµορφισµό φG είναι :

idE 7→
(
b ωb ω2b
b ωb ω2b

)
, σ 7→

(
b ωb ω2b
ωb ω2b b

)
, σ2 7→

(
b ωb ω2b
ω2b b ωb

)
,

τ 7→
(
b ωb ω2b
b ω2b ωb

)
, στ 7→

(
b ωb ω2b
ωb b ω2b

)
, τσ 7→

(
b ωb ω2b
ω2b ωb b

)
.

Το σχήµα 3.1, αντιστοιχεί την οµάδα G µε τις συµµετρίες του ισόπλευρου τριγώνου.

ω2b ωb

b

(αʹ) idE

ωb b

ω2b

�
2π/3

(ϐʹ) σ1

b ω2b

ωb

�
4π/3

(γʹ) σ2

ωb ω2b

b

(δʹ) σ3

ω2b b

ωb

(εʹ) σ4

b ωb

ω2b

(ϛʹ) σ5

Σχήµα 3.1: Συµµετρίες του ισόπλευρου τριγώνου και η οµάδα Gal(Q(ω, b)/Q)

2. ΄Εστω f(x) = (x2 − 2)(x2 − 3) ∈ Q[x]. Το E = Q(
√

2,
√

3) είναι σώµα ανάλυσης του
f(x) πάνω από το Q. Στο Παράδειγµα 2.3.5.7 είδαµε ότι Gal(E/Q) ∼= Z2 × Z2 και
ότι τα στοιχεία της G καθορίζονται από τον παρακάτω πίνακα:

√
2

√
2
√

2 −
√

2 −
√

2√
3

√
3 −

√
3
√

3 −
√

3
idE σ1 σ2 σ1σ2
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√
2

√
3

−
√

2−
√

3

(αʹ) idE

√
2 −

√
3

−
√

2
√

3

(ϐʹ) σ1

√
2

√
3−

√
2

−
√

3

(γʹ) σ2

−
√

2−
√

3

√
2

√
2

	
π

(δʹ) σ1σ2

Σχήµα 3.2: Συµµετρίες και η οµάδα Gal(Q(
√

2,
√

3)/Q)

Αν διατάξουµε τις ϱίζες του f(x) ως το σύνολο {
√

2,
√

3,−
√

2,−
√

3}, τότε οι εικόνες
των σ1, σ2 και σ3 = σ1σ2 στην S4 σύµφωνα µε τον ισοµορφισµό φG του Θεωρήµατος
3.1.1 αντιστοιχούν στις µεταθέσεις (2 4), (1 3) και (1 3)(2 4) αντίστοιχα. Το σχήµα
3.2, αντιστοιχεί την οµάδα G µε κάποιες από τις γεωµετρικές συµµετρίες του τετρα-
γώνου. Τοποθετώντας τις ϱίζες του f(x) ως κορυφές ενός τετραγώνου, παρατηρούµε
ότι οι σ1 και σ2 αντιστοιχούν σε αντικατοπτρισµούς ως προς τις διαγωνίους, ενώ ο
σ1σ2 αντιστοιχεί στην περιστροφή κατά γωνία π.

3. ΄Εστω f(x) = x4 − 2. Αν b = 4
√

2, οι ϱίζες του f(x) στο C είναι ±b, ±bi και E =
Q(21/4, i) είναι σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το Q. Θα δείξουµε ότι η οµάδα
G = Gal(E/Q) είναι ισόµορφη µε την οµάδα των συµµετριών του τετραγώνου.
Πράγµατι, η G έχει το πολύ 8 στοιχεία, αφού αν σ ∈ G, τότε

σ(b) =


b

−b
ib

−ib

, σ(i) =

{
i

−i
.

΄Εστω F = Q(i). Από το Θεώρηµα 2.3.3, αφού το ib είναι ϱίζα του irr(F,b) = x4 − 2
και E = F (b), υπάρχει αυτοµορφισµός σ ∈ G έτσι ώστε

σ : b 7→ ib, i 7→ i.

Οµοίως ϐλέπουµε ότι υπάρχει τ ∈ G έτσι ώστε

τ : b 7→ b, i 7→ −i.

Οι συνθέσεις των σ και τ δίνουν έξι νέα στοιχεία της οµάδας G. ΄Αρα η οµάδα G
έχει όντως ακριβώς οκτώ στοιχεία. Αναλυτικά τα στοιχεία της G καθορίζονται από
τον πίνακα:

b b −b b −b ib ib −ib −ib
i i i −i −i i −i i −i

idE σ2 τ σ2τ σ στ σ3 σ3τ

Οι αυτοµορφισµοί σ και τ αντιστοιχούν στις µεταθέσεις(
b −b ib −ib
ib −ib −b b

)
και

(
b −b ib −ib
b −b −ib ib .

)
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b ib

−b−ib

(αʹ) idE

b

ib−b

−ib

	
π/2

(ϐʹ) σ

bib

−b −ib

	
π

(γʹ) σ2

b

ib −b

−ib

	
3π/2

(δʹ) σ3

b −ib

−bib

(εʹ) τ

b

ib−b

−ib

(ϛʹ) σ2τ

b ib

−b−ib
(Ϲʹ) σ3τ

ib−b

−ib b

(ηʹ) στ

Σχήµα 3.3: Συµµετρίες του τετραγώνου και η οµάδα Gal(Q(i, b)/Q)

Τοποθετώντας τις ϱίζες του f(x) ως κορυφές ενός τετραγώνου όπως στο παραπάνω
σχήµα, παρατηρούµε ότι ο σ αντιστοιχεί σε αριστερόστροφη περιστροφή µε γωνία

2π

4
=
π

2
,

ενώ ο τ αντιστοιχεί στον αντικατοπτρισµό ως προς τη διαγώνιο που περνάει από τις
κορυφές b,−b.

Από τα παραδείγµατα που έχουµε δει ως τώρα αλλά και το Θεώρηµα 3.1.1, δηµιουρ-
γούνται εύλογα ερωτήµατα:

• Ποιες οµάδες εµφανίζονται ως οµάδες Galois επεκτάσεων πάνω από σώµατα ;

• Αν E είναι το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το K, πότε ισχύει ο ισοµορφισµός
Gal(E/K) ∼= Sn;

Θα απαντήσουµε σε αυτά τα ερωτήµατα κατά τη διάρκεια του συγγράµµατος. Παραπέ-
µπουµε τον αναγνώστη στην Ενότητα 8.2 για µία τελική απάντηση.

3.2 Τάξη της οµάδας Galois

΄Εστω E,F δύο σώµατα και έστω σ : E → F ισοµορφισµός σωµάτων. Σύµφωνα µε την
άσκηση 1.5.16, ο σ επεκτείνεται σε έναν ισοµορφισµό σ̂ των δακτυλίων πολυωνύµων E[x]
και F [x] ως εξής :

σ̂ : E[x]→ F [x],
∑

aix
i 7→

∑
σ(ai)x

i.
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Αυτός ο ισοµορφισµός ϑα χρησιµοποιηθεί στο επόµενο ϑεώρηµα. Θυµίζουµε ότι ένα
ανάγωγο πολυώνυµο f(x) µε συντελεστές από ένα σώµα F είναι διαχωρίσιµο αν και µόνο
αν οι ϱίζες του f(x), σε κάποιο σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F , είναι απλές ή
ισοδύναµα αν και µόνο αν ΜΚ∆(f(x), f ′(x)) = 1.

Θεώρηµα 3.2.1. ΄Εστω σ : F −→ F ′ ισοµορφισµός σωµάτων και E/F και E ′/F ′ επεκτά-
σεις σωµάτων έτσι ώστε το E να είναι ένα σώµα ανάλυσης του f(x) ∈ F [x] πάνω από το F
και E ′ να είναι το σώµα ανάλυσης του σ̂(f(x)) πάνω από το F ′. Τότε υπάρχει σ̃ : E −→ E ′

έτσι ώστε σ̃|F = σ. Αν το f(x) είναι διαχωρίσιµο, τότε υπάρχουν ακριβώς [E : F ] τέτοιες
επεκτάσεις.

F

E

F ′

E ′

σ

∃ σ̃

Σχήµα 3.4: Επέκταση του ισοµορφισµού s σε σώµατα ανάλυσης.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στον ϐαθµό [E : F ]. ΄Εστω ότι [E : F ] =
1. Εποµένως E = F , δηλ. οι ϱίζες του f(x) ανήκουν στο F και το f(x) αναλύεται σε
γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο F [x]. Εποµένως, το σ̃(f(x)) αναλύεται σε γινόµενο
γραµµικών παραγόντων στον F ′[x] (ϐλ. άσκηση 1.5.16) και άρα F = F ′. ΄Ετσι σ = σ̃.

Θα υποθέσουµε τώρα ότι η πρόταση ισχύει όταν ο ϐαθµός της επέκτασης [E : F ] είναι
µικρότερος του n. ΄Εστω ότι [E : F ] = n > 1. Τότε E 6= F και µία από τις ϱίζες του f(x),
έστω b, δεν ανήκει στο F . ΄Αρα F (b) 6= F και εποµένως [F (b) : F ] > 1. Από τη σχέση

[E : F ] = [E : F (b)][F (b) : F ],

προκύπτει ότι [E : F (b)] < n. Θεωρούµε στη συνέχεια το πολυώνυµο g(x) = irr(F,b)(x) ∈
F [x]. Σηµειώνουµε ότι το g(x) διαιρεί το f(x) (ϐλ. την παρατήρηση µετά το Θεώρηµα
2.2.12) και αντίστοιχα το σ̂(g(x)) διαιρεί το σ̂(f(x)). ΄Εστω b′ τυχαία ϱίζα του σ̂(g(x)) στο
E ′. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.3.4 υπάρχει ισοµορφισµός

σ′ : F (b)→ F ′(b′), σ′|F = σ.

Σηµειώνουµε ότι αφού το E είναι σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F και το E
περιέχει το F (b), έπεται ότι το E είναι σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F (b).
Αντίστοιχα, το E ′ είναι σώµα ανάλυσης του σ̂(g(x)) πάνω από το F ′(b′). Από την υπόθεση
της επαγωγής έπεται ότι υπάρχει σ̃ : E −→ E ′ που επεκτείνει τον σ′, δηλ. σ̃|F (b) = σ′.
Εποµένως

σ̃|F = (σ̃|F (b))|F = σ′|F = σ.
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Σχήµα 3.5: Ενδιάµεσο ϐήµα στην απόδειξη της ύπαρξης σ̃.

΄Εστω, τώρα, ότι το f(x) είναι διαχωρίσιµο. Αφού το πολυώνυµο g(x) = irr(F,b)(x) διαιρεί
το f(x), έπεται ότι οι ϱίζες του g(x) στο E είναι απλές και ότι το g(x) είναι και αυτό δια-
χωρίσιµο. Από την υπόθεση της επαγωγής για τον ισοµορφισµό σ′ : F (b) → F ′(b′) που
προκύπτει για κάθε ϱίζα b′ του σ̃(g(x)), συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν [E : F (b)] ισοµορ-
ϕισµοί σ̃ : E → E ′ έτσι ώστε σ̃|F (b) = σ′. Μένει, λοιπόν, να µετρήσουµε τις διαφορετικές
ϱίζες b′ του σ̂(g(x)). Σύµφωνα µε την άσκηση 1.5.16, το ανάγωγο πολυώνυµο σ̂(g(x))
είναι διαχωρίσιµο. Εποµένως ο αριθµός των διαφορετικών ϱιζών του σ̂(g(x)) είναι ίσος µε
τον ϐαθµό του πολυωνύµου σ̂(g(x)) και

deg(σ̂(g(x))) = deg(g(x)) = [F (b) : F ].

΄Αρα συνολικά έχουµε
[E : F (b)] [F (b) : F ]

πλήθους επιλογές, δηλ. υπάρχουν [E : F ] επεκτάσεις του σ.

Ως άµεσο πόρισµα του Θεωρήµατος 3.2.1 προκύπτει ότι το σώµα ανάλυσης ενός πο-
λυωνύµου είναι µοναδικό µε προσέγγιση ισοµορφίας.

Πόρισµα 3.2.2. ΄Εστω F ένα σώµα, f(x) ∈ F [x] και E,E ′ δύο σώµατα ανάλυσης του
f(x) πάνω από το F . Τότε υπάρχει F -ισοµορφισµός φ : E −→ E ′ και εποµένως το σώµα
ανάλυσης του f(x) ∈ F [x] είναι µοναδικό µε προσέγγιση F -ισοµορφίας.

Απόδειξη. Αφού îdF (f(x)) = f(x), οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 3.2.1 ικανοποιούνται,
µε F ′ = F και σ = idF και υπάρχει επέκταση φ : E −→ E ′ έτσι ώστε φ|F = idF , δηλ. ο φ
είναι F -ισοµορφισµός.

F

E

F

E ′

idF

φ
'

Σχήµα 3.6: Το σώµα ανάλυσης είναι µοναδικό µε προσέγγιση ισοµορφίας.
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Αφού το σώµα ανάλυσης ενός πολυωνύµου είναι µοναδικό µε προσέγγιση ισοµορφίας
µπορούµε να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 3.2.3. ΄Εστω F σώµα και f(x) ∈ F [x]. Η οµάδα Galois του f(x) είναι η οµάδα
Gal(E/F ), όπου E είναι το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F .

Η επόµενη πρόταση υπολογίζει την τάξη της οµάδας Galois.

Πόρισµα 3.2.4. ΄Εστω f(x) ∈ F [x] διαχωρίσιµο πολυώνυµο και E ένα σώµα ανάλυσης
του f(x). Τότε |Gal(E/F )| = [E : F ].

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 3.2.1 στον ταυτοτικό ισοµορφισµό idF : F −→ F
µε E = E ′.

Παραδείγµατα 3.2.5.

1. ΄Εστω E = Q(
√

2,
√

3,
√

5). Τότε το E είναι σώµα ανάλυσης του διαχωρίσιµου
πολυωνύµου f(x) = (x2− 2)(x2− 3)(x2− 5) πάνω από το Q. Αφού [E : Q] = 8 (ϐλ.
άσκηση 2.4.8) έπεται ότι |Gal(E/Q)| = 8. Τα στοιχεία της Gal(E/Q) καθορίζονται
από τις παρακάτω εικόνες :

√
2 7→ ±

√
2,
√

3 7→ ±
√

3,
√

5 7→ ±
√

5.

Εύκολα ο αναγνώστης µπορεί να διαπιστώσει ότι η οµάδα Gal(E/Q) είναι αντιµε-
ταθετική και ότι κάθε στοιχείο της έχει τάξη 2, άρα

Gal(E/Q) ∼= Z2 × Z2 × Z2.

2. ΄Εστω b = 21/3, ω = e2πi/3 και E το σώµα ανάλυσης του x3 − b πάνω από το Q. Η
Gal(E/Q) ∼= S3, ϐλ. Παράδειγµα 2.3.6. Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε την οµάδα
Gal(E/F ) όπου F = Q(ω).

Το σώµα E είναι σώµα ανάλυσης του διαχωρίσιµου πολυωνύµου x3 − 2 πάνω από
το F . ΄Ετσι το σύνολο {1, b, b2} είναι µία F -ϐάση του E και [E : F ] = 3. Σύµφω-
να µε το Πόρισµα 3.2.4, |Gal(E/F )| = 3 και εποµένως Gal(E/F ) ∼= Z3. Αφού
τα στοιχεία idE, σ, σ2 της Gal(E/Q) αφήνουν σταθερά τα στοιχεία του σώµατος
F (ϐλ. Παράδειγµα 2.3.6) ο αναγνώστης µπορεί να διαπιστώσει ότι Gal(E/F ) =
{idE, σ, σ2} ∼= Z3. Παρατηρούµε ότι Gal(E/F ) είναι υποοµάδα της Gal(E/Q) και
µάλιστα Gal(E/F )�Gal(E/Q), αφού |Gal(E/Q)| = 6 και |Gal(E/F )| = 3, ϐλ. Πα-
ϱατήρηση I.13.

Στο επόµενο παράδειγµα δείχνουµε ότι υπάρχει f(x) ∈ Q[x] µε σώµα ανάλυσης E
πάνω από το Q έτσι ώστε Gal(E/Q) ∼= S5. Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε δύο ϑεωρή-
µατα από τη Θεωρία Οµάδων, το Θεώρηµα του Cauchy (Θεώρηµα I.25) και το Θεώρηµα
I.35.

Παράδειγµα 3.2.6. ΄Εστω f(x) = x5 − 4x + 2, E το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από
το Q και G = Gal(E/Q). Το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο σύµφωνα µε το κριτήριο του
Eisenstein, για p = 2, και διαχωρίσιµο, αφού το Q έχει χαρακτηριστική 0. Εποµένως
το f(x) έχει 5 διαφορετικές ϱίζες. Σχεδιάζουµε το γράφηµα του f(x) στο πραγµατικό
επίπεδο µε τη ϐοήθεια των παραγώγων f ′(x) = 5x4 − 4 και f ′′(x) = 20x3.
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Σχήµα 3.7: Το γράφηµα του x5 − 4x+ 2.

Παρατηρούµε ότι το f(x) συναντά τον άξονα των x ακριβώς 3 ϕορές. ΄Αρα το f(x) έχει
τρεις πραγµατικές ϱίζες, έστω a1, a2, a3, και δύο µιγαδικές, έστω a4, a5. Γνωρίζουµε ότι a4,
a5 (Πόρισµα 2.2.5) είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί, δηλ. a4 = a+ bi και a5 = a− bi, για
a, b ∈ R.

΄Ετσι E = Q(a1, . . . , a5). Αφού irr(Q,a1)(x) = f(x), συµπεραίνουµε ότι

|G| = [E : Q] = [E : Q(a1)] [Q(a1) : Q] = 5 [E : Q(a1)]

και σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Cauchy (Θεώρηµα I.25), η G περιέχει ένα στοιχείο που
έχει τάξη 5.

Θα δείξουµε τώρα ότι η G περιέχει µία αντιµετάθεση. Πράγµατι, έστω

σ : C −→ C, c+ di 7→ c− di. (3.2.6.1)

Ο σ είναι Q-αυτοµορφισµός του C, δηλ. σ|Q = idQ. Θα δείξουµε ότι σ|E ανήκει στην
Gal(E/Q), δηλ. ότι σ|E είναι αυτοµορφισµός του E. Πρέπει, λοιπόν, να δείξουµε ότι
σ|E(E) ⊂ E. ΄Οµως, E = Q(a1, . . . , a5) και σ(ai) = ai, για i = 1, 2, 3, ενώ σ(a4) = a5.
΄Αρα σ|E ∈ Gal(E/Q) και µάλιστα σ|E ως αντιµετάθεση δύο ϱιζών του f(x) έχει τάξη 2.

Αφού, λοιπόν, η οµάδα G περιέχει ένα στοιχείο που έχει τάξη 5 και µία αντιµετάθεση,
σύµφωνα µε το Θεώρηµα I.35, έπεται ότι η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την S5.

΄Εστω E1 = Q(a1, a2, a3). Σύµφωνα µε την άσκηση 2.4.13, το πολυώνυµο irr(E1,a4)(x)
έχει ϐαθµό δύο, όσος είναι ο ϐαθµός του irr(R,a4)(x). Εποµένως irr(E1,a4)(x) = irr(R,a4)(x)
(ϐλ. άσκηση 2.4.12). ΄Αρα |Gal(E/E1)| = 2 και σύµφωνα µε το Παράδειγµα 2.2.2.5

irr(E1,a4)(x) = x2 − 2ax+ (a2 + b2) ∈ E1[x].

Εποµένως a, b2 ∈ E1 και

E = E1(a4) = E1(a+ bi) = E1(bi).

Σηµειώνουµε ότι αφού οι δύο ϱίζες του x2 + b2 ∈ E1[x] είναι οι ±bi, σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 2.3.3, υπάρχει τ ∈ Gal(E/E1), έτσι ώστε τ(bi) = −bi. Είναι εύκολο να δει
κανείς ότι τ = σ|E, όπου σ είναι ο αυτοµορφισµός της εξίσωσης (3.2.6.1).
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3.3 Ενδιάµεσα σώµατα και υποοµάδες της οµάδας Ga-
lois

Στην ενότητα αυτή ϑα εξετάσουµε λεπτοµερέστερα τη σχέση ανάµεσα στα ενδιάµεσα σώ-
µατα της επέκτασης E/F και στις υποοοµάδες της G = Gal(E/F ). Είναι εύκολο να
δούµε ότι σε κάθε ενδιάµεσο σώµα της E/F αντιστοιχεί µία υποοµάδα της G.

Πρόταση 3.3.1. ΄Εστω B ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης E/F . Τότε Gal(E/B) είναι
υποοµάδα της Gal(E/F ).

Απόδειξη. Αν σ ∈ Gal(E/B), τότε σ(b) = b, για κάθε b ∈ B, και άρα σ(c) = c, για κάθε
c ∈ F . Εποµένως σ ∈ Gal(E/F ).

Το επόµενο ϑεώρηµα εξετάζει πότε η υποοµάδα Gal(E/B) της G είναι κανονική.

Θεώρηµα 3.3.2. ΄Εστω E/F µία επέκταση του F . Αν το B είναι ενδιάµεσο σώµα της
επέκτασης E/F και είναι σώµα ανάλυσης του g(x) ∈ F [x] πάνω από το F , τότε η Gal(E/B)
είναι κανονική υποοµάδα της Gal(E/F ) και υπάρχει εµφύτευση οµάδων:

Gal(E/F )/Gal(E/B) ↪→ Gal(B/F ).

Αν το E είναι σώµα ανάλυσης ενός πολυωνύµου f(x) ∈ F [x], τότε

Gal(E/F )/Gal(E/B) ∼= Gal(B/F ).

Απόδειξη. Αφού το B είναι το σώµα ανάλυσης του g(x) πάνω από το F , έπεται ότι B =
F (b1, . . . , bn), όπου bi είναι οι ϱίζες του g(x), για i = 1, . . . , n. ΄Εστω σ ∈ Gal(E/F ). Θα
αποδείξουµε ότι

φ : Gal(E/F ) −→ Gal(B/F ), σ 7→ σ|B
είναι συνάρτηση, δηλ. ότι σ|B : B −→ B ∈ Gal(B/F ). Αφού ο σ είναι οµοµορφισµός
δακτυλίων, αρκεί να δείξουµε ότι σ(B) ⊂ B. ΄Οµως, τα στοιχεία του B είναι πολυωνυµικοί
συνδυασµοί των b1, . . . , bn. ΄Ετσι, αρκεί να δείξουµε ότι σ(bi) ∈ B, για 1 ≤ i, j ≤ n. Αυτό,
όµως, προκύπτει εύκολα, αφού σ(bi) = bj, για 1 ≤ i, j ≤ n, σύµφωνα µε την Πρόταση
2.3.2. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η συνάρτηση φ είναι οµοµορφισµός οµάδων:

φ(σ1σ2) = (σ1σ2)|B = (σ1|B)(σ2|B) = φ(σ1)φ(s2).

Σύµφωνα µε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφίας Οµάδων, ο πυρήνας kerφ είναι κανονική
υποοµάδα της Gal(E/F ) και

Gal(E/F )/ kerφ ∼= Imφ, άρα Gal(E/F )/ kerφ ↪→ Gal(E/B). (3.3.2.1)

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι kerφ = Gal(E/B). Πράγµατι,

kerφ = {σ ∈ Gal(E/F ) : φ(σ) = idB} = {σ ∈ Gal(E/F ) : σ|B = idB} = Gal(E/B).

Από τη σχέση (3.3.2.1), συµπεραίνουµε ότι

Gal(E/F )/Gal(E/B) ↪→ Gal(B/F ).

Τέλος, αν E είναι το σώµα ανάλυσης ενός πολυωνύµου f(x) ∈ F [x], ϑα δείξουµε
ότι ο οµοµορφισµός φ είναι επιµορφισµός. ΄Εστω ότι τ ∈ Gal(B/F ). Αφού το E είναι
σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F , έπεται ότι το E είναι σώµα ανάλυσης του f(x)
πάνω από το B. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 3.2.1 για τον ισοµορφισµό τ : B → B.
Εποµένως, υπάρχει σ : B −→ B έτσι ώστε σ|B = τ . Αφού τ ∈ Gal(B/F ), έπεται ότι
τ(c) = c, για κάθε c ∈ F . Εποµένως, για c ∈ F , έχουµε ότι σ(c) = σ|B(c) = τ(c) = c και
σ ∈ Gal(E/F ).
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Σχήµα 3.8: σ ∈ Gal(E/F ), τέτοιο ώστε σ|B = τ .

Παράδειγµα 3.3.3. ΄Εστω G = Gal(Q(ω, b)/Q), όπου b = 21/3, ω = e2πi/3, και έστω F =
Q(ω), όπως στο Παράδειγµα 3.2.5. Αφού το F είναι σώµα ανάλυσης του x3 − 1 ∈ Q[x],

G/Gal(E/F ) ∼= Gal(Q(ω)/Q) ∼= Z2.

΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων. Αν H < Gal(E/F ), το σώµα των σταθερών
στοιχείων της H (field of constants of H in E) συµβολίζεται ως EH και είναι το σύνολο

EH = {a ∈ E : σ(a) = a, ∀σ ∈ H}.

Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι το EH είναι πράγµατι σώµα και να αποδείξει
τη παρακάτω σηµαντική πρόταση (ϐλ. άσκηση 3.7.1).

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και H1, H2 < Gal(E/F ). Αν H1 < H2,
τότε EH2 ⊂ EH1.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα υπολογίσουµε κάποια ενδιάµεσα σώµατα.

Παραδείγµατα 3.3.5.

1. ΄Εστω E = Q(i) και G = Gal(E/Q). Τότε G = {idE, σ1}, όπου σ1(a + bi) = a− bi.
Αν a+ bi ∈ EG τότε b = 0. Εποµένως EG ∼= Q.

2. ΄Εστω E = Q(21/3), G = Gal(E/Q). Τότε G = {idE} (ϐλ. Παράδειγµα 2.3.5.6).
Εποµένως EG ∼= E.

3. ΄Εστω E = Q(ω, b), όπου ω = e2πi/3, b = 21/3 και έστω G = Gal(E/Q). Στο
Παράδειγµα 2.3.6 υπολογίσαµε τα στοιχεία της G. ΄Εστω σ ∈ G ο αυτοµορφισµός
του E, ο οποίος καθορίζεται από τις εικόνες σ(b) = ωb και σ(ω) = ω και H = 〈σ〉 <
G. Θα δείξουµε ότι EH = Q(ω). Πράγµατι, είναι ϕανερό ότι Q(ω) ⊆ EH ⊂ E.
Αφού [E : Q(ω)] = 3, δεν υπάρχει ενδιάµεσο σώµα B έτσι ώστε Q(ω) ( B ( E
(ϐλ. Πόρισµα 2.2.16) και άρα EH = Q(ω). Θα επιβεβαιώσουµε αυτό το συµπέρασµα
µε αναλυτικούς υπολογισµούς. Για να το δείξουµε αυτό, ϑα χρησιµοποιήσουµε το
ανάγωγο πολυώνυµο του ω πάνω από το Q. Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι ω2 = −1−ω,
αφού irrQ,ω = x2 + x + 1. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τη Q-ϐάση {1, ω, b, bω, b2, b2ω}
του E και υπολογίζουµε τις εικόνες των στοιχείων της, όπως ϕαίνεται στον παρακάτω
πίνακα:

σ(1) = 1
σ(ω) = ω
σ(b) = bω

σ(bω) = bω2 = −b− bω
σ(b2) = b2ω2 = −b2 − b2ω

σ(b2ω) = b2ω3 = b2



Κεφάλαιο 3. Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois 55

΄Εστω
a = a0 + a1ω + a2b+ a3bω + a4b

2 + a5b
2ω ∈ E, ai ∈ Q .

Τότε
σ(a) = a0 + a1ω − a3b+ (a2 − a3)bω + (a5 − a4)b2 − a4b

2.

Εποµένως, το a ∈ EH , δηλ. a = σ(a) αν και µόνο αν a2 = −a3, a3 = a2 − a3,
a5 = a5 − a4 και a5 = −a4. Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις για a2, . . . , a5, προκύπτει
ότι η µόνη λύση είναι η µηδενική. ΄Αρα

EH = {a0 + a1ω : ai ∈ Q} = Q(ω).

΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων. Στην επόµενη ενότητα ϑα δούµε ότι EGal(E/F ) = F
αν και µόνο αν το E είναι σώµα ανάλυσης ενός διαχωρίσιµου πολυωνύµου f(x) ∈ F [x].

3.4 Ιδιότητες της οµάδας Galois

Στο εδάφιο αυτό ϑα ορίσουµε τις επεκτάσεις Galois, ϑα εξετάσουµε ϐασικές ιδιότητές τους
και ϑα αποδείξουµε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι µία επέκταση σωµάτων
επέκταση Galois. ΄Ετσι ϑα ετοιµάσουµε το έδαφος για την απόδειξη του Θεµελιώδους
Θεωρήµατος της Θεωρίας Galois που είναι το αντικείµενο του επόµενου εδαφίου.

Ορισµός 3.4.1. Η επέκταση E/F λέγεται επέκταση του Galois (Galois extension) αν το
E είναι σώµα ανάλυσης ενός διαχωρίσιµου πολυωνύµου f(x) ∈ F [x].

Είναι ϕανερό ότι αν E/F είναι µία επέκταση του Galois και B είναι ενδιάµεσο σώµα
τότε E/B είναι επέκταση του Galois. Η πράξη της οµάδας Galois είναι ϐέβαια η σύνθεση
των F -αυτοµορφισµών. Αν ϑεωρήσουµε γραµµικούς συνδυασµούς των F -αυτοµορφισµών
µε συντελεστές από το E, το αποτέλεσµα δεν είναι πια κατανάγκην F -αυτοµορφισµός.
Παρόλα αυτά, δεν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι ένας τέτοιος γραµµικός συνδυασµός
δίνει έναν οµοµορφισµό της προσθετικής οµάδας του E. Αναλυτικά, αν σ1, . . . , σn ∈
Gal(E/F ) και y1, . . . , yn ∈ E, τότε

∑
yiσi ορίζεται ως εξής :∑

yiσi : E −→ E, b 7→
∑

yiσi(b).

Είναι ϕανερό ότι το
∑
yiσi, για κατάλληλα yi, έχει µη µηδενικό πυρήνα. Για ένα απλό

παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε τους Q-αυτοµορφισµούς σ και σ2 του Παραδείγµατος 2.3.6.
Τότε (σ − σ2) (ω) = σ(ω) − σ2(ω) = 0 και είναι ϕανερό ότι σ − σ2 δεν είναι η µηδενική
συνάρτηση στο E, αφού (σ − σ2) (b) = (w − w2)b 6= 0. Είναι γενικά δυνατόν να ϐρούµε
κάποιον (µη µηδενικό) γραµµικό συνδυασµό

∑
yiσi των στοιχείων της G που να είναι η

µηδενική συνάρτηση στο E; Σε αυτό το ερώτηµα απαντά η επόµενη πρόταση.

Λήµµα 3.4.2. ΄Εστω E/F πεπερασµένη επέκταση, {σ1, . . . , σn} διακεκριµένα στοιχεία της
Gal(E/F ) και y1, . . . , yn ∈ E. Αν y1σ1 + · · ·+ynσn : E −→ E είναι η µηδενική συνάρτηση,
δηλ. αν

n∑
i=1

yiσi(b) = 0, ∀ b ∈ E,

τότε yi = 0, για i = 1, . . . , n .
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχουν y1, . . . , yn ∈ E όχι όλα µηδέν έτσι ώστε

y1σ1(b) + · · ·+ ynσn(b) = 0, ∀ b ∈ E. (3.4.2.1)

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι yn 6= 0. Αφού σn 6= σ1,
υπάρχει c ∈ E έτσι ώστε σn(c) 6= σ1(c). Είναι ϕανερό ότι c ∈ E \ EG και ότι, αφού c 6= 0,
σ1(c)σn(c) 6= 0.

Αντικαθιστούµε στη σχέση (3.4.2.1) το στοιχείο bc στη ϑέση του b. ΄Εστω ότι σi(c) = ci.
Εποµένως,

y1c1σ1(b) + · · ·+ yncnσn(b) = 0. (3.4.2.2)

Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση (3.4.2.1) µε c1 και αφαιρώντας από τη σχέση (3.4.2.2) ϐρί-
σκουµε ότι

y2(c2 − c1)σ2(b) + · · ·+ yn(cn − c1)σn(b) = 0. (3.4.2.3)

Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής του σn(b) στη σχέση (3.4.2.3) είναι και πάλι διάφορος του
µηδενός. ΄Αρα υπάρχει (z2, . . . , zn), όπου zn 6= 0, έτσι ώστε

∀ b ∈ E : z2σ2(b) + · · ·+ znσn(b) = 0.

Επαναλαµβάνουµε αυτή τη διαδικασία άλλες n − 2 ϕορές. Καταλήγουµε στο συµπέ-
ϱασµα ότι υπάρχει µη µηδενικό t ∈ E έτσι ώστε tσn(b) = 0, ∀ b ∈ E. ΄Αρα ∀ b ∈ E,
σn(b) = 0. Αυτό, όµως, είναι αδύνατον, αφού σn είναι αυτοµορφισµός του E. Καταλή-
ξαµε σε άτοπο, γιατί υποθέσαµε ότι υπάρχουν y1, . . . , yn ∈ E, όχι όλα µηδέν, έτσι ώστε
y1σ1 + · · ·+ ynσn να είναι η µηδενική συνάρτηση στο E. ΄Αρα αυτό είναι αδύνατον.

Εξαιτίας της ιδιότητας του Λήµµατος 3.4.2 λέµε ότι τα στοιχεία της Gal(E/F ) είναι
γραµµικά ανεξάρτητα (linearly indenpendent) πάνω από το σώµα E. Μία σηµαντική
συνέπεια είναι το παρακάτω Θεώρηµα, γνωστό ως το Λήµµα του Artin.

Θεώρηµα 3.4.3 (Artin). ΄Εστω E/F πεπερασµένη επέκταση. Τότε [E : EG] ≥ n, όπου
G = Gal(E/F ) και n είναι η τάξη της G.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι [E : EG] = m < n και ότι {a1, . . . , am} είναι µία EG-ϐάση του E.
Κάθε στοιχείο b ∈ E γράφεται ως EG-γραµµικός συνδυασµός :

b = c1a1 + · · ·+ cmam =
∑

ciai, ci ∈ EG.

Αν σ ∈ G, τότε σ(ci) = ci, για i = 1, . . . ,m, και άρα σ ∈ G είναι µία EG-γραµµική
συνάρτηση:

σ(b) = σ(
∑

ciai) =
∑

ciσ(ai).

Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα µε m εξισώσεις και n αγνώστους στο E:

σ1(a1)x1 + · · ·+ σn(a1)xn = 0
...

σ1(am)x1 + · · ·+ σn(am)xn = 0.

Αφού m < n, το σύστηµα έχει µία µη µηδενική λύση στο E, έστω (y1, . . . , yn) 6= 0 µία
τέτοια λύση. ∆ηλαδή, για i = 1, . . . ,m, ισχύει ότι

y1σ1(ai) + · · ·+ ynσn(ai) = 0. (3.4.3.1)
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Αφού η σχέση (3.4.3.1) ισχύει για κάθε στοιχείο της EG-ϐάσης του E, είναι εύκολο να
δείξουµε ότι ισχύει για κάθε b ∈ E. Πράγµατι, έστω ότι b =

∑
ci ai µε ci ∈ EG, για

i = 1, . . . ,m. Θα δείξουµε ότι

y1σ1(b) + · · ·+ ynσn(b) = 0. (3.4.3.2)

Παρατηρούµε ότι αν c ∈ EG, τότε

c σj(ai) = σj(c)σj(ai) = σj(c ai), 1 ≤ j ≤ n.

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (3.4.3.1) µε ct, για t = 1, . . . ,m, προκύπτουν οι παρα-
κάτω m ισότητες :

y1σ1(c1ai) + · · ·+ ynσn(c1ai) = 0
...

y1σ1(cmai) + · · ·+ ynσn(cmai) = 0.

Προσθέτοντας τις παραπάνω σχέσεις, έπεται ότι

y1σ1(c1a1 + · · ·+ cmam) + · · ·+ ynσn(c1a1 + · · ·+ cmam) = 0,

δηλ. η σχέση (3.4.3.2). Από το Λήµµα 3.4.2, αυτό είναι άτοπο. Καταλήξαµε σε άτοπο
γιατί υποθέσαµε ότι m < n. ΄Αρα m ≥ n.

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι το σταθερό σώµα της οµάδας Gal(E/F ) είναι το F .

Θεώρηµα 3.4.4. ΄Εστω E/F επέκταση του Galois. Τότε EGal(E/F ) = F .

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 3.2.4, |Gal(E/F )| = [E : F ]. ΄Εστω G = Gal(E/F )
και n = |Gal(E/F )|. Αφού

[E : F ] = [E : EG] [EG : F ],

για να δείξουµε ότι EG = F , αρκεί να δείξουµε ότι [EG : F ] = 1 ή ισοδύναµα ότι
[E : EG] = n. Είναι προφανές ότι [E : EG] ≤ n. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.3
[E : EG] ≥ n. Εποµένως [E : EG] = n και EG = F .

Σηµειώνουµε µία εξαιρετικά σηµαντική ιδιότητα εκείνων των πεπερασµένων επεκτά-
σεων E/F , για τις οποίες EGal(E/F ) = F .

Θεώρηµα 3.4.5. ΄Εστω E/F µία πεπερασµένη επέκταση έτσι ώστε EGal(E/F ) = F . Κάθε
ανάγωγο πολυώνυµο p(x) ∈ F [x] που έχει µία ϱίζα στο E είναι διαχωρίσιµο και έχει όλες
τις ϱίζες του στο E.

Απόδειξη. ΄Εστω G = Gal(E/F ) και έστω b ∈ E ϱίζα του ανάγωγου πολυωνύµου p(x) ∈
F [x]. Θα δείξουµε ότι το p(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E[x] και
ότι οι ϱίζες του p(x) είναι απλές. ΄Εστω ότι το σύνολο X = {σ(b) : σ ∈ G} των συζυγών
του b είναι X = {b1, . . . , bn}, δηλ. b1, . . . , bn είναι οι διακεκριµένες εικόνες του b µέσω
των στοιχείων της G. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3.2 τα στοιχεία του X είναι ϱίζες του
p(x). Θεωρούµε το πολυώνυµο

g(x) = (x− b1) · · · (x− bn) = xn − (b1 + · · ·+ bn)xn−1+

(b1b2 + · · ·+ bn−1bn)xn−2 + · · ·+ (−1)nb1 · · · bn =
∑

cjx
j ∈ E[x]
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Θα δείξουµε ότι g(x) = p(x). Πράγµατι, για j = 0, . . . , n − 1, οι συντελεστές cj του xj

είναι εκφράσεις συµµετρικές ως προς τα b1, . . . , bn. Εποµένως, αν σ ∈ G, τότε σ(cj) = cj.
΄Αρα cj ∈ EG. Αφού EG = F , έπεται ότι g(x) ∈ F [x]. Αφού όλες οι ϱίζες του g(x) είναι
διακεκριµένες και είναι ϱίζες του p(x) έπεται ότι το g(x) διαιρεί το p(x) στον δακτύλιο
F [x], ϐλ. άσκηση 1.5.17. Εποµένως g(x) = p(x), δηλ. το p(x) είναι διαχωρίσιµο και
αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E[x].

Θα δείξουµε, τώρα, ότι ισχύει το αντίστροφο του Θεωρήµατος 3.4.4.

Θεώρηµα 3.4.6. ΄Εστω E/F µία πεπερασµένη επέκταση σωµάτων καιG = Gal(E/F ). Αν
κάθε ανάγωγο πολυώνυµο p(x) ∈ F [x] που έχει µία ϱίζα στο E είναι διαχωρίσιµο και έχει
όλες τις ϱίζες του στο E, τότε η επέκταση E/F είναι επέκταση του Galois.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι [E : F ] > 1 και επιλέγουµε ένα στοιχείο a1 ∈ E \ F . Το
a1 είναι αλγεβρικό πάνω από το F , αφού η επέκταση E/F είναι πεπερασµένη. ΄Εστω
p1(x) = irr(F,a1)(x). Από την υπόθεση, το p1(x) είναι διαχωρίσιµο και έχει όλες τις ϱίζες
του στο E. Επισυνάπτουµε στο F τις ϱίζες του p1(x) και ϑεωρούµε E1 το σώµα ανάλυσης
του p1(x). Αν E1 = E, τότε E/F είναι επέκταση του Galois. ∆ιαφορετικά, υπάρχει
a2 ∈ E \ E1. ΄Εστω p2(x) = irr(F,a2)(x). Επισυνάπτοντας στο E1 τις ϱίζες του p2(x)
παίρνουµε το E2, που είναι σώµα ανάλυσης του p1(x)p2(x) ∈ F [x]. Συνεχίζουµε µε αυτόν
τον τρόπο µέχρις ότου ϐρούµε ένα σώµαEm = E. Αυτό ϑα συµβεί µετά από πεπερασµένου
πλήθους ϐήµατα, γιατί η επέκταση E/F είναι πεπερασµένη.

Στο παρακάτω ϑεώρηµα συγκεντρώνουµε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε µία
επέκταση σωµάτων E/F να είναι επέκταση του Galois αξιοποιώντας τα προηγούµενα
συµπεράσµατα αυτού του εδαφίου.

Θεώρηµα 3.4.7. ΄Εστω E/F µία πεπερασµένη επέκταση σωµάτων και G = Gal(E/F ). Οι
επόµενες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

i. Η επέκταση E/F είναι επέκταση του Galois.

ii. F = EG = {a ∈ E : σ(a) = a,∀ σ ∈ G}.
iii. Κάθε ανάγωγο πολυώνυµο p(x) ∈ F [x] που έχει µία ϱίζα στο E είναι διαχωρίσιµο και

έχει όλες τις ϱίζες του στο E.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή (i ⇒ ii) είναι το Θεώρηµα 3.4.4. Η συνεπαγωγή (ii ⇒ iii) είναι
το Θεώρηµα 3.4.5. Τέλος, η συνεπαγωγή (iii⇒ i) είναι το Θεώρηµα 3.4.6.

Πριν ολοκληρώσουµε τα προκαταρτικά της απόδειξης του Θεµελιώδους Θεωρήµατος
της Θεωρίας Galois ας µελετήσουµε λίγο προσεκτικότερα την απόδειξη του Θεωρήµατος
3.4.3. Πού ακριβώς χρησιµοποιήσαµε ότι το σύνολο G = Gal(E/F ) έχει την αλγεβρική
δοµή οµάδας ; Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι η δοµή της οµάδας δεν έπαιξε κανέναν ϱόλο
στην απόδειξη. Παρόλα αυτά, η εκφώνηση του ϑεωρήµατος αναφερόταν στην G και
στο σταθερό σώµα EG. Είναι, όµως, αναγκαίο να περιοριστούµε σε σταθερά σώµατα
υποοµάδων της οµάδας Galois; Μπορούµε να γενικεύσουµε τον ορισµό του σταθερού
σώµατος EX , όπου X τυχαίο υποσύνολο της G; Πράγµατι, παρατηρούµε ότι το σύνολο

EX = {a ∈ E : σ(a) = a, ∀σ ∈ X}

είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης E/F για κάθε υποσύνολο X της G. Εποµένως
προκύπτει η παρακάτω γενική µορφή του Θεωρήµατος του Artin (Θεώρηµα 3.4.3).
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Θεώρηµα 3.4.8. ΄ΕστωE/F πεπερασµένη επέκταση καιX ⊂ Gal(E/F ). Τότε [E : EX ] ≥
|X|.

Στην περίπτωση που το X είναι υποοµάδα της Gal(E/F ) µπορούµε να αποδείξουµε
ότι ισχύει ισότητα στο παραπάνω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.4.9. ΄ΕστωE/F πεπερασµένη επέκταση καιH ≤ Gal(E/F ). Τότε [E : EH ] =
|H|.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι H = {σ1, . . . , σn}. Θα αποδείξουµε ότι οποιαδήποτε n + 1 στοιχεία
του E είναι γραµµικά εξαρτηµένα πάνω από το σώµα EH . ΄Εστω {a1, . . . , an+1} ένα EH-
γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο του E. Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα µε n εξισώσεις
και n+ 1 αγνώστους στο E:

σ1(a1)x1 + · · ·+ σ1(an+1)xn+1 = 0
...

σn(a1)x1 + · · ·+ σn(an+1)xn+1 = 0.

(3.4.9.1)

΄Εστω (c1, . . . , cn, cn+1) µία µη µηδενική λύση. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορού-
µε να ϑεωρήσουµε ότι cn+1 6= 0 και κατά συνέπεια (διαιρώντας µε το cn+1) ότι r =
(r1, . . . , rn, rn+1) είναι λύση του παραπάνω συστήµατος, µε rn+1 = 1. Εποµένως

n+1∑
j=1

σi(aj)rj = 0, i = 1, . . . , n. (3.4.9.2)

Το 1 ανήκει, ϐέβαια, στο EH . ΄Οµως, υπάρχει κάποιο rt, για t = 1, . . . , n, έτσι ώστε
rt /∈ EH . ∆ιαφορετικά, σ1(rj) = rj, για j = 1, . . . , n + 1, και καταλήγουµε σε άτοπο
εξαιτίας της γραµµικής ανεξαρτησίας του {a1, . . . , an+1} πάνω από το EH :

n+1∑
i=1

σ1(aj)rj = 0⇒
n+1∑
i=1

σ1(aj)σ1(rj) = 0⇒
n+1∑
i=1

σ1(ajrj) = 0⇒
n+1∑
i=1

ajrj = 0.

΄Εστω ότι το στοιχείο σ ∈ H είναι αυτό που µετακινεί το rt, δηλ. σ(rt) 6= rt. Από το
σύστηµα (3.4.9.2) προκύπτει, λοιπόν, ότι :

σ

(
n+1∑
j=1

σi(aj)rj

)
= 0, i = 1, . . . , n,

δηλ.
n+1∑
j=1

σσi (aj) σ(rj) = 0, i = 1, . . . , n. (3.4.9.3)

΄Οµως, η H είναι οµάδα και εποµένως

{σσ1, . . . , σσn} = {σ1, . . . , σn}.

΄Αρα, σύµφωνα µε τη σχέση (3.4.9.3), r′ = (σ(r1), . . . , σ(rn), 1) είναι επίσης λύση του
συστήµατος (3.4.9.1). Εποµένως και η διαφορά

r − r′ = (r1 − σ(r1), . . . , rn − σ(rn), 0)
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είναι λύση του συστήµατος (3.4.9.1) και µάλιστα µη µηδενική, αφού rt − σ(rt) 6= 0.
Συνεχίζοντας καταυτόν τον τρόπο καταλήγουµε σε µία µη µηδενική λύση του συστήµατος
(3.4.9.1) µε µία µόνο µη µηδενική συντεταγµένη. Αυτό όµως οδηγεί σε άτοπο, αφού
αν c 6= 0 και σi(at)c = 0, τότε at = 0 και δεν µπορεί να είναι µέρος κανενός γραµµικά
ανεξάρτητου συνόλου πάνω από το EH . Αποδείξαµε λοιπόν ότι οποιαδήποτε n+1 στοιχεία
του E είναι γραµµικά εξαρτηµένα πάνω από το σώµα EH . ΄Αρα [E : EH ] ≤ n και από το
Θεώρηµα 3.4.8 προκύπτει ότι [E : EH ] = n, δηλ. [E : EH ] = |H|.

3.5 Θεµελιώδες Θεώρηµα Θεωρίας Galois

Στο εδάφιο αυτό όπως προαναγγείλαµε ϑα αποδείξουµε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θε-
ωρίας Galois. ΄Εστω E/F µία επέκταση Galois και έστω A το σύνολο των ενδιάµεσων
σωµάτων της επέκτασης E/F και D το σύνολο των υποοµάδων της Gal(E/F ). Το Θεµε-
λιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois αφορά την αντιστοιχία ανάµεσα στα στοιχεία του A
και του D.

Θεώρηµα 3.5.1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois). ΄Εστω E/F µία επέ-
κταση του Galois G = Gal(E/F ). Τότε υπάρχει µία αµφιµονότιµη και επί συνάρτηση f
µεταξύ των στοιχείων του συνόλου A των ενδιάµεσων σωµάτων της επέκτασης E/F και των
στοιχείων του συνόλου D των υποοµάδων της G:

f : A −→ D, B 7→ Gal(E/B).

Αντίστροφα, αν H είναι υποοµάδα της G τότε η αντιστοιχία

φ : D −→ A, H 7→ EH

έχει τις εξής ιδιότητες :

i. [B : F ] = [G : Gal(E/B)] και [G : H] = [EH : F ]

ii. EGal(E/B) = B και Gal(E/EH) = H

iii. B/F είναι επέκταση Galois αν και µόνο αν Gal(E/B) �G.

Απόδειξη. Είναι ϕανερό ότι οι f και φ είναι συναρτήσεις. Θα αποδείξουµε πρώτα το (ii).
Η E/F είναι επέκταση του Galois, οπότε η E/B είναι επέκταση του Galois. Από το
Θεώρηµα 3.4.7, έπεται ότι EGal(E/B) = B. ΄Αρα

Gal(E/B1) = Gal(E/B2)⇒ EGal(E/B1) = EGal(E/B2) ⇒ B1 = B2

και η f είναι αµφιµονότιµη.
΄Εστω τώρα H ≤ G και H ′ = Gal(E/EH) = {σ ∈ G : σ|EH = idEH}. Είναι ϕανερό ότι

H ⊆ H ′ και άρα
|H| ≤ |H ′|. (3.5.1.1)

Επίσης, αφού η E/EH είναι επέκταση του Galois, από το Θεώρηµα 3.4.4 , προκύπτει ότι

EGal(E/EH) = EH .

Από το Πόρισµα 3.2.4, έπεται ότι

|H ′| = [E : EH ]. (3.5.1.2)
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Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.9,
[E : EH ] = |H|. (3.5.1.3)

΄Αρα |H| = |H ′| και Gal(E/EH) = H. Εποµένως

EH1 = EH2 ⇒ Gal(E/EH1) = Gal(E/EH2)⇒ H1 = H2

και η φ είναι αµφιµονότιµη. Είναι ϕανερό ότι οι f και φ είναι αντίστροφες συναρτήσεις,
άρα είναι επί.

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε το (i). Αφού οι f και φ είναι αντίστροφες συναρτήσεις,
αρκεί να αποδείξουµε τη µία από τις δύο ισότητες. ΄Εστω B ενδιάµεσο σώµα και H =
Gal(E/B). Αφού E/B είναι επέκταση του Galois, [E : B] = |H| (Πόρισµα 3.2.4). Από τη
σχέση

[E : F ] = [E : B] [B : F ]

προκύπτει ότι
|G| = |H| [B : F ],

άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Lagrange (Θεώρηµα I.10)

[B : F ] = [G : H] ⇒ [B : F ] = [G : Gal(E/B)].

Εποµένως, για κάθε υποοµάδα H της G ισχύει

[G : H] = [EH : F ].

Τέλος, για το (iii), παρατηρούµε ότι ανB/F είναι επέκταση του Galois τότε Gal(E/B)�
G, από το Θεώρηµα 3.3.2. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ας υποθέσουµε ότι H � G,
όπου H = Gal(E/B). Αυτό σηµαίνει ότι αν σ ∈ G και τ ∈ H, τότε στ ′ = τσ, για κάποιο
τ ′ ∈ H (ϐλ. Ορισµό I.11). Για κάθε a ∈ E, έχουµε στ ′(a) = τσ(a). Αν a ∈ EH , δηλ. αν
a ∈ B, τότε τ(a) = a, άρα σ(a) = τσ(a). Εποµένως σ(a) ∈ EH , για κάθε σ ∈ G και
για κάθε a ∈ EH , δηλ. σ(B) ⊆ B. Θα αποδείξουµε ότι η επέκταση B/F είναι επέκταση
του Galois εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.7. ΄Εστω p(x) ∈ F [x] ένα ανάγωγο πολυώνυµο
που έχει µία ϱίζα b ∈ B. Θα αποδείξουµε ότι όλες οι ϱίζες του p(x) ανήκουν στο B. Ας
υποθέσουµε ότι υπάρχει µία ϱίζα γ του p(x) και γ /∈ B. Βέβαια όλες οι ϱίζες του p(x)
ανήκουν στο σώµα E, γιατί το p(x) έχει µία ϱίζα στο E (Θεώρηµα 3.4.7). Θεωρούµε τον
F -ισοµορφισµό του Θεωρήµατος 2.3.3:

F (b) −→ F (γ), b 7→ γ,

και ο οποίος επεκτείνεται σε έναν F -αυτοµορφισµό σ τουE, (Θεώρηµα 3.2.1). ΄Αρα σ ∈ G.
΄Οµως σ(B) * B, αφού σ(b) = γ /∈ B. Αυτό είναι άτοπο, γιατί όπως είδαµε σ(B) ⊆ B,
για κάθε σ ∈ G. ΄Αρα όλες οι ϱίζες του p(x) ανήκουν στο B και η επέκταση B/F είναι
επέκταση του Galois σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.7.

Σηµειώνουµε το παρακάτω πόρισµα του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Θεωρίας Ga-
lois.

Πόρισµα 3.5.2. ΄Εστω E/F µία επέκταση Galois. Η επέκταση έχει πεπερασµένο αριθµό
ενδιάµεσων σωµάτων.

Απόδειξη. Η οµάδα Gal(E/F ) είναι πεπερασµένη και έχει πεπερασµένο αριθµό υποο-
µάδων. Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois υπάρχουν
πεπερασµένου πλήθους ενδιάµεσα σώµατα.
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Αν K, L είναι σώµατα, τότε µε KL συµβολίζουµε το µικρότερο σώµα που περιέχει το
K και το L. Το παρακάτω ϑεώρηµα αναφέρεται και ως ϑεώρηµα του παραλληλογράµµου
για τις επεκτάσεις του Galois.

Θεώρηµα 3.5.3. ΄Εστω ότι E/F είναι επέκταση σωµάτων, L,K ενδιάµεσα υποσώµατα της
επέκτασης τέτοια ώστε L/F να είναι επέκταση του Galois. Τότε οι KL/K και L/L ∩ K
είναι επεκτάσεις του Galois και Gal(KL/K) είναι ισόµορφη µε την Gal (L/(L ∩K)).

Σχηµατικά, το ϑεώρηµα συνδέει τις παράλληλες πλευρές του εσωτερικού παραλληλο-
γράµµου του σχήµατος 3.9.

E

KL

K L

K ∩ L

F

Σχήµα 3.9: Θεώρηµα του Παραλληλογράµµου

Απόδειξη. Αφού L/F είναι επέκταση του Galois και F ⊂ L ∩K, η επέκταση L/(L ∩K)
είναι επέκταση του Galois. ΄Αρα το L είναι σώµα ανάλυσης ενός διαχωρίσιµου πολυωνύµου
g(x) ∈ (L ∩K)[x]. Τότε, όµως, το g(x) ∈ K[x] και το KL είναι σώµα ανάλυσης του g(x).
΄Αρα η KL/K είναι επίσης είναι επέκταση του Galois. Αν τώρα, ο σ ∈ Gal(KL/K) τότε, ο
περιορισµός του σ στο σώµα L κρατά σταθερά τα στοιχεία του (L∩K) ⊂ K και εποµένως,
σ|L ∈ Gal (L/(L ∩K)). ΄Εστω, λοιπόν, η συνάρτηση φ όπου

φ : Gal(KL/K)→ Gal (L/(L ∩K)) , σ 7→ σ|L.

Είναι ϕανερό ότι η φ είναι µονοµορφισµός οµάδων. Θα αποδείξουµε ότι η φ είναι και
επιµορφισµός. Για να το πετύχουµε αυτό, ϑέτουµεH = Imφ. Θα δείξουµε ότι LH = L∩K
και ο ισχυρισµός µας ϑα προκύψει από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois.

Ο εγκλεισµός (L ∩ K) ⊂ LH είναι προφανής, αφού (L ∩ K) ⊂ K και τα στοιχεία
της H είναι της µορφής σ|L, όπου σ ∈ Gal(KL/K). Για την αντίστροφη κατεύθυνση, αν
a ∈ LH τότε a ∈ L και σ|L(a) = a, για κάθε σ ∈ Gal(KL/K). Εποµένως το a ∈ KL
και σ(a) = a, για κάθε σ ∈ Gal(KL/K), δηλ. a ∈ (KL)Gal(KL/K). ΄Οµως, σύµφωνα µε
το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, (KL)Gal(KL/K) = K και άρα a ∈ (L ∩K).
΄Αρα LH ⊂ (L ∩K) και τελικά H = Imφ = Gal (L/(L ∩K)).

3.6 Υπολογισµοί και Παραδείγµατα

΄Εστω f(x) ∈ F [x] ένα κανονικό, ανάγωγο, διαχωρίσιµο πολυώνυµο ϐαθµού n, E το σώµα
ανάλυσης του f(x) πάνω από το F και X = {α1, . . . , αn} ⊂ E το σύνολο των ϱιζών του
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f(x). Με ∆ συµβολίζουµε το στοιχείο

∆ =
∏
i<j

(αi − aj) ∈ E.

Από το Θεώρηµα 2.3.3 προκύπτει ότι αν σ ∈ Gal(E/F ), τότε σ(∆) = ±∆ και σ(∆2) = ∆2.
Εποµένως ∆2 ∈ EG. Αφού E/F είναι επέκταση του Galois, από το Θεώρηµα 3.4.7
προκύπτει ότι

∆2 ∈ F.

Είναι ϕανερό ότι το ∆2 δεν εξαρτάται από την αρίθµηση των ϱιζών του f(x). Η διακρί-
νουσα (discriminant) του f(x), συµβολίζεται συνήθως µε D και είναι το στοιχείο

D = ∆2.

Παρατηρούµε ότι όταν charF = 2, τότε −∆ = ∆, συνεπώς σ(∆) = ∆, για κάθε σ ∈
Gal(E/F ), άρα ∆ ∈ F . Στη περίπτωση που charF 6= 2 και ∆ /∈ F , τότε προκύπτει ένα
αξιοσηµείωτο συµπέρασµα για την οµάδα Gal(E/F ). Πράγµατι, παρατηρούµε ότι

irr(F,∆)(x) = x2 −D.

Εποµένως, από το Θεώρηµα 2.2.3 και το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois (Θε-
ώρηµα 3.5.1), έπεται ότι

2 = [F (∆) : F ] = [G : Gal(E/F (∆))]. (3.6.0.1)

Αποδείξαµε λοιπόν το εξής :

Πρόταση 3.6.1. ΄Εστω f(x) ∈ F [x] ένα κανονικό, διαχωρίσιµο πολυώνυµο ϐαθµού n και
E το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F . Αν ∆ /∈ F , τότε η οµάδα Galois του f(x)
έχει µία κανονική υποοµάδα µε δείκτη 2.

Θα εφαρµόσουµε τα παραπάνω όταν deg f(x) = 3.

Πρόταση 3.6.2. ΄Εστω f(x) ∈ F [x] ένα κανονικό, ανάγωγο, διαχωρίσιµο πολυώνυµο
ϐαθµού 3 και E το σώµα ανάλυσης του f(x). Αν ∆ /∈ F τότε Gal(E/F ) ∼= S3.

Απόδειξη. Η οµάδα Gal(E/F ) εµφυτεύτεται στην S3. Αφού deg f(x) διαιρεί την τάξη
της Gal(E/F ), έπεται ότι η τάξη της Gal(E/F ) είναι τρία ή έξι. Αν ∆ /∈ F τότε, από την
Πρόταση 3.6.1, το 2 διαιρεί την τάξη της οµάδας |Gal(E/F )| και άρα Gal(E/F ) ∼= S3.

Στην άσκηση 3.7.5 ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι αν charF 6= 2 και ∆ ∈ F
για ένα ανάγωγο και διαχωρίσιµο πολυώνυµο ϐαθµού 3, τότε Gal(E/F ) ∼= A3.

Παράδειγµα 3.6.3. ΄Εστω f(x) = x3 − 3x − 1 ∈ Q[x]. Το f(x) είναι ανάγωγο στο Q[x],
αφού µπορεί να αποδειχθεί ότι δεν έχει ϱίζες στο Q (ϐλ. Πρόταση 1.3.2). ΄Εστω E το σώµα
ανάλυσης του f(x) πάνω από το Q. Μπορεί να δείξει κανείς ότι ∆ ∈ Q, ϐλ. τον τύπο στο
Παράρτηµα V. Εποµένως Gal(E/Q) ∼= A3.

Στα επόµενα παραδείγµατα ϑα υπολογίσουµε τις οµάδες Galois πάνω από το Q, για
πολυώνυµα ϐαθµού 4. Θα καταλήξουµε σε ενδιαφέροντα συµπεράσµατα χρησιµοποιώ-
ντας τους τύπους της Ενότητας V του Παραρτήµατος. Σηµειώνουµε την επόµενη παρατή-
ϱηση.
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Παρατηρήσεις 3.6.4.

i. ΄Εστω f(x) = x4 + ax+ b. Τότε η διακρίνουσα του f(x) είναι ίση µε −27a4 + 256b3.

ii. ΄Εστω f(x) = x4 + ax2 + b. Τότε η διακρίνουσα του f(x) είναι ίση µε 16(a2 − 4b)2.

iii. ΄Εστω f(x) ∈ Q[x], κανονικό πολυώνυµο και deg f(x) = 4, E το σώµα ανάλυσης
του f(x) πάνω από το Q και α1, . . . , α4 οι ϱίζες του f(x). Τότε οι ϱίζες της κυβικής
επιλύουσας (Παράρτηµα V) είναι ίσες µε

α1α2 + α3α4, α1α3 + α2α4, α1α4 + α2α3

και ανήκουν στο E. ΄Αρα, το σώµα ανάλυσης της κυβικής επιλύουσας είναι ενδιάµεσο
σώµα της επέκτασης E/Q.

΄Οταν το f(x) είναι ανάγωγο, τότε η οµάδα Galois G του f(x) εµφυτεύεται στην S4.
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.1 η G έχει µία ενδιαφέρουσα ιδιότητα : για κάθε Ϲεύγος
ϱιζών b, γ του f(x), υπάρχει σ ∈ G έτσι ώστε σ(b) = γ. Αυτό περιορίζει τις υποοµάδες της
S4 που ϑα µπορούσαν να είναι οµάδες Galois ανάγωγων πολυωνύµων ϐαθµού 4.

Στην άσκηση 3.7.6 ο αναγνώστης καλείται να συµπληρώσει τις λεπτοµέρεις του επό-
µενου παραδείγµατος.

Παράδειγµα 3.6.5. ΄Εστω f(x) = x4 +2x+2 ∈ Q[x], E το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω
από το Q και G = Gal(E/Q). Το f(x) είναι ανάγωγο, από το κριτήριο του Eisenstein.
Η κυβική επιλύουσα του f(x) είναι το πολυώνυµο g(x) = x3 − 8x− 4, το οποίο είναι και
αυτό ανάγωγο. ΄Εστω B το σώµα ανάλυσης του g(x). Αφού η διακρίνουσα D του g(x) δεν
είναι τετράγωνο ϱητού αριθµού, έπεται ότι Gal(B/Q) ∼= S3 (Πρόταση 3.6.2) και εποµένως
το 6 διαιρεί την τάξη της G. Αφού η S4 έχει τάξη 24 και η G εµφυτεύεται στην S4, η G
είναι ισόµορφη είτε µε την A4 είτε µε την S4. ΄Οµως, η διακρίνουσα του f(x) δεν είναι
τετράγωνο ϱητού αριθµού. Εποµένως η G περιέχει µία µη άρτια αντιµετάθεση. Συνεπώς,
η G ∼= S4.

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα υπολογίσουµε αναλυτικά τα ενδιάµεσα σώµατα της επέ-
κτασης E/Q, όπου E είναι το σώµα ανάλυσης του f(x) = x4 − 2 πάνω από το Q.

Παράδειγµα 3.6.6. ΄Εστω f(x) = x4 − 2 ∈ Q, E = Q(b, i), όπου b = 21/4, και έστω
G = Gal(E/Q). Στο Παράδειγµα 3.1.2, είδαµε ότι G ∼= D8 και ότι τα στοιχεία της G
καθορίζονται από τον παρακάτω πίνακα, όπου η τελευταία γραµµή υπολογίζει την τάξη
του ισοµορφισµού, ως στοιχείου της G.

b b −b b −b ib ib −ib −ib
i i i −i −i i −i i −i

idE σ2 τ σ2τ σ στ σ3 σ3τ
τάξη 1 2 2 2 4 2 4 2

.

Οι γνήσιες µη τετριµµένες υποοµάδες της G τάξης 4 είναι οι :

H1 = 〈σ〉 = {idE, σ, σ2, σ3}, H2 = {idE, σ2, τ, σ2τ} H3 = {idE, τ, στ, σ3τ},

ενώ κάθε ένα από τα στοιχεία της G µε τάξη 2 παράγει µία αντίστοιχη υποοµάδα τάξης 2.
΄Ετσι το διάγραµµα των υποοµάδων της G είναι :
Από τις υποοµάδες της G που έχουν τάξη 2, µόνον η 〈τ〉 είναι κανονική, όπως εύκολα
ελέγχει κανείς. Σε αντιδιαστολή, κάθε µία από τις υποοοµάδες της G τάξης 4 είναι
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(1)

〈σ2τ〉 〈τ〉 〈σ2〉 〈στ〉 〈σ3τ〉

H2 H1 H3

G

Σχήµα 3.10: Υποοµάδες της G

κανονική. Θα υπολογίσουµε τα ενδιάµεσα σώµατα σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα
της Θεωρίας Galois. Θα ξεκινήσουµε µε την οµάδα 〈στ〉. Μία ϐάση του E ως προς το
Q είναι το σύνολο {1, b, b2, b3, i, ib, ib2, ib3} και ένα τυχαίο στοιχείο y του E είναι ένας
γραµµικός συνδυασµός

y = a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + a4i+ a5ib+ a6ib
2 + a7ib

3,

όπου ai ∈ Q. Εποµένως,

στ(y) = a0 + a1ib− a2b
2 − ia3b

3 − a4i+ a5b+ a6ib
2 − a7b

3

Εποµένως
στ(y) = y ⇔ a1 = a5, a2 = 0, a3 = −a7, a4 = 0,

και
στ(y) = y ⇔ y = a0 + a1b(1 + i) + a3b

3(1− i) + a6ib
2.

΄Αρα,
E〈στ〉 = Q(b(1 + i), b3(1− i), ib2).

Αφού (b(1 + i))2 = 2ib2, (b(1 + i))3 = −2b3(1− i), έπεται ότι

E〈στ〉 = Q(b(1 + i)).

Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε το σώµα E〈σ2〉. Αφού [G : 〈σ2〉] = 4, από το Θεµελιώδες Θεώρηµα
της Θεωρίας Galois συµπεραίνουµε ότι [E〈σ

2〉 : Q] = 4. Αφού

σ2(i) = i και σ2(b2) = σ2(b)σ2(b) = (−b)2 = b2,

έπεται ότι
Q(b2, i) ⊂ E〈σ

2〉.

Αν Q(b2, i) 6= E〈σ
2〉, τότε

[Q(b2, i) : Q] < 4 = [E〈σ
2〉 : Q].

΄Οµως, από τους εγκλεισµούς

Q ( Q(i) ( Q(i, b2) ( E,

έπεται ότι [Q(i, b2) : Q] = 4. ΄Αρα E〈σ2〉 = Q(i, b2). Με αυτές τις τεχνικές ϐρίσκουµε και
τα υπόλοιπα ενδιάµεσα σώµατα του E.
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E = Q(b, i)

Q(bi) Q(b) Q(b2, i) Q(b(1 + i)) Q(b(1− i))

Q(b2) Q(i) Q(b2i)

Q

Σχήµα 3.11: Ενδιάµεσα σώµατα της E/Q.

΄Ετσι στο διάγραµµα του σχήµατος 3.10 αντιστοιχεί το παρακάτω διάγραµµα των εν-
διάµεσων σωµάτων, αν στη ϑέση της υποοµάδαςH της G τοποθετήσουµε το σταθερό σώµα
EH . Σηµειώνουµε ότι οι εγκλεισµοί αντιστρέφονται.
Τέλος παρατηρούµε ότι στις κανονικές υποοοµάδες της G αντιστοιχούν τα παρακάτω
ενδιάµεσα σώµατα, όλα επεκτάσεις Galois πάνω από το Q:

• Q(b2) είναι το σώµα ανάλυσης του x2 − b πάνω από το Q.

• Q(i) είναι το σώµα ανάλυσης του x2 + 1 πάνω από το Q.

• Q(b2i) είναι το σώµα ανάλυσης του x2 + 2 πάνω από το Q.

• Q(b2, i) είναι το σώµα ανάλυσης του (x2 − b)(x2 + 1) πάνω από το Q.

3.7 Ασκήσεις

1. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων, G = Gal(E/F ) και H < G. Να αποδείξετε ότι EH

είναι ενδιάµεσο σώµα της E/F , δηλ. F ⊂ EH ⊂ E. Αν H1 < H2 < G, τότε να
αποδείξετε ότι EH2 ⊂ EH1.

2. Για κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις να δώσετε ένα παράδειγµα επεκτάσεων
Q $ B $ E ή να εξηγήσετε γιατί είναι αδύνατον να συµβεί :

• E/B επέκταση του Galois, B/Q επέκταση του Galois και E/Q δεν είναι επέ-
κταση του Galois,

• E/B δεν είναι επέκταση του Galois, B/Q επέκταση του Galois και E/Q επέ-
κταση του Galois,

• E/B επέκταση Galois, B/Q δεν είναι επέκταση Galois καιE/Q είναι επέκταση
του Galois.

3. ΄Εστω f(x) το πολυώνυµο f(x) = x4−4 ∈ Q[x], E το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω
από το Q και G = Gal(E/Q).

• Να υπολογίσετε το E.

• Να γράψετε τα στοιχεία της G ως στοιχεία του S4.

• Να αποδείξετε ότι G ∼= Z2 × Z2.
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• Για τα υποσώµατα B1 = Q(i
√

2), B2 = Q(i), B3 = Q(
√

2) του E, να ϐρείτε τις
υποοµάδες Gal(E/B1) Gal(E/B2) Gal(E/B3) της G.

• ΄Εστω a =
√

2 + i. Να υπολογίσετε την εικόνα του a για κάθε έναν από τους
αυτοµορφισµούς του E. Να αποδείξετε ότι E = Q(a).

• Να γράψετε το στοιχείο a−1 ως γραµµικό συνδυασµό δυνάµεων του a.

4. ΄Εστω E = Q(
√

3,
√

5).

• Να αποδείξετε ότι E/Q είναι επέκταση του Galois, να υπολογίσετε τον ϐαθµό
[E : Q] και να ϐρείτε µία Q-ϐάση του E.

• Να περιγράψετε τα στοιχεία της οµάδας G = Gal(E/Q).

• Να ϐρείτε όλα τα ενδιάµεσα σώµαταB τουE πάνω από τοQ και να υπολογίσετε
τις οµάδες Gal(B/Q) και Gal(E/B).

• Να ϐρείτε ανάγωγο πολυώνυµο f(x) έτσι ώστε E να είναι σώµα ανάλυσης του
f(x) πάνω από το Q.

5. ΄Εστω f(x) ∈ F [x] ανάγωγο, διαχωρίσιµο πολυώνυµο ϐαθµού 3, charF 6= 2, και
E το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F . Αν ∆ ∈ F , να αποδείξετε ότι
Gal(E/F ) ∼= A3.

6. Να συµπληρώσετε τις λεπτοµέρεις του Παραδείγµατος 3.6.5 και να αποδείξετε ότι
η οµάδα Galois του f(x) = x4 + 2x + 2 ∈ Q[x] είναι ισόµορφη µε την S4. Να
παρατηρήσετε κάτι ενδιαφέρον σχετικά µε τις διακρίνουσες.

7. Να αποδείξετε ότι η οµάδα Galois του f(x) = x4 − 8x + 12 ∈ Q[x] είναι ισόµορφη
µε την A4.

8. Να αποδείξετε ότι η οµάδα Galois του f(x) = x4 + 5x + 5 ∈ Q[x] είναι κυκλική
τάξης 4.

9. ΄Εστω E = Q(ω, 5
√

3) και G = Gal(E/Q), όπου ω = e2πi/5.

• Να ϐρείτε πολυώνυµο f(x) ∈ Q[x] έτσι ώστε E να είναι το σώµα ανάλυσης του
f(x) και να υπολογίσετε τον ϐαθµό [E : Q].

• Να αποδείξετε ότι η G εµφυτεύεται στην S5 και ότι G � S5.

• Να ϐρείτε τα στοιχεία της G1 = Gal(E/Q( 5
√

3)). Να υπολογίσετε το σ(a), όπου
a τυχαίο στοιχείο της E και σ ∈ G1, σ 6= idE (για ένα µόνο τέτοιο στοιχείο). Να
δείξετε ότι η G1 είναι κυκλική οµάδα.

• Να ϐρείτε τα στοιχεία τηςG2 = Gal(E/Q(ω)). Να δείξετε ότι ηG2 είναι κυκλική
οµάδα. Να υπολογίσετε το σ(a), όπου a τυχαίο στοιχείο της E και σ ∈ G2,
σ 6= idE (για ένα µόνο τέτοιο στοιχείο).

• Να ϐρείτε δύο στοιχεία της οµάδας G = Gal(E/Q) που δεν αντιµετατίθενται.

10. ΄Εστω E = Q(ω), όπου ω = e2πi/5.

• Να δείξετε ότι E/Q είναι επέκταση Galois και να ϐρείτε τον ϐαθµό [E : Q].

• ΄Εστω G = Gal(E/Q). Να αποδείξετε ότι η G είναι κυκλική οµάδα.
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• Να ϐρείτε όλα τα ενδιάµεσα σώµατα του E.

11. ΄Εστω E/F µία επέκταση Galois, a ∈ E, G = Gal(E/F ). Να αποδείξετε ότι N(a) ∈
F , όπου

N(a) =
∏
σ∈G

σ(a).

12. ΄Εστω E/F µία επέκταση Galois και έστω a ∈ E. Να αποδείξετε ότι irr(F,a)(x)
αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E[x].

13. Αν L/F επέκταση του Galois και L ⊂ E, να αποδείξετε ότι L(a)/F (a) είναι επέκταση
του Galois, όπου a ∈ E.
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Κεφάλαιο 4

Πεπερασµένα σώµατα

Στο κεφάλαιο αυτό εφαρµόζουµε τη Θεωρία Galois, όπως αυτή αναπτύχθηκε στα δύο
προηγούµενα κεφάλαια, στην περίπτωση των πεπερασµένων σωµάτων.

4.1 Βασικές ΄Εννοιες

΄Εστω F ένα πεπερασµένο σώµα, δηλ. |F | < ∞. Τότε η χαρακτηριστική του F είναι
κάποιος πρώτος αριθµός p και έτσι το σώµα Zp εµφυτεύεται στο F , ϐλ. Ενότητα IV του
Παραρτήµατος. Εποµένως προκειµένου να εξετάσουµε τα πεπερασµένα σώµατα αρκεί να
εξετάσουµε πεπερασµένες επεκτάσεις σωµάτων F/Zp.

΄Εστω, λοιπόν, ότι [F : Zp] = n, για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Τότε το σώµα F είναι
Zp-διανυσµατικός χώρος διάστασης n, |F | = pn, και charF = p, ϐλ. Πρόταση IV.5. Η
πολλαπλασιαστική οµάδα (F ∗, ·) του σώµατος F , όπου F ∗ = F −{0} έχει pn−1 στοιχεία.
Ως συνέπεια του Θεωρήµατος του Lagrange για τις πεπερασµένες οµάδες (ϐλ. Θεώρηµα
I.10), γνωρίζουµε ότι κάθε στοιχείο µίας οµάδας υψούµενο στην τάξη της οµάδας ισούται
µε το µοναδιαίο στοιχείο της οµάδας. Εποµένως, για κάθε a ∈ F ∗, ισχύει

ap
n−1 = 1⇒ ap

n

= a⇒ ap
n − a = 0,

δηλαδή το a είναι ϱίζα του πολυωνύµου

f(x) = xp
n − x ∈ Zp[x].

Το 0 είναι και αυτό ϱίζα του f(x). Ισχύει, λοιπόν, η παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 4.1.1. ΄Εστω F πεπερασµένο σώµα και |F | = pn όπου p πρώτος ϕυσικός αριθµός.
Κάθε στοιχείο του F είναι ϱίζα του πολυωνύµου f(x) = xp

n − x και το F είναι σώµα
ανάλυσης του f(x), δηλ.

xp
n − x =

∏
a∈F

(x− a).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι, για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 και για κάθε πρώτο ϕυσικό
πρώτο αριθµό p, υπάρχει ένα σώµα F µε pn στοιχεία. Η χαρακτηριστική του F είναι
ϐέβαια p. ΄Εστω f(x) = xp

n − x ∈ Zp[x]. Αφού f ′(x) = −1 6= 0, έπεται ότι το f(x) είναι
διαχωρίσιµο (Πρόταση 1.4.5). Από το Θεώρηµα του Kronecker (Θεώρηµα 1.4.3) υπάρχει
µία επέκταση L του Zp που είναι σώµα ανάλυσης του f(x) = xp

n −x. Θεωρούµε, λοιπόν,
το σύνολο των ϱιζών M του f(x) στο L, δηλαδή

M = {a ∈ L : ap
n

= a}.

69
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Θα δείξουµε ότι το M είναι υπόσωµα του L. ΄Εστω a, b ∈M . Αφού

p |
(
pn

i

)
για 1 ≤ i ≤ pn − 1,

από την Πρόταση II.7 προκύπτει ότι

(a− b)pn = ap
n − bpn = a− b⇒ a− b ∈M.

Ακόµη, αν a, b ∈M , b 6= 0 τότε

(ab−1)p
n

= ap
n

(bp
n

)−1 = ab−1 ⇒ ab−1 ∈M.

΄Αρα όντως τοM είναι υπόσωµα του L. Το πλήθος των στοιχείων τουM είναι το πλήθος των
διακεκριµένων ϱιζών του f(x) που είναι ακριβώς pn, αφού το f(x) είναι διαχωρίσιµο. ΄Αρα
το M είναι το Ϲητούµενο σώµα. Το M ως σώµα ανάλυσης του διαχωρίσιµου πωλυωνύµου
f(x) ∈ Zp[x] είναι επέκταση του Galois πάνω από το Zp. Ακόµη το M είναι µοναδικό µε
προσέγγιση ισοµορφίας, ως σώµα ανάλυσης του f(x) (ϐλ. Πόρισµα 3.2.2). Τα παραπάνω,
λοιπόν, αποδεικνύουν το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.1.2. Για κάθε πρώτο αριθµό p και για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 υπάρχει
µοναδικό πεπερασµένο σώµα F µε pn στοιχεία. Η επέκταση F/Zp είναι επέκταση Galois
ϐαθµού n.

Το σώµα µε pn στοιχεία, όπως αναφέρεται στο Θεώρηµα 4.1.2, λέγεται σώµα Galois
µε pn στοιχεία (Galois field with pn elements) και συνήθως συµβολίζεται ως GF(pn). Ως
συνήθως, η πολλαπλασιαστική οµάδα του GF(pn) συµβολίζεται ως GF(pn)∗. ΄Οταν n = 1,
GF(p) ∼= Zp και χρησιµοποιούµε ελεύθερα και τους δύο συµβολισµούς.

Παραδείγµατα 4.1.3.

1. Θα κατασκευάσουµε ένα σώµα µε 4 στοιχεία, δηλ. το GF(22). Είναι ϕανερό ότι
η χαρακτηριστική του GF(22) είναι 2 και ότι το GF(22) είναι επέκταση του Z2

ϐαθµού 2. ΄Εστω ακόµη ότι GF(22) = {0, 1, a, b}. Παρατηρούµε ότι το στοιχείο
a + 1 ∈ GF(22) και ότι a + 1 = b. Πράγµατι αν a + 1 = a, τότε 1 = 0, αδύνατον.
Αν a + 1 = 1, τότε a = 0 αδύνατον. Αν a + 1 = 0, τότε a = −1, άρα a = 1,
αδύνατον επίσης. Ο παρακάτω πίνακας αποτυπώνει τα αποτελέσµατα των πράξεων
στην προσθετική οµάδα (GF(22),+):

+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0.

Η πολλαπλασιαστική οµάδα (GF(22)∗, ·) του GF(22) έχει τρία στοιχεία, άρα είναι
κυκλική και παράγεται είτε από το a είτε από το b. ΄Ετσι GF(22)∗ = {1, a, a2 = b}.
΄Ετσι, για τον πολλαπλασιασµό στην (GF(22)∗, ·) έχουµε τον παρακάτω πίνακα:

· 1 a a2 = b
1 1 a b
a a b 1

b = a2 b 1 a.



Κεφάλαιο 4. Πεπερασµένα σώµατα 71

Παρατηρούµε ακόµη ότι αφού a2 = b και 1 = −1 στο Z2, τότε

a2 = a+ 1⇒ a2 − a− 1 = 0⇒ a2 + a+ 1 = 0.

∆ηλαδή το a είναι ϱίζα του πολυωνύµου x2 +x+1 ∈ Z2[x]. ΄Οµως, το x2 +x+1 είναι
ανάγωγο, αφού δεν έχει ϱίζα στο Z2. ΄Αρα GF(22) = Z2(a) και irr(Z2,a)(x) = x2+x+1.
Οι ϱίζες του x2 + x+ 1 στο GF(22) είναι a, a2 = a+ 1.

2. ΄Εστω GF(23) το σώµα µε 8 στοιχεία που κατασκευάζεται σύµφωνα µε το Θεώ-
ϱηµα 4.1.2. Θα µελετήσουµε τη δοµή του GF(23). Παρατηρούµε καταρχήν ότι
η πολλαπλασιαστική οµάδα (GF(23)∗, ·) του GF(23) έχει 7 στοιχεία. Αφού το 7
είναι πρώτος, η οµάδα GF(23)∗ είναι κυκλική (Θεώρηµα I.14) και µάλιστα κά-
ϑε στοιχείο 1 6= b ∈ GF(23)∗ παράγει την GF(23)∗ (Πρόταση I.8). Εποµένως αν
0, 1 6= b ∈ GF(23), τότε κάθε µη µηδενικό στοιχείο του GF(23) προκύπτει ως κά-
ποια δύναµη του b και εποµένως GF(23) = Z2(b), 0, 1 6= b ∈ GF(23). Παρατηρούµε,
επίσης, ότι [GF(23) : Z2] = 3, ϐλ. Πρόταση IV.5. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.2, το
GF(23) είναι το σώµα ανάλυσης του πολυωνύµου x8 − x πάνω από το Z2. Παρατη-
ϱούµε ότι x και x+ 1 είναι δύο ανάγωγοι παράγοντες του x8− x. Με υπολογισµούς
ϐρίσκουµε ότι το x2 + x + 1 δεν διαιρεί το x8 − x, ενώ τα πολυώνυµα x3 + x2 + 1,
x3+x+1 το διαιρούν. ΄Ετσι η ανάλυση του x8−x σε γινόµενο ανάγωγων πολυωνύµων
στο Z2[x] είναι :

x8 − x = x8 + x = x(x+ 1)(x3 + x2 + 1)(x3 + x+ 1),

΄Εστω a ∈ GF(23) ϱίζα του x3 + x2 + 1. ∆ηλαδή irr(Z2,a)(x) = x3 + x2 + 1. Αφού
[Z2(a) : Z2] = 3, έπεται ότι Z2(a) = GF(23). Τα στοιχεία 1, a, a2 είναι µία Z2-ϐάση
του GF(23). Αυτό σηµαίνει ότι

GF(23) = {c0 + c1a+ c2a
2 : ci ∈ Z2, 0 ≤ i ≤ 2}

= {0, 1, a, 1 + a, a2, 1 + a2, a+ a2, 1 + a+ a2}.

Συγκεκριµένα αφού irr(Z2,a)(x) = x3 + x2 + 1 έπεται ότι

• a3 = a2 + 1,
• a4 = aa3 = a2 + a+ 1,
• a5 = a2a3 = a+ 1,
• a6 = aa5 = a2 + a,
• a7 = 1.

Οι ϱίζες του x3+x2+1 είναι οι a, a2, a4, ενώ οι ϱίζες του x3+x+1 είναι οι a3, a5, a6. Η
αντίστοιχη ανάλυση µπορεί να γίνει και για a ∈ GF(23) που είναι ϱίζα του x3 +x+1
και αφήνεται για τον αναγνώστη. Επίσης ο αναγνώστης µπορεί να υπολογίσει τους
πίνακες για τις πράξεις στις οµάδες (GF(23),+) και (GF(23)∗, ·).

3. ΄Εστω τώρα GF(24) το σώµα µε 16 στοιχεία που κατασκευάζεται σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 4.1.2. Θα δείξουµε ότι υπάρχει a ∈ GF(24) έτσι ώστε GF(24) = Z2(a).
Πράγµατι, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ένα στοιχείο a ∈ GF(24)∗ έτσι ώστε η τάξη
του a στην πολλαπλασιαστική οµάδα GF(24)∗ να είναι 15. Θα προσπαθήσουµε,
λοιπόν, να µετρήσουµε το πλήθος των στοιχείων του GF(24)∗ µε τάξη µικρότερη του
15. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Lagrange, τα στοιχεία αυτά του GF(24)∗ ϑα έχουν
τάξη 5, 3 ή 1. Αφού, όµως,
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• τα στοιχεία µε τάξη 5 είναι ϱίζες του πολυωνύµου x5 − 1,
• ένα πολυώνυµο ϐαθµού n πάνω από το σώµα F έχει το πολύ n ϱίζες και
• το 1 είναι ϱίζα του x5 − 1 και 1 έχει τάξη 1,

έπεται ότι υπάρχουν το πολύ 4 στοιχεία µε τάξη 5 στο GF(24)∗. Αντίστοιχα υπάρχουν
το πολύ 2 στοιχεία του F ∗ µε τάξη 3. Υπάρχει ϐέβαια ακριβώς ένα στοιχείο µε τάξη
1. ∆ηλαδή υπάρχουν το πολύ 7 στοιχεία στο GF(24)∗ µε τάξη µικρότερη του 15.
Εποµένως υπάρχουν τουλάχιστον 15−7 = 8 στοιχεία στο GF(24)∗ µε τάξη 15. ΄Εστω
a ένα τέτοιο στοιχείο. ΄Αρα GF(24)∗ = 〈a〉 και συνεπώς GF(24) = Z2(a).

Παρατηρούµε, επίσης, ότι γενικότερα για κάθε κυκλική οµάδα G = 〈a〉 µε |G| = 15
ισχύουν τα εξής (ϐλ. Προτάσεις I.7 και I.8):

• 1 ≤ n ≤ 14 και (n, 15) = 1, τότε το an έχει και αυτό τάξη 15. ∆ηλαδή υπάρχουν
φ(15) = 8 στοιχεία µε τάξη 15 που προκύπτουν ως δυνάµεις του a, όπου φ είναι
η συνάρτηση του Euler.

• αν 1 ≤ n ≤ 14 και (n, 15) = 3, τότε an έχει τάξη 5. Υπάρχουν φ(5) = 4 πλήθους
τέτοιοι αριθµοί και 〈a3〉 = 〈a6〉 = 〈a9〉 = 〈a12〉. Πράγµατι, αφού 15 = 5 · 3,
αν ξεκινήσουµε µε n = 3, αρκεί στη συνέχεια να ϑεωρήσουµε τα πολλαπλάσια
3k, όπου 1 ≤ k ≤ 5, (k, 5) = 1.

• αν 1 ≤ n ≤ 14 και (n, 15) = 5, τότε το an έχει τάξη 3. Υπάρχουν 2 τέτοιοι
αριθµοί n: n = 5, n = 10. ∆ηλαδή 2 = φ(3). Είναι επίσης ϕανερό ότι
〈a5〉 = 〈a10〉.

΄Αρα ισχύει η παρακάτω σχέση:

15 = φ(15) + φ(5) + φ(3) + φ(1).

4.2 Πρωταρχικά στοιχεία

Στην ενότητα αυτή ϑα γενικεύσουµε τις παρατηρήσεις που έγιναν στα προηγούµενα πα-
ϱαδείγµατα. ΄Εστω φ : N → N, η γνωστή συνάρτηση του Euler (ϐλ. Παράδειγµα I.2.3),
όπου φ(n) = |Z]n|. ΄Οταν C είναι µία κυκλική οµάδα, συµβολίζουµε µε g(C) το σύνολο
των στοιχείων που παράγουν τη C. ΄Ετσι, όταν |C| = m τότε |g(C)| = φ(m) (ϐλ. Πρόταση
I.8). ΄Εστω G µία τυχαία οµάδα και C1, C2 δύο κυκλικές υποοµάδες της G. Αν C1 6= C2,
τότε g(C1) ∩ g(C2) = ∅. Είναι ϕανερό ότι ισχύει

G =
⋃
C

g(C), (4.2.0.1)

όπου το C διατρέχει όλες τις κυκλικές υποοµάδες της G.
Θα εφαρµόσουµε την παραπάνω σχέση στην περίπτωση που η οµάδα G είναι κυκλική

τάξης n. Μετρώντας τα στοιχεία στα σύνολα που εµφανίζονται και στα δύο σκέλη της
σχέση (4.2.0.1) ϐρίσκουµε ότι

n =
∑
C

|g(C)|, (4.2.0.2)

όπου το C διατρέχει όλες τις υποοµάδες τηςG. Αφού, για κάθε d που διαιρεί το n, υπάρχει
ακριβώς µία (κυκλική) οµάδα C έτσι ώστε |C| = d (ϐλ. Θεώρηµα I.14) και |g(C)| = φ(d)
προκύπτει το εξής συµπέρασµα:
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Πρόταση 4.2.1. ΄Εστω n > 1 ϕυσικός αριθµός. Τότε

n =
∑
d | n

φ(d).

Παρατηρούµε ότι στη γενική περίπτωση µίας οµάδαςG πληθυκότητας n είναι πιθανόν,
να υπάρχουν παραπάνω από µία κυκλικές οµάδες τάξης d, όπου το d διαιρεί το n, ή και
καµία. Παρακάτω αποδεικνύουµε το αντίστροφο του Θεωρήµατος I.8.ii, χρησιµοποιώντας
τις σχέσεις 4.2.0.1 και 4.2.1.

Θεώρηµα 4.2.2. Μία οµάδα G τάξης n < ∞ είναι κυκλική αν και µόνο αν, για κάθε
διαιρέτη d του n, υπάρχει το πολύ µία κυκλική υποοµάδα τάξης d.

Απόδειξη. Αν η G είναι κυκλική, τότε το συµπέρασµα προκύπτει από το Θεώρηµα I.8.ii.
Υποθέτουµε αντίστροφα ότι, για κάθε διαιρέτη d του n, υπάρχει το πολύ µία κυκλική
υποοµάδα τάξης d. ΄Αρα, όλα τα στοιχεία που έχουν τάξη d (αν υπάρχουν) παράγουν την
ίδια υποοµάδα και έτσι στη σχέση (4.2.0.2) µπορούµε ισοδύναµα να προσθέσουµε τους
διαιρέτες του n. Επίσης, αν υπάρχει κυκλική υποοµάδα C της G τάξης d, τότε όπως
είδαµε |g(C)| = φ(d). ΄Αρα,

n =
∑
d|n,
|C|=d

φ(d),

όπου C είναι κυκλική οµάδα (αν υπάρχει). Εάν, λοιπόν, για κάποιο d δεν υπάρχει κάποια
κυκλική υποοµάδα τάξης d, ο όρος φ(d) δε ϑα εµφανίζεται στο παραπάνω άθροισµα.
΄Οµως, από την Πρόταση 4.2.1, προκύπτει ότι αναγκαστικά, για κάθε d διαιρέτη του n,
υπάρχει ακριβώς µία κυκλική υποοµάδα της G τάξης d. Αυτό συµβαίνει και για d = n,
δηλαδή η G είναι κυκλική.

Οδηγούµαστε, λοιπόν, στο επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.2.3. Κάθε πεπερασµένη υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας ενός σώ-
µατος F είναι κυκλική.

Απόδειξη. ΄Εστω G µία υποοµάδα της (F ∗, ·) τάξης n και d|n. Αν C είναι µία κυκλική
υποοµάδα της G τάξης d, τότε από το ϑεώρηµα του Lagrange cd = 1,∀ c ∈ C. Αν υπήρχε
και δεύτερη κυκλική υποοµάδα τηςG τάξης d, τότε ϑα υπήρχαν τουλάχιστον d+1 στοιχεία
x της G που ικανοποιούν την εξίσωση xd = 1. ΄Οµως, το πολυώνυµο xd− 1 έχει το πολύ d
ϱίζες σε ένα σώµα. ΄Αρα υπάρχει το πολύ µία κυκλική υποοµάδα της G τάξης d, για κάθε
d διαιρέτη του n. Από το Θεώρηµα 4.2.2 προκύπτει ότι η G είναι κυκλική.

Πόρισµα 4.2.4. Αν GF(pn) είναι ένα πεπερασµένο σώµα τότε η (GF(pn)∗, ·) είναι κυκλική
οµάδα και GF(pn) = GF(p)(a), για κάποιον πρώτο p και για κάποιο στοιχείο a.

Ειδικότερα, για p πρώτο ϕυσικό αριθµό, ισχύει η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 4.2.5. ΄Εστω p πρώτος. Η πολλαπλασιαστική οµάδα Z]p είναι κυκλική.

Παρατηρούµε ότι η Πρόταση 4.2.5 δεν είναι αληθής για τυχαίο n, όπως δείχνουν τα
επόµενα παραδείγµατα.
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Παραδείγµατα 4.2.6.

1. Η οµάδα Z]8 έχει φ(8) = 4 πλήθους στοιχεία και Z]8 = {1̄, 3, 5̄, 7̄}. Αφού η τάξη
των 3̄, 5̄, 7̄ είναι ίση µε 2, η οµάδα Z]8 δεν είναι κυκλική. Εποµένως, η Z]8 είναι
ισόµορφη µε την οµάδα του Klein.

2. Η οµάδα Z]9 έχει φ(9) = 6 πλήθους στοιχεία και Z]8 = {1̄, 2̄, 4̄, 5̄, 7̄, 8̄}. Είναι εύκολο
να υπολογίσουµε ότι η ord(2̄) = 6. Εποµένως η Z]9 είναι κυκλική.

΄Ενα στοιχείο a ∈ GF(pn)∗ λέγεται πρωταρχικό (primitive) αν

(GF(pn)∗, ·) = 〈a〉.

Σηµειώνουµε ότι αν a ∈ GF(pn)∗ είναι πρωταρχικό τότε

GF(pn) = GF(p)(a).

΄Οπως ϑα δούµε στα επόµενα παραδείγµατα, δεν ισχύει το αντίστροφο. ΄Ετσι, είναι δυνατόν
να ισχύει ότι GF(pn) = GF(p)(a) και a να µην είναι πρωταρχικό. Στη γενική περίπτωση
δεν είναι γνωστή µία µέθοδος προσδιορισµού πρωταρχικών στοιχείων. Στα παρακάτω
παραδείγµατα ταυτίζουµε τον ϕυσικό αριθµό m µε την εικόνα του m̄ στο Zp ∼= GF(p) και
στην επέκταση GF(pn) του GF(p).

Παραδείγµατα 4.2.7.

1. Στο σώµα GF(11) ∼= Z11, το 2 είναι πρωταρχικό. Πράγµατι, η τάξη του 2 στο Z∗11

πρέπει να διαιρεί το 10 σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Lagrange. Απλοί υπολογισµοί,
δείχνουν ότι

22 = 4 6= 1, ενώ 25 = 32 = −1 6= 1.

Εποµένως ord (2) = 10 και Z11 = 〈2〉.
2. Το πολυώνυµο f(x) = x2−2 είναι ανάγωγο πάνω από το Z5, αφού δεν έχει ϱίζες στο
Z5. ΄Εστω F το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το Z5. Αν a ∈ F είναι µία ϱίζα
του f(x) τότε η άλλη ϱίζα του f(x) είναι το −a. Συνεπώς F = Z5(a) και |F | = 25.
Εποµένως F ∼= GF(52). Τα στοιχεία του F είναι της µορφής k + la, όπου k, l ∈ Z5.
Παρατηρούµε ότι το a δεν είναι πρωταρχικό, αφού a2 = 2. Υπολογίζοντας διαδοχικά
τις δυνάµεις του b = 2 + a διαπιστώνουµε ότι το b είναι πρωταρχικό. Πράγµατι, οι
δυνατές τάξεις του b είναι οι διαιρέτες του 24. Βλέπουµε ότι :

• b2 = 2 + 4a+ a2 = 4 + 4a+ 2 = 6 + 4a = 1 + 4a.
• b3 = (2 + a)(1 + 4a) = 2 + 9a+ 4a2 = 4a.
• b4 = 3 + 3a.
• b6 = (b3)2 = 2.
• b8 = 2 + 3a.
• b12 = (b6)2 = 4.

΄Αρα, η τάξη του b στην (F ∗, ·) είναι 24, το b είναι πρωταρχικό και εποµένως F =
Z5(b).

Σηµειώνουµε την παρακάτω χρήσιµη πρόταση.

Πρόταση 4.2.8. ΄Εστω a πρωταρχικό στοιχείο του GF(pn). Τότε το a είναι ϱίζα ενός
αναγώγου πολυωνύµου ϐαθµού n πάνω από το GF(p).
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Απόδειξη. ΄Εστω f(x) = irr(Zp,a)(x). Από το Πόρισµα 4.2.4 έπεται ότι GF(pn) = GF(p)(a).
Αφού [GF(pn) : GF(p)] = n, από το Θεώρηµα 2.2.3 προκύπτει ότι deg f(x) = n.

Ως άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 4.2.4 και της Πρότασης 4.2.8, συµπεραίνουµε
την ύπαρξη ανάγωγων πολυωνύµων στο GF(p)[x].

Πόρισµα 4.2.9. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1, υπάρχει ανάγωγο πολυώνυµο f(x) ∈
GF(p)[x] ϐαθµού n.

Στη συνέχεια εξετάζουµε την οµάδα Galois Gal (GF(pn)/GF(p)).

Θεώρηµα 4.2.10. ΄Εστω n > 1 ϕυσικός αριθµός. Τότε

Gal (GF(pn)/GF(p)) ∼= Zn.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.2.4, υπάρχει a ∈ GF(pn) πρωταρχικό. ΄Εστω
f(x) = irr(Zp,a)(x) και G = Gal (GF(pn)/GF(p)). Από το Θεώρηµα 4.1.2, η επέκτα-
ση GF(pn)/GF(p) είναι επέκταση του Galois. Αφού το a είναι πρωταρχικό στοιχείο του
GF(pn), έπεται ότι GF(pn) = GF(p)(a). Κάθε ϱίζα του f(x) είναι επίσης ϱίζα του διαχωρί-
σιµου πολυωνύµου xpn−x ∈ GF(p)[x], άρα το f(x) είναι επίσης διαχωρίσιµο. Εποµένως,
από το Πόρισµα 3.2.4 έπεται ότι

|G| = [GF(pn) : GF(p)] = n.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η οµάδα G είναι κυκλική προσδιορίζοντας έναν από τους
γεννήτορες της G. Η συνάρτηση

σ : GF(pn)→ GF(pn), b 7→ bp, b ∈ GF(pn),

είναι αυτοµορφισµός του GF(pn) (ϐλ. άσκηση 4.4.5) και διατηρεί τα στοιχεία του GF(p)
σταθερά. Πράγµατι, αφού η πολλαπλαστιακή οµάδα (GF(p)∗, ·) έχει p−1 στοιχεία, έπεται
ότι ∀c ∈ GF(p)∗, cp−1 = 1 και άρα cp = c, ∀c ∈ GF(p)∗. ΄Αρα τα στοιχεία του GF(p)∗

απεικονίζονται στον εαυτό τους. Εύκολα µπορεί να ελεγχθεί ότι η σ είναι οµοµορφισµός
δακτυλίων και ότι ο πυρήνας της είναι τετριµµένος. Αναγκαστικά αφού το σώµα GF(p)∗

είναι πεπερασµένο, ο µονοµορφισµός σ είναι και επιµορφισµός, δηλαδή αυτοµορφισµός
του GF(p)∗. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι σ ∈ G. Ακόµα τα στοιχεία σ, σ2, . . . , σn είναι
διακεκριµένα στοιχεία της G. ∆ιαφορετικά, για κάποιο i < n, ϑα είχαµε ότι σi = idGF(pn)

και ότι, για κάθε b ∈ GF(pn), ϑα ίσχυε ότι

σi(b) = b⇒ bp
i

= b⇒ bp
i − b = 0.

∆ηλαδή, για κάθε b ∈ GF(pn), το b ϑα ήταν ϱίζα του πωλυωνύµου xp
i − x. ΄Οµως

|GF(pn)| = pn, ενώ deg(xp
i − x) = pi < pn που είναι αδύνατον. ΄Αρα

G = 〈σ〉.

Εποµένως η G είναι κυκλική τάξης n, άρα είναι ισόµορφη µε την (Zn,+).

Είδαµε ότι όταν p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, τότε ο GF(p)-αυτοµορφισµός του
GF(pn)

σ : GF(pn)→ GF(pn), b 7→ bp,
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παράγει την οµάδα Gal (GF(pn)/GF(p)). Ο αυτοµορφισµός αυτός λέγεται αυτοµορφισµός
του Frobenius (Frobenius automorphism). ΄Οταν n = 1, τότε ο αυτοµορφισµός του Fro-
benius για το σώµα GF(p) είναι ακριβώς ο ταυτοτικός. Το σώµα GF(pn) είναι τέλειο.
Γενικότερα, ένα σώµα F λέγεται τέλειο (perfect) αν είναι χαρακτηριστικής µηδέν ή αν έχει
χαρακτηριστική p και η συνάρτηση του Frobenius

f : F → F, a 7→ ap

είναι αυτοµορφισµός. Η εικόνα της συνάρτησης του Frobenius συµβολίζεται µε F p, δηλ.

F p = {ap : a ∈ F}.

Είναι ϕανερό ότι το F p είναι ένα υπόσωµα του F (ϐλ. άσκηση 4.4.6) και αποτελείται από
τα στοιχεία β ∈ F για τα οποία p

√
β ∈ F .

Παράδειγµα 4.2.11. Το σώµα κλασµάτων F = Zp(x) του πολυωνυµικού δακτυλίου µίας
µεταβλητής µε συντελεστές από το σώµα Zp είναι άπειρο και έχει χαρακτηριστική p. Το
σώµα F δεν είναι τέλειο. Πράγµατι, έστω f η συνάρτηση του Frobenius. Η f είναι
µονοµορφισµός. ΄Οµως η f δεν είναι επιµορφισµός, αφού το στοιχείο x /∈ Imf , δηλ. δεν
υπάρχουν πολυώνυµα f(x), g(x) ∈ Zp[x] έτσι ώστε(

f(x)

g(x)

)p
= x

(ο αναγνώστης καλείται να συγκρίνει τους ϐαθµούς των πολυωνύµων xg(x)p, f(x)p, για
να οδηγηθεί σε άτοπο).

4.3 Ενδιάµεσα υποσώµατα

Στην ενότητα αυτή ϑα υπολογίσουµε τα ενδιάµεσα υποσώµατα E του GF(pn), για n ≥ 1,
όπου

GF(p) ⊂ E ⊂ GF(pn).

Παρατηρούµε καταρχήν ότι ο ϐαθµός της επέκτασης E/GF(p), δηλ. ο [E : GF(p)] διαιρεί
το n αφού

n = [GF(pn) : GF(p)] = [GF(pn) : E] [E : GF(p)].

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois γνωρίζουµε ότι σε κάθε υποοµάδα της
Gal (GF(pn)/GF(p)) αντιστοιχεί ακριβώς ένα ενδιάµεσο υποσώµα του GF(pn). Από το
Θεώρηµα I.14 που περιγράφει όλες τις υποοµάδες της κυκλικής οµάδας Zn, οδηγούµαστε
στο παρακάτω συµπέρασµα.

Θεώρηµα 4.3.1. ΄Εστω n ≥ 1 ένας ϕυσικός αριθµός. Για κάθε m|n υπάρχει µοναδικό
υπόσωµα E του GF(pn) τέτοιο ώστε |E| = pm. Αντίστροφα κάθε υπόσωµα E του GF(pn)
έχει pm στοιχεία, για κάποιο m|n.

Στο παρακάτω παράδειγµα υπολογίζουµε τα υποσώµατα του GF(p12).

Παράδειγµα 4.3.2. Το διάγραµµα των υποσωµάτων του GF(p12) ϕαίνεται στο Σχήµα 4.1:

https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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GF(p12)

GF(p6) GF(p4)

GF(p3) GF(p2)

GF(p3)

Σχήµα 4.1: Τα υποσώµατα του GF(p12)

΄Εστω σ ∈ Gal (GF(pn)/GF(p)) ο αυτοµορφισµός του Frobenius. Στο Θεώρηµα 4.2.10
αποδείξαµε ότι το σ έχει τάξη n και ότι

Gal (GF(pn)/GF(p)) = 〈σ〉.

΄Εστω a πρωταρχικό στοιχείο του GF(pn). Από την Πρόταση 2.3.2 προκύπτει ότι τα συζυγή
στοιχεία του a στην GF(pn)/GF(p), δηλ. τα στοιχεία σi(a), για i = 0, . . . , n− 1 είναι ϱίζες
του irr(GF(p),a)(x). Αφού

deg irr(GF(p),a)(x) = [GF(pn) : GF(p)] = n,

από την άσκηση 2.4.19 προκύπτει ότι τα στοιχεία αυτά είναι διακεκριµένα. Αποµονώνου-
µε, λοιπόν, τη χρήσιµη αυτή παρατήρηση.

Πρόταση 4.3.3. Αν a είναι ένα πρωταρχικό στοιχείο του σώµατος GF(pn), τότε οι ϱίζες του
irr(GF(p),a)(x) είναι οι

a, ap, ap
2

, · · · , apn−1

.

Θα γενικεύσουµε αυτήν την πρόταση παρακάτω. Πρώτα, όµως, έχουµε την επόµενη
παρατήρηση.

Παρατήρηση 4.3.4. ΄Εστω q = pn και f(x) ∈ GF(q)[x]. Τότε f(xq) = f(x)q. ΄Ετσι αν a
είναι ϱίζα του f(x), τότε το aq

t
είναι επίσης ϱίζα του f(x), για κάθε ϕυσικό αριθµό t.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι

f(x) =
s∑
i=0

cix
i ∈ GF(q)[x], όπου ci ∈ GF(q).

Θα αποδείξουµε ότι f(xq) = f(x)q. Καταρχήν, πριν υπολογίσουµε τη δύναµη f(x)q,
παρατηρούµε ότι cq = c, για κάθε c ∈ GF(q). Πράγµατι, αυτό είναι προφανές όταν c = 0,
ενώ όταν c ∈ GF(q)∗, τότε cq−1 = 1 από το Θεώρηµα του Lagrange και άρα cq = c. Στη
συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι (

s∑
i=0

cix
i

)q

=
s∑
i=0

cqix
iq.
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Με απλή µαθηµατική επαγωγή αρκεί να αποδείξουµε αναλυτικά την παραπάνω πρόταση
στην περίπτωση δύο προσθετέων. Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουµε ότι

(f1 + f2)q = f q1 + f q2 , για f1, f2 ∈ GF(q)[x].

Αφού η ακέραια περιοχή GF(q)[x] έχει χαρακτηριστική τον πρώτο αριθµό p και ο p διαιρεί
τον διωνυµικό συντελεστή

(
p
i

)
, για i = 1, . . . , p − 1, από την ανάπτυξη του διωνύµου,

ϐλέπουµε ότι
(f1 + f2)p = xp1 + xp2, για f1, f2 ∈ GF(q)[x].

΄Ετσι
(f1 + f2)p

2

= ((f1 + f2)p)p = fp
2

1 + fp
2

2 .

Επαναλαµβάνοντας προκύπτει ότι

(f1 + f2)q = f q1 + f q2 , για f1, f2 ∈ GF(q)[x].

Εποµένως

f(x)q = (
s∑
i=0

cix
i)q =

s∑
i=0

cqix
iq =

s∑
i=0

ci(x
q)i = f(xq).

΄Ετσι, αν a είναι ϱίζα του f(x) και f(a) = 0, τότε

0 = f(a)q = f(aq),

δηλ. το aq είναι επίσης ϱίζα του f(x). Επαναλαµβάνοντας, έχουµε ότι αν a είναι ϱίζα του
f(x), τότε aqt είναι ϱίζα του f(x) για κάθε ϕυσικό αριθµό t.

΄Οταν το πολυώνυµο f(x) ∈ GF(q)[x] είναι ανάγωγο, τότε µπορούµε να πούµε κάτι
περισσότερο.

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω n ≥ 1 ϕυσικός αριθµός, p ένας πρώτος ϕυσικός αριθµός, q = pn

και f(x) ∈ GF(q)[x] ένα ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού s.

i) Για έναν ϕυσικό αριθµό t, ο s διαιρεί τον t αν και µόνο αν το f(x) διαιρεί το πολυώνυµο
xq

t − x.
ii) Το f(x) έχει µία ϱίζα a ∈ GF(qs) και όλες οι ϱίζες του f(x) στο GF(qs) είναι οι :

a, aq, . . . , aq
s−1

.

Απόδειξη. i) ΄Εστω a ∈ E µία ϱίζα του f(x), όπου E είναι το σώµα ανάλυσης του f(x).
Από το Θεώρηµα 2.2.3, έχουµε την ισότητα

deg f(x) = s = [GF(q)(a) : GF(q)]

και εποµένως GF(q)(a) είναι πεπερασµένο σώµα µε qs στοιχεία. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα
4.1.2 συµπεραίνουµε ότι το GF(q)(a) ταυτίζεται µε το GF(qs) µε προσέγγιση ισοµορφίας.
Αν τώρα το f(x) διαιρεί το πολυώνυµο xqt−x, τότε αφού το GF(qt) είναι το σώµα ανάλυσης
του xqt − x, ισχύει ο εγκλεισµός

GF(q)(a) ⊆ E ⊆ GF(qt).

΄Ετσι,
GF(q) ⊆ GF(q)(a) ⊆ GF(qt)
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και
[GF(qt) : GF(q)] = [GF(qt) : GF(q)(a)] [GF(q)(a) : GF(q)].

Εποµένως
t = [GF(qt) : GF(q)(a)] s

και s|t.
Αντίστροφα, αν s|t τότε GF(qs) ⊆ GF(qt) και εποµένως κάθε ϱίζα του f(x) εµφυτεύεται

στο GF(qt). Αφού τα στοιχεία του GF(qt) είναι οι ϱίζες του xqt − x (ϐλ. Πρόταση 4.1.1),
συµπεραίνουµε ότι το f(x) διαιρεί το xqt − x (ϐλ.Πόρισµα 1.2.4).

ii) ΄Εστω a µία ϱίζα του f(x) σε ένα σώµα ανάλυσης E. ΄Οπως είδαµε στην απόδειξη του
i), GF(q)(a) = GF(qs). ΄Εστω H = Gal (GF(qs)/GF(q)) και G = Gal (GF(qs)/GF(p)).
Αφού το f(x) είναι ανάγωγο, από το Θεώρηµα 2.2.3, έπεται ότι |H| = s. Από το Θεµε-
λιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois έχουµε ότι H ≤ G. Επίσης, αφού qs = (pn)s = pns,
σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.10, η οµάδα G είναι κυκλική, τάξης ns και παράγεται α-
πό τον σ, τον αυτοµορφισµό τους Frobenius. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το Θεώρηµα I.14, η
υποοµάδα H της G παράγεται από τον αυτοµορφισµό σ

ns
s = σn. Παρατηρούµε ότι

σn : GF(qs)→ GF(qs), a 7→ aq.

Σύµφωνα µε την άσκηση 2.4.19, τα στοιχεία

a, aq, . . . , aq
s−1

είναι διακεκριµένα. Από την Πρόταση 2.3.2 (ή την Παρατήρηση 4.3.4) τα στοιχεία αυτά
είναι ϱίζες του f(x).

Από την απόδειξη της Πρότασης 4.3.5 προκύπτει το παρακάτω συµπέρασµα.

Παρατήρηση 4.3.6. ΄Εστω q = pn και f(x) ∈ GF(q)[x] ανάγωγο. Τότε το f(x) είναι
διαχωρίσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω deg f(x) = s. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 4.3.5

f(x) | (xqs − x).

Το xqs − x ∈ GF(q)[x] είναι διαχωρίσιµο, άρα και το f(x).

Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα αυτή, δηλ. ότι κάθε ανάγωγο πολυώνυµο είναι και διαχω-
ϱίσιµο, χαρακτηρίζει τα τέλεια σώµατα, ϐλ. άσκηση 4.4.8.

Παράδειγµα 4.3.7. ΄Εστω F σώµα µε χαρακτηριστική p 6= 0 και a ∈ F . Θα αποδείξουµε
ότι το πολυώνυµο xpn − a ∈ F [x], όπου n > 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, είναι ανάγωγο
αν και µόνο αν a /∈ F p. Πράγµατι, αν a ∈ F p, δηλ. bp = a, για κάποιο b ∈ F , τότε

xp
n − a = xp

n − bp = (xp
n−1

) p − bp = (xp
n−1 − b) p.

Αντίστροφα, έστω ότι xpn − a δεν είναι ανάγωγο. Τότε υπάρχει g(x) ∈ F [x] κανονικό,
ανάγωγο και τέτοιο ώστε

g(x) | (xpn − a).

Από το Θεώρηµα του Kronecker (Θεώρηµα 1.4.3) υπάρχει µία επέκταση K/F , όπου το
g(x) έχει µία ϱίζα, έστω β. Αυτό σηµαίνει ότι

g(b) = 0⇒ bp
n − a = 0⇒ βp

n

= a.
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΄Αρα, στον δακτύλιο K[x] ισχύει ότι

xp
n − a = xp

n − βpn = (x− β)p
n

και
g(x) | (x− β)p

n

.

Αφού ο δακτύλιος K[x] είναι Π.Μ.Α. έπεται ότι η ανάλυση του g(x) σε ανάγωγους παρά-
γοντες στον K[x] είναι της µορφής

g(x) = (x− β)s, όπου s = deg g(x).

Εποµένως, στον F [x] ισχύει ότι

g(x) = xs − βxs−1 + · · ·+ (−1)sβs.

΄Αρα βs ∈ F και µάλιστα 1 ≤ s < pn. ΄Εστω pt = ΜΚ∆(s, pn). Τότε t < n και

pt = ks+ lpn για k, l ∈ Z.

Εποµένως, για το βpt ∈ F ισχύει :

βp
t

= βksβlp
n

= (bs)k(bp
n

)l = (bs)kal.

Συνεπώς
βp

n−1

= (βp
t

)p
n−1−t ∈ F.

Τότε, όµως,
a = βp

n

= (βp
n−1

)p ∈ F p.

Αποδείξαµε, λοιπόν, το επόµενο συµπέρασµα:

Πρόταση 4.3.8. xp
n − a ∈ F [x] είναι ανάγωγο αν και µόνο αν a /∈ F p.

4.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω E = GF(8).

• Να υπολογίσετε τους πίνακες για τις πράξεις στις οµάδες (E,+) και (E∗, ·).
• Να ϐρείτε ένα πρωταρχικό στοιχείο του E.

• Να δείξετε ότι E είναι τέλειο, δείχνοντας αναλυτικά ότι E = E2.

2. ΄Εστω f(x) = x3 + x2 + 2x ∈ Z5[x].

• Να ϐρείτε ένα σώµα ανάλυσης E του f(x).

• Να περιγράψετε τα στοιχεία του E.

• Να ϐρείτε ένα στοιχείο a έτσι ώστε E = Z5(a).

3. Να δείξετε ότι υπάρχει ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού 6 πάνω από το Z5.

4. Να υπολογίσετε τα υποσώµατα GF(p) ⊂ E ⊂ GF(p36).
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5. Να αποδείξετε ότι αν F είναι σώµα χαρακτηριστικής p 6= 0, τότε η συνάρτηση του
Frobenius, f : F → F , b 7→ bp είναι οµορφισµός του F .

6. Να αποδείξετε ότι αν F είναι σώµα χαρακτηριστικής p 6= 0, τότε F p είναι υπόσωµα
του F .

7. ΄Εστω p ένας πρώτος ϕυσικός αριθµός και F ένα σώµα µε charF = p. ∆ίνεται το
πολυώνυµο f(x) = xp − x − a ∈ F [x]. Αν το f(x) έχει µία ϱίζα, έστω β, στο F , να
αποδείξετε ότι οι ϱίζες του f(x) είναι οι β, β+ 1, . . . , β+ (p− 1) ∈ F . Να αποδείξετε
ότι το f(x) είναι ανάγωγο στο F [x] ή το f(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών
παραγόντων στο F [x].

8. Να αποδείξετε ότι ένα σώµα F είναι τέλειο αν και µόνον αν κάθε ανάγωγο πολυώνυµο
του F [x] είναι διαχωρίσιµο.
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Κεφάλαιο 5

Κυκλοτοµικά πολυώνυµα

Σε αυτό το κεφάλαιο εφαρµόζουµε τη ϑεωρία Galois, όπως αυτή αναπτύχθηκε στο Κεφά-
λαιο 3, για τα πολυώνυµα xn − 1 και xn − a. Επίσης εξετάζουµε τις κυκλοτοµικές, τις
κυκλικές και τις αβελιανές επεκτάσεις σωµάτων.

5.1 Ρίζες της µονάδας

΄Εστω F σώµα χαρακτηριστικής p, για κάποιον πρώτο αριθµό p. Αν n = ptk, όπου
(k, p) = 1, τότε

xn − 1 = xkp
t − 1 = (xk)p

t − 1 = (xk − 1)p
t

,

ϐλ. την απόδειξη της Παρατήρησης 4.3.4. ΄Αρα, οι n-ϱίζες της µονάδας είναι ακριβώς οι
k-ϱίζες της µονάδας. ΄Ετσι, ϑα ασχοληθούµε µε τις παρακάτω περιπτώσεις :

• η χαρακτηριστική του F είναι µηδέν, charF = 0,
• charF = p και ο p δεν διαιρεί τον n.

Και στις δύο περιπτώσεις, το πολυώνυµο xn − 1 είναι διαχωρίσιµο και µπορούµε να
εφαρµόσουµε τα εργαλεία της Θεωρίας Galois.

΄Εστω, λοιπόν, E το σώµα ανάλυσης του πολωνύµου f(x) = xn−1 ∈ F [x], όπου F και
n είναι όπως ϑέσαµε παραπάνω. Το σύνολο των n-ϱιζών της µονάδας είναι υποοµάδα της
πολλαπλασιαστικής οµάδας του E∗ και ϑα το καλούµε οµάδα των n-ϱιζών της µονάδας
(group of the nth roots of unity) πάνω από το σώµα F. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.3,
η υποοµάδα αυτή είναι κυκλική. ΄Ενα παράγον στοιχείο αυτής της οµάδας καλείται n-
πρωταρχική ϱίζα της µονάδας (nth primitive root of unity) πάνω από το F .

Παράδειγµα 5.1.1. Το στοιχείο e2πi/n είναι πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας πάνω από το
Q.

Η επόµενη πρόταση συγκεντρώνει µερικές ιδιότητες των n-ϱιζών της µονάδας που µας
είναι γνωστές από τις κυκλικές οµάδες.

Πρόταση 5.1.2. ΄Εστω F ένα σώµα και έστω ότι ω ∈ E, όπου ω είναι µία πρωταρχική
n-ϱίζα της µονάδας πάνω από το F και n είναι ϕυσικός αριθµός. Τότε :

i) Οι πρωταρχικές n-ϱίζες της µονάδας πάνω από το F είναι πλήθους φ(n), όπου φ είναι
η συνάρτηση του Euler.

ii) ΄Εστω d|n. Τότε κάθε d-ϱίζα της µονάδας είναι επίσης n-ϱίζα της µονάδας. Η ωn/d είναι
µία d-πρωταρχική ϱίζα της µονάδας πάνω από το F .

83
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Απόδειξη. Η υπόθεση ότι το E περιέχει την ω σηµαίνει ότι το E περιέχει όλες τις δυνάµεις
της ω άρα και όλες τις ϱίζες του xn−1 ∈ F [x]. Το i) είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος
I.8. Για το ii), παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε την Πρόταση I.7.iv, έχουµε ότι ord

(
ωn/d

)
= d

και άρα ωn/d παράγει την κυκλική οµάδα των d-ϱιζών της µονάδας.

Παραδείγµατα 5.1.3.

1. Το −1 είναι 2-πρωταρχική ϱίζα της µονάδας.

2. ΄Εστω p πρώτος. Οι πρωταρχικές p-ϱίζες της µονάδας πάνω από το Q είναι οι

e2πi/p, e4πi/p, · · · , e2(p−1)πi/p.

3. Θα υπολογίσουµε τις πρωταρχικές 8-ϱίζες της µονάδας πάνω από το Q. Αφού
φ(8) = 4, υπάρχουν 4 τέτοιες ϱίζες. Είναι οι

eπi/4, e3πi/4, e5πi/4, e7πi/4.

4. ΄Εστω E πεπερασµένο σώµα, έτσι ώστε |E| = 24. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.6,
το E∗ είναι κυκλική οµάδα. ΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα 4.1.3.3, υπάρχει a ∈ E
έτσι ώστε ord(a) = 15. ΄Αρα το E = Z2(a) είναι σώµα ανάλυσης του x15−1 πάνω από
το Z2 και το a είναι πρωταρχική 15-ϱίζα της µονάδας πάνω από το Z2. Υπάρχουν
φ(15), δηλ. οκτώ, πρωταρχικές 15-ϱίζες της µονάδας πάνω από το Z2. Είναι οι

a, a2, a4, a7, a8, a11, a13, a14.

Σηµειώνουµε ότι deg irr(Z2,a)(x) = 4, αφού

4 = [E : Z2] = deg irr(Z2,a)(x).

Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.2, το στοιχείο a3 είναι µία 5-πρωταρχική ϱίζα της
µονάδας πάνω από το Z2. Εποµένως, οι 5-ϱίζες της µονάδας πάνω από το Z2 είναι
οι

1, a3, a6, a9, a12.

Κατά συνέπεια, το υπόσωµα L = Z2(a3) του E είναι σώµα ανάλυσης του x5 − 1 ∈
Z2[x]. Αφού x− 1 και x4 + x3 + x2 + x+ 1 είναι ανάγωγα στο Z2[x] και

x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1),

έχουµε ότι irr(Z2,a3)(x) = x4 +x3 +x2 +x+1 και άρα [L : Z2] = 4. ΄Οµως [E : Z2] = 4
και εποµένως L = E. Τέλος, σηµειώνουµε ότι η ανάλυση του x15 − 1 ∈ Z2[x] σε
γινόµενο ανάγωγων πολυωνύµων έχει ως εξής :

x15 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x4 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1).

΄Εστω E σώµα ανάλυσης του xn − 1 πάνω από το σώµα F . ΄Ενα πρώτο αποτέλεσµα
για την οµάδα Gal(E/F ) δίνεται στο Θεώρηµα 5.1.4, στην περίπτωση που charF - n. Για
την περίπτωση που το σώµα F είναι το σώµα των ϱητών, τότε όπως ϑα δούµε, η απάντηση
δίνεται από το Πόρισµα 5.1.5 και το Θεώρηµα 5.2.9.

Θεώρηµα 5.1.4. ΄Εστω F ένα σώµα έτσι ώστε charF - n, f(x) = xn − 1 ∈ F [x] και E το
σώµα ανάλυσης του f(x). Η οµάδα Gal(E/F ) είναι ισόµορφη µε µία υποοµάδα της Z]n και
ο ϐαθµός της επέκτασης [E : F ] διαιρεί τον φ(n).
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Απόδειξη. ΄Εστω G = Gal(E/F ), ω µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας στο E. Τότε το
E = F (ω). ΄Εστω σ ∈ G. Αφού το σύνολο των n-ϱιζών της µονάδας στο E είναι η κυκλική
οµάδα 〈ω〉, έπεται ότι σ(ω) = ωi, για κάποιο i ∈ {1, . . . , n}. Εποµένως, ο περιορισµός
του σ στην υποοµάδα 〈ω〉 του E∗ είναι αυτοµορφισµός της 〈ω〉. Επίσης,

τ = σ|〈ω〉 : 〈ω〉 −→ 〈ω〉, ω 7→ ωi

είναι ισοµορφισµός οµάδων, αφού είναι µονοµορφισµός πεπερασµένης οµάδας. Επο-
µένως το ωi είναι και αυτό παράγον στοιχείο της 〈ω〉. Σύµφωνα µε την Πρόταση I.7, ο
µέγιστος κοινός διαιρέτης (i, n) είναι 1. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση

ψ : G→ Z]n, σ 7→ ī, όπου σ(ω) = ωi.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι η ψ είναι οµοµορφισµός οµάδων. Ακόµη

kerψ = {σ ∈ G : ī = 1̄} = {σ ∈ G : σ(ω) = ω} = {idL}

και η ψ είναι µονοµορφισµός.

΄Εστω τώρα p ένας περιττός πρώτος αριθµός. Το σώµα ανάλυσης του xp − 1 πάνω από
το Q είναι το Q(ω), όπου ω = e2πi/p. Από το Θεώρηµα 5.1.4 προκύπτει το παρακάτω
Πόρισµα.

Πόρισµα 5.1.5. ΄Εστω E = Q(ω), όπου ω = e2πi/p, για κάποιον περιττό πρώτο ϕυσικό
αριθµό p. Τότε

Gal(Q(ω)/Q) ∼= Z∗p,

και
Gal(Q(ω)/Q) = 〈σ〉, όπου σ : ω 7→ ω2.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 1.3.8 το πολυώνυµο

Φp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1

είναι ανάγωγο. Αφού xp − 1 = (x− 1)Φp(x) και ωp − 1 = 0, έπεται ότι το ω είναι ϱίζα του
Φp(x). Εποµένως irr(Q,ω)(x) = Φp(x) και deg irr(Q,ω)(x) = p− 1. ΄Αρα

|Gal(Q(ω)/Q)| = p− 1.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.1.4, η οµάδα Gal(Q(ω)/Q) είναι ισόµορφη µε υποοµάδα της
Z∗p. Επίσης, αφού |Z∗p| = p− 1, έπεται ότι

Gal(Q(ω)/Q) ∼= Z∗p .

Τέλος, αφού η οµάδα Z∗p είναι κυκλική, έπεται ότι και η οµάδα Gal(Q(ω)/Q) είναι κυ-
κλική και

Gal(Q(ω)/Q) = 〈σ〉, όπου σ : ω 7→ ω2.
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Παραδείγµατα 5.1.6.

1. ΄Εστω ω = e2πi/8 = eπi/4, η πρωταρχική 8-ϱίζα της µονάδας. Τότε irr(Q,ω)(x) = x4 +1
και

|Gal(Q(ω)/Q)| = 4.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.1.4 η οµάδα Gal(Q(ω)/Q) είναι ισόµορφη µε υποοµάδα
της Z]8. Αφού |Z]8| = 4, έπεται ότι Gal(Q(ω)/Q) ∼= Z]8, που δεν είναι κυκλική,
ϐλ. Παράδειγµα 4.2.6.1. ΄Αρα Gal(Q(ω)/Q) είναι ισόµορφη µε την οµάδα του Klein.

2. Ο µονοµορφισµός του Θεωρήµατος 5.1.4 δεν είναι πάντα επιµορφισµός. Για παρά-
δειγµα, έστω E = Z2(a) το σώµα ανάλυσης του x15 − 1 πάνω από το Z2, όπως στο
Παράδειγµα 5.1.3.4. Η οµάδα Z]15 έχει 8 στοιχεία. Αφού |E| = 16 και [E : Z2] = 4,
η οµάδα Gal(E/Z2) έχει τάξη 4 και µάλιστα Gal(E/Z2) ∼= Z4, σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 4.2.10.

5.2 Κυκλοτοµικά πολυώνυµα

Σε αυτό το εδάφιο ϑα ασχοληθούµε µε την ανάλυση του πολυωνύµου xn − 1 σε γινόµενο
ανάγωγων παραγόντων στο Q[x]. Ας συµβολίσουµε µε Un το σύνολο των πρωταρχικών
n-ϱιζών της µονάδας. Από την Πρόταση 5.1.2 έχουµε ότι |Un| = φ(n), όπου φ είναι η
συνάρτηση του Euler. Το πολυώνυµο

Φn(x) =
∏
ω∈Un

(x− ω) ∈ C[x] (5.2.0.1)

λέγεται n-κυκλοτοµικό πολυώνυµο (n-cyclotomic polynomial).

Παράδειγµα 5.2.1. Οι 3-ϱίζες της µονάδας είναι οι 1, ω, ω2, όπου ω = e2πi/3. Από αυτές
οι ω και ω2 έχουν τάξη 3 και είναι πρωταρχικές 3-ϱίζες της µονάδας. ΄Αρα

Φ3(x) = (x− ω)(x− ω2) =
x3 − 1

x− 1
= x2 + x+ 1.

Στο Παράδειγµα 5.2.3.2 ϐλέπουµε ότι, όταν ο n είναι πρώτος, τότε ο τύπος της (5.2.0.1)
δίνει το κυκλοτοµικό πολυώνυµο όπως το είδαµε στο Παράδειγµα 1.2.7. Η ορολογία
κυκλοτοµικό πολυώνυµο οφείλεται στην ιδιότητα που έχουν οι n-ϱίζες της µονάδας να
διαιρούν τον κύκλο σε n πλήθους ίσα τόξα όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.1.

Πρόταση 5.2.2. ΄Εστω n > 0 ένας ϕυσικός αριθµός. Τότε

xn − 1 =
∏
d | n

Φd(x).

Απόδειξη. ΄Εστω G η κυκλική οµάδα των n-ϱιζών της µονάδας στο σώµα των µιγαδικών
αριθµών. Τα στοιχεία που παράγουν την υποοµάδα της G τάξης d, όπου d|n, είναι οι
πρωταρχικές d-ϱίζες της µονάδας και αποτελούν το σύνολο Ud. Σύµφωνα µε τον τύπο
4.2.0.1 έχουµε ότι

G =
⋃
d | n

Ud.

Αφού
xn − 1 =

∏
a∈G

(x− a)
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Σχήµα 5.1: Οι n-ϱίζες της µονάδας

και
Φd(x) =

∏
a∈Ud

(x− a),

έπεται ότι
xn − 1 =

∏
d | n

Φd(x).

Παραδείγµατα 5.2.3.

1. Υπολογίζουµε το κυκλοτοµικό πολυώνυµο Φn(x) για κάποιες µικρές τιµές του ϑε-
τικού ακεραίου n > 0. Με ω συµβολίζουµε κάθε ϕορά µία πρωταρχική n-ϱίζα της
µονάδας.

• Φ1(x) = x− 1.
• Φ2(x) = x+ 1. Πράγµατι

Φ2(x) =
x2 − 1

x− 1
= x+ 1.

• ΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα 5.2.1, Φ3(x) = x2 + x+ 1.
• Φ4(x) = x2 + 1. Πράγµατι

Φ4(x) =
∏

(t,4)=1

(x− ωt) = (x− ω)(x− ω3) = (x− i)(x+ i).

Παρατηρούµε επίσης ότι

Φ1(x)Φ2(x)Φ4(x) = x4 − 1.

Εναλλακτικά, λοιπόν, ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το πολυώνυµο Φ4(x)
ως το πηλίκο

Φ4(x) =
x4 − 1

Φ1(x)Φ2(x)
=
x4 − 1

x2 − 1
= x2 + 1.
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• Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1.
• Φ6(x) = x2 − x+ 1.

2. ΄Οταν p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, τότε Up = {ω, . . . , ωp−1}. Εποµένως

xp − 1 = (x− 1)Φp(x) ⇒ Φp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1.

Οι επόµενες προτάσεις δίνουν σηµαντικές πληροφορίες για τα κυκλοτοµικά πολυώνυ-
µα.

Πρόταση 5.2.4. Φn(x) ∈ Z[x], για κάθε ϕυσικό αριθµό n.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρόταση επαγωγικά ως προς το n. Για n = 1, η πρόταση
ισχύει αφού Φ1(x) = x− 1. ΄Εστω ότι η πρόταση ισχύει για 1 ≤ k < n, δηλ. Φk(x) ∈ Z[x],
για 1 ≤ k < n. Θα αποδείξουµε ότι Φn(x) ∈ Z[x]. Παρατηρούµε ότι στον C[x], το xn − 1
αναλύεται ως εξής :

xn − 1 =
∏
d | n

Φd(x) = Φn(x)
∏
d | n
d<n

Φd(x). (5.2.4.1)

΄Οµως, το πολυώνυµο
∏

d|n
d<n

Φd(x) έχει ακέραιους συντελεστές από την υπόθεση της µαθη-

µατικής επαγωγής. Εποµένως, από τη σχέση 5.2.4.1, συµπεραίνουµε ότι το
∏

d | n
d<n

Φd(x)

διαιρεί το xn − 1 στον Z[x] και εποµένως Φn(x) ∈ Z[x].

΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος, ω µία πρωταρχική ϱίζα της µονάδας και f(x) =
irr(Q,ω)(x). Αφού ω είναι ϱίζα του xn − 1, έπεται ότι

xn − 1 = f(x)g(x),

για κάποιο g(x) ∈ Q[x]. Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.3, το f(x) ανήκει στους
ανάγωγους παράγοντες του xn − 1 στο Z[x] και κατά συνέπεια το g(x) ∈ Z[x].

Πρόταση 5.2.5. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος, ω µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας
και f(x) = irr(Q,ω)(x). Τότε το ωp είναι επίσης ϱίζα του f(x), για κάθε πρώτο p - n.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τις παρατηρήσεις πριν από την πρόταση, ϐλέπουµε ότι

xn − 1 = f(x)g(x),

για κάποιο πολυώνυµο g(x) ∈ Z[x]. Ας υποθέσουµε ότι f(ωp) 6= 0, για κάποιο πρώτο
p6 |n. Σηµειώνουµε ότι το g(x) είναι κανονικό πολυώνυµο, αφού τα xn − 1 και f(x) είναι
κανονικά πολυώνυµα στο Z[x]. Επίσης, σηµειώνουµε ότι το ωp είναι και αυτό πρωταρχική
n-ϱίζα της µονάδας. Εποµένως

f(ωp)g(ωp) = (ωp)n − 1 = 0.

Αφού f(ωp) 6= 0, έπεται ότι g(ωp) = 0 και άρα το ω είναι ϱίζα του g(xp). ΄Οµως, f(x) =
irr(Q,ω)(x) και άρα

g(xp) = f(x)h(x),
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για κάποιο h(x) ∈ Q[x]. Παρατηρούµε ότι h(x) ∈ Z[x], σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.3.
Θεωρούµε τώρα τον οµοµορφισµό δακτυλίων της Πρότασης 1.3.9:

Ψ : Z[x]→ Zp[x], a0 + a1x+ · · ·+ anx
n 7→ ā0 + ā1x+ · · ·+ ānx

n .

Στον Zp[x] ισχύει ότι
xn − 1 = Ψ (f(x)) Ψ (g(x))

και
Ψ (g(xp)) = Ψ (f(x)) Ψ (h(x)) . (5.2.5.1)

΄Οµως, σύµφωνα µε την Πρόταση III.4,

Ψ (g(xp)) = Ψ (g(x))p

και εποµένως
Ψ (g(x))p = Ψ (f(x)) Ψ (h(x)) .

Αφού Ψ (f(x)) διαιρεί το Ψ (g(x))p, κάθε ανάγωγος παράγοντας του Ψ (f(x)) διαιρεί το
Ψ (g(x)) και άρα

ΜΚ∆ (Ψ (f(x)) ,Ψ (g(x))) 6= 1.

΄Εστω, λοιπόν, q(x) ∈ Zp[x] ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των Ψ (f(x)) και Ψ (g(x)). Τότε
deg q(x) ≥ 1 και από τη σχέση (5.2.5.1), το q(x)2 διαιρεί το xn−1. Εποµένως το πολυώνυ-
µο xn−1 του Zp[x] έχει πολλαπλές ϱίζες. Αυτό, όµως, είναι άτοπο αφού η παράγωγος του
xn − 1 είναι nxn−1 6= 0 (p - n) και ΜΚ∆(xn − 1, nxn−1) = 1 (Πρόταση 1.4.5). Καταλήξαµε
σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι f(ωp) 6= 0. Εποµένως f(ωp) = 0 για κάθε p πρώτο, p6 |n.

Στα Παραδείγµατα 5.2.3 είδαµε ότι, για n ≤ 6 και όταν n είναι πρώτος, το πολυώνυµο
Φn(x) είναι ανάγωγο. Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι αυτή είναι ιδιότητα του Φn(x), για
κάθε ϕυσικό αριθµό n.

Θεώρηµα 5.2.6. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος. Το κυκλοτοµικό πολυώνυµο Φn(x) είναι
ανάγωγο στον Q[x].

Απόδειξη. ΄Εστω ω πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας και f(x) = irr(Q,ω)(x). Το σύνολο Un
περιγράφεται ως εξής :

Un = {ωs : (s, n) = 1}.

΄Εστω λοιπόν ωs άλλη πρωταρχική ϱίζα. Τότε s = p1 · · · pt, όπου pi είναι πρώτοι ϕυσικοί
αριθµοί µε την ιδιότητα pi - n, για 1 ≤ i ≤ t. Παρατηρούµε ότι

{ωp1 , ωp1p2 = (ωp1)p2 , . . . , ωp1···ps−1 , ωs} ⊂ Un.

Εφαρµόζοντας διαδοχικά την Πρόταση 5.2.5 για τα στοιχεία

ωp1 , ωp1p2 = (ωp1)p2 , . . . , ωs = (ωp1···ps−1)ps

προκύπτει ότι f(ωs) = 0. Εποµένως όλες οι πρωταρχικές n-ϱίζες της µονάδας έχουν
το ίδιο ανάγωγο πολυώνυµο πάνω από τον Q[x] και εποµένως το f(x) διαιρεί το Φn(x).
΄Οµως, τα δύο πολυώνυµα f(x),Φn(x) έχουν τον ίδιο ϐαθµό. Τέλος, αφού τα f(x),Φn(x)
είναι κανονικά πολυώνυµα έπεται ότι f(x) = Φn(x). ΄Αρα το Φn(x) είναι ανάγωγο στον
Q[x].
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Ως άµεση συνέπεια της Πρότασης 5.2.2 και του Θεωρήµατος 5.2.6, έχουµε το παρα-
κάτω πόρισµα.

Πόρισµα 5.2.7. Η ανάλυση του xn − 1 σε γινόµενο ανάγωγων πολυωνύµων στον Q[x]
είναι :

xn − 1 =
∏
d | n

Φd(x).

΄Ενα σώµα ανάλυσης L του xn − 1 ∈ K[x], όπου K είναι ένα σώµα µε charK = 0 και
n ένας ϑετικός ακέραιος, λέγεται κυκλοτοµικό σώµα τάξης n (cyclotomic field of order n
πάνω από τοK. Από το Θεώρηµα 5.1.4, η οµάδα Gal(L/K) είναι αβελιανή, ως υποοµάδα
της Z]n. Τέτοιες επεκτάσεις λέγονται αβελιανές επεκτάσεις (abelian extensions).

Στην Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών, όπου µελετώνται πεπερασµένες επεκτάσεις πάνω
από το Q, οι αβελιανές επεκτάσεις παίζουν σηµαντικό ϱόλο. ΄Ετσι είναι εξαιρετικά ενδια-
ϕέρον το ερώτηµα, σχετικά µε το αντίστροφο του Θεωρήµατος 5.1.4 πάνω από το Q. Κάθε
πεπερασµένη επέκταση του Galois L/Q για την οποία η Gal(L/Q) είναι αβελιανή, δηλ. η
L/Q είναι αβελιανή επέκταση, περιέχεται σε ένα κυκλοτοµικό σώµα πάνω από το Q;

Το ερώτηµα αυτό απαντήθηκε ϑετικά από τους Kronecker (1853) και Weber (1886).
Το συµπέρασµά τους αποτελεί ένα από τα ϐαθύτερα ϑεωρήµατα της Αλγεβρικής Θεωρίας
Αριθµών (ϐλ. [5]).

Θεώρηµα 5.2.8 (Kronecker - Weber). Αν L/Q είναι µία πεπερασµένη αβελιανή επέκτα-
ση, τότε υπάρχει µία ϱίζα της µονάδας ω, τέτοια ώστε L ⊂ Q(ω).

Η επόµενη πρόταση γενικεύει το Παράδειγµα 5.1.3.3 και το Πόρισµα 5.1.5.

Θεώρηµα 5.2.9. ΄Εστω n > 0 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω E ένα κυκλοτοµικό σώµα
τάξης n πάνω από το Q. Τότε [E : Q] = φ(n) και Gal(E/Q) ∼= Z]n.

Απόδειξη. Η επέκταση E/Q είναι σώµα ανάλυσης του xn − 1 πάνω από το Q και είναι
επέκταση του Galois, αφού το xn − 1 ∈ Q[x] είναι διαχωρίσιµο. Από το Θεώρηµα 5.1.4,
η Gal(E/Q) εµφυτεύεται στη Z]n. Αν ω είναι µία πρωταρχική ϱίζα της µονάδας, τότε
E = Q(ω) και

[Q(ω) : Q] = deg Φn(x) = φ(n),

όπου φ είναι η συνάρτηση του Euler, αφού Φn(x) = irr(Q,ω)(x), (ϐλ. Θεώρηµα 5.2.6).
Αφού η τάξη της Z]n είναι ίση µε φ(n), συµπεραίνουµε ότι Gal(E/Q) ∼= Z]n.

5.3 Το πολυώνυµο xn − a
΄Εστω n ένας ϕυσικός ακέραιος και F ένα σώµα, έτσι ώστε charF - n. ΄Εστω επίσης ότι
το F περιέχει το ω, µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας, και έστω το a ένα στοιχείο του
F . Στην ενότητα αυτή ϑα εξετάσουµε το πολυώνυµο f(x) = xn − a ∈ F [x] και την οµάδα
G = Gal(L/F ), όπου L ένα σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το F .

Παρατηρούµε ότι αν b είναι µία ϱίζα του f(x), τότε οι ϱίζες του f(x) είναι οι

b, bω, · · · , bωn−1.

Εποµένως L = F (b). Αν σ είναι ένα στοιχείο της G, τότε σ(b) = bωi, για κάποιο i, αφού το
σ(b) πρέπει να είναι ϱίζα του f(x). ΄Ετσι το σ προσδιορίζεται από τον εκθέτη i. Θεωρούµε
την αντιστοιχία

ψ : G→ Zn, σ 7→ ī .

https://en.wikipedia.org/wiki/Algebraic_number_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker%E2%80%93Weber_theorem
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Παρατηρούµε ότι αν

σ, τ ∈ G ψ(σ) = ψ(τ)⇒ σ(b) = τ(b)⇒ σ = τ,

δηλαδή η ψ είναι αµφιµονότιµη συνάρτηση. Είναι δε ϕανερό ότι η ψ είναι οµοµορφισµός
οµάδων. ΄Αρα η G εµφυτεύεται στη Zn.

΄Εστω, τώρα, ότι το f(x) είναι ανάγωγο στο F [x]. Τότε το f(x) είναι το irr(F,b)(x) και
είναι διαχωρίσιµο, άρα L/F είναι επέκταση του Galois. Εποµένως |G| = [L : F ] =
deg f(x) = n. ΄Αρα η G είναι ισόµορφη µε τη Zn. Αντίστροφα αν η G είναι ισόµορφη µε
τη Zn και ψ είναι επιµορφισµός, τότε η πρώτη παρατήρηση που κάνουµε είναι ότι όλες οι
ϱίζες του f(x) είναι διακεκριµένες. Θα δείξουµε ότι f(x) είναι ανάγωγο. ΄Εστω, λοιπόν,
ότι

f(x) = g(x)h(x), g(x), h(x) ∈ F [x], (g(x), h(x)) = 1.

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας έστω ότι g(b) = 0 και h(bωi) = 0, για κάποιο i. Αφού
η ψ είναι επιµορφισµός, έπεται ότι υπάρχει σ ∈ G έτσι ώστε σ(b) = bωi. Αφού g(b) = 0,
έπεται ότι irr(F,b)(x) διαιρεί το g(x) ενώ αντίστοιχα irr(F,σ(b))(x) διαιρεί το h(x). Σύµφωνα
µε την Πρόταση 2.3.2 προκύπτει ότι

irr(F,σ(b))(x) = irr(F,b)(x).

΄Αρα το irr(F,b)(x) διαιρεί τον µέγιστο κοινό διαιρέτη (g(x), h(x)), το οποίο είναι αδύνατον.
Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι :

Θεώρηµα 5.3.1. Αν το σώµα F περιέχει µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας και E είναι
σώµα ανάλυσης του f(x) = xn − a ∈ F [x] τότε η Gal(E/F ) εµφυτεύεται στη (Zn,+). Η
Gal(E/F ) είναι ισόµορφη µε τη Zn αν και µόνο αν το f(x) είναι ανάγωγο, δηλ. αν και µόνο
αν [E : F ] = n.

Το ϑεώρηµα αυτό µας οδηγεί στο επόµενο συµπέρασµα:

Πόρισµα 5.3.2. ΄Εστω p πρώτος ϕυσικός αριθµός, F ένα σώµα που περιέχει µία p-ϱίζα της
µονάδας και a ∈ F . Αν το xp − a δεν είναι ανάγωγο στο F [x], τότε το xp − a αναλύεται σε
γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο F [x].

Απόδειξη. ΄Εστω L σώµα ανάλυσης του xp−a. Είδαµε ότι η οµάδα Gal(L/F ) εµφυτεύεται
στο Zp. ΄Αρα υπάρχουν ακριβώς δύο περιπτώσεις. Η πρώτη είναι Gal(L/F ) ∼= {idL} και η
δεύτερη είναι Gal(L/F ) ∼= Zp. Παρατηρούµε ότι στην πρώτη περίπτωση

LGal(L/F ) = L.

΄Οµως η L/Zp είναι επέκταση του Galois και σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της
Θεωρίας Galois,

LGal(L/F ) = F.

Εποµένως, αν Gal(L/F ) ∼= {idL} τότε L = F και εποµένως το xp − a δεν είναι ανάγωγο
στο F [x] και αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο F [x]. Σύµφωνα µε το
Θώρηµα 5.3.1 η δεύτερη περίπτωση ισχύει ακριβώς όταν το xp − a είναι ανάγωγο.

Παράδειγµα 5.3.3. ΄Εστω E, υπόσωµα του C, έτσι ώστε E να είναι το σώµα ανάλυσης
του f(x) = xp − 2 ∈ Q[x], όπου p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός. Σηµειώνουµε ότι E/Q
είναι επέκταση του Galois. Το f(x) ∈ Q[x] είναι ανάγωγο σύµφωνα µε το κριτήριο του



92 Θ. Θεοχάρη-Αποστολίδη, Χ. Χαραλάµπους Θεωρία Galois

Eisenstein και irr(Q, p
√

2)(x) = xp − 2. Σηµειώνουµε ότι E/Q είναι επέκταση του Galois.
Οι ϱίζες του f(x) στο E είναι :

p
√

2,
p
√

2ω, . . . ,
p
√

2ωp−1,

όπου ω είναι µία πρωταρχική p-ϱίζα της µονάδας. ΄Αρα

E = Q(ω,
p
√

2).

Από το ακόλουθο διάγραµµα των επεκτάσεων

E

Q(ω) Q( p
√

2)

Q

Σχήµα 5.2: Σώµα ανάλυσης του xp − 2 και υποσώµατα.

παρατηρούµε ότι
[Q(ω) : Q] = deg Φ(p) = φ(p) = p− 1

και ότι
[Q(

p
√

2) : Q] = deg irr(Q, p
√

2)(x) = p.

΄Αρα οι ϕυσικοί αριθµοί p − 1 και p διαιρούν τον [E : Q] και αφού (p, p − 1) = 1, έπεται
ότι το γινόµενο p(p− 1) διαιρεί τον [E : Q] και εποµένως [E : Q] ≥ p(p− 1). Επίσης,

[E : Q] = [E : Q(ω)][Q(ω) : Q]

και
[E : Q(ω)] = [Q(ω),

p
√

2) : Q(ω)] ≤ p,

αφού
√

2 είναι ϱίζα του xp − 2 ∈ Q[ω]. Από τις ανισότητες

p(p− 1) ≤ [E : Q] ≤ p [Q(ω) : Q] = p(p− 1),

έπεται ότι
[E : Q] = p(p− 1)

και ότι [E : Q(ω)] = p. ΄Αρα το f(x) είναι ανάγωγο πάνω από το Q(ω). Από το Θεώρηµα
5.3.1 προκύπτει ότι

Gal (E/Q(ω)) ∼= Zp,

ενώ από το Πόρισµα 5.1.5 προκύπτει ότι

Gal (Q(ω) : Q) ∼= Z∗p.

Η επέκταση Q(ω)/Q είναι επέκταση του Galois και εποµένως

Gal (E/Q(ω)) � Gal(E/Q).
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΄Εστω σ, τ , τα στοιχεία της Gal(E/Q), όπως αυτά καθορίζονται από τη δράση τους στα
στοιχεία p

√
2 και ω του E:

σ : p
√

2 7→ p
√

2ω, ω 7→ ω

τ : p
√

2 7→ p
√

2, ω 7→ ω2.

Εύκολα επιβεβαιώνει κανείς ότι στ 6= τσ και άρα η οµάδα Gal(E/Q) δεν είναι αβελιανή.

Ορισµός 5.3.4. Μία επέκταση σωµάτων E/F λέγεται κυκλική (cyclic) αν E/F είναι επέ-
κταση του Galois και αν η οµάδα Gal(E/F ) είναι κυκλική.

Παραδείγµατα 5.3.5.

1. ΄Εστω E = Q(ω), όπου ω = e2πi/p, για κάποιον πρώτο ϕυσικό αριθµό p. Σύµφωνα
µε το Πόρισµα 5.1.5, η επέκταση E/Q είναι κυκλική.

2. ΄Εστω ω = eπi/4 και E = Q(ω). Η κυκλοτοµική επέκταση E/Q δεν είναι κυκλική,
ϐλ. Παράδειγµα 5.1.6.1.

Το επόµενο ϑεώρηµα χαρακτηρίζει τις κυκλικές επεκτάσεις. Αν a ∈ C, µε n
√
a συµβολί-

Ϲουµε µία οποιαδήποτε ϱίζα του πολυωνύµου xn − a στο C.

Θεώρηµα 5.3.6. ΄Εστω F ⊂ C ένα σώµα που περιέχει όλες τις n-ϱίζες της µονάδας πάνω
από το Q. Μία επέκταση E/F είναι κυκλική ϐαθµού n αν και µόνο αν E = F ( n

√
a), για

κάποιο a ∈ F .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι E = F ( n
√
a), για κάποιο a ∈ F . Τότε η επέκταση E/F είναι κυκλική

σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.3.1, αφού κάθε υποοµάδα κυκλικής οµάδας είναι κυκλική.
Αντίστροφα, έστω ότι η επέκταση E/F είναι κυκλική ϐαθµού n και έστω ότι το σ

παράγει την Gal(E/F ), δηλ.

Gal(E/F ) = 〈σ〉 = {idE, σ, . . . , σn−1}.

΄Εστω ω µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας. Τα στοιχεία της οµάδας Gal(E/F ) είναι
γραµµικά ανεξάρτητα πάνω από το σώµα E, ϐλ. Θεώρηµα 3.4.2. Εποµένως, ο γραµµικός
συνδυασµός

h = idE +ωσ + · · ·+ ωn−1σn−1 : E −→ E

δεν είναι η µηδενική συνάρτηση στο E και υπάρχει ένα στοιχείο b ∈ E τέτοιο ώστε
h(b) 6= 0. ΄Εστω γ = h(b). Τότε

γ = b+ σ(b)ω + · · ·+ σn−1(b)ωn−1. (5.3.6.1)

και ϑεωρούµε την επέκταση F (γ)/F . ΄Ετσι

F ⊂ F (γ) ⊂ E.

Παρατηρούµε ότι, αφού ο ϐαθµός της επέκτασης E/F είναι n, (δηλ. [E : F ] = n), ο
ϐαθµός της επέκτασης F (γ)/F διαιρεί το n και άρα [F (γ) : F ] ≤ n. Θα αποδείξουµε ότι

[F (γ) : F ] = n και F (γ) = E.
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Πράγµατι,

σ(γ) = σ(b) + σ2(b)ω + · · ·+ σn−1(b)ωn−2 + bωn−1 = ωn−1γ

σ2(γ) = ωn−1σ(γ) = ωn−1ωn−1σ(γ) = ωn−2γ

...

σn−1(γ) = ωγ.

΄Αρα τα στοιχεία γ, σ(γ), . . . , σn−1(γ) είναι όλα διακεκριµένα. Σύµφωνα µε την άσκηση
2.4.19, έπεται ότι deg irr(F,γ)(x) ≥ n και εποµένως deg irr(F,γ)(x) = n. ΄Αρα

n = deg irr(F,γ)(x) = [F (γ) : F ] ⇒ E = F (γ).

Μένει να δείξουµε ότι υπάρχει στοιχείο a στο F έτσι ώστε το γ να είναι ϱίζα του πολυωνύµου
xn − a ∈ F [x]. Πράγµατι, ϑέτουµε a = γn. Θα αποδείξουµε ότι a ∈ F . Παρατηρούµε ότι
για 0 ≤ i ≤ n− 1,

σi(a) = σi(γn) =
(
σi(γ)

)n
=
(
ωn−iγ

)n
= γn = a.

΄Αρα a ∈ EGal(E/F ). ΄Οµως η E/F είναι επέκταση του Galois και σύµφωνα µε το Θεµελιώ-
δες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, EGal(E/F ) = F . ΄Αρα το a ∈ F και το γ είναι ϱίζες του
xn − a ∈ F [x]. Με άλλα λόγια, E = F ( n

√
a) και αποδείχτηκε το αντίστροφο.

Το στοιχείο γ λέγεται επιλύουσα του Lagrange (Lagrange’s resolvent) για τα στοιχεία
b, ω και σ.

5.4 Ασκήσεις

1. Να υπολογίσετε τα Φ8(x) και Φ9(x).

2. Να εξετάσετε αν το x(p−1)p + x(p−2)p + · · ·+ x2p + xp + 1 είναι ανάγωγο όταν ο p είναι
πρώτος ϕυσικος αριθµός.

3. ΄Εστω F ένα σώµα µε charF = 0, a ∈ F και E το σώµα ανάλυσης του πολυωνύµου
xn − a, όπου n είναι ϕυσικός αριθµός. Αν ω είναι µία πρωταρχική n-ϱίζα της
µονάδας, να αποδείξετε ότι

(αʹ) η επέκταση F (ω)/F είναι επέκταση του Galois.
(ϐʹ) η σειρά Gal(E/E) � Gal(E/F (ω)) � Gal(E/F ) είναι επιλύσιµη.

4. ΄Εστω E το σώµα ανάλυσης του x5 − 1 πάνω από το Z2. Να ϐρείτε όλα τα ενδιάµεσα
υποσώµατα.

5. ΄Εστω E το σώµα ανάλυσης του x5 − 1 πάνω από το Q. Να ϐρείτε όλα τα ενδιάµεσα
υποσώµατα.

6. Να αποδείξετε ότι για p πρώτο, p > 2,

Φ2p(x) = xp−1 − xp−2 + · · · − x+ 1.

7. ΄Εστω E το κυκλοτοµικό σώµα τάξης 12 πάνω από τοQ. Να ϐεθούν όλα τα ενδιάµεσα
σώµατα.
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8. ΄Εστω n > 2 ένας ϑετικός ακέραιος και ω µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας πάνω
από το Q. Να αποδείξετε ότι

[Q
(
ω + ω−1

)
: Q] =

φ(n)

2
.
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Κεφάλαιο 6

Εφαρµογές

Στο Κεφάλαιο αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε τα εργαλεία της Θεωρίας Galois, για να απα-
ντήσουµε σε ερωτήµατα που ϑέσαµε στην αρχή του συγγράµµατος. ΄Ετσι, δοθέντος ενός
πολυωνύµου, ϑα ϐρούµε ικανή και αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει ακριβής τύπος για
τις ϱίζες του πολυωνύµου, δηλ. το Θεώρηµα του Galois. Θα ϐρούµε επίσης ικανή και α-
ναγκαία συνθήκη για να είναι κατασκευάσιµο κάποιο σηµείο του πραγµατικού επιπέδου.
Τέλος, ϑα δώσουµε µία, κατά ϐάση αλγεβρική, απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος
της ΄Αλγεβρας.

6.1 Επιλυσιµότητα µε ϱιζικά

Στην Ενότητα 1.1.2 δώσαµε µία ιστορική αναφορά για την εύρεση των ϱιζών ενός πο-
λυωνύµου µε συντελεστές από το Q. Είδαµε ότι υπάρχουν τύποι για την εύρεση ϱιζών
όλων των πολυωνύµων του Q[x] µε ϐαθµό ≤ 4. Είδαµε επίσης, ότι υπάρχουν πολυώνυµα
ϐαθµού µεγαλύτερου του 4 που επιλύονται µε ϱιζικά και οι ϱίζες τους προκύπτουν από
συνδυασµό πράξεων, όπως η πρόσθεση, ο πολλαπλασιασµός αλλά και εξαγωγή ϱιζικών
στοιχείων του Q. Στο εδάφιο αυτό ϑα αποδείξουµε το σηµαντικό Θεώρηµα του Galois,
όπου δίνεται µία ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα πολυώνυµο επιλύσιµο µε
ϱιζικά.

Θα ξεκινήσουµε µε τον ακριβή ορισµό της έκφρασης «επιλύεται µε ϱιζικά», όπως προ-
κύπτει από τη µελέτη των αλγεβρικών επεκτάσεων σωµάτων που έχουµε αναπτύξει.

Ορισµός 6.1.1. ΄Εστω F ⊂ C ένα σώµα και a ένα στοιχείο του C αλγεβρικό πάνω από το
F . Θα λέµε ότι το στοιχείο a εκφράζεται µε ϱιζικά (expressed with radicals) αν ανήκει σε
ένα σώµα E τέτοιο ώστε να υπάρχει µία ακολουθία σωµάτων

F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fi ⊂ Fi+1 ⊂ · · · ⊂ Fs = E, (6.1.1.1)

για κάποιον ϕυσικό αριθµό s, όπου

Fi+1 = Fi ( ni
√
ai) ,

για κάποιο ai ∈ Fi και ni ϕυσικό αριθµό, 0 ≤ i ≤ s− 1. Με ni
√
ai συµβολίζουµε µία ϱίζα

του πολυωνύµου
xni − ai ∈ Fi[x].

Η ακολουθία (6.1.1.1) λέγεται ϱιζική ακολουθία (radical sequence) σωµάτων και η
επέκταση E/F λέγεται ϱιζική επέκταση (radical extension). ΄Ενα πολυώνυµο f(x) ∈

97
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F [x] λέγεται επιλύσιµο µε ϱιζικά (resolved by radicals) πάνω από το F , αν κάθε ϱίζα
του εκφράζεται µε ϱιζικά, δηλ. αν υπάρχει µία ϱιζική επέκταση που περιέχει το σώµα
ανάλυσης του f(x) πάνω από το F .

Παραδείγµατα 6.1.2.

1. Αν ω είναι µία n-ϱίζα της µονάδας, τότε το ω εκφράζεται µε ϱιζικά πάνω από το Q,
ως ϱίζα του πολυωνύµου xn − 1 ∈ Q[x], σύµφωνα µε τη ϱιζική ακολουθία σωµάτων
Q ( Q(ω).

2. ΄Εστω a = 1 +
√

2 +
√

1 +
√

2 και b = 1 +
√

2. Θεωρούµε την ακολουθία

Q ( Q
(√

2
)
( F1(

√
b).

Η ακολουθία αυτή είναι ϱιζική. Πράγµατι, έστω F1 = Q
(√

2
)

και F2 = F1(
√
b).

Τότε

• το
√

2 είναι ϱίζα του x2 − 2 ∈ Q[x],
• το

√
b είναι ϱίζα του x2 − (1 +

√
2) ∈ F1[x],

• το a ∈ F2.

Εποµένως, το a εκφράζεται µε ϱιζικά πάνω από το Q. Ο αναγνώστης καλείται να
αποδείξει ότι η F2/F1 είναι γνήσια επέκταση του F1, (ϐλ. άσκηση 6.4.1).

3. ΄Εστω F ⊂ C ένα σώµα που περιέχει όλες τις n-ϱίζες της µονάδας, δηλ. τις ϱίζες του
xn − 1 ∈ F [x]. Αν a ∈ F , τότε το πολυώνυµο f(x) = xn − a ∈ F [x] είναι επιλύσιµο
µε ϱιζικά, µε ϱιζική ακολουθία την

F ⊂ F
(

n
√
a
)
.

4. Η επέκταση Q ⊂ Q
(

3
√

2
)
είναι ϱιζική, αλλά όχι επέκταση του Galois.

5. ΄Εστω f(x) = x3 + q(x) + r ∈ Q[x]. Οι ϱίζες του f(x) δίνονται από τους τύπους
y + z, ωy + ω2

3z, ω
2y + ωz, όπου

ω = e2πi/3 ,

y =

(
1

2

(
−r +

√
r2 +

4q3

27

)) 1
3

και

z =

(
1

2

(
−r −

√
r2 +

4q3

27

)) 1
3

,

ϐλ. Ενότητα V του Παραρτήµατος. Παρατηρούµε ότι οι ϱίζες του f(x) εκφράζονται
µε τη ϐοήθεια των πράξεων της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού και µε την
εξαγωγή ϱιζών δευτέρου και τρίτου ϐαθµού. Το σώµα L = Q(y+ z, ωy+ω2z, ω2y+
ωz) είναι σώµα ανάλυσης του f(x). Θέτουµε b = r2 + 4q3/27 και ϑεωρούµε τα
στοιχεία

α1 = e2πi/6, α2 =
√
b, α3 = y, a4 = z
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και τα αντίστοιχα σώµατα

B1 = Q(α1), B2 = B1(α2), B3 = B2(α3), B4 = B3(α4).

Είναι ϕανερό ότι L ⊂ B4 αφού w = α2
1 ∈ B4 και όλες οι ϱίζες του f(x) ανήκουν στο

B4. Η ακολουθία
Q ( B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ B4 (6.1.2.1)

είναι ϱιζική αφού

b ∈ B1, α3
3 =
−r + α2

2
∈ B2, α3

4 =
−r − α2

2
∈ B4

και

• α1 είναι ϱίζα του x12 − 1 ∈ Q[x],
• α2 είναι ϱίζα του x2 − b ∈ B1[x],
• α3 είναι ϱίζα του x3 − α3

3 ∈ B2[x],
• α4 είναι ϱίζα του x3 − α3

4 ∈ B3[x].

Εποµένως, το πολυώνυµο f(x) επιλύεται µε ϱιζικά. Σηµειώνουµε ότι αφού ω ∈ B1,
οι 3 ϱίζες του x3 − α3

3, δηλ. οι a3, ωa3, ω2a3 ανήκουν στο B3. Εποµένως το B3 είναι
το σώµα ανάλυσης του πολυωνύµου x3 − α3

3 ∈ B2[x].

Το επόµενο ϑεώρηµα οφείλεται στον Galois και δίνει ικανή και αναγκαία συνθήκη για
να είναι το πολυώνυµο f(x) είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά. Παραπέµπουµε στο Παράρτηµα I
για τους σχετικούς ορισµούς και τα αναγκαία ϑεωρήµατα από τη Θεωρία Οµάδων.

Θεώρηµα 6.1.3 (Θεώρηµα του Galois). ΄Εστω F ⊂ C ένα σώµα, f(x) ∈ F [x] µε σώµα
ανάλυσης το L. Το πολυώνυµο f(x) είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά πάνω από το Q αν και µόνο
αν η οµάδα Gal(L/F ) είναι επιλύσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω G = Gal(L/F ) και έστω ότι το πολυώνυµο f(x) ∈ F [x] είναι επιλύσιµο
µε ϱιζικά. Τότε υπάρχει µία ϱιζική επέκταση E/F , τέτοια ώστε το σώµα ανάλυσης L του
f(x) να περιέχεται στο E. Εφόσον η επέκταση E/F είναι ϱιζική, υπάρχει µία ϱιζική
ακολουθία

F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fs = E, (6.1.3.1)

για κάποιον ϕυσικό αριθµό s, όπου για 1 ≤ i ≤ s, Fi = Fi−1( ni
√
ai), τα ai ∈ Fi−1 και

οι ni είναι ϕυσικοί αριθµοί. ΄Οµως, η επέκταση E/F µπορεί να µην είναι επέκταση του
Galois. Για να εφαρµόσουµε τα εργαλεία της Θεωρίας Galois, ϑα ϑεωρήσουµε µία νέα
ϱιζική ακολουθία (ϐλ. την ακολουθία (6.1.3.2)), που καταλήγει σε επέκταση του Galois.
΄Εστω λοιπόν

n = ΕΚΠ(n1, . . . , ns) και ω = e2πi/n.

Επίσης, ϑέτουµε
F ′i = Fi(ω), για 0 ≤ i ≤ s,

και ϑεωρούµε τη παρακάτω ακολουθία σωµάτων, µε µήκος κατά ένα µεγαλύτερο της
ακολουθίας (6.1.3.1):

F ⊂ F ′0 ⊂ F ′1 · · · ⊂ F ′s. (6.1.3.2)

Αφού,
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• ω είναι ϱίζα του xn − 1 ∈ F [x],
• F ′i = F ′i ( ni

√
ai) και ai ∈ F ′i−1, για 1 ≤ i ≤ s,

έπεται ότι και η ακολουθία (6.1.3.2) είναι ϱιζική. Παρατηρούµε, τώρα, ότι F ′0/F είναι
επέκταση του Galois ως σώµα ανάλυσης του διαχωρίσιµου πολυωνύµου xn − 1 ∈ F [x].
Επίσης, η επέκταση F ′i/F ′i−1 είναι επέκταση του Galois, για 0 ≤ i ≤ s, ως σώµα ανάλυσης
του πολυωνύµου

xni − ai ∈ F ′i−1[x].

΄Εστω, λοιπόν, E ′ = F ′s, V = Gal(E ′/F ) και Vi = Gal(E ′/F ′i ), για 0 ≤ i ≤ s. Τότε
Vi � Vi+1 και Vi/Vi+1 ↪→ Gal(F ′i+1/F

′
i ), για 0 ≤ i ≤ s. (ϐλ. Θεώρηµα 3.3.2). Θεωρούµε

την κανονική σειρά υποοµάδων της V :

V � V0 � · · · � Vs−1 � Vs = {e}. (6.1.3.3)

Παρατηρούµε ότι για 0 ≤ i ≤ s, η οµάδα πηλίκον Vi/Vi+1 είναι αβελιανή, ως υποοµάδα
της κυκλικής οµάδας Gal

(
F ′i ( ni
√
ai)/F

′
i

)
(ϐλ. Θεώρηµα 5.3.6). Επίσης,

V/V0
∼= Gal(F ′0/F ) = Gal(F (ω)/F )

είναι αβελιανή οµάδα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.1.4. Εποµένως η κανονική σειρά
(6.1.3.3) είναι επιλύσιµη και άρα η οµάδα V είναι επιλύσιµη. Αφού

G = Gal(L/F ) ∼= Gal(E ′/F )/Gal(E ′/L),

έπεται ότι η G είναι επιλύσιµη οµάδα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα I.29.
Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι η G = Gal(L/F ) είναι επιλύσιµη. Θεωρούµε µία

πρωταρχική m-ϱίζα της µονάδας ω, όπου m = |G|. Παρατηρούµε ότι, αφού F ⊂ L, το
µικρότερο σώµα που περιέχει τα σώµατα L και F (ω) ταυτόχρονα, δηλ. το LF (ω), είναι το
σώµα L(ω). ΄Ετσι, έχουµε το διάγραµµα σωµάτων που απεικονίζεται στο Σχήµα 6.1.

L(ω)

L(ω) = LF (ω)

F (ω) L

F (ω) ∩ L

F

Σχήµα 6.1: ∆ιάγραµµα υποσωµάτων του L(ω)

Η επέκταση L(ω)/L είναι επέκταση του Galois, αφού είναι σώµα ανάλυσης του διαχω-
ϱισίµου πολυωνύµου xm−1 ∈ L[x]. Επίσης, L(ω)/F (ω) είναι επέκταση του Galois, αφού
είναι σώµα ανάλυσης του f(x) ∈ F (ω), ϐλ. άσκηση 3.7.13. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα
3.5.3, έπεται ότι

Gal (L(ω)/F (ω)) ∼= Gal (L/(F (ω) ∩ L)) .
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΄Εστω H = Gal (L(ω)/F (ω)). Ο παραπάνω ισοµορφισµός δείχνει ότι η H είναι ισόµορφη
µε υποοµάδα της G. Επειδή η οµάδα G είναι επιλύσιµη, έπεται ότι και η H είναι επιλύ-
σιµη και υπάρχει µία κανονική σειρά από υποοµάδες της H, µε κυκλικούς παράγοντες
τάξης πρώτου αριθµού (Θεώρηµα I.29):

H = H0 � H1 � · · · � Hr = {e},

όπου |Hi/Hi+1| = pi, για κάποιον πρώτο ϕυσικό αριθµό pi, 0 ≤ i ≤ r. Παρατηρούµε
ότι ο pi διαιρεί την τάξη της H, για 0 ≤ i ≤ r, όπως µπορεί εύκολα να αποδειχθεί µε
επαγωγή στο r και µε το Θεώρηµα του Lagrange. Εποµένως, ο pi διαιρεί την τάξη της G,
δηλ. pi|m, για 0 ≤ i ≤ r. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το σώµα

Ei = L(ω)Hi , 0 ≤ i ≤ r.

Αφού Hi είναι υποοµάδα της Gal (L(ω)/F (ω)), το σώµα Ei είναι ενδιάµεσο σώµα της
επέκτασης L(ω)/F (ω) και έτσι προκύπτει η παρακάτω ακολουθία σωµάτων

F (ω) = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er = L(ω). (6.1.3.4)

Σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois και χρησιµοποιώντας την ιδιό-
τητα (ii), παρατηρούµε ότι

Hi = Gal(L(ω)/Ei), για 0 ≤ i ≤ r.

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois και χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (iii),
συµπεραίνουµε ότι Ei/Ei−1 είναι επέκταση Galois, αφού Hi � Hi+1, για 1 ≤ i ≤ r, ενώ

Gal(Ei/Ei−1) ∼= Hi−1/Hi
∼= (Zpi ,+).

Αφού ω είναι πρωταρχική m-ϱίζα της µονάδας και ανήκει σε κάθε Ei και pi | m , για
0 ≤ i ≤ r, είναι ϕανερό ότι το Ei περιέχει όλες τις pi-ϱίζες της µονάδας. Αφού Ei/Ei−1

είναι κυκλική για 1 ≤ i ≤ r, από το Θεώρηµα 5.3.6 προκύπτει ότ υπάρχει ai ∈ Ei−1,
τέτοιο ώστε

Ei = Ei−1 ( pi
√
ai) .

΄Αρα η ακολουθία σωµάτων

F ⊂ F (ω) = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er = L(ω)

είναι µία ϱιζική ακολουθία, δηλ. η L(ω)/F είναι µία ϱιζική επέκταση, η οποία περιέχει
το σώµα ανάλυσης L του f(x) ∈ F [x]. ΄Αρα το f(x) είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά.

Παράδειγµα 6.1.4. ΄Εστω f(x) = x5 − 4x + 2 ∈ Q[x] και έστω E το σώµα ανάλυσης του
f(x) πάνω από το Q. Στο Παράδειγµα 3.2.6 αποδείξαµε ότι Gal(E/Q) ∼= S5. Αφού η G
δεν είναι επιλύσιµη (ϐλ. Θεώρηµα I.35) το f(x) δεν είναι επιλύσιµο µε ϱιζικά.

Στο [6, 4.5] αναφέρεται ένας αλγόριθµος επίλυσης ενός πολυωνύµου επιλύσιµου µε
ϱιζικά. Επίσης στο [6,4.9] δίνεται η µέθοδος του Lagrange για τον υπολογισµό της οµάδας
του Galois ενός ανάγωγου πολυωνύµου χωρίς τον υπολογισµό των ϱιζών του πολυωνύµου
και µε τη χρήση της επιλύουσας του Lagrange.
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6.2 Κατασκευάσιµοι αριθµοί και πολύγωνα

Στην Ενότητα 1.1.3, εισάγαµε το ϑέµα των κατασκευών µε κανόνα και διαβήτη. ΄Ενα
σηµείο του επιπέδου είναι κατασκευάσιµο (constructible) αν προκύπτει ως σηµείο τοµής
κατασκευάσιµων ευθειών και κύκλων. Θυµίζουµε ότι για να είναι µία ευθεία κατασκευά-
σιµη, είναι αναγκαίο να έχουν προσδιοριστεί δύο κατασκευάσιµα σηµεία επί της ευθείας,
ενώ για να είναι ένας κύκλος κατασκευάσιµος, είναι αναγκαίο το κέντρο και η ακτίνα του
κύκλου να είναι κατασκευάσιµα. Αν ταυτίσουµε την αρχική κατασκευάσιµη ευθεία µε
την ευθεία των πραγµατικών αριθµών, το Ϲήτηµα που τίθεται είναι ο προσδιορισµός των
πραγµατικών αριθµών που είναι κατασκευάσιµοι. Στην Ενότητα 1.1.3, είδαµε ότι αν F
είναι το σύνολο των κατασκευάσιµων αριθµών, τότε το F είναι υπόσωµα του R. Αυτόµατα,
λοιπόν, το F περιέχει ως πρώτο σώµα τους ϱητούς. Είδαµε επίσης ότι αν a ∈ R και
a2 ∈ Q, τότε a ∈ F . ΄Ετσι είναι ϕανερό ότι

Q ( F ⊂ R

και ότι ο ϐαθµός [F : Q] = ∞, ϐλ. άσκηση 6.4.4. Ποιοι πραγµατικοί αριθµοί είναι,
λοιπόν, κατασκευάσιµοι ; Η κατασκευή κατασκευάσιµων σηµείων γίνεται µε τη χρήση
εργαλείων µε αναφορά στο επίπεδο (τον κανόνα και τον διαβήτη). Για να µπορέσουµε
να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα, ϑα εισάγουµε την έννοια του πλέγµατος του K
(lattice of K), δηλ. το σύνολο K × K, για κάθε ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης F/Q.
Γεωµετρικά, για κάθε τέτοιο σώµα K, τοποθετούµε το πλέγµα του K εντός του R2. ΄Ετσι,
αν το k ∈ K, το στοιχείο (k, 0) εµφανίζεται µε κόκκινο στο σχήµα 6.2.

Σχήµα 6.2: Το πλέγµα του K στο R2.

Σηµειώνουµε ότι τα στοιχεία του K είναι κατασκευάσιµοι αριθµοί. Είναι εύκολο
να συµπεράνει κανείς ότι τα σηµεία του πλέγµατος του K είναι κατασκευάσιµα. Θα
λέµε ότι µία ευθεία είναι κατασκευάσιµη εντός του K αν περνά από δύο σηµεία του
πλέγµατος του K. Θα λέµε ότι ένας κύκλος είναι κατασκευάσιµος εντός του K αν το
κέντρο του είναι στο πλέγµα του K και η ακτίνα του είναι στο K. Θα λέµε ότι ένα σηµείο
κατασκευάζεται από το K σε ένα ϐήµα, αν το σηµείο προκύπτει ως σηµείο τοµής είτε δύο
ευθειών κατασκευάσιµες εντός τουK, είτε µίας ευθείας και ενός κύκλου κατασκευάσιµων
εντός του K, είτε δύο κύκλων κατασκευάσιµων εντός του K. Αφήνουµε την απόδειξη των
προτάσεων της επόµενης παρατήρησης ως εύκολη άσκηση για τον αναγνώστη, ϐλ. άσκηση
6.4.5.

Παρατήρηση 6.2.1. ΄Εστω ότι K είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης F/Q, όπου F το
υπόσωµα των κατασκευάσιµων αριθµών στο R.

i) Αν c ∈ F , τότε τα στοιχεία του K(c) είναι και αυτά στο F .
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ii) Αν l είναι µία κατασκευάσιµη ευθεία εντός του K, τότε η εξίσωση της ευθείας είναι
της µορφής ax+ by + c = 0, όπου a, b, c ∈ K.

iii) Αν C είναι ένας κύκλος κατασκευάσιµος εντός του K, τότε η εξίσωση του C είναι της
µορφής x2 + y2 + ax+ by + c = 0 όπου a, b, c ∈ K.

΄Εστω, λοιπόν, ότι K είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης F/Q, όπου F το υπόσωµα
των κατασκευάσιµων αριθµών στο R. Είναι ϕανερό ότι η τοµή δύο ευθειών µε συντελεστές
από το K ϑα δώσει σηµείο που ήδη ϐρίσκεται στο πλέγµα του K. Επίσης είναι εύκολο να
δει κανείς ότι το πρόβληµα εύρεσης σηµείου τοµής δύο κύκλων ανάγεται στο πρόβληµα
εύρεσης τοµής ενός κύκλου και µίας ευθείας, ϐλ. άσκηση 6.4.6. ΄Ετσι, για να ϐρούµε
σηµεία κατασκευάσιµα από το K εκτός του πλέγµατος του K αρκεί να επικεντρωθούµε
σε σηµεία τοµής µίας ευθείας και ενός κύκλου µε συντελεστές από το K.

Λήµµα 6.2.2. ΄Εστω K υπόσωµα του R. Αν l : ax + by + c = 0 είναι µία ευθεία στο
R2, όπου a, b, c ∈ K και C : x2 + y2 + dx + ey + f = 0 είναι ένας κύκλος στο R2, όπου
d, e, f ∈ K, έτσι ώστε l, C να έχουν σηµεία τοµής στο R2, τότε υπάρχει q ∈ R τέτοιος ώστε
τα σηµεία τοµής των l και C να ανήκουν στο πλέγµα του K(q).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι a 6= 0. Λύνοντας την εξίσωση της l ως προς το a και αντικαθιστώντας
στην εξίσωση του C προκύπτει µία εξίσωση δευτέρου ϐαθµού ως προς το y µε συντελεστές
από το K. Η τετραγωνική ϱίζα της διακρίνουσας είναι το Ϲητούµενο q. Σηµειώνουµε,
ότι αφού l, C τέµνονται, η διακρίνουσα είναι ϑετική και q ∈ R. Αν a = 0, κάνουµε το
αντίστοιχο λύνοντας ως προς y.

Είναι ϕανερό ότι αν ένα σηµείο στο επίπεδο είναι κατασκευάσιµο, τότε το σηµείο τοµής
της ευθείας που περνά από αυτό το σηµείο και είναι κάθετη στην πραγµατική ευθεία
είναι κατασκευάσιµο, ϐλ. άσκηση 1.5.1. ∆ιαδοχική, λοιπόν, εφαρµογή του παραπάνω
Λήµµατος οδηγεί στο εξής συµπέρασµα:

Θεώρηµα 6.2.3. Το c ∈ R είναι κατασκευάσιµο αν και µόνο αν υπάρχει µία ακολουθία
σωµάτων

Q = K0 ⊂ K1 · · · ⊂ Kt

έτσι ώστε c ∈ Kt και [Ki+1 : Ki] = 2, i = 1, . . . , t− 1.

Απόδειξη. Οι παρατηρήσεις πριν την εκφώνηση του Θεωρήµατος 6.2.3, δείχνουν ότι η
συνθήκη είναι αναγκαία. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ϑα δείξουµε ότι αν K είναι
ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης F/Q, όπου F το υπόσωµα των κατασκευάσιµων αριθµών
στο R και L/K είναι µία επέκταση µε [L : K] = 2, τότε L ⊂ F . Πράγµατι, έστω a ένα
στοιχείο του L που δεν ανήκει στο K. Τότε K(a) = L και deg irr(K,a)(x) = 2. ΄Εστω ότι

f(x) = irr(K,a)(x) = x2 + bx+ c.

Οι ϱίζες του f(x), και εποµένως και το a, προκύπτουν από τον τύπο

−b±
√
b2 − 4ac

2
. (6.2.3.1)

Αφού b2 − 4c ∈ K, έπεται ότι
√
b2 − 4c ∈ F (ϐλ. άσκηση 1.5.2). Αφού το F είναι σώµα,

από τον τύπο (6.2.3.1) συµπεραίνουµε ότι a ∈ F . Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι αν K είναι
ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης F/Q, όπου F το υπόσωµα των κατασκευάσιµων αριθµών
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στο R και L/K είναι µία επέκταση µε [L : K] = 2, τότε L ⊂ F . ΄Εστω, λοιπόν, ότι υπάρχει
µία ακολουθία σωµάτων

Q = K0 ⊂ K1 · · · ⊂ Kt

έτσι ώστε c ∈ Kt και [Ki+1 : Ki] = 2, i = 1, . . . , t − 1. Εφαρµόζοντας διαδοχικά το
προηγούµενο ϐήµα προκύπτει ότι το c είναι κατασκευάσιµο.

Το παρακάτω συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 6.2.3.

Πόρισµα 6.2.4. Αν το c ∈ R είναι κατασκευάσιµο, τότε το c είναι αλγεβρικό στοιχείο πάνω
από το Q και deg irr(Q,c)(x) = 2n, για n ∈ N≥0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το c είναι κατασκευάσιµο και έστω K0, . . . , Kt, όπως στο Θεώρηµα
6.2.3. Αφού [Kt : Q] = 2t, έπεται ότι ο ϐαθµός [Q(c) : Q] διαιρεί το 2t. Εποµένως, αφού
deg irrQ,c(x) = [Q(c) : Q], έπεται ότι ο ϐαθµός του ανάγωγου πολυωνύµου του c πάνω
από το Q είναι µία δύναµη του 2.

Παράδειγµα 6.2.5. Το a = 3
√

5 δεν είναι κατασκευάσιµο, αφού irr(Q,a)(x) = x3 − 5.

Σηµειώνουµε, ότι η συνθήκη του Πορίσµατος 6.2.4 είναι αναγκαία αλλά δεν είναι
ικανή για να είναι το c ∈ R κατασκευάσιµο. ΄Ετσι, το Πόρισµα 6.2.4 δεν είναι ισοδύναµο
µε το Θεώρηµα 6.2.3. Σύµφωνα µε την άσκηση 6.4.7, για να είναι το c κατασκευάσιµο,
είναι απαραίτητο ο ϐαθµός της επέκτασης L/Q πάνω από το Q να είναι δύναµη του 2,
όπου L το σώµα ανάλυσης του ανάγωγου πολυωνύµου του c πάνω από το Q.

Παράδειγµα 6.2.6. ΄Εστω f(x) = x4 + 2x− 2 ∈ Q[x]. Το f(x) είναι ανάγωγο πάνω από
το Q και δεν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι το f(x) έχει τουλάχιστον δύο πραγµατικές
ϱίζες. ΄Εστω b µία πραγµατική ϱίζα του f(x) στο σώµα ανάλυσης L του f(x) πάνω από το
Q. Μπορεί να δείξει κανείς, ότι το 3 διαιρεί την οµάδα Gal(L/Q) και εποµένως, σύµφωνα
µε την άσκηση 6.4.7, το b δεν είναι κατασκευάσιµο (ϐλ. άσκηση 6.4.8).

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε απαντήσεις στα άλυτα γεωµετρικά προβλήµατα της αρχαιό-
τητας.

Πόρισµα 6.2.7. Μία γωνία 60◦ δεν µπορεί να τριχοτοµηθεί µε κανόνα και διαβήτη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ήταν δυνατόν να τριχοτοµηθεί η γωνία των 60◦. Τότε ϑα ήταν δυνα-
τόν να κατασκευασθεί ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε γωνίες 20◦ και 70◦. Εποµένως ϑα ήταν
δυνατόν να κατασκευασθεί και ο πραγµατικός αριθµός cos(20) ως πηλίκο δύο κατασκευά-
σιµων αριθµών, ϐλ. άσκηση 1.5.3. ΄Εστω a = cos(20). Από τους τριγωνοµετρικούς τύπους
γνωρίζουµε ότι

cos(3θ) = 4 cos3(θ)− 3 cos(θ).

Αφού cos(60◦) = 1/2, συµπεραίνουµε ότι το a είναι ϱίζα του πολυωνύµου 8x3 − 6x − 1.
Το πολυώνυµο αυτό δεν έχει ϱίζες στο Q και είναι ανάγωγο στο Q[x]. Εποµένως,

irr(Q,a)(x) = x3 − 3

4
x− 1

8
,

και [Q(a)) : Q] = 3. Εποµένως το cos(20◦) δεν είναι κατασκευάσιµος αριθµός και ότι η
γωνία 60◦ δεν µπορεί να τριχοτοµηθεί µε κανόνα και διαβήτη.

Πόρισµα 6.2.8. ∆εν είναι δυνατόν να διπλασιασθεί ένας κύβος µε κανόνα και διαβήτη.
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Απόδειξη. ΄Εστω κύβος µε πλευρά 1. Ο νέος κύβος (διπλάσιο σε όγκο) έχει πλευρά µήκους
a = 3

√
2. Το ανάγωγο πολυώνυµο του a είναι x3 − 2 και [Q(a) : Q] = 3. ΄Αρα το a δεν

είναι κατασκευάσιµος αριθµός και ο κύβος δεν µπορεί να διπλασιαστεί µε κανόνα και
διαβήτη.

Πόρισµα 6.2.9. ∆εν είναι δυνατόν να τετραγωνίσουµε τον κύκλο.

Απόδειξη. ΄Εστω κύκλος µε ακτίνα 1. Εάν ήταν δυνατό να κατασκευάσουµε ένα τετράγωνο
µε εµβαδό π, τότε η ακµή του τετραγώνου ϑα είχε µήκος

√
π. ΄Οµως, ο π και κατά

συνέπεια και ο
√
π δεν είναι αλγεβρικοί αριθµοί πάνω από το Q. Εποµένως ο

√
π δεν

είναι κατασκευάσιµος και είναι αδύνατον να τετραγωνίσουµε τον κύκλο µε κανόνα και
διαβήτη.

Θα εξετάσουµε τώρα ποιά κανονικά p-γωνα είναι κατασκευάσιµα, όταν p είναι περιττός
πρώτος αριθµός. Παρατηρούµε ότι ένα κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο αν και
µόνο αν η γωνία 2πi/n είναι κατασκευάσιµη (άσκηση 1.5.4). ΄Εστω ω = 2πi/n. Το σώµα
L = Q(ω) είναι σώµα ανάλυσης του διαχωρίσιµου πολυωνύµου xn − 1. Εποµένως, από
την άσκηση 6.4.10 προκύπτει το επόµενο συµπέρασµα.

Πρόταση 6.2.10. Το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο αν και µόνο αν [Q(ω) : Q] =
2s, όπου ω = 2πi/n.

Το επόµενο ϑεώρηµα ϕέρει το όνοµα του Gauss.

Θεώρηµα 6.2.11 (Gauss). Αν p είναι περιττός πρώτος, τότε το κανονικό p-γωνο είναι
κατασκευάσιµο αν και µόνο αν

p = 22m + 1, m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω p περιττός πρώτος, ω = e2πi/p και έστω ότι το κανονικό p-γωνο είναι
κατασκευάσιµο. Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 6.2.10, ο ϐαθµός [Q(ω) : Q] είναι δύναµη
του 2. Αφού

irr(Q,ω) = xp−1 + · · ·+ x+ 1,

έπεται ότι p − 1 = 2s, για κάποιο s ∈ N≥0. Θα πρέπει τότε και το s να είναι δύναµη του
2. Πράγµατι, αν υπάρχει περιττός αριθµός k τέτοιος ώστε s = kλ, τότε ο αριθµός

p = 2s + 1 = (2λ)k + 1

έχει ως παράγοντα το 2λ + 1, αδύνατον αφού p πρώτος. ΄Αρα p − 1 = 22m, για κάποιο
m ≥ 0.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση έστω ότι

p = 22m + 1, m ∈ N.

Εποµένως
|Gal(Q(ω)/Q)| = p− 1 = 22m,

και σύµφωνα µε την Πρόταση 6.2.10, το κανονικό p-γωνο είναι κατασκευάσιµο.

Οι πρώτοι αριθµοί της µορφής 22m + 1 λέγονται πρώτοι αριθµοί του Fermat (Fer-
mat’s prime). Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη το ϑεώρηµα που αφορά την περίπτωση του
κανονικού n-γώνου. Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [5, Theorem 1.1.6].

Θεώρηµα 6.2.12 (Θεώρηµα των Gauss-Wentzel). ΄Ενα κανονικό n-γωνο είναι κατα-
σκευάσιµο αν και µόνο αν

n = 2sp1 · · · pr,
για κάποιον ϕυσικό s, όπου p1, . . . , pr είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί του Fermat.

https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_number
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6.3 Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας

Στην Ενότητα 1.1.1 παρουσιάσαµε κάποια ιστορικά στοιχεία για το Θεµελιώδες Θεώρηµα
της ΄Αλγεβρας. Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβας εγγυάται ότι κάθε πολυώνυµο µε
µιγαδικούς συντελεστές έχει µία ϱίζα στο C. Ειδικότερα, από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της
΄Αλγεβας προκύπτει ότι αν f(x) ∈ R[x], τότε f(x) έχει µία ϱίζα στο C και κατά συνέπεια το
σώµα ανάλυσης του πολυωνύµου εµφυτεύεται στο C. Ισοδύναµα, όπως ϑα δούµε κατά τη
διάρκεια της απόδειξης του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας, η ύπαρξη µιγαδικής
ϱίζας για πολυώνυµα µε πραγµατικούς συντελεστές, συνεπάγεται την ύπαρξη µιγαδικής
ϱίζας για πολυώνυµα µε µιγαδικούς συντελεστές.

Η απόδειξη που δίνουµε σε αυτήν την ενότητα για το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλ-
γεβρας έχει κυρίως αλγεβρικό χαρακτήρα. Βέβαια, ο µαθηµατικός ορισµός του συνόλου
των πραγµατικών αριθµών χρησιµοποιεί τη γλώσσα της Μαθηµατικής Ανάλυσης για την
έννοια της πληρότητας. ΄Ετσι ένα ϑεώρηµα, που ϑεµελιωδώς αφορά το R, είναι αδύνατον
να µην χρησιµοποιεί µε κάποιο τρόπο αναλυτικά εργαλεία. Η απόδειξη που δίνουµε
χρησιµοποιεί από τη Μαθηµατική Ανάλυση το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής (Θ.Μ.Τ) (Mean
Value Theorem) για πολυώνυµα µε πραγµατικούς συντελεστές. Ο κύριος όµως κορµός
της παρούσας σύντοµης (σχετικά) απόδειξης του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας
στηρίζεται στην αντιστοιχία, ανάµεσα στις υποοµάδες µίας οµάδας Galois και τα ενδιάµε-
σα σώµατα και χρειάζεται από τη Θεωρία Οµάδων, το Θεώρηµα I.24. Για την πληρότητα
της παρουσίασης, υπενθυµίζουµε το ϐασικό Θεώρηµα της Μέσης Τιµής, που ϐασίζεται
στην πληρότητα του συνόλου των πραγµατικών αριθµών και στην έννοια της συνέχειας.

Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Θ.Μ.Τ.)΄Εστω f(x) ∈ R[x]. Εάν υπάρχουν a, b ∈ R έτσι ώστε
f(a) > 0 και f(b) < 0, τότε υπάρχει c ∈ R έτσι ώστε f(c) = 0.

Σηµειώνουµε τις παρακάτω συνέπειες του Θ.Μ.Τ.:

Πρόταση 6.3.1. ΄Εστω a ∈ R+. Τότε υπάρχει r ∈ R+ έτσι ώστε r2 = a.

Απόδειξη. ΄Εστω f(x) = x2−a ∈ R[x]. Τότε f(1+a) = 1+a2+a, άρα f(1+a) > 0. Ακόµη
f(0) = −a < 0. Από το Θ.Μ.Τ. έπεται ότι υπάρχει c έτσι ώστε f(c) = 0. Παρατηρούµε ότι
οι ϱίζες του f(x) είναι οι ±c. ΄Ετσι επιλέγουµε για r τη ϑετική ϱίζα του f(x).

Συµβολίζουµε τον ϑετικό πραγµατικό αριθµό r της προηγούµενης πρότασης µε
√
a.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς. Οι µόνες παραδοχές που κάνουµε
για τα στοιχεία του C είναι ότι

C = {a+ bi : a, b ∈ R, i2 = −1}

και ότι κάθε µιγαδικός αριθµός z ∈ C µπορεί να γραφεί στη µορφή reiθ όπου r ∈ R+.
∆εν γνωρίζουµε a priori ότι ο µιγαδικός z έχει τετραγωνική ϱίζα στο C, δηλ. ότι υπάρχει
κάποιο w ∈ C, τέτοιο ώστε w2 = C. Αυτό, λοιπόν, διευκρινίζεται µε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 6.3.2. ΄Εστω z ∈ C. Τότε υπάρχει w ∈ C, τέτοιο ώστε w2 ∈ C.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι z = reiθ, όπου r ∈ R+. Σύµφωνα µε την Πρόταση 6.3.1, υπάρχει√
r ∈ R+ και άρα w =

√
reiθ/2 ∈ C και w2 = z.

Συµβολίζουµε µε
√
z το w της προηγούµενης πρότασης. Το επόµενο αποτέλεσµα

αφορά την ύπαρξη ϱιζών (στο C) για πολυώνυµα του C[x] δεύτερου ϐαθµού.
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Πρόταση 6.3.3. ΄Εστω f(x) = z1x
2 + z2x + z3 ∈ C[x], deg f(x) = 2. Υπάρχει α ∈ C,

τέτοιο ώστε f(α) = 0. Εποµένως, δεν υπάρχει ανάγωγο πολυώνυµο στο C[x] ϐαθµού 2.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε τον γνωστό τύπο της δευτεροβάθµιας εξίσωσης. Από την
Πρόταση 6.3.2 υπάρχει µιγαδικός αριθµός

√
z2

2 − 4z1z3. Εύκολα επιβεβαιώνει κανείς ότι
οι µιγαδικοί αριθµοί

−z2 ±
√
z2

2 − 4z1z3

2z1

,

είναι ϱίζες του f(x).

Πρόταση 6.3.4. Το σώµα C δεν έχει επέκταση ϐαθµού 2.

Απόδειξη. ΄Εστω [E : C] = 2. Τότε υπάρχει a ∈ E \ C και αναγκαστικά E = C(a).
Εποµένως deg irrC,a(x) = 2. Προκύπτει άτοπο από την Πρόταση 6.3.3.

Πρόταση 6.3.5. ΄Εστω f(x) ∈ R[x] ανάγωγο κανονικό πολυώνυµο. Τότε deg f(x) = 2k.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι αν f(x) ∈ R[x] και deg f(x) είναι περιττός ακέραιος,
τότε το f(x) έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στον R. ΄Εστω, λοιπόν, ότι

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ xn ∈ R[x], όπου n = 2k + 1.

Θέτουµε

t = 1 +
i=n−1∑
i=0

|ai| > 0.

Τότε

t− 1 =
i=n−1∑
i=0

|ai|, άρα |ai| ≤ t− 1, για i = 0, . . . , n− 1.

Εποµένως,

|a0 + · · ·+ an−1t
n−1| ≤ |a0|+ · · ·+ |an−1| tn−1 ≤ (t− 1) + · · ·+ (t− 1)tn−1 =

= (t− 1)(1 + t+ · · ·+ tn−1) = tn − 1 < tn.

∆ηλαδή ∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ait
i

∣∣∣∣∣ < tn, άρα − tn < a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 < tn.

Εποµένως,
0 < (a0 + a1t+ · · ·+ an−1t

n−1) + tn = f(t).

Παρατηρούµε επίσης ότι∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ai(−t)i
∣∣∣∣∣ ≤ |a0|t+ |a1|t+ · · ·+ |an−1|tn−1

και µε τους ίδιους συλλογισµούς όπως προηγουµένως, οδηγούµαστε στις ανισότητες

−tn ≤ a0 − a1t+ · · · − an−2t
n−2 + an−1t

n−1 ≤ tn.

Αφού n = 2k + 1, έπεται ότι (−t)n = (−1)tn και άρα

f(−t) = a0 − a1t+ · · · − an−2t
n−2 + an−1t

n−1 − tn < 0.

∆είξαµε ότι αν n = 2k + 1, τότε f(t) > 0, ενώ f(−t) < 0. Σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. το f(x)
έχει µία πραγµατική ϱίζα.
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Πρόταση 6.3.6. ΄Εστω L/R µία πεπερασµένη επέκταση σωµάτων έτσι ώστε R 6= L. Τότε
[L : R] = 2n

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ L, αλλά όχι στον R. Από την Πρόταση 6.3.5, ο ϐαθµός του irr(R,a)(x)
πρέπει να είναι άρτιος. Εποµένως

[L : R] = [L : R(a)][R(a) : R]

είναι άρτιος.

∆ίνουµε έµφαση στα συµπεράσµατα των Προτάσεων 6.3.4, 6.3.6. ΄Εχουµε δείξει ως
τώρα ότι δεν υπάρχει επέκταση L του C έτσι ώστε [L : C] = 2, ενώ έχουµε επίσης δείξει
ότι κάθε πεπερασµένη επέκταση του R πρέπει να είναι άρτιου ϐαθµού. Είµαστε έτοιµοι
για την απόδειξη του κύριου ϑεωρήµατος αυτής της ενότητας.

Θεώρηµα 6.3.7 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας). Κάθε µη σταθερό πολυώνυµο
του C[x] έχει µία µιγαδική ϱίζα.

Απόδειξη. ΄Εστω f(x) =
∑
aix

i ∈ C[x]. Με f(x) συµβολίζουµε το πολυώνυµο
∑
aix

i,
όπου a είναι ο συζυγής του a ∈ C. Παρατηρούµε ότι

f(x)f(x) = f(x)f(x)

και άρα f(x)f(x) ∈ R[x]. Ακόµη παρατηρούµε ότι

f(z) = 0⇔ f(z) = 0 .

΄Αρα το f(x) έχει µιγαδική ϱίζα αν και µόνο αν f(x)f(x) ∈ R[x] έχει µιγαδική ϱίζα.
Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουµε ότι το ϑεώρηµα ισχύει για πολυώνυµα µε πραγµατικούς
συντελεστές. Αφού κάθε πολυώνυµο γράφεται µοναδικά ως γινόµενο αναγώγων, αρκεί να
αποδείξουµε το ϑεώρηµα για ανάγωγα πολυώνυµα του R[x].

΄Εστω, λοιπόν, p(x) ∈ R[x] ανάγωγο πολυώνυµο. Θα ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο

q(x) = (x2 + 1)p(x) ∈ C[x].

΄Εστω L το σώµα ανάλυσης του q(x) πάνω από τοC (Θεώρηµα 2.2.10). Θα δείξουµε ότι L =
C και άρα το πολυώνυµο q(x) και κατά συνέπεια το p(x) αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών
παραγόντων στο C[x]. Για να επιτύχουµε το στόχο µας, ϑα µελετήσουµε το ϐαθµό της
επέκτασης [L : C] επιζητώντας να δείξουµε ότι είναι ίσος µε 1. Θα χρησιµοποιήσουµε
το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, µελετώντας την οµάδα Gal(L/R) καθώς
και την υποοµάδα Gal(L/C). Πρώτα ϑα δείξουµε ότι η οµάδα Gal(L/R) έχει τάξη µία
δύναµη του 2 και στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι Gal(L/C) είναι η τετριµµένη υποοµάδα
της Gal(L/R).

Αφού το L έχει χαρακτηριστική 0, το πολυώνυµο q(x) είναι διαχωρίσιµο και το L είναι
επέκταση Galois πάνω από το C και το R. ΄Εστω G = Gal(L/R) και έστω ότι |G| = 2mk,
όπου (2, k) = 1. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα I.24 υπάρχει µία υποοµάδα H της G έτσι
ώστε |H| = 2m και άρα [G : H] = k. Σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας
Galois έπεται ότι [LH : R] = k, ενώ (2, k) = 1. Αν το k δεν είναι 1, αν δηλ. LH 6= k, τότε
οδηγούµαστε σε άτοπο, από την Πρόταση 6.3.6. Εποµένως k = 1, LH = R και G = H,
ενώ |G| = 2m.
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Κάθε υποοµάδα της G, λοιπόν, έχει τάξη µία δύναµη του 2. ΄Εστω

V = Gal(L/C) < G.

Τότε |V | = 2n, για κάποιο n ≥ 0. Αν n > 0, τότε από το Θεώρηµα I.24 η οµάδα V
έχει µία υποοµάδα J έτσι ώστε |J | = 2n−1. Εποµένως [V : J ] = 2. Σύµφωνα πάλι µε
το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, έπεται ότι [LJ : C] = 2. Αυτό, όµως, είναι
άτοπο από την Πρόταση 6.3.4. ΄Αρα n = 0, δηλ. |V | = |Gal(L/C)| = 1. Εποµένως
[L : C] = 1, L = C και το σώµα ανάλυσης του q(x) πάνω από το C είναι το C. ΄Αρα κάθε
πολυώνυµο f(x) ∈ C[x] έχει µία ϱίζα στο C.

6.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω b = 1 +
√

2, F1 = Q
(√

2
)

και F2 = F1(
√
b). Να εξετάσετε αν F2/F1 είναι

γνήσια επέκταση του F1 και να ϐρείτε τον ϐαθµό [F2 : F1]. Να εξετάσετε αν η
F2/Q είναι επέκταση του Galois. Στη συνέχεια να ϐρείτε τον ϐαθµό [F2 : Q] και να
περιγράψετε την οµάδα Gal(F2/Q).

2. Να ϐρείτε µία ϱιζική επέκταση που να περιέχει το σώµα ανάλυσης του x4 − 2.

3. ΄Εστω f(x) = x4 + 2x2 + 2x + 2. Να ϐρείτε µία ϱιζική επέκταση που να περιέχει το
σώµα ανάλυσης του f(x).

4. Να αποδείξετε ότι αν F είναι το σώµα των κατασκευάσιµων αριθµών, τότε F/Q είναι
άπειρη επέκταση.

5. ΄Εστω ότι το K είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης F/Q, όπου F το υπόσωµα των
κατασκευάσιµων αριθµών στο R. Να αποδείξετε ότι

i) Αν c ∈ F , τότε τα στοιχεία του K(c) είναι και αυτά στο F .
ii) Αν l είναι µία κατασκευάσιµη ευθεία εντός του K, τότε η εξίσωση της ευθείας

είναι της µορφής ax+ by + c = 0, όπου a, b, c ∈ K.
iii) Αν C είναι ένας κύκλος, κατασκευάσιµος εντός του K, τότε η εξίσωση του C

είναι της µορφής x2 + y2 + ax+ by + c = 0, όπου a, b, c ∈ K.

6. Να αποδείξετε ότι το πρόβληµα εύρεσης σηµείου τοµής δύο κύκλων ανάγεται στο
πρόβληµα εύρεσης τοµής ενός κύκλου και µίας ευθείας.

7. ΄Εστω c ∈ R αλγεβρικό πάνω από το Q, f(x) = irr(Q,c)(x) και έστω L το σώµα
ανάλυσης του f(x) πάνω από το Q. Να αποδείξετε ότι αν [L : Q] = 2n, για κάποιον
ϕυσικό αριθµό n, τότε κάθε στοιχείο του L είναι κατασκευάσιµο.

8. ΄Εστω f(x) = x4 + 2x − 2 ∈ Q[x]. Να αποδείξετε ότι το f(x) είναι ανάγωγο και
ότι έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ϱίζα b. Στη συνέχεια, αν L είναι το σώµα
ανάλυσης του f(x) πάνω από το Q να δείξετε ότι το 3 διαιρεί την οµάδα Gal(L/Q).
Να συµπεράνετε ότι το b δεν είναι κατασκευάσιµο.

9. Να αποδείξετε ότι το σηµείο (cos(2π/5), sin(2π/5)) είναι κατασκευάσιµο.

10. Να αποδείξετε ότι το σηµείο (a, b) ∈ R2 είναι κατασκευάσιµο αν και µόνο αν το
z = a + bi περιέχεται σε µία επέκταση Galois L/Q τέτοια ώστε η οµάδα Gal(L/Q)
να έχει τάξη κάποια δύναµη του 2.
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Κεφάλαιο 7

Απλές επεκτάσεις και Αλγεβρικές
Θήκες

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε τις απλές επεκτάσεις σωµάτων και τις συγκρίνουµε µε
τις επεκτάσεις Galois . Επίσης εξετάζουµε τις αλγεβρικά κλειστές επεκτάσεις και τις
συγκρίνουµε µε το σώµα των µιγαδικών αριθµών.

7.1 Απλές επεκτάσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα εξετάσουµε ποιες επεκτάσεις σωµάτων είναι απλές. ΄Εστω F ένα
πεπερασµένο σώµα µε charF = p και E/F µία επέκταση του Galois. Αφού [E : F ] <∞,
έπεται ότι το E είναι πεπερασµένο σώµα. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.2.4 υπάρχει a ∈ E,
τέτοιο ώστε E = GF(p)(a). Αφού

E = GF(p)(a) ⊆ F (a) ⊆ E,

συµπεραίνουµε ότι E = F (a). ∆είξαµε λοιπόν ότι κάθε επέκταση του Galois E/F είναι
απλή επέκταση, όταν charF = p και |E| < ∞. Θα δούµε ότι το αντίστοιχο ισχύει για
επεκτάσεις Galois E/F , όταν η χαρακτηριστική του F είναι µηδέν.

Θεώρηµα 7.1.1. ΄Εστω ότι E/F είναι επέκταση του Galois µε charF = 0. Τότε υπάρχει
a ∈ E έτσι ώστε E = F (a).

Απόδειξη. Αν το E = F , το συµπέρασµα είναι προφανές. ΄Εστω, λοιπόν, ότι E 6= F .
Αφού [E : F ] < ∞, σύµφωνα µε την άσκηση 2.4.10, υπάρχουν b1, . . . , bn έτσι ώστε
E = F (b1, . . . , bn). Με απλή επαγωγή στο n, ϐλέπουµε ότι αρκεί να αποδείξουµε ότι E
είναι απλή επέκταση του F στην περίπτωση που το E = F (b, c) και το c /∈ F (b), δηλ. όταν

F (b) $ F (b, c) = E. (7.1.1.1)

Σύµφωνα µε την άσκηση 3.7.12, τα πολυώνυµα irr(F,b)(x) και irr(F,c)(x) αναλύονται σε
γινόµενα γραµµικών παραγόντων στο E[x]. Αφού charF = 0, τα ανάγωγα πολυώνυµα
του F [x] είναι διαχωρίσιµα. ΄Εστω b1, . . . , bn ∈ E οι ϱίζες του irr(F,b)(x) στο E, παίρνοντας
ως b1 το b, και όπου n = deg irr(F,b)(x). Αντίστοιχα, έστω και c1, . . . , cm ∈ E οι ϱίζες του
irr(F,c)(x) στο E µε c1 = c, όπουm = deg irr(F,c)(x). Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το παρακάτω
(πεπερασµένο) υποσύνολο του E:{ bi − b

c− cj
: 1 < i ≤ n, 1 < j ≤ m

}
⊂ E .
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Αφού το F είναι άπειρο, υπάρχει κάποιο στοιχείο του F , διάφορο του µηδενός, που να
µην ανήκει στο παραπάνω σύνολο, έστω d. ΄Ετσι,

d 6= bi − b
c− cj

, άρα d(c− cj) 6= bi − b και εποµένως (b+ dc) 6= (bi + dcj), (7.1.1.2)

όπου 1 < i ≤ n και 1 < j ≤ m. ΄Εστω τώρα το στοιχείο a = b + dc. Το a ανήκει ϐέβαια
στο E. Αν a ∈ F τότε

c =
a− b
d
∈ F (b),

άτοπο, αφού είµαστε στην περίπτωση της (7.1.1.1). Εποµένως a /∈ F . Επίσης, από τη
σχέση (7.1.1.2) προκύπτει ότι, για 1 < i ≤ n και 1 < j ≤ m,

a 6= bi + dcj . (7.1.1.3)

Θα δείξουµε ότι F (a) = E. ΄Εστω

h(x) = irr(F,b)(a− dx) ∈ F (a)[x].

Παρατηρούµε ότι το c είναι κοινή ϱίζα των h(x) και irr(F,c)(x), ενώ δεν υπάρχει άλλη κοινή
ϱίζα αυτών των πολυωνύµων. Πράγµατι,

h(c) = irr(F,b)(a− dc) = irr(F,b)(b) = 0.

Αν, τώρα, cj ήταν ϱίζα του h(x), για κάποιο j 6= 1, τότε irr(F,b)(a− dcj) = 0 και εποµένως
a − dcj πρέπει να είναι ένα από τα bi, όπου i = 1, . . . , n. Αν a − dcj = b1, τότε αφού
a = b1 + dc1, έχουµε ότι

b1 + dc1 − dcj = b1 ⇒ c = cj,

άτοπο, αφού οι ϱίζες c1, . . . , cm του irr(F,c)(x) είναι διακεκριµένες και j 6= 1. Αν a− dcj =
bi, για i 6= 1, οδηγούµαστε πάλι σε άτοπο, από τη σχέση (7.1.1.3). ΄Αρα το c είναι η µόνη
κοινή ϱίζα των h(x) και irr(F,c)(x).

΄Εστω q(x) ∈ F (a)[x] ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των h(x) και irr(F,c)(x) στον δακτύλιο
F (a)[x]. Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης υπολογίζεται σύµφωνα µε τον Ευκλείδειο αλγόριθ-
µο. ΄Ετσι, το q(x) είναι µέγιστος κοινός διαιρέτης των h(x) και irr(F,c)(x)(x) στον δακτύλιο
E[x], ϐλ. Θεώρηµα III.3. Αφού το c είναι η µόνη κοινή ϱίζα στο E των h(x) και irr(F,c)(x)
στον E και γνωρίζουµε πλήρως την ανάλυση των δύο αυτών πολυωνύµων σε γραµµικούς
παράγοντες στον E[x], συµπεραίνουµε ότι

q(x) = x− c.

΄Οµως, το q(x) ∈ F (a)[x] και άρα c ∈ F (a). Επίσης, αφού b = a− dc συµπεραίνουµε ότι
b ∈ F (a) και εποµένως

F (a) ⊂ F (b, c) ⊂ F (a).

δηλ. F (a) = F (b, c) και η επέκταση F (b, c) είναι απλή.

Σηµειώνουµε ότι αν F = GF(p)(xp, yp) και E = GF(p)(x, y) τότε η επέκταση E/F
είναι πεπερασµένη. ΄Οµως το E δεν είναι απλή επέκταση του F (ϐλ. άσκηση 7.3.3).
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7.2 Αλγεβρικά κλειστές επεκτάσεις

Στην Ενότητα 6.3 αποδείξαµε ότι το C είναι αλγεβρικά κλειστό και ότι είναι το µικρότερο
σώµα µε αυτήν την ιδιότητα που περιέχει το R. Σε αυτήν την ενότητα ϑα γενικεύσουµε τα
παραπάνω για τυχαία σώµατα.

Ορισµός 7.2.1. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων. Η αλγεβρική ϑήκη (algebraic closure)
του F στο E συµβολίζεται µε FE και είναι το σύνολο

FE = {a ∈ E : a είναι αλγεβρικό πάνω από το F}.

Πρόταση 7.2.2. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων. Τότε η αλγεβρική ϑήκη FE είναι σώµα.

Απόδειξη. Αν a, b ∈ FE, τότε από το Πόρισµα 2.2.14 προκύπτει ότι F (a, b)/F είναι αλγε-
ϐρική επέκταση. Εποµένως κάθε στοιχείο του F (a, b) ανήκει στην FE. ΄Αρα a− b και a/b
ανήκουν στην FE και εποµένως FE είναι σώµα.

Παραδείγµατα 7.2.3.

1. ΄Εστω E = Q(
√

2). Η αλγεβρική ϑήκη QE είναι το το σώµα E, αφού κάθε στοιχείο
του E είναι αλγεβρικό πάνω από το Q, ϐλ. Πόρισµα 2.2.14.

2. Αν E/F είναι αλγεβρική επέκταση, τότε FE = E.

3. Η επέκταση QR/Q είναι άπειρη και αριθµήσιµη (countable), δηλ. υπάρχει µία α-
ϱιθµήσιµη ϐάση του σώµατος QR πάνω από το Q, ϐλ. άσκηση 7.3.5.

Ορισµός 7.2.4. ΄Ενα σώµα F λέγεται αλγεβρικά κλειστό (algebraic closure) αν FE = F ,
για κάθε σώµα E που περιέχει το F .

Είναι ϕανερό ότι ένα σώµα F είναι αλγεβρικά κλειστό αν και µόνο αν κάθε µη σταθερό
πολυώνυµο στο F [x] έχει σώµα ανάλυσης το F . Βέβαια, για να δείξει κανείς ότι ένα σώµα
είναι αλγεβρικά κλειστό, αρκεί να δείξει ότι κάθε µη σταθερό πολυώνυµο στο F [x], έχει
τουλάχιστον µία ϱίζα στο F .

Παραδείγµατα 7.2.5.

1. Q και R δεν είναι αλγεβρικά κλειστά σώµατα.

2. Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας λέει ότι το C είναι αλγεβρικά κλειστό.

3. ΄Εστω F ένα πεπερασµένο σώµα. Το F δεν είναι αλγεβρικά κλειστό, (άσκηση 7.3.5).

Το επόµενο συµπέρασµα γενικεύει το Θεώρηµα 2.2.10.

Θεώρηµα 7.2.6. ΄Εστω F σώµα και έστω p1(x), . . . , pn(x) ∈ F [x]. Τότε υπάρχει επέκταση
E/F , τέτοια ώστε [E : F ] < ∞ και κάθε ένα από τα πολυώνυµα p1(x), . . . , pn(x) να
αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E.

Απόδειξη. Θα εφαρµόσουµε επαγωγή στο n. Αν n = 1 τότε, είµαστε στην περίπτωση του
Θεωρήµατος 2.2.10. Υποθέτουµε τώρα, ότι η πρόταση είναι αληθής για n−1 πολυώνυµα.
΄Εστω, λοιπόν, E ′/F µία επέκταση σωµάτων έτσι ώστε [E ′ : F ] < ∞ και κάθε ένα από τα
p2(x), . . . , pn(x) να αναλύεται σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων στο E ′. Αφού F ⊂ E ′,
ϑεωρούµε το p1(x) ως πολυώνυµο του E ′[x]. Από το Θεώρηµα 2.2.10, υπάρχει σώµα
ανάλυσης E του p1(x) πάνω από το E ′ και [E : E ′] < ∞. Εποµένως, από την Πρόταση
2.2.12, έπεται ότι

[E : F ] = [E : E ′] [E ′ : F ] <∞
και το E έχει τις επιθυµητές ιδιότητες της πρότασης.
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Το επόµενο παράδειγµα ϑα ϐοηθήσει να γίνει κατανοητή η κατασκευή της απόδειξης
του Θεωρήµατος 7.2.8.

Παράδειγµα 7.2.7. ΄Εστω f1(x) = x2−2 και f2(x) = x3−5 πολυώνυµα στονQ[x]. Περνά-
µε τώρα στον δακτύλιο πολυωνύµων µε τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές, R = Q[X1, X2, X3].
Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τα πολυώνυµα f1(X1) και f2(X2) του R. ΄Εστω I το παρακάτω
ιδεώδες του R

I = 〈X2
1 + 2, X3

2 − 5〉.

Για παράδειγµα, το πολυώνυµο

g(X1, X2, X3) = (X1X3)f1(X1) + (X1 + 2)f2(X2)

ανήκει στο I. Επίσης, το g(
√

2, 3
√

5, X3) είναι το µηδενικό πολυώνυµο στο Q(
√

2, 3
√

5)[x],
αφού

g(
√

2,
3
√

5, X3) = (
√

2X3)f1(
√

2) + (
√

2 + 2)f2(
3
√

5) = (
√

2X3)0 + (
√

2 + 2)0 = 0.

Θεώρηµα 7.2.8. ΄Εστω F σώµα. Υπάρχει επέκταση L/F , τέτοια ώστε κάθε µη σταθερό
πολυώνυµο να έχει µία ϱίζα στο L.

Απόδειξη. ΄Εστω
S = {f : f ∈ F [x], deg f ≥ 1}.

Σε κάθε στοιχείο f του S αντιστοιχούµε µία ανεξάρτητη µεταβλητή Xf . Θεωρούµε R, τον
πολυωνυµικό δακτύλιο στις (άπειρες) µεταβλητές {Xf}f∈S και I το ιδεώδες που παράγεται
από τα πολυώνυµα f(Xf ) στον R. Αν g ∈ I τότε

g = r1f1(Xf1) + · · ·+ rnfn(Xfn) για κάποιο n ∈ N, fi ∈ S και ri ∈ R. (7.2.8.1)

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 7.2.6, µπορεί να δείξει κανείς ότι το I είναι γνήσιο ιδεώδες
του R. Πράγµατι, ϑα υποθέσουµε ότι I = R και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Εστω, λοιπόν,
ότι I = R, δηλ. ότι 1 ∈ I. Τότε το 1 έχει µία έκφραση της µορφής (7.2.8.1). ΄Αρα

1 = r1f1(Xf1) + · · ·+ rnfn(Xfn) για κάποιο n ∈ N, fi ∈ S και ri ∈ R. (7.2.8.2)

Από το Θεώρηµα 7.2.6, υπάρχει µία επέκταση E του F τέτοια ώστε κάθε ένα από τα
fi(x) ∈ F [x] να έχει από µία ϱίζα, έστω ai ∈ E, για i = 1, . . . , n. Στην έκφραση (7.2.8.2),
αντικαθιστούµε τις τιµές a1, . . . , an για τις µεταβλητές Xf1 , . . . , Xfn και 0 για κάθε µετα-
ϐλητή Xf , αν f 6= f1, . . . , fn. Με την αντικατάσταση αυτή προκύπτει ότι 0 = 1. Καταλή-
ξαµε σε άτοπο, γιατί υποθέσαµε ότι I = R. Εποµένως το I είναι γνήσιο ιδεώδες του R και
σύµφωνα µε την Πρόταση II.9, υπάρχει µέγιστο ιδεώδες M του R που να περιέχει το I.
΄Εστω το σώµα L = R/M . Τότε

F :→ L, c 7→ c+M

είναι εµφύτευση του F στο L. ΄Εστω τώρα f(x) µη σταθερό πολυώνυµο στο F [x]. Τότε

f(Xf +M) = f(Xf ) +M = M,

δηλ. 0, αφού το f(Xf ) ανήκει στο I και εποµένως Xf +M είναι ϱίζα του f(x) στο L.
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Η κύρια ιδέα της απόδειξης του επόµενου Θεωρήµατος είναι η διαδοχική εφαρµογή
του Θεωρήµατος 7.2.8. Με αυτόν τον τρόπο κατασκευάζεται µία αλυσίδα σωµάτων

F = L0 ↪→ L1 ↪→ L2 · · · (7.2.8.3)

τέτοια ώστε, για κάθε i ≥ 0, ο οµοµορφισµός φi,i+1 : Li → Li+1 να είναι εµφύτευση
σωµάτων και κάθε πολυώνυµο του Li[x] να έχει µία ϱίζα στο Li+1. Παρατηρούµε ότι,
παίρνοντας τις διαδοχικές συνθέσεις των εµφυτεύσεων, ϐρίσκουµε εµφυτεύσεις φi,j : Li →
Lj, για κάθε i ≤ j, όπου ϐέβαια φi,i : Li → Li είναι ο ταυτικός αυτοµορφισµός του Li.
Η µαθηµατική κατασκευή του ευθέως ορίου (direct limit) των Li, lim−→Li, δίνει ένα σώµα
E = lim−→Li µαζί µε ένα σύστηµα εµφυτεύσεων φi : Li → E, έτσι ώστε το διάγραµµα του
σχήµατος (7.1) να είναι αντιµεταθετικό (commutative), δηλ. φi = φj ◦ φi,j.

Li Lj

E = lim−→Li

φi

φi,j

φj

Σχήµα 7.1: Ευθύ όριο επεκτάσεων σωµάτων.

Χωρίς να µπούµε στις λεπτοµέρειες της κατασκευής, σηµειώνουµε ότι αν στην αλυσίδα
(7.2.8.3), οι εµφυτεύσεις είναι εγκλεισµοί, αν δηλ. για i ≥ 0, Li ⊂ Li+1, τότε

E = lim−→Li =
⋃
i

Li.

Γενικότερα, µπορούµε να σκεφτούµε το ευθύ όριο των Li, ως την ένωση των Li, όπου όµως
για κάθε j ≥ i, ταυτίζουµε τα στοιχεία των Li µε τις εικόνες τους στα Lj . ΄Ετσι, αν για
κάποιο λόγο, η διαδοχική εφαρµογή του Θεωρήµατος 7.2.8, µας οδηγεί σε ένα σηµείο
σταθερότητας m, όπου για κάθε i ≥ m, το Li = Lm, όπως δείχνουµε στη παρακάτω
αλυσίδα,

F = L0 ↪→ L1 ↪→ L2 · · · ↪→ Lm ↪→ Lm,

τότε lim−→Li = Lm. Θα αγνοήσουµε, για τις ανάγκες αυτού του κειµένου, τις περαιτέρω τε-
χνικότητες της κατασκευής και ϑα εστιάσουµε στη παρακάτω παρατήρηση: κάθε στοιχείο
του E, προκύπτει από κάποια εµφύτευση φi : Li → E. ΄Ετσι για οποιαδήποτε πεπε-
ϱασµένη συλλογή στοιχείων του E µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλο µεγάλο δείκτη n
και να ϑεωρήσουµε ότι όλα τα στοιχεία αυτής της συλλογής προέρχονται από εµφύτευση
στοιχείων του Ln.

Θα δείξουµε τώρα ότι κάθε µη σταθερό πολυώνυµο στο E έχει µία ϱίζα στο E. ΄Εστω,
λοιπόν, p(x) =

∑
aix

i ∈ E[x], deg p(x) ≥ 1 και n ϕυσικός αριθµός, έτσι ώστε p(x) =∑
φn(bi)x

i, όπου bi ∈ Ln. Θεωρούµε το πολυώνυµο

q(x) =
∑

bix
i ∈ Ln[x].

Παρατηρούµε ότι deg q(x) ≥ 1. Από το ϐήµα κατασκευής της αλυσίδας (7.2.8.3), το q(x)
έχει µία ϱίζα, έστω a, στο Ln+1[x]. Εποµένως,∑

φn,n+1(bi)a
i = 0 .
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Σύµφωνα µε το αντιµεταθετικό διάγραµµα του Σχήµατος (7.1), προκύπτει ότι :∑
aiφn+1(a)i =

∑
φn+1(φn,n+1(bi)) φn+1(ai) = φn+1(

∑
φn,n+1(bi)a

i) = 0

και εποµένως φn+1(a) είναι ϱίζα του p(x). Αποδείξαµε λοιπόν το παρακάτω συµπέρασµα:

Θεώρηµα 7.2.9. ΄Εστω F σώµα. Υπάρχει αλγεβρικά κλειστό σώµα E, τέτοιο ώστε το F να
εµφυτεύεται στο E.

Αφού το C είναι αλγεβρικό πάνω από το R και το C είναι αλγεβρικά κλειστό, έχουµε
ότι το C = RC. Το C είναι το µικρότερο αλγεβρικά κλειστό σώµα που περιέχει το R.

Ορισµός 7.2.10. ΄ΕστωL/F επέκταση σωµάτων. ΤοE λέγεται αλγεβρική ϑήκη (algebraic
cover) του F αν το L είναι αλγεβρικά κλειστό και εάν η επέκταση του L/F είναι αλγεβρική.

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, τοC είναι η αλγεβρική ϑήκη τουR. Το επόµενο ϑεώρηµα
αφορά την ύπαρξη αλγεβρικών ϑηκών.

Θεώρηµα 7.2.11. ΄Εστω F σώµα. Υπάρχει επέκταση E/F έτσι ώστε το E να είναι η
αλγεβρική ϑήκη του F .

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 7.2.9, υπάρχει επέκταση E/F έτσι ώστε το E να είναι αλ-
γεβρικά κλειστό. Θεωρούµε την αλγεβρική ϑήκη L του F στο E, δηλ. L = FE. Για να
δείξουµε ότι L = L, πρέπει να δείξουµε ότι το L είναι αλγεβρικά κλειστό σώµα. ΄Εστω
p(x) ∈ L[x]. Τότε το p(x) ∈ E[x] και αφού το E είναι αλγεβρικά κλειστό, υπάρχει κάποια
ϱίζα a του p(x) στο E. Εποµένως η επέκταση L(a)/L είναι αλγεβρική. Αφού η επέκταση
L/F είναι επίσης αλγεβρική, συµπεραίνουµε ότι L(a)/F είναι αλγεβρική, ϐλ. Πρόταση
2.2.15. ΄Αρα a είναι αλγεβρικό πάνω από το F και εποµένως ανήκει στην αλγεβρική ϑήκη
του F στο E. Συνεπώς a ∈ L και το L είναι αλγεβρικά κλειστό.

Είναι η αλγεβρική ϑήκη µοναδική µε προσέγγιση F -ισοµορφίας ; Η απάντηση είναι
ϑετική, όπως µπορεί να δείξει κανείς χρησιµοποιώντας το Λήµµα του Zorn. Πρώτα, όµως,
είναι χρήσιµο να δείξουµε ότι, αν η E/F είναι αλγεβρική επέκταση σωµάτων και L/F
ένα µία επέκταση σωµάτων, όπου L = L, τότε υπάρχει F -εµφύτευση φ : E → L, όπου
φ(c) = c, για κάθε c ∈ F .

F

E

αλγεβρική φ|F = idF

L = L∃ φ

Σχήµα 7.2: F -εµφύτευση αλγεβρικής επέκτασης σε αλγεβρικά κλειστό σώµα

Η συνήθης τεχνική, για την απόδειξη της F -εµφύτευσης, είναι να ϑεωρήσει κανείς το
µη κενό µερικά διατεταγµένο σύνολο Ω, µε στοιχεία Ϲεύγη (K,ψ), όπουK είναι ενδιάµεσο
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σώµα της επέκτασης E/F και ψ : K → L µία F -εµφύτευση. Το σύνολο Ω είναι όντως
µη κενό, αφού περιέχει το Ϲεύγος (F, i), όπου i είναι η εµφύτευση του F στο L. Η σχέση
διάταξης στο Ω συγκρίνει ταυτόχρονα και τις δύο ενότητες του Ϲεύγους :

(K1, ψ1) ≤ (K2, ψ2) αν K1 ⊂ K2, και ψ2|K1 = ψ1.

Στη συνέχεια ελέγχουµε ότι κάθε αλυσίδα στο Ω έχει άνω ϕράγµα, και συµπεραίνουµε
ότι το Ω έχει µέγιστο στοιχείο, από το Λήµµα του Zorn. Τέλος, δείχνουµε ότι το µέγιστο
στοιχείο του Ω είναι της µορφής (E, φ). Εφαρµόζοντας τα παραπάνω, όταν το E και το
L είναι αλγεβρικές ϑήκες του F , προκύπτουν F -ισοµορφισµοί φ : E → L και ψ : L →
E. ΄Ετσι οδηγούµαστε στο συµπέρασµα της µοναδικότητας της αλγεβρικής ϑήκης. Ο
αναγνώστης καλείται να συµπληρώσει τις λεπτοµέρειες της απόδειξης.

Θεώρηµα 7.2.12. Η αλγεβρική ϑήκη ενός σώµατος F είναι µοναδική µε προσέγγιση F -
ισοµορφίας, δηλ. αν E1 και E2 είναι δύο αλγεβρικές ϑήκες του F , τότε υπάρχει φ : E1 →
E2, τέτοια ώστε φ(c) = c, για κάθε c ∈ F .

Ως τελευταία παρατήρηση, ας αναφέρουµε έναν ακόµη συλλογισµό εξηγώντας το γιατί
δεν τον χρησιµοποιήσαµε για να επιχειρηµατολογήσουµε για την ύπαρξη της αλγεβρικής
ϑήκης του F : έστω S η συλλογή

S = {K : F/K αλγεβρική επέκταση του F},

µε σχέση διάταξης τον εγκλεισµό συνόλων. Τότε, η S περιέχει το F και κάθε αλυσίδα στην
S

K1 ≤ K2 ≤ · · ·

έχει άνω ϕράγµα στο S το σύνολο ⋃
i

Ki.

Αποδεικνύεται ότι η K/F είναι αλγεβρική επέκταση σωµάτων. Από το Λήµµα του Zorn,
προκύπτει ότι η S έχει µέγιστο στοιχείο E. Στη συνέχεια µπορεί να αποδειχθεί ότι το E
είναι αλγεβρικά κλειστό και άρα είναι η αλγεβρική ϑήκη του F .

Είναι, όµως, η συλλογή S όπως έχει οριστεί (και για να µπορούµε να εφαρµόσουµε το
Λήµµα του Zorn) σύνολο, ή υπεισέρχονται τα παράδοξα της Θεωρίας Συνόλων ; Ξεφεύγει
από τους στόχους του συγγράµµατος αυτό το ερώτηµα. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης
µπορεί να µελετήσει περαιτέρω το ϑέµα. Για µία σχετική ιδέα αναφέρουµε την άσκηση
7.3.4.

7.3 Ασκήσεις

1. Να αποδείξετε ότι κάθε αλγεβρικά κλειστό σώµα F είναι τέλειο.

2. Να δείξετε ότι Q( 3
√

2,
√

5,
√

7) είναι απλή επέκταση πάνω από το Q.

3. Να δείξετε ότι αν F = GF(p)(xp, yp) και E = GF(p)(x, y) τότε η επέκταση E/F είναι
πεπερασµένη. ΄Οµως, το σώµα E δεν είναι απλή επέκταση του F .

4. Να αποδείξετε ότι η επέκταση QR/Q είναι άπειρη και αριθµήσιµη, δηλ. υπάρχει
µία αριθµήσιµη ϐάση του σώµατος QR πάνω από το Q.
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5. ΄Εστω F ένα πεπερασµένο σώµα. Να αποδείξετε ότι το F δεν είναι αλγεβρικά κλειστό.

6. Να αποδείξετε ότι η οµάδα Gal(C/Q) είναι άπειρη. (Σηµειώστε και την εκφώνηση
της άσκησης 2.4.24.)
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Κεφάλαιο 8

Το γενικό πολυώνυµο και το
αντίστροφο πρόβληµα

Σε αυτό το κεφάλαιο αρχικά αποδεικνύουµε ότι υπάρχει επέκταση σωµάτων µε οµάδα
Galois την Sn. Για το σκοπό αυτό εξετάζουµε τα συµµετρικά πολυώνυµα. Τέλος αναφε-
ϱόµαστε στο αντίστροφο πρόβληµα της ϑεωρίας Galois.

8.1 Το γενικό πολυώνυµο

Ας ϑεωρήσουµε ένα πολυώνυµο f(x) ∈ Q[x] και L το σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω
από το Q. Επειδή charQ = 0, το f(x) είναι διαχωρίσιµο και συνεπώς η επέκταση L/Q
είναι επέκταση του Galois. Η οµάδα Galois του f(x) (Galois group of f(x)) είναι η
οµάδα G = Gal(L/Q). Είδαµε ότι η οµάδα G εκφράζεται ως οµάδα µεταθέσεων των n
αντικειµένων, όπου n είναι το πλήθος των διακεκριµένων ϱιζών του f(x), δηλ. η οµάδα G
εµφυτεύεται στην οµάδα Sn (ϐλ. Θεώρηµα 3.1.1). Εποµένως η τάξη της G διαιρεί το n!.
Είναι λογικό να αναρωτηθούµε αν υπάρχει πολυώνυµο f(x) ∈ Q[x] τέτοιο ώστε η οµάδα
Galois του f(x) να είναι ισόµορφη µε την Sn. Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε
αυτό το ερώτηµα. Για την αντιµετώπισή του µας χρειάζεται η επόµενη έννοια.

Ορισµός 8.1.1. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και a1, . . . , an ∈ E. Τα στοιχεία
a1, . . . , an λέγονται αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το F (algebraically independent
over F ) αν δεν υπάρχει µη µηδενικό πολυώνυµο f(x1, . . . , xn) ∈ F [x1, . . . , xn] έτσι ώστε
f(a1, . . . , an) = 0.

Με άλλα λόγια, τα στοιχεία a1, . . . , an ∈ E είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το F
αν δεν υπάρχει µία (µη µηδενική) αλγεβρική σχέση µε συντελεστές από το F , που να ικα-
νοποιείται από τα στοιχεία a1, . . . , an. Για να κατανοήσουµε καλύτερα αυτήν την έννοια,
ϑα ακολουθήσουµε τη διαδικασία ορισµού των αλγεβρικών και υπερβατικών στοιχείων πά-
νω από το σώµα F , µε charF = 0. Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο F [x1, . . . , xn].
Ο F [x1, . . . , xn] είναι µία ακέραια περιοχή µε σώµα κλασµάτων το σώµα F (x1, . . . , xn)
(ϐλ. III.4.1). ΄Εστω η επέκταση E/F και a1, . . . , an ∈ E. Η συνάρτηση

h : F [x1, . . . , xn]→ E, f(x1, . . . , xn) 7→ f(a1, . . . , an)

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και

kerh = {f(x1, . . . , xn) : f(a1, . . . , an) = 0}.

119
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Φυσικά η συνάρτηση h εξαρτάται από τα στοιχεία a1, . . . , an και ως γνωστόν ο kerh είναι
ένα ιδεώδες του F [x1, . . . , xn]. Αν ο kerh = {0}, τότε τα στοιχεία a1, . . . , an είναι αλγε-
ϐρικά ανεξάρτητα πάνω από το F . Αν ο kerh 6= {0}, τότε τα στοιχεία a1, . . . , an λέγονται
αλγεβρικά εξαρτηµένα (algebraically dependent). Από τα παραπάνω, προκύπτει το εξής :

Πρόταση 8.1.2. ΄Εστω E/F µία επέκταση σωµάτων και a1, . . . , an ∈ E αλγεβρικά ανε-
ξάρτητα πάνω από το F . Τότε F [x1, . . . , xn] ∼= F [a1, . . . , an].

Είναι ϕανερό ότι αν τα στοιχεία a1, . . . , an είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το F ,
τότε κανένα από τα ai δεν είναι αλγεβρικό πάνω από το F , για i = 1, . . . , n. Σηµειώνουµε
ότι η έννοια της αλγεβρικής ανεξαρτησίας είναι γενικότερη της έννοιας της γραµµικής
ανεξαρτησίας. Η αλγεβρική ανεξαρτησία συνεπάγεται τη γραµµική ανεξαρτησία, χωρίς να
ισχύει το αντίστροφο (ϐλ. άσκηση 7.3.1). Σηµειώνουµε επίσης την παρακάτω γενίκευση
της Πρότασης III.5.

Πρόταση 8.1.3. ΄Εστω E/F επέκταση σωµάτων και έστω a1, . . . , an ∈ E γραµµικά ανε-
ξάρτητα πάνω από το F . Αν t : {a1, . . . , an} → {a1, . . . , an} είναι µία συνάρτηση, τότε

υπάρχουν µοναδικοί αυτοµοµορφισµοί t̃ και ˜̃t, όπου

t̃ : F [a1, . . . , an]→ F [a1, . . . , an], µε f(a1, . . . , an) 7→ f(t(a1), . . . , t(an))

και

˜̃t : F (a1, . . . , an)→ F (a1, . . . , an), µε
f1(a1, . . . , an)

f2(a1, . . . , an)
7→ f1(t(a1), . . . , t(an))

f2(t(a1), . . . , t(an))
.

Στη συνέχεια ϑα οδηγηθούµε σε ένα παράδειγµα αλγεβρικά ανεξάρτητων στοιχείων,
που είναι χρήσιµο για το σκοπό µας.

Ορισµός 8.1.4. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος και F ένα σώµα µε charF = 0. ΄Ενα
πολυώνυµο f(x1, . . . , xn) ∈ F [x1, . . . , xn] λέγεται συµµετρικό (symmetric) αν

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)), για κάθε σ ∈ Sn.

Τα πολυώνυµα
es(x1, . . . , xn) =

∑
T⊂{1,...,n}
|T |=s

∏
i∈T

xi, 0 ≤ s ≤ n

λέγονται στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα (elementary symmetric polynomials).

΄Ετσι τα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα στον F [x1, . . . , xn] είναι τα :

e0(x1, . . . , xn) = 1
e1(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn
e2(x1, . . . , xn) =

∑
1≤i<j≤n

xixj

...
en(x1, . . . , xn) = x1 · · ·xn .

Οι επόµενες προτάσεις αναφέρονται στη δοµή των συµµετρικών πολυωνύµων και δί-
νονται χωρίς απόδειξη, αφού ξεφεύγουν από τον κύριο σκοπό µας. Για την απόδειξη του
Θεωρήµατος 8.1.5 ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευθεί το [4, Theorem 3.1.2].

https://en.wikipedia.org/wiki/Elementary_symmetric_polynomial
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Θεώρηµα 8.1.5 (Θεµελιώδες Θεώρηµα των Συµµετρικών Πολυωνύµων).

i) Τα µη σταθερά στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα e1(x1, . . . , xn), . . . , en(x1, . . . , xn)
του F [x1, . . . , xn] είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το σώµα F .

ii) Το σύνολο των συµµετρικών πολυωνύµων του F [x1, . . . , xn] αποτελεί έναν υποδακτύλιο
του F [x1, . . . , xn], που παράγεται ακριβώς από τα e1(x1, . . . , xn), . . . , en(x1, . . . , xn).

Η απόδειξη της επόµενης πρότασης γίνεται επαγωγικά ως προς το n και αφήνεται για
τον αναγνώστη (ϐλ.άσκηση 7.3.2).

Πρόταση 8.1.6. ΄Εστω a1, . . . , an ∈ E. Τότε

n∏
i=1

(x− ai) =
n∑
k=0

(−1)n−ken−k(a1, . . . , an)xk,

όπου es(x1, . . . , xn) ∈ E[x1, . . . , xn], 0 ≤ s ≤ n, τα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα του
E[x1, . . . , xn].

΄Εστω τώρα n ένας ϑετικός ακέραιος και a1, . . . , an ∈ E αλγεβρικά ανεξάρτητα στοιχεία
πάνω από το F , όπου E/F επέκταση σωµάτων µε charF = 0. Τότε το πολυώνυµο

f(x) =
n∏
i=1

(x− ai) ∈ E[x1, . . . , xn] (8.1.6.1)

γράφεται ως

f(x) = xn +
n−1∑
k=0

ckx
k, (8.1.6.2)

όπου ci = en−i(a1, . . . , an) για i = 0, . . . , n − 1, σύµφωνα µε την Πρόταση 8.1.6. Το
πολυώνυµο που αναφέρεται στις σχέσεις (8.1.6.1) και (8.1.6.2) λέγεται γενικό πολυώνυµο
ϐαθµού n (general polynomial of degree n) και η εξίσωση f(x) = 0 λέγεται γενική εξίσωση
ϐαθµού n (general equation of degree n). Η παρακάτω παρατήρηση είναι σηµαντική.

Παρατήρηση 8.1.7. Με τους παραπάνω συµβολισµούς, αν a1, . . . , an είναι αλγεβρικά
ανεξάρτητα στοιχεία πάνω από το F , τότε τα στοιχεία c0, c1, . . . , cn−1 είναι αλγεβρικά ανε-
ξάρτητα πάνω από το F .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι τα c0, c1, . . . , cn−1 είναι αλγεβρικά εξαρτηµένα πάνω από το F . Τότε
υπάρχει h(y0, . . . , yn−1) ∈ F [y0, . . . , yn−1] έτσι ώστε h(c0, . . . , cn−1) = 0. Τότε, όµως,

g(x1, . . . , xn) := h (en(x1, . . . , xn), . . . , e1(x1, . . . , xn)) ∈ F [x1, . . . , xn]

και g(a1, . . . , an) = 0. Αυτό αντιφάσκει µε την υπόθεση ότι τα a1, . . . , an είναι αλγεβρικά
ανεξάρτητα πάνω από το F .

Θεωρούµε, τώρα, το σώµα L = F (a1, . . . , an) και το σώµαK = F (c0, . . . , cn−1) για τα αλγε-
ϐρικά ανεξάρτητα στοιχεία a1, . . . , an ∈ E, όπου ci = en−i(a1, . . . , an), για i = 0, . . . , n−1.
Σηµειώνουµε ότι f(x) ∈ K[x] και ότι K ⊂ L. Αφού a1, . . . , an είναι ϱίζες του f(x), συ-
µπεραίνουµε επίσης ότι το L είναι σώµα ανάλυσης του f(x) πάνω από το K. Ακόµη το
πολυώνυµο f(x) είναι διαχωρίσιµο, αφού τα a1, . . . , an είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα και
συνεπώς διακεκριµένα στοιχεία του E. ΄Ετσι καταλήγουµε στην επόµενη πρόταση.



122 Θ. Θεοχάρη-Αποστολίδη, Χ. Χαραλάµπους Θεωρία Galois

Πρόταση 8.1.8. Αν τα a1, . . . , an είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα στοιχεία πάνω από το F ,
τότε η L = F (a1, . . . , an) είναι επέκταση του Galois πάνω από K = F (c0, . . . , cn−1), όπου
ci = en−i(a1, . . . , an) για i = 0, . . . , n− 1.

Ερχόµαστε, τώρα, στο κύριο συµπέρασµα αυτού του εδαφίου, που απαντά στο ερώτηµα
που τέθηκε στην αρχή του.

Θεώρηµα 8.1.9. ΄Εστω a1, . . . , an αλγεβρικά ανεξάρτητα στοιχεία πάνω από το σώµα Q
για έναν ϑετικό ακέραιο n και

f(x) = xn +
n−1∑
k=0

ckx
k

το γενικό πολυώνυµο ϐαθµού n, όπου ci = en−i(a1, . . . , an) για i = 0, . . . , n − 1. Η οµάδα
Galois της επέκτασης

Q(a1, . . . , an)/Q(c0, . . . , cn−1)

είναι ισόµορφη µε την Sn.

Απόδειξη. Αφού deg f(x) = n και Q(a1, . . . , an)/Q(c0, . . . , cn−1) είναι επέκταση του Ga-
lois, συµπεραίνουµε ότι G = Gal (Q(a1, . . . , an)/Q(c0, . . . , cn−1)) εµφυτεύεται στην Sn
(ϐλ. Θεώρηµα 3.1.1). ΄Εστω σ ∈ Sn. Θεωρούµε την αντιστοιχία

gσ : Q(a1, . . . , an)→ Q(a1, . . . , an),
f1(a1, . . . , an)

f2(a1, . . . , an)
7→

f1(aσ(1), . . . , aσ(n))

f2(aσ(1), . . . , aσ(n))
.

Είναι ϕανερό ότι η gσ είναι αυτοµορφισµός του Q(a1, . . . , an) (ϐλ. Πρόταση 8.1.3) που
κρατά σταθερά τα στοιχεία του Q(c0, . . . , cn−1). Εποµένως

H = {gσ : σ ∈ Sn} ≤ G ↪→ Sn.

΄Οµως |H| = n! και άρα H ∼= Sn, µε gσ 7→ σ. Εποµένως

Sn ∼= Gal (Q(a1, . . . , an)/Q(c0, . . . , cn−1)) .

Αποδείξαµε λοιπόν ότι η οµάδα Galois της επέκτασης Q(a1, . . . , an)/Q(c0, . . . , cn−1) είναι
ισόµορφη µε την Sn.

8.2 Το αντίστροφο πρόβληµα

΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, για κάθε ϕυσικό αριθµό n, υπάρχουν κατάλ-
ληλες επεκτάσεις σωµάτων L/K, όπου K επέκταση του Q, έτσι ώστε Gal(L/K) ∼= Sn,
(ϐλ. Θεώρηµα 8.1.9). Από το Θεώρηµα του Cayley (ϐλ. Θεώρηµα I.17) κάθε πεπερασµένη
οµάδα τάξης n εµφυτεύεται στην Sn. Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της
Θεωρίας Galois, αν G είναι υποοµάδα της Sn, τότε υπάρχει ενδιάµεσο υπόσωµα M του
L ώστε Gal(L/M) ∼= G. Αφού M/K είναι επέκταση του Q, έπεται ότι το M είναι επίσης
επέκταση του Q. Καταλήγουµε έτσι στο συµπέρασµα:

Πρόταση 8.2.1. Αν G είναι µία πεπερασµένη οµάδα, τότε υπάρχει επέκταση L/M , όπου
το M είναι επέκταση του Q, τέτοια ώστε Gal(L/M) ∼= G.

Με χρήση του σηµαντικού Θεωρήµατος Αναγωγιµότητας του Hilbert αποδεικνύεται το
επόµενο ϑεώρηµα, που παρουσιάζουµε χωρίς απόδειξη.

https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_irreducibility_theorem
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Θεώρηµα 8.2.2. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n υπάρχει επέκταση L/Q έτσι ώστε Gal(L/Q) ∼=
Sn.

Για την απόδειξη και την εκφώνηση του Θεωρήµατος του Hilbert παραπέµπουµε στο
[4, Chapter 3] και [3, Theorem 4.3]. Ακόµη και µετά τα Θεωρήµατα 8.2.1 και 8.2.2
παραµένει το ερώτηµα, αν ισχύει το αντίστοιχο µε το Θεώρηµα 8.2.2, µε G στη ϑέση
της Sn, όπου G είναι µία πεπερασµένη οµάδα. Το ερώτηµα αυτό είναι γνωστό, ως το
Αντίστροφο Πρόβληµα της Θεωρίας Galois (Inverse Problem of Galois Theory).

Ερώτηµα 8.2.3 (Αντίστροφο πρόβληµα της Θεωρίας Galois). ΄Εστω G µία πεπερα-
σµένη οµάδα. Υπάρχει επέκταση L/Q, έτσι ώστε Gal(L/Q) ∼= G;

΄Οπως είδαµε στην Ενότητα 5.2, από το Θεώρηµα των Kronecker-Weber προκύπτει
ότι αν K/Q είναι µία πεπερασµένη επέκταση του Galois έτσι ώστε η Gal(K/Q) να είναι
αβελιανή, τότε υπάρχει µία ϱίζα της µονάδας ω ώστε K ⊂ Q(ω) (ϐλ. Θεώρηµα 5.2.8).
Από το Θεώρηµα των Kronecker-Weber, το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois και
τη Θεωρία των κυκλοτοµικών σωµάτων που αναπτύξαµε στην Ενότητα 5.2, προκύπτει
ότι αν δοθεί µία πεπερασµένη αβελιανή οµάδα G, τότε υπάρχει επέκταση M/Q, ώστε
Gal(M/Q) ∼= G (ϐλ. άσκηση 7.3.3).

΄Εχουµε εποµένως µία µερική απάντηση του ερωτήµατος 8.2.3. Η πλήρης όµως απά-
ντηση στο Αντίστροφο Πρόβληµα της Θεωρίας Galois δεν έχει δοθεί ακόµη και το ερώτηµα
8.2.3 παραµένει αναπάντητο. Αξίζει να επισηµάνουµε το ακόλουθο σηµαντικό σχετικό συ-
πέρασµα που αποδείχθηκε από τον I. Shafarevich το 1954 στην εργασία : Construction
of fields of algebraic numbers with given solvable Galois groups, Izv. Akad. Nauk SSSR
Ser. Mat. (525 - 578).

Θεώρηµα 8.2.4 (Shafarevich). Για κάθε πεπερασµένη επιλύσιµη οµάδα G, υπάρχει επέ-
κταση L/Q έτσι ώστε Gal(L/Q) ∼= G.

8.3 Ασκήσεις

1. Να δώσετε ένα παράδειγµα γραµµικά ανεξάρτητων στοιχείων πάνω από το Q που
δεν είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα.

2. ΄Εστω a1, . . . , an ∈ E και es(x1, . . . , xn) ∈ E[x1, . . . , xn], 0 ≤ s ≤ n τα στοιχειώδη
συµµετρικά πολυώνυµα του E[x1, . . . , xn]. Να αποδείξετε ότι

n∏
i=1

(x− ai) =
n∑
k=0

(−1)n−ken−k(a1, . . . , an)xk.

3. Να αποδείξετε ότι αν δοθεί µία πεπερασµένη αβελιανή οµάδα G, τότε υπάρχει επέ-
κταση M/Q, ώστε Gal(M/Q) ∼= G.
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Παράρτηµα

I Στοιχεία από τη Θεωρία Οµάδων

Ορισµός I.1. ΄Ενα µη κενό σύνολοG λέγεται οµάδα (group) αν σε αυτό ορίζεται µία πράξη

· : G×G −→ G, (a, b) 7→ ab

µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

α. Η πράξη είναι προσεταιριστική, δηλ. a(bc) = (ab)c, για a, b, c ∈ G,

ϐ. υπάρχει ένα στοιχείο e ∈ G τέτοιο ώστε ea = a = ae, για a ∈ G,

γ. για κάθε a ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο a−1 ∈ G τέτοιο ώστε a−1a = e = aa−1.

Το στοιχείο e λέγεται ουδέτερο ή µοναδιαίο στοιχείο της οµάδας. Η οµάδα G συµ-
ϐολίζεται ως (G, ·) όταν χρειάζεται να δοθεί έµφαση στην πράξη της. Αν η πράξη είναι
αντιµεταθετική, δηλ.

ab = ba, για a, b ∈ G ,

τότε η οµάδα G λέγεται αντιµεταθετική ή αβελιανή. Ιδιαίτερα όταν η πράξη συµβολίζεται
µε + και ονοµάζεται πρόσθεση, τότε το ουδέτερο στοιχείο e λέγεται µηδενικό στοιχείο και
συµβολίζεται µε 0. Αν το G είναι ένα αριθµητικό σύνολο, π.χ. υποσύνολο του συνόλου
C των µιγαδικών αριθµών και η πράξη είναι ο πολλαπλασιασµός των αριθµών, τότε το
e συµβολίζεται µε 1. Το στοιχείο a−1 λέγεται αντίστροφο του a. Ιδιαίτερα όταν η πράξη
συµβολίζεται µε +, τότε το a−1 λέγεται αντίθετο του a και συµβολίζεται µε −a. Το πλήθος
των στοιχείων |G| του συνόλου G λέγεται τάξη (order) της G. Αν |G| < ∞, τότε η G
λέγεται οµάδα πεπερασµένης τάξης ή πεπερασµένη οµάδα. Αν |G| =∞, τότε η G λέγεται
άπειρης τάξης οµάδα ή άπειρη οµάδα.

Παραδείγµατα I.2.

1. Οι (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·) είναι παραδείγµατα άπειρων
αβελιανών οµάδων, όπου Q∗ = Q \ {0}, και ανάλογα ορίζονται τα R∗, C∗.

2. ΄Εστω n > 1 ϕυσικός αριθµός. Με Zn συµβολίζουµε το σύνολο των κλάσεων υπολοί-
πων modn, δηλ.

Zn = {a : 0 ≤ a ≤ n− 1},
όπου

a= {a+ kn : k ∈ Z}.
Στο σύνολο Zn ορίζουµε τις πράξεις + και · ως εξής :

a+ b= a+ b και a · b= ab.

Η (Zn,+) είναι αβελιανή οµάδα µε n στοιχεία. Η (Zn, ·) δεν είναι οµάδα, αφού δεν
υπάρχει αντίστροφο για το 0̄.
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3. Συµβολίζουµε µε
Z]n = {a∈ Zn : (a, n) = 1} .

Η (Z]n, ·) είναι αβελιανή οµάδα. Πράγµατι, ϑα αποδείξουµε την ύπαρξη αντίστροφου
στοιχείου. ΄Εστω a∈ Z]n. Επειδή (a, n) = 1, έπεται ότι υπάρχουν κ και λ ∈ Z, τέτοια
ώστε aκ+ nλ = 1. Εποµένως

aκ+ nλ= 1 και aκ= 1, δηλ. aκ= 1.

Συµπεραίνουµε ότι η k είναι η αντίστροφη κλάση της a στο Z]n. Από τις ιδιότητες του
πολλαπλασιασµού έπεται ότι η (Z]n, ·) είναι αβελιανή οµάδα.

Η συνάρτηση του Euler (Euler’s φ function) ορίζεται ως η συνάρτηση

φ : N −→ Z, n 7→ |Z]n|.

΄Οταν n = p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, τότε Z]p = Zp \ {0̄} και φ(p) = p− 1.

4. ΄Εστω F ένα σώµα, π.χ. Q, R, C ή Zp, όπου p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός.
΄ΕστωMn(K) το σύνολο των n × n πινάκων µε συντελεστές από το σώµα F . Τότε
(Mn(K),+) είναι µία αντιµεταθετική οµάδα.

5. ΄Εστω F ένα σώµα. Τότε το σύνολο

GLn(K) = {A ∈Mn(K) : det(A) 6= 0},

όπου det(A) είναι η ορίζουσα του πίνακα A, αποτελεί οµάδα µε πράξη τον πολλα-
πλασιασµό πινάκων. Η οµάδα GLn(K) λέγεται γενική γραµµική οµάδα (general
linear group) και είναι αβελιανή αν και µόνο αν n = 1.

6. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και SX το σύνολο όλων των αµφιµονότιµων και επί
συναρτήσεων f : X → X. Το SX λέγεται σύνολο των µετασχηµατισµών του συνόλου
X και αποτελεί οµάδα µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων. Η οµάδα SX είναι εν
γένει µη αβελιανή. Ιδιαίτερα, αν X = {x1, . . . , xn} τότε η οµάδα SX συµβολίζεται
Sn και λέγεται οµάδα των µεταθέσεων των n αντικειµένων (permutaion group of n
elements). Η Sn είναι αβελιανή αν και µόνο αν n ≤ 2.

7. ΄Εστω G1, G2 δύο οµάδες. Το καρτεσιανό γινόµενο

G1 ×G2 = {(g1, g2) : gi ∈ Gi, i = 1, 2}

γίνεται οµάδα µε πράξη την

(g1, g2)(g′1, g
′
2) = (g1g2, g

′
1g
′
2).

Μοναδιαίο στοιχείο αυτής της οµάδας είναι το (e1, e2), όπου ei είναι το µοναδιαίο
στοιχείο των Gi, i = 1, 2 και

(g1, g2)−1 = (g−1
1 , g−1

2 ).

Ανάλογα ορίζεται και η οµάδα G1 × G2 × · · · × Gn, όπου Gi είναι οµάδα, για
i = 1, . . . , n, και ο πολλαπλασιασµός ορίζεται κατά τις συντεταγµένες των στοιχείων.
Η οµάδαG1×G2×· · ·×Gn λέγεται ευθύ εξωτερικό γινόµενο (external direct product)
των οµάδων G1, . . . , Gn, για n ≥ 2.
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Είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε ποια υποσύνολα µίας οµάδας G αποτελούν οµάδα
ως προς την ίδια πράξη. ΄Ενα τέτοιο υποσύνολο λέγεται υποοµάδα (subgroup) της G.
Μία υποοµάδα H της G συµβολίζεται µε H ≤ G ή µε H < G όταν πρόκειται για γνήσια
υποοµάδα της G, δηλ. όταν H 6= G. Ακολουθεί ένα χρήσιµο για τις εφαρµογές κριτήριο.

Θεώρηµα I.3. ΄Εστω (G, ·) µία οµάδα και H ⊂ G.

i. H ≤ G αν και µόνο αν h1h
−1
2 ∈ H, για όλα τα h1, h2 ∈ H. Ισοδύναµα, H ≤ G αν και

µόνο αν h−1
1 h2 ∈ H, για όλα τα h1, h2 ∈ H.

ii. Ιδιαίτερα αν |H| <∞, τότε H ≤ G αν και µόνο αν h1h2 ∈ H, για όλα τα h1, h2 ∈ H.

Παραδείγµατα I.4.

1. ΄Εχουµε τις παρακάτω αλυσίδες υποοµάδων της (C,+):

(Z,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+) ,

(Q∗, ·) < (R∗, ·) < (C∗, ·).

2. ΄Εστω F ένα σώµα. Το σύνολο

SLn(K) = {A ∈ GLn(K) : detA = 1}

είναι υποοµάδα της GLn(K).

3. ΄Εστω X 6= ∅ ένα σύνολο και Y ⊂ X. Τότε SY ≤ SX .

Ιδιαίτερα, αν X είναι ο Ευκλείδειος χώρος R2 και V είναι το σύνολο των σηµείων
ενός γεωµετρικού σχήµατος στο επίπεδο, η οµάδα SY λέγεται οµάδα συµµετρίας (sym-
metry group) του V . ΄Ετσι για παράδειγµα έχουµε την οµάδα συµµετρίας του ισόπλευρου
τριγώνου, του τετραγώνου, του κανονικού πολυγώνου, κ. λ. π.

Ορίζουµε τις ακέραιες δυνάµεις του τυχαίου στοιχείου µίας οµάδας G ως εξής :

an =


n ϕορές︷ ︸︸ ︷

a · a · · · a εάν n ≥ 1

e εάν n = 0

(a−1)−n εάν n < 0.

Ιδιαίτερα, όταν η οµάδα (G,+) είναι προσθετική, τότε οι δυνάµεις είναι τα πολλαπλάσια :

na =


n ϕορές︷ ︸︸ ︷

a+ a · · ·+ a εάν n ≥ 1

0 εάν n = 0

(−n)(−a) εάν n < 0.

Οι ϐασικές ιδιότητες των δυνάµεων δίνονται στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση I.5. ΄Εστω (G, ·) µία οµάδα και a ∈ G. Τότε :

i. (a−1)−n = (an)−1, n ∈ Z.

ii. anam = an+m, n,m ∈ Z.
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iii. (an)m = anm, n,m ∈ Z.

΄Εστω (G, ·) µία οµάδα και g ∈ G. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το σύνολο

〈g〉 := {gs : s ∈ Z}

είναι υποοµάδα της G. Η υποοµάδα αυτή λέγεται κυκλική οµάδα (cyclic group) παραγό-
µενη από το g ∈ G. Βεβαίως είναι δυνατόν η ίδια η G να είναι κυκλική. Για παράδειγµα
είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι

(Z,+) = 〈1〉 = 〈−1〉

και
(Zn,+) = 〈1̄〉 .

΄Ενα υποσύνολο X της πολλαπλασιαστικής οµάδας G λέγεται παράγον σύνολο (gene-
rating set) της G και συµβολίζουµε G = 〈X〉 ή G = 〈x : x ∈ X〉, αν

G = {xε11 · · ·xεss : xi ∈ X, εi = ±1, s ∈ N}.

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής διαπιστώνουµε ότι

(Q,+) = 〈 1
n

: n ∈ N〉,

ενώ
(Q∗, ·) = 〈p : p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός〉 .

΄Εστω G µία οµάδα και g ∈ G. Είναι δυνατόν όλες οι ακέραιες δυνάµεις του στοιχείου
g να είναι διακεκριµένες, οπότε |〈g〉| = ∞. Αυτό συµβαίνει µε το 1 της οµάδας (Z,+).
Είναι δυνατόν όµως |〈g〉| <∞. Για παράδειγµα στην οµάδα (C∗, ·), η κυκλική υποοµάδα
που παράγεται από το i έχει τέσσερα στοιχεία :

〈i〉 = {1, i,−1,−i} ≤ (C∗, ·).

Είναι εύκολο να αποδείξει κανείς, ότι όταν οι δυνάµεις του g δεν είναι διακεκριµένες, τότε
υπάρχει ακέραιος s τέτοιος ώστε gs = e. ΄Ετσι έχει νόηµα ο επόµενος ορισµός.

Ορισµός I.6. ΄Εστω G µία οµάδα και g ∈ G. Αν |〈g〉| = ∞, τότε λέµε ότι η τάξη (order)
του g είναι άπειρη και γράφουµε ord(g) =∞. Αν |〈g〉| <∞ καλούµε τάξη (order) του g τον
ελάχιστο ϕυσικό αριθµό n 6= 0 για τον οποίο gn = e και γράφουµε ord(g).

΄Ετσι ord(i) = 4 στην οµάδα (C∗, ·), ενώ ord(1̄) = n στην οµάδα (Zn,+). Η επόµενη
πρόταση συγκεντρώνει τις κυριότερες ιδιότητες των τάξεων των στοιχείων µίας οµάδας.

Πρόταση I.7. ΄Εστω G µία οµάδα και g ∈ G. Τότε :

i. ord(g) = |〈g〉|.
ii. ΄Εστω ord(g) = n < ∞. Τότε, για κ, λ ∈ Z, gκ = gλ ⇔ κ ≡ λ mod n. Ιδιαίτερα

gκ = e⇔ κ ≡ 0 mod n

iii. ΄Εστω ord(g) =∞. Τότε, για κ, λ ∈ Z, gκ = gλ ⇔ κ = λ.
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iv. Για κ ∈ Z, ισχύει

ord(gκ) =
n

(n, κ)
,

όπου (n, k) = ΜΚ∆(n, κ).

v. ΄Εστω ord(g) = n <∞. Τότε 〈g〉 = 〈gκ〉, αν και µόνο αν (n, κ) = 1.

vi. ΄Εστω g, h ∈ G. Τότε

ord(g) = ord(g−1), ord(gh) = ord(hg) και ord(ghg−1) = ord(h).

vii. ΄Εστω g, h ∈ G έτσι ώστε gh = hg και (ord(g), ord(h)) = 1. Τότε

ord(gh) = ord(g) ord(h).

Ιδιαίτερα, όταν η οµάδα G είναι κυκλική, συµπεραίνουµε τα εξής :

Πρόταση I.8. ΄Εστω G = 〈g〉 µία κυκλική οµάδα.

i. ΄Εστω ord(g) =∞. Τότε G = 〈g〉 = 〈gk〉 ⇔ k = ±1.

ii. ΄Εστω ord(g) = n < ∞. Τότε G = 〈g〉 = 〈gk〉 ⇔ (n, k) = 1, δηλ. η G έχει φ(n)
πλήθους στοιχεία που την παράγουν, όπου φ είναι η συνάρτηση του Euler.

Παράδειγµα I.9. Z]8 = {1̄, 3̄, 5̄, 7̄} και φ(8) = 4. Αφού η τάξη των 3̄, 5̄, 7̄ είναι ίση µε 2,
η οµάδα Z]8 δεν είναι κυκλική.

΄Ενα από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα της Θεωρίας Οµάδων είναι το Θεώρηµα του
Lagrange. Το ϑεώρηµα αυτό παρέχει για τις πεπερασµένες οµάδες την εξαιρετική πληρο-
ϕορία ότι η τάξη κάθε υποοµάδας διαιρεί την τάξη της οµάδας.

Θεώρηµα I.10 (Lagrange). ΄Εστω G µία οµάδα και H ≤ G.

i. Η σχέση a ∼ b ⇔ a−1b ∈ H, για a, b ∈ G, είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο G. Η
κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το a ∈ G είναι το σύνολο ā = aH = {ah : h ∈ H}.
Ισχύει ότι

G =
⋃
a∈X

aH,

όπου X είναι ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων της σχέσης αυτής. Ακόµη |H| =
|aH|, για a ∈ G.

ii. Η σχέση a ∼ b ⇔ ba−1 ∈ H, a, b ∈ G, είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο G. Η
κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το a ∈ G είναι το σύνολο ā = Ha και

G =
⋃
a∈Y

Ha,

όπου Y είναι ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων της σχέσης αυτής. Ακόµη |H| = |Ha|,
a ∈ G.

iii. Τα σύνολα X και Y που εµφανίζονται παραπάνω έχουν την ίδια πληθυκότητα την
οποία συµβολίζουµε µε [G : H]. Ισχύει η ισότητα

|G| = [G : H]|H| .
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iv. Αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη, τότε η τάξη κάθε υποοµάδας της H διαιρεί την τάξη
της G.

Το σύνολο aH (αντίστοιχα Ha), a ∈ G, λέγεται αριστερή κλάση (αντίστοιχα δεξιά
κλάση) (right and left cosets) της H στη G και η πληθυκότητα [G : H] λέγεται δείκτης
(index) της H στην G. Παρατηρούµε ότι ο δείκτης [G : H] µπορεί να είναι πεπερασµένος
αριθµός, µπορεί και όχι, π.χ. [Z : Zn] = n < ∞, ενώ [Q : Z] = ∞. Αν η οµάδα G είναι
αβελιανή είναι ϕανερό ότι aH = Ha, για κάθε a ∈ G και για κάθε H ≤ G. Αυτό, όµως,
δεν συµβαίνει πάντα. ΄Ετσι έχει νόηµα ο παρακάτω ορισµός.

Ορισµός I.11. Μία υποοµάδα H της G λέγεται κανονική (normal) και συµβολίζουµε H �

G, αν
aH = Ha , για κάθε a ∈ G.

Ισοδύναµα, µία υποοµάδα H είναι κανονική αν και µόνο αν aHa−1 = H, για κάθε a ∈ G.
Γράφουµε H � G, αν η H είναι γνήσια κανονική υποοµάδα της G.

Η σηµαντικότητα της κανονικής υποοµάδας ϕαίνεται από το επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα I.12. ΄Εστω G µία οµάδα και H ≤ G. Η υποοµάδα H είναι κανονική αν και
µόνο αν το σύνολο

G/H := {aH : a ∈ G}

αποτελεί οµάδα, µε πράξη
(a1H) · (a2H) = (a1a2)H.

Το µοναδιαίο στοιχείο της G/H είναι το H, ενώ (aH)−1 = a−1H, για a ∈ G.

΄Οταν H � G, η οµάδα G/H λέγεται οµάδα πηλίκο (quotient group) της H στην G. Το
αποτέλεσµα της πράξης (a1H) · (a2H) είναι ανεξάρτητο της επιλογής των αντιπροσώπων
a1, a2. ΄Ετσι αν b1 ∈ a1H και b2 ∈ b2H, τότε

(a1H) · (a2H) = (a1a2)H = (b1b2)H .

Οι υποοµάδες της G/H είναι της µορφής N/H, όπου N υποοµάδα της G που περιέχει
την H. Είναι εύκολο να δούµε ότι :

(i) nZ � Z και Z/nZ = {a+ nZ : a ∈ Z} = Zn
(ii) SLn(Q) � GLn(Q).

Σηµειώνουµε την επόµενη παρατήρηση.

Παρατήρηση I.13.

i. Κάθε υποοµάδα αβελιανής οµάδας είναι αβελιανή.

ii. ΄Εστω G µία οµάδα και H ≤ G µε [G : H] = 2. Τότε H � G.

Από το Θεώρηµα του Lagrange (Θεώρηµα I.10) και τις ιδιότητες των κυκλικών οµάδων
έχουµε το παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα I.14.

i. Κάθε υποοµάδα κυκλικής οµάδας είναι κυκλική.
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ii. ΄Εστω G = 〈a〉 µία πεπερασµένη κυκλική οµάδα µε τάξη n. Για κάθε ϕυσικό αριθµόm
που διαιρεί το n, υπάρχει µοναδική υποοµάδα H της G µε τάξη m και H = 〈an/m〉.

iii. Κάθε οµάδα τάξης p, όπου p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, είναι κυκλική.

iv. (Fermat) Αν p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός, τότε ap−1 ≡ 1 mod p, για κάθε a ∈ Z.

Στη συνέχεια εξετάζουµε τις συναρτήσεις µεταξύ οµάδων. ΄Εστω (G, ·) και (H, ∗) ο-
µάδες και f : G → H µία συνάρτηση. Η f λέγεται οµοµορφισµός (homomorphism) αν

f(a · b) = f(a) ∗ f(b).

Ιδιαίτερα αν G = H, τότε ο f λέγεται ενδοµορφισµός Ο οµοµορφισµός f : G→ H λέγεται
επιµορφισµός (epimorphism) αν η f είναι επί συνάρτηση. Ο οµοµορφισµός f : G → H
λέγεται µονοµορφισµός (monomorphism) αν η f είναι αµφιµονότιµη συνάρτηση. Σε
αυτήν την περίπτωση, η f λέγεται επίσης εµφύτευση (embedding) και λέµε ότι η G εµ-
ϕυτεύεται στην H. Συχνά, η εµφύτευση συµβολίζεται ως ↪→. Ο οµοµορφισµός f : G→ H
λέγεται ισοµορφισµός (isomorphism) αν η f είναι αµφιµονότιµη και επί συνάρτηση. Σε
αυτήν την περίπτωση, λέµε ότι οι οµάδες G,H είναι ισόµορφες (isomorphic) και συµβο-
λίζουµε G ∼= H. Ιδιαίτερα, αν G = H, τότε ο f λέγεται αυτοµορφισµός (automorphism).
(endomorphism).

Το σύνολο
ker f := {a ∈ G : f(a) = e} ⊂ G

λέγεται πυρήνας (kernel) του f . Το σύνολο

Im f := {f(a) : a ∈ G} ⊂ H

λέγεται εικόνα (image) του f . Η επόµενη πρόταση συγκεντρώνει τις ϐασικότερες ιδιότητες
των οµοµορφισµών οµάδων.

Πρόταση I.15. ΄Εστω f : G→ H οµοµορφισµός οµάδων.

i. f(e) = e και f(a−1) = f(a)−1, για κάθε a ∈ G.

ii. ker f � G, Im f ≤ H.

iii. ker f = {e} αν και µόνο αν f είναι µονοµορφισµός.

iv. Η G εµφυτεύεται στην H αν και µόνον αν η G είναι ισόµορφη µε υποοµάδα της H.

v. Αν a ∈ G και ord(f(a)) =∞, τότε ord(a) =∞.

vi. Αν a ∈ G και ord(f(a)) <∞, τότε ord(f(a))| ord(a).

vii. Αν ο f είναι µονοµορφισµός και a ∈ G, τότε ord(f(a)) = ord(a).

Ο οµοµορφισµός οµάδων δίνει σηµαντικά εργαλεία για τη σύγκριση οµάδων και η τα-
ξινόµηση όλων των οµάδων µε προσέγγιση ισοµορφίας είναι ο κύριος στόχος της Θεωρίας
Οµάδων. Τα επόµενα ϑεωρήµατα δίνουν πληροφορίες προς αυτήν την κατεύθυνση της
οποίας η τελική διαδροµή είναι ακόµη άγνωστη.

Θεώρηµα I.16. Το σύνολο των αυτοµορφισµών µίας οµάδας G, µε πράξη τη σύνθεση
συναρτήσεων, αποτελεί οµάδα που συµβολίζεται µε Aut(G).

Αναφέραµε νωρίτερα την οµάδα µετασχηµατισµών ενός συνόλου. Το επόµενο ϑεώρηµα
δείχνει ότι η µελέτη της είναι ιδιαίτερου ενδιαφέροντος.
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Θεώρηµα I.17 (Cayley). Κάθε οµάδαG εµφυτεύεται στην οµάδα SG των µετασχηµατισµών
του συνόλου της. Ιδιαίτερα, αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη και |G| = n, τότε G ↪→ Sn.

Για τις κυκλικές οµάδες έχουµε το παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα I.18. i. Κάθε κυκλική οµάδα άπειρης τάξης είναι ισόµορφη µε την (Z,+).

ii. Κάθε κυκλική οµάδα πεπερασµένης τάξης n <∞ είναι ισόµορφη µε την (Zn,+).

iii. Η Aut(Z) είναι κυκλική οµάδα τάξης 2.

iv. Η Aut(Zn) είναι αβελιανή οµάδα τάξης φ(n) και είναι ισόµορφη µε την (Z]n, ·).
v. ΄Εστω m,n ∈ N. Τότε

(Zm × Zn,+) ∼= (Zmn,+)⇔ (m,n) = 1 .

Στη συνέχεια αναφέρουµε τα Θεωρήµατα Ισοµορφίας οµάδων. Αν K,N είναι υποο-
µάδες της οµάδας G, µε KN εννοούµε το σύνολο KN = {kn : k ∈ K,n ∈ N}.
Θεώρηµα I.19 ( Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφίας Οµάδων). ΄Εστω f : G→ H ένας οµοµορ-
ϕισµός οµάδων. Τότε

G/ ker f ∼= Im f , όπου g ker f 7→ f(g) .

Θεώρηµα I.20 ( ∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφίας Οµάδων). ΄Εστω G µία οµάδα, N,K ≤ G
και N � G. Τότε

i. KN ≤ G και K ∩N � K.

ii. KN/N ∼= K/K ∩N .

Θεώρηµα I.21 ( Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφίας Οµάδων). ΄Εστω G µία οµάδα, N,H � G
και N ≤ H ≤ G. Τότε

i. H/N � G/N .

ii. (G/N)
/

(H/N) ∼= G/H .

Το επόµενο ϑεώρηµα χαρακτηρίζει τις οµάδες που είναι ισόµορφες µε το ευθύ εξωτε-
ϱικό γινόµενο υποοµάδων τους.

Θεώρηµα I.22. ΄Εστω G µία οµάδα και H,K ≤ G. Η G είναι ισόµορφη µε την οµάδα
H ×K αν και µόνο αν ισχύουν οι παρακάτω τρεις συνθήκες :

i. H � G, K �G,

ii. H ∩K = {e},
iii. G = HK.

Ισοδύναµα, G ∼= H ×K αν και µόνον αν

i. τα στοιχεία της H αντιµεταθέτονται µε τα στοιχεία της F και

ii. κάθε στοιχείο της G γράφεται µοναδικά ως γινόµενο hk, για κάποια h ∈ H και k ∈ K.

∆εν είναι δύσκολο να αποδείξει κανείς το επόµενο συµπέρασµα.

Πρόταση I.23. i) Με προσέγγιση ισοµορφίας, υπάρχουν ακριβώς δύο οµάδες τάξης 4:

• η (Z4,+),

• η (Z2 × Z2,+), η οποία λέγεται οµάδα του Klein.

ii) Με προσέγγιση ισοµορφίας, υπάρχουν ακριβώς δύο οµάδες τάξης 6:

• η (Z6,+),

• η (S3, ◦).
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Τα Θεωρήµατα του Sylow

΄Ενα εύλογο ερώτηµα αφορά την ισχύ του αντίστροφου του Θεωρήµατος του Lagrange. Αν
µία οµάδα έχει τάξη n <∞ και m|n, υπάρχει υποοµάδα της τάξης m; Τα ϑεωρήµατα του
Sylow προσφέρουν µία ικανοποιητική απάντηση σε αυτό το ερώτηµα. Συγκεντρώνουµε
τα ϑεωρήµατα αυτά παρακάτω:

Θεώρηµα I.24 (Sylow). ΄Εστω G µία οµάδα τάξης n < ∞ και n = psm, όπου p πρώτος
και p - m. Με Np(t) συµβολίζουµε το πλήθος των υποοµάδων της G που έχουν τάξη pt.

i. Υπάρχουν υποοµάδες της G µε τάξη pt, 0 ≤ t ≤ s, και Np(t) ≡ 1 mod p.

ii. Οι υποοµάδες τάξης ps της G είναι συζυγείς, δηλ. αν H1, H2 είναι δύο τέτοιες υποο-
µάδες, τότε υπάρχει g ∈ G τέτοιο ώστε H1 = gHg−1. (Οι υποοµάδες τάξης ps της G
λέγονται Sylow p-υποοµάδες).

iii. Np(s)|m.

Για t = 1, από το Θεώρηµα I.24,(i), προκύπτει ότι αν p διαιρεί την τάξη της G, όπου
p πρώτος, τότε υπάρχει υποοµάδα της G µε τάξη p. ΄Ετσι σύµφωνα µε το Θεώρηµα I.14,
η υποοµάδα αυτή είναι κυκλική και, εποµένως, η G έχει ένα στοιχεία τάξης p. ΄Ετσι
προκύπτει το επόµενο Θεώρηµα του Cauchy.

Θεώρηµα I.25 (Cauchy). ΄Εστω G πεπερασµένη οµάδα, p πρώτος έτσι ώστε p διαιρεί |G|.
Υπάρχει στοιχείο g ∈ G τάξης p, δηλ. ord(g) = p.

Παραδείγµατα I.26.

1. ΄Εστω G µία οµάδα τάξης 15. Θα αποδείξουµε ότι η G είναι κυκλική και συνεπώς
G ∼= Z15. Από το Θεώρηµα I.24,(i), υπάρχει τουλάχιστον µία υποοµάδα, έστω G3

της G, τάξης 3 και µία υποοµάδα, έστω G5, της G, τάξης 5. Τότε N3(1) ≡ 1 mod 3
και N3(1) | 5, άρα N3(1) = 1. Οµοίως, N5(1) = 1. Εποµένως, οι G3 και G5,
ως µοναδικές 3-Sylow και 5-Sylow αντίστοιχα υποοµάδες, είναι κανονικές, αφού
ταυτίζονται µε τις συζυγείς τους, Θεώρηµα I.24,(ii). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα I.18,
οι G3 και G5 είναι κυκλικές. Επίσης G3 ∩G5 = {e}, αφού ως υποοµάδα της G3 και
της G5 η τάξη της διαιρεί το 3 και το 5, (Θεώρηµα I.14). Συνεπώς, σύµφωνα µε τα
Θεωρήµατα I.22 και I.18, προκύπτει ότι

G ∼= G3 ×G5
∼= Z3 × Z5

∼= Z15 ,

δηλ. η G είναι κυκλική.

2. Μία οµάδα G λέγεται απλή (simple) αν δεν έχει κανονική υποοµάδα διάφορη των
{e} και G. Θα αποδείξουµε ότι οι µόνες απλές αβελιανές οµάδες είναι οι οµάδες
τάξης πρώτου αριθµού.

Πράγµατι, έστω G µία αβελιανή οµάδα τάξης p, όπου p είναι πρώτος ϕυσικός αριθ-
µός. Από το Θεώρηµα I.10, δεν υπάρχει υποοµάδα της G διάφορη των {e} και G.
Αντίστροφα, αν η G είναι αβελιανή οµάδα τάξης n < ∞ και ο n δεν είναι πρώτος
αριθµός, τότε υπάρχει πρώτος p < n τέτοιος ώστε p|n. Από το Θεώρηµα I.24 υπάρχει
υποοµάδα H < G µε |H| = p. Επίσης, H�G, αφού η G είναι αβελιανή. Εποµένως
η G δεν είναι απλή.

https://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Ludwig_Mejdell_Sylow
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Επιλύσιµες Οµάδες

΄Εστω G µία πεπερασµένα οµάδα. Κανονική σειρά (normal series) της G λέγεται µία
ακολουθία υποοµάδων Gi, 0 ≤ i ≤ s, της G ως εξής :

G = G0 � G1 · · · � Gs−1 �Gs = {e}.

Ο ϕυσικός αριθµός s λέγεται µήκος της σειράς (length) και οι οµάδες Gi/Gi+1, 0 ≤
i ≤ s − 1, λέγονται παράγοντες της σειράς (factors). Ιδιαίτερα, αν οι παράγοντες της
κανονικής σειράς είναι αβελιανές οµάδες, τότε η σειρά λέγεται επιλύσιµη (solvable). Μία
πεπερασµένη οµάδα G που έχει µία επιλύσιµη σειρά λέγεται επιλύσιµη (solvable).

Παραδείγµατα I.27.

1. Η οµάδα G τάξης 15 µε τους συµβολισµούς του Παραδείγµατος I.26,1 είναι επιλύ-
σιµη, αφού η σειρά της G

G � G3 � {e}

έχει τις ιδιότητες :
G/G3

∼= Z5 και G3
∼= Z3.

2. Κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα είναι επιλύσιµη. Πράγµατι, η

G � {e}

είναι µία επιλύσιµη σειρά.

Με χρήση των Θεωρηµάτων του Sylow και της µαθηµατικής επαγωγής, αποδεικνύεται
το παρακάτω χρήσιµο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα I.28. ΄Εστω G µία πεπερασµένη p-οµάδα, δηλ. µία οµάδα µε |G| = pn, για
κάποιον πρώτο ϕυσικό αριθµό p και κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Τότε υπάρχει µία κανονική
σειρά υποοµάδων Gi, 0 ≤ i ≤ s, της G

G = G0 � G1 · · · � Gs−1 �Gs = {e}

έτσι ώστε |Gi/Gi+1| = p.

Το επόµενο ϑεώρηµα συγκεντρώνει τις κυριότερες ιδιότητες των επιλύσιµων οµάδων.

Θεώρηµα I.29. i. Μία πεπερασµένη οµάδα G είναι επιλύσιµη αν και µόνο αν έχει µία
κανονική σειρά τέτοια ώστε κάθε παράγοντας της σειράς να είναι οµάδα τάξης πρώτου
αριθµού.

ii. Κάθε υποοµάδα επιλύσιµης οµάδας είναι επιλύσιµη.

iii. Κάθε οµάδα πηλίκο επιλύσιµης οµάδας είναι επιλύσιµη.

iv. Το ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους πεπερασµένων επιλύσιµων οµάδων είναι
επιλύσιµη οµάδα.

v. Η οµοµορφική εικόνα επιλύσιµης οµάδας είναι επιλύσιµη οµάδα.

https://en.wikipedia.org/wiki/Solvable_group
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Η οµάδα Sn

Στο εδάφιο αυτό εξετάζουµε την οµάδα Sn. Από τον ορισµό της η Sn, ως σύνολο των
µεταθέσεων n αντικειµένων, έχει n! στοιχεία. Για ευκολία συµβολίζουµε τα αντικείµενα
αυτά ως 1, 2, . . . , n. ΄Εστω σ ∈ Sn. ΄Ενα στοιχείο σ ∈ Sn µπορούµε να το συµβολίσουµε ως

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
,

όπου αν σ(n) = n, τότε το σ µπορεί να ϑεωρηθεί ως στοιχείο της Sn−1, παραλείποντας την
πληροφορία σ(n) = n. ΄Ετσι µπορούµε να ϑεωρήσουµε τις διαδοχικές εµφυτεύσεις

S1 ↪→ S2 ↪→ · · · ↪→ Sn−1 ↪→ Sn

και εποµένως να ϑεωρούµε ότι

S1 < S2 < · · · < Sn−1 < Sn.

Επίσης στην παράσταση του στοιχείου σ µπορούµε να παραλείπουµε τα στοιχεία του
συνόλου {1, 2, . . . , n} που µένουν σταθερά από τη σ, αν ϐέβαια αυτό δεν δηµιουργεί
παρανοήσεις. Κυκλική µετάθεση ή κύκλος (cycle) λέγεται ένα στοιχείο της Sn της µορφής

τ :=

(
i1 i2 · · · is−1 is
i2 i3 · · · is i1

)
,

όπου {i1, i2, . . . , is} ⊆ {1, 2, . . . , n}. Η κυκλική µετάθεση τ συµβολίζεται ως (i1i2 · · · is)
και ο αριθµός s λέγεται µήκος (length) της σ. ΄Ενας κύκλος µήκους 2 λέγεται αντιµε-
τάθεση (transposition). Η οµάδα Sn είναι µη αντιµεταθετική για n ≥ 2. ΄Οµως, εύκολα
διαπιστώνουµε ότι αν

σ :=

(
i1 i2 · · · it

σ(i1) σ(i2) · · · σ(it)

)
, τ :=

(
j1 j2 · · · js

σ(j1) σ(j2) · · · σ(js)

)
,

όπου {i1, . . . , it}, {j1, . . . , js} είναι ξένα µεταξύ τους υποσύνολα του {1, 2, . . . , n}, τότε
στ = τσ. Τότε οι µεταθέσεις σ, τ λέγονται µεταθέσεις ξένες µεταξύ τους (disjoint permu-
tions). Η επόµενη πρόταση είναι σηµαντική για την περιγραφή στοιχείων της Sn.

Πρόταση I.30. i. Κάθε στοιχείο σ ∈ Sn αναλύεται σε γινόµενο κυκλικών µεταθέσεων
ξένων µεταξύ τους ανά δύο. Η ανάλυση αυτή είναι µοναδική µε προσέγγιση αντιµετά-
ϑεσης των παραγόντων της.

ii. Η τάξη µίας κυκλικής µετάθεσης ισούται µε το µήκος της.

iii. ΄Εστω σ = σ1σ2 · · · σk η ανάλυση µίας µετάθεσης σε γινόµενο κύκλων ξένων µεταξύ
τους ανά δύο. Τότε

ord(σ) = ΕΚΠ (ord(σ), . . . , ord(σk)) .

iv. ∆ύο στοιχεία σ, τ της Sn είναι συζυγή (conjugate), δηλ. σ = fτf−1, για κάποιο f ∈ Sn,
αν και µόνο αν τα σ, τ έχουν την ίδια δοµή ως γινόµενα κυκλικών µεταθέσεων ξένων
µεταξύ τους ανά δύο.

Παράδειγµα I.31. ΄Εστω σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
, τότε σ = (132)(45) = (45)(132). Αν

τ = (15) ∈ S5 τότε
τστ−1 = (532)(41).
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΄Εστω σ ∈ Sn. Θεωρούµε το πολυώνυµο

f(x1, x2, . . . , xn) =
∏
i>j

1≤i,j≤n

(xi − xj)

µε n ανεξάρτητες µεταβλητές και συµβολίζουµε

σf(x1 . . . , xn) =
∏
i>j

1≤i,j≤n

(xσ(i) − xσ(j)) = ±f(x1, . . . , xn).

Αν σf(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn), τότε η σ λέγεται άρτια (even) µετάθεση, διαφορετικά
λέγεται περιττή (odd). Το σύνολο των άρτιων µεταθέσεων συµβολίζεται µε An. Η επόµενη
πρόταση είναι ιδιαίτερα χρήσιµη.

Πρόταση I.32. i. An � Sn και Sn/An ∼= Z2.

ii. Για έναν κύκλο (i1 · · · is), ισχύει (i1i2 · · · is) = (i1is)(i2is) · · · (is−1is).

iii. Κάθε σ ∈ Sn αναλύεται σε γινόµενο αντιµεταθέσεων. Η ανάλυση αυτή δεν είναι
µοναδική. Ακόµη, ένα στοιχείο της Sn είναι άρτια µετάθεση αν και µόνο αν είναι
γινόµενο άρτιου πλήθους αντιµεταθέσεων.

iv. Sn = 〈 (ij) : 1 ≤ i, j ≤ n 〉 = 〈 (12), (13), . . . , (1n) 〉.
v. Sn = 〈 (12), (12 · · ·n) 〉.
vi. An = 〈 (abc) : a, b, c ∈ {1, 2, . . . , n} 〉 = 〈 (123), (124), . . . , (12n) 〉.

Στη συνέχεια εξετάζουµε λεπτοµερέστερα την οµάδα S3.

Παράδειγµα I.33. Παρατηρούµε ότι αν σ := (123) και τ := (12), τότε

S3 = {e, σ, σ2, τ, στ, σ2τ} , δηλ. S3 = 〈σ, τ〉.

Το διάγραµµα των υποοµάδων της S3 είναι
S3

〈σ〉 〈τ〉 〈στ〉 〈σ2τ〉

{e}
Η µόνη γνήσια κανονική υποοµάδα της S3, διάφορη της {e}, είναι η 〈σ〉. Η S3 είναι
επιλύσιµη µε επιλύσιµη σειρά

S3 � 〈σ〉 � {e} .

Ας έλθουµε τώρα στην S4.

Παράδειγµα I.34. ΄Εστω

K = { e, (12)(34), (13)(24), (14)(23 )} ⊂ S4.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι K < A4. Επίσης, K � S4, αφού σύµφωνα µε την
Πρόταση I.30, όλα τα συζυγή των στοιχείων τηςK είναι της ίδιας µορφής όπως τα στοιχεία
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της K και άρα ανήκουν στη K. ΄Αρα K � A4. Αφού |K| = 4, έπεται ότι K είναι αβελιανή
οµάδα και εποµένως όλες οι υποοµάδες της K είναι κανονικές. ΄Ετσι, αν σ = (12)(34)
τότε 〈σ〉�K. Εποµένως, έχουµε την κανονική σειρά

S4 � A4 � K � 〈σ〉 � {e},

η οποία είναι επιλύσιµη γιατί

S4/A4
∼= Z2 , A4/K ∼= Z3 , K/〈σ〉 ∼= Z2 , 〈σ〉 ∼= Z2.

΄Αρα η S4 είναι επιλύσιµη οµάδα. Τέλος παρατηρούµε ότι S4 = 〈 (12), (1234) 〉.

Για n ≥ 5, συγκεντρώνουµε κάποιες από τις ιδιότητες της Sn στο παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα I.35. i. Η S5 παράγεται από µία τυχαία αντιµετάθεση και έναν τυχαίο κύκλο
µήκους 5.

ii. Η οµάδα Sn δεν είναι επιλύσιµη για n ≥ 5.

iii. Η οµάδα An των άρτιων µεταθέσεων της Sn είναι απλή για n ≥ 5.

II Αντιµεταθετικοί ∆ακτύλιοι

΄Ενα µη κενό σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο πράξεις, την πρόσθεση (+) και τον πολλαπλα-
σιασµό (·), λέγεται αντιµεταθετικός δακτύλιος (commutative ring) µε µοναδιαίο στοιχείο,
αν ικανοποιούνται τα επόµενα:

α. (R,+) είναι µία αβελιανή οµάδα (µε 0 συµβολίζουµε το µηδενικό της στοιχείο).

ϐ. a(bc) = (ab)c, για όλα τα a, b, c ∈ R.

γ. Υπάρχει 1 ∈ R, έτσι ώστε 1 6= 0 και a · 1 = a = 1 · a, για όλα τα a ∈ R.

δ. ab = ba, για όλα τα a, b ∈ R.

ε. a(b+ c) = ab+ ac και (a+ b)c = ac+ bc, για ολα τα a, b, c ∈ R.

Εάν επιπλέον η (R \ {0}, ·) είναι πολλαπλασιαστική οµάδα, τότε ο R λέγεται σώµα (field).
Με a−1 συµβολίζουµε το αντίστροφο του στοιχείου a ∈ R \ 0, αν αυτό υπάρχει. Συµβολί-
Ϲουµε µε U(R) το σύνολο των αντρέψιµων στοιχείων του R, δηλ.

U(R) := {a ∈ R : ∃ b ∈ R, ab = 1}.

Το σύνολο (U(R), ·) είναι οµάδα, ενώ ο R είναι σώµα αν και µόνο αν U(R) = R \ {0}.
Συµβολίζουµε µε R∗ το σύνολο R \ {0}.

Οι δακτύλιοι Q, R, C είναι σώµατα. Ο αντιµεταθετικός δακτύλιος Z δεν είναι σώµα
και U(Z) = {±1}. Ο αντιµεταθετικός δακτύλιος Zn είναι σώµα αν και µόνο αν n είναι
πρώτος ϕυσικός αριθµός, αφού

U(Zn) = {m : (m,n) = 1} = Z∗n αν και µόνο αν n είναι πρώτος.

΄Ενα µη κενό υποσύνολο S του αντιµεταθετικού δακτυλίου R λέγεται υποδακτύλιος (su-
bring) του R και γράφουµε S ≤ R, αν το S αποτελεί δακτύλιο ως προς τις πράξεις του R.
΄Ενα µη κενό υποσύνολο A του σώµατος K λέγεται υπόσωµα (subfield) του K και γρά-
ϕουµε A ≤ K, αν το A ως προς τις πράξεις του F είναι σώµα. Παραθέτουµε ένα κριτήριο
που ελαχιστοποιεί τον σχετικό έλεγχο για τους υποδακτυλίους και τα υποσώµατα.
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Πρόταση II.1. ΄Ενα υποσύνολο S 6= ∅ του R είναι υποδακτύλιος του R αν και µόνο αν

s1 − s2, s1 · s2 ∈ S, για όλα τα s1, s2 ∈ S.

΄Ενα υποσύνολο A 6= ∅ του σώµατος K είναι υπόσωµα του K αν και µόνο αν

a1 − a2 ∈ A για όλα τα a1, a2 ∈ A και a1a
−1
2 ∈ A, για όλα τα a1 ∈ A και a2 ∈ A \ {0}.

΄Ενα υποσύνολο I 6= ∅ του δακτυλίου R λέγεται ιδεώδες (ideal) αν (I,+) είναι υποο-
µάδα του (R,+) και για κάθε r ∈ R και για κάθε a ∈ I ισχύει ra ∈ I. Συµβολίζουµε
µε I � R για να δηλώσουµε ότι το I είναι ιδεώδες του R. Αν I � R και a ∈ U(R) είναι
τέτοιο ώστε a ∈ I, τότε I = R. Αν I �R και I 6= R, τότε λέµε ότι το I είναι γνήσιο ιδεώδες
(proper ideal) του R και γράφουµε I � R. Σηµειώνουµε την παρακάτω πρόταση για ένα
σώµα K.

Πρόταση II.2. Τα µόνα ιδεώδη ενός σώµατος K είναι τα (0) και F .

Αν I, J �R, ορίζουµε I +J := {a+ b : a ∈ I, b ∈ J} και το IJ να είναι το σύνολο που
αποτελείται από όλα τα στοιχεία που γράφονται ως πεπερασµένα αθροίσµατα στοιχείων
της µορφής hk, όπου h ∈ I και k ∈ J . Είναι εύκολο να δει κανείς ότι τα σύνολα I + J ,
I ∩ J και IJ είναι ιδεώδη του R και ότι

IJ ⊂ I ∩ J ⊂ I, J ⊂ I + J.

΄Εστω I �R. Ο δακτύλιος πηλίκο (quotient ring) R/I του R ως προς το I έχει ως στοιχεία
τα σύνολα r + I, όπου r ∈ R, δηλ. R/I := {r + I : r ∈ R} και πράξεις

(r1 + I) + (r2 + I) = (r1 + r2) + I, (r1 + I) · (r2 + I) = (r1r2) + I.

Τα αποτελέσµατα των πράξεων (r1 + I) + (r2 + I) και (r1 + I) · (r2 + I) είναι ανεξάρτητα
της επιλογής των αντιπροσώπων r1, r2. ΄Ετσι αν r′1 ∈ r1 + I και r′2 ∈ r2 + I, τότε

(r1 + I) + (r2 + I) = (r1 + r2) + I = (r′1 + r′2) + I και

(r1 + I) · (r2 + I) = (r1r2) + I = (r′1r
′
2) + I.

Το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου R/I είναι το I = 0 + I, ενώ το µοναδιαίο στοιχείο
του δακτυλίου R/I είναι το 1 + I. Τα ιδεώδη του R/I έχουν τη µορφή

J/I := {j + I : j ∈ J, J �R, I ⊂ J} .

Μία συνάρτηση f : R → S, όπου R και S είναι δακτύλιοι, λέγεται οµοµορφισµός δακτυ-
λίων (ring homomorphism) αν η f σέβεται την αλγεβρική δοµή των δακτυλίων, δηλ.

f(r1 + r2) = f(r1) + f(r2), f(r1r2 = f(r1)f(r2),

για κάθε r1, r2 ∈ R. Ο πυρήνας (kernel) του οµοµορφισµού f : R→ S είναι το σύνολο

ker f := {r ∈ R : f(r) = 0},

το οποίο είναι ιδεώδες του R, δηλ. ker f E R. Ακολουθούν τα Θεωρήµατα Ισοµορφίας για
τους δακτυλίους.
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Θεώρηµα II.3 (Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφίας ∆ακτυλίων). ΄Εστω f : R→ S ένας οµοµορ-
ϕισµός δακτυλίων. Τότε

R/ ker f → Im f, r + ker f 7→ f(r)

είναι ισοµορφισµός και R/ ker f ∼= Im f .

Θεώρηµα II.4 (∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφίας ∆ακτυλίων). ΄Εστω I 6= J γνήσια ιδεώδη
του R. Τότε έχουµε ισοµορφισµό δακτυλίων

(I + J)/I ∼= J/(I ∩ J).

Θεώρηµα II.5 (Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφίας ∆ακτυλίων). ΄Εστω I και J ιδεώδη του R και
I ⊂ J . Τότε έχουµε ισοµορφισµό δακτυλίων

(R/I)/(J/I) ∼= R/J.

Αφού τα µόνα ιδεώδη ενός σώµατος είναι τα (0) και το ίδιο το σώµα προκύπτει η
επόµενη πρόταση ως άµεση συνέπεια του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορφίας ∆ακτυλίων :

Πρόταση II.6. ΄Εστω K,K ′ σώµατα. Αν f : K → K ′ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, τότε
είτε ο f είναι η µηδενική συνάρτηση είτε ο f είναι µονοµορφισµός.

΄Εστω F σώµα. ΄Ενας ισοµορφισµός φ : F → F λέγεται αυτοµορφισµός (automorph-
ism) του F . Το σύνολο των αυτοµορφισµών του F συµβολίζεται µε Aut(F ) και εύκολα
αποδεικνύεται ότι είναι οµάδα µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων.

΄Ενας δακτύλιος R λέγεται ακέραια περιοχή (integral domain) αν δεν έχει διαιρέτες του
µηδενός, δηλ. δεν υπάρχουν στοιχεία r, s ∈ R∗ ώστε rs = 0. Ο Z είναι ένα χαρακτηριστικό
παράδειγµα ακέραιας περιοχής.

Για κάθε ακέραια περιοχή R ορίζεται το σώµα κλασµάτων (ή πηλίκων) (field of fra-
ctions) K(R), όπου

K(R) :=
{r
s

: r ∈ R, s ∈ R∗
}

µε πράξεις
r1

s1

+
r2

s2

=
r1s2 + s1r2

s1s2

,
r1

s1

r2

s2

=
r1r2

s1s2

.

Τα στοιχεία τουK(R) είναι στην πραγµατικότητα κλάσεις ισοδυναµίας τουR×R∗ ως προς
τη σχέση (r, s) ∼ (r′, s′) ⇔ rs′ = r′s. Για λεπτοµέρειες για την κατασκευή του σώµατος
κλασµάτων µίας ακέραιας περιοχής και την µοναδικότητά του µε προσέγγιση ισοµορφίας
ο αναγνώστης παραπέµπεται στο [4, Ενότητα 4.4].

΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος. Σηµειώνουµε την παρακάτω χρήσιµη πρόταση:

Πρόταση II.7. ΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος, a, b ∈ R. Αν n είναι ϕυσικός αριθµός,
τότε

(a+ b)n =
n∑
i=0

an−ibi = an +

(
n

1

)
abn−1 + · · ·+

(
n

n− 1

)
an−1b+ bn.

΄Ενα γνήσιο ιδεώδες P του δακτυλίου R λέγεται πρώτο (prime) αν

ab ∈ P για a, b ∈ R⇒ a ∈ P ή b ∈ P.

΄Ενα γνήσιο ιδεώδεςM του δακτυλίου R λέγεται µέγιστο (maximal), αν δεν υπάρχει γνήσιο
δεώδες I του R έτσι ώστε M $ I.

Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει σηµαντικές πληροφορίες για τα πρώτα και µέγιστα ιδεώδη,
αφού οι ιδότητες αυτές αντανακλούν ιδιότητες σε δακτυλίους πηλίκα.
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Θεώρηµα II.8. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I �R. Τα επόµενα ισχύουν :

i. Το I είναι πρώτο ιδεώδες αν και µόνο αν ο δακτύλιος R/I είναι ακέραια περιοχή.

ii. Το I είναι µέγιστο ιδεώδες αν και µόνο αν ο δακτύλιος R/I είναι σώµα.

Είναι ϕανερό ότι κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο ιδεώδες, αφού το σώµα είναι α-
κέραια περιοχή. ΄Εστω P ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο µε διάταξη ≤. Μία αλυσίδα
(chain) του P είναι µία ακολουθία στοιχείων Ai ∈ P , για i = 1, . . ., τέτοια ώστε

A1 ≤ A2 ≤ · · ·

Το Λήµµα του Zorn (Zorn’s Lemma) είναι ϐασικό αξίωµα της Θεωρίας Συνόλων.

Λήµµα του Zorn. ΄Εστω P ένα (µη κενό) διατεταγµένο σύνολο τέτοιο ώστε κάθε αλυσίδα
στοιχείων του P να έχει άνω ϕράγµα. Τότε το P έχει µέγιστο στοιχείο.

Με χρήση του Λήµµατος του Zorn αποδεικνύεται ότι σε κάθε δακτύλιο υπάρχουν
µέγιστα ιδεώδη, άρα και πρώτα.

Πρόταση II.9. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I γνήσιο ιδεώδες του R. Υπάρχει µέγιστο
ιδεώδες M του R τέτοιο ώστε I ⊂M .

Πράγµατι, έστω (P,≤) το σύνολο των γνήσιων ιδεωδών του R που περιέχουν το I, µε
σχέση διάταξης ≤ τη συνήθη σχέση εγκλεισµού ⊆. ΄Ετσι,

P = {J : I ⊂ J και J � R} και I1 ≤ I2 αν I1 ⊆ I2, για I1, I2 ∈ P.

Είναι εύκολο να δει κανείς, ότι τα µέγιστα στοιχεία του P ως προς τη διάταξη ≤ είναι
µέγιστα ιδεώδη του R και περιέχουν το I. ΄Οµως, µία αλυσίδα στο P έχει τη µορφή:

J1 ≤ J2 ≤ · · · (II.9.1)

και εύκολα αποδεικνύεται (εξαιτίας των εγκλεισµών) ότι το σύνολο

J =
⋃
i=1

Ji

είναι γνήσιο ιδεώδες του R και ότι είναι άνω ϕράγµα της αλυσίδας (II.9.1). Σύµφωνα,
λοιπόν, µε το Λήµµα του Zorn, το P έχει µέγιστο στοιχείο. Το µέγιστο στοιχείο του P
είναι ένα µέγιστο ιδεώδες του R που περιέχει το I.

Ιδιαίτερη σηµασία έχουν στο κείµενο αυτό οι περιοχές κυρίων ιδεωδών (Principal
Ideal Domains), για συντοµία Π.Κ.Ι. Μία Π.Κ.Ι. είναι µία ακέραια περιοχή στην οποία
κάθε ιδεώδες είναι κύριο (principal), δηλ. παράγεται από ένα µόνον στοιχείο. ΄Ετσι αν R
είναι Π.Κ.Ι. και I E R, τότε υπάρχει a ∈ R ώστε I = 〈a〉 := aR = {ar : r ∈ R} και το
a λέγεται γεννήτορας (generator) του I. Το ιδεώδες I του R που παράγεται (generated)
από το υποσύνολο X του R, συµβολίζεται I = 〈X〉 και είναι το σύνολο

I :=

{
s∑
i=1

rixi : ri ∈ R, xi ∈ X, s ∈ N

}
.

Για δύο στοιχεία a, b ∈ R λέµε ότι το a διαιρεί (divides) το b και γράφουµε a|b αν υπάρχει
στοιχείο r ∈ R ώστε b = ra. ΄Ενα στοιχείο p ∈ R λέγεταιπρώτο (prime) αν p /∈ U(R) και

p|ab, για a, b ∈ R⇒ p|a ή p|b.
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΄Ενα στοιχείο u ∈ R λέγεται ανάγωγο (irreducible) αν u /∈ U(R) και

u = ab, για a, b ∈ R⇒ a ∈ U(R) ή b ∈ U(R).

΄Ενας δακτύλιος λέγεται περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης (Unique Factorization Do-
main), για συντοµία Π.Μ.Α., αν είναι ακέραια περιοχή και κάθε στοιχείο a ∈ R∗ αναλύεται
µοναδικά

a = uq1q2 · · · qs ,

όπου u ∈ U(R) και q1, . . . , qs είναι ανάγωγα στοιχεία. ΄Οταν λέµε µοναδικά εννοούµε ότι
αν υπάρχει και άλλη τέτοια ανάλυση για το στοιχείο a, δηλ.

a = u′w1w2 · · ·wt ,

τότε s = t και wi = eiq
′
i, όπου ei ∈ U(R) και η ακολουθία (q′1, . . . , q

′
s) είναι µία µετάθεση

της ακολουθίας (q1, . . . , qs). Το επόµενο ϑεώρηµα συνδέει τις προηγούµενες έννοιες.

Θεώρηµα II.10. i. Κάθε πρώτο στοιχείο ενός δακτυλίου R είναι ανάγωγο χωρίς να ι-
σχύει το αντίστροφο.

ii. Σε µία Π.Μ.Α. οι έννοιες ανάγωγο και πρώτο στοιχείο ταυτίζονται.

iii. Κάθε Π.Κ.Ι. είναι Π.Μ.Α. χωρίς να ισχύει το αντίστροφο.

iv. ΄Εστω R µία Π.Κ.Ι. ΄Ενα ιδεώδες I = (r) E R είναι µέγιστο αν και µόνο αν το r είναι
ανάγωγο.

΄Εστω R µία Π.Μ.Α. Θα ορίσουµε την έννοια του µέγιστου κοινού διαιρέτη και του
ελαχίστου κοινού πολλαπλασίου στοιχείων του δακτυλίου R. ΄Εστω a1, . . . , as στοιχεία του
R. Τότε το στοιχείο d ∈ R λέγεται ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (greatest common divisor)
τους και γράφουµε d = ΜΚ∆(a1, . . . , as) αν

α. d|ai, για 1 ≤ i ≤ s, και
ϐ. όποτε d′ |ai, για 1 ≤ i ≤ s και για κάποιο d′ ∈ R, τότε d′ |d.

Αντίστοιχα, το στοιχείο e ∈ R λέγεται το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (least common
multiple) των a1, . . . , as και γράφουµε e = ΕΚΠ(a1, . . . , as) αν

α. ai|e, για 1 ≤ i ≤ s, και
ϐ. όποτε ai|e′, για 1 ≤ i ≤ s και για κάποιο e′ ∈ R, τότε e|e′.

Θεώρηµα II.11. Σε µία Π.Μ.Α. υπάρχει ο ΜΚ∆(a1, . . . , as) και ο ΕΚΠ(a1, . . . , as), για
οποιαδήποτε στοιχεία a1, . . . , as του R. Ιδιαίτερα, αν d = ΜΚ∆(a1, . . . , as), τότε υπάρχουν
στοιχεία r1, . . . , rs ∈ R, τέτοια ώστε d = r1a1 + · · ·+ rsas.

΄Εστω n > 1 ϕυσικός αριθµός. Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφίας ∆ακτυλίων προκύ-
πτει ότι η συνάρτηση

Z→ Zn, s 7→ smodn

είναι επιµορφισµός δακτυλίων µε πυρήνα το ιδεώδες nZ = 〈n〉. ΄Αρα Z/nZ ∼= Zn. Εφαρ-
µόζοντας τα προηγούµενα συµπεράσµατα στον δακτύλιο Z, που είναι Π.Κ.Ι., παρατηρού-
µε ότι το ιδεώδες 〈n〉 είναι µέγιστο αν και µόνο αν τοn είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός.
΄Ετσι, ο δακτύλιος Z/〈n〉 ∼= Zn είναι σώµα αν και µόνο αν ο n είναι πρώτος ϕυσικός
αριθµός.
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III ∆ακτύλιοι Πολυωνύµων

΄Εστω R ένας δακτύλιος. Μία άπειρη ακολουθία f := (a0, a1, . . . , an, . . .) µε ai ∈ R, i ∈ N,
λέγεται τυπική σειρά (formal series) πάνω από τον R. Συµβολίζουµε µε R[[x]] το σύνολο
όλων των τυπικών σειρών πάνω από το R. Το R[[x]] γίνεται δακτύλιος µε τις ακόλουθες
πράξεις : αν f := (a0, a1, . . . , an, . . .) και g := (b0, b1, . . . , bn, . . .) είναι στοιχεία του R[[x]]
τότε

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, . . .)

και
fg = (a0b0, a0b1 + a1b0, . . . , a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0, . . .).

Το µηδενικό στοιχείο του R[[x]] είναι η τυπική σειρά (0, 0, . . .), ενώ το µοναδιαίο στοιχείο
του R είναι η τυπική σειρά (1, 0, . . .). Είναι ϕανερό ότι η αντιστοιχία

R→ R[[x]], a 7→ (a, 0, · · · , 0, · · · )

είναι µονοµορφισµός δακτυλίων και ότι ο R εµφυτεύεται µε αυτόν τον τρόπο στον R[[x]].
Θα ταυτίσουµε τον R µε την εικόνα του στον R[[x]] και χωρίς να δηµιουργείται σύγχυ-
ση ϑα συµβολίζουµε µε a το στοιχείο (a, 0, . . .). Συµβολίζουµε επίσης µε x το στοιχείο
(0, 1, 0, . . .). ΄Ετσι x2 = (0, 0, 1, 0 . . .), x3 = (0, 0, 0, 1, . . .) κ.ο.κ., ακόµη

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · = (a0, a1, . . . , an, . . .).

Θεώρηµα III.1. ΄Ενα στοιχείο f = (a0, a1, . . . , an, . . .) ∈ R[[x]] είναι αντιστρέψιµο αν και
µόνο αν το a0 είναι αντιστρέψιµο στον δακτύλιο R, δηλ. αν το a0 ∈ U(R). Αν F είναι σώµα,
τότε το f είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν το a0 6= 0.

Για παράδειγµα το 1 + x ∈ U(F [[x]]) και παρατηρούµε ότι

(1 + x)−1 = 1− x+ x2 − x3 + · · · .

Ο δακτύλιος πολυωνύµων µε συντελεστές από τον R (polynomial ring with coefficients
from R), συµβολίζεται µε R[x], και είναι ο υποδακτύλιος του R[[x]], που αποτελείται από
όλες τις τυπικές σειρές µε πεπερασµένο πλήθος µη µηδενικών συντελεστών, δηλ.

R[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n : όπου n ≥ 0 και αk ∈ R, για 0 ≤ k ≤ n}.

Από τον ορισµό του R[x], είναι ϕανερό ότι τα στοιχεία του R[x] δεν είναι συναρτήσεις.
Μπορούµε, όµως, εύκολα να αποδείξουµε ότι η αντιστοιχία

R[x]→ R, a0 + a1x+ · · ·+ anx
n 7→ a0 + a1a+ · · ·+ ana

n,

όπου a είναι τυχαίο στοιχείο του R, είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Αν f(x) =
a0 + a1x + · · · + anx

n ∈ R[x], γράφουµε f(a) = a0 + a1a + · · · + ana
n ∈ R. Σύµφωνα

λοιπόν µε τα παραπάνω, η συνάρτηση

φa : R[x]→ R, f(x) 7→ f(a), για a ∈ R,

είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Μπορούµε επίσης να ορίσουµε µία πολυωνυµική συ-
νάρτηση (polynomial function) Ff , για κάθε f(x) ∈ R[x], ως εξής :

Ff : R→ R, a 7→ f(a).
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΄Εστω f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ R[x] ένα µη µηδενικό στοιχείο του R[x], µε

an 6= 0. Αν an = 1, τότε το f(x) λέγεται κανονικό ή µονικό (monic) πολυώνυµο. Ο ϕυσικός
αριθµός n λέγεται ϐαθµός (degree) του πολυωνύµου f(x) και συµβολίζεται deg f(x). Τα
πολυώνυµα ϐαθµού µηδέν είναι ακριβώς τα µη µηδενικά στοιχεία του R. Το επόµενο
ϑεώρηµα δίνει τις ιδιότητες του ϐαθµού των µη µηδενικών πολυωνύµων.

Θεώρηµα III.2. ΄Εστω f(x) και g(x) δύο µη µηδενικά στοιχεία του R[x]. Τότε

i. Αν f(x)g(x) 6= 0, τότε deg f(x)g(x) ≤ deg f(x) + deg g(x). Ιδιαίτερα αν ο R είναι µία
ακέραια περιοχή, τότε deg f(x)g(x) = deg f(x) + deg g(x).

ii. Αν f(x) + g(x) 6= 0, τότε deg f(x) + deg g(x) ≤ max(deg f(x), deg g(x)).

iii. Αν R είναι ακέραια περιοχή, τότε ο R[x] είναι ακέραια περιοχή επίσης.

Σηµειώνουµε ότι το πολυώνυµο 0 δεν έχει ϐαθµό. Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι ο
δακτύλιος R[x] δεν είναι σώµα σε καµία περίπτωση, ακόµη και αν ο R είναι σώµα. Για
παράδειγµα, το πολυώνυµο x δεν είναι αντιστρέψιµο. ΄Οταν ο R είναι ακέραια περιοχή,
τότε τα αντιστρέψιµα στοιχεία του R[x] είναι ακριβώς τα στοιχεία του U(R). Πράγµατι, αν
f(x)g(x) = 1 τότε 0 = deg f(x)g(x) = deg f(x) + deg g(x) και άρα deg f(x) = deg g(x) =
0, δηλ. f(x), g(x) ∈ R και είναι αντιστρέψιµα.

΄Εστω F ένα σώµα. ΄Οπως είδαµε παραπάνω, ο δακτύλιος F [x] είναι ακέραια περιοχή.
Το παρακάτω ϑεώρηµα περιγράφει τις ιδιότητες του F [x].

Θεώρηµα III.3. ΄Εστω F ένα σώµα.

i. (Θεώρηµα ∆ιαίρεσης) Αν f(x), g(x) ∈ F [x], τότε υπάρχουν µοναδικά q(x), r(x) ∈
F [x] έτσι ώστε f(x) = g(x)q(x) + r(x), µε deg r(x) < deg q(x) ή r(x) = 0.

ii. Ο δακτύλιος F [x] είναι Π.Κ.Ι. και κατά συνέπεια Π.Μ.Α.

iii. Το f(x) ∈ F [x] είναι ανάγωγο αν και µόνο αν δεν υπάρχουν πολυώνυµα f1(x), f2(x)
τέτοια ώστε f(x) = f1(x)f2(x) και deg f1(x), deg f2(x) < deg f(x). Το f(x) είναι
πρώτο αν και µόνο αν το f(x) είναι ανάγωγο.

iv. Το ιδεώδες 〈f(x)〉 του F [x] είναι µέγιστο αν και µόνο αν το f(x) είναι ανάγωγο στο
F [x].

v. (Ευκλείδειος Αλγόριθµος) Αν f(x), g(x) ∈ F [x], τότε υπάρχουν q(x), h(x) ∈ F [x]
τέτοια ώστε ΜΚ∆(f(x), g(x)) = q(x)f(x) + h(x)g(x).

vi. ΄Εστω E ένα σώµα, έτσι ώστε F ⊂ E. Αν f(x), g(x) ∈ F [x], τότε οι µέγιστοι κοινοί
διαιρέτες των f(x), g(x) στους δακτυλίους F [x] και E[x] ταυτίζονται.

Σηµειώνουµε ότι όταν p είναι πρώτος ϕυσικός αριθµός και a ∈ Zp, τότε ap = a
(ϐλ. Θεώρηµα I.14.iv). Το επόµενο συµπέρασµα προκύπτει εύκολα από την Πρόταση
II.7 και την παρατήρηση ότι ο p διαιρεί τον

(
p
i

)
για i = 1, . . . , p− 1.

Πρόταση III.4. ΄Εστω f(x) ∈ Zp[x]. Τότε f(xp) = f(x)p.

Το σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής F [x] συµβολίζεται µε F (x), δηλ.

F (x) :=

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ F [x], g(x) 6= 0

}
.
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Η ϑεωρία για τον δακτύλιο πολυωνύµων µε µία µεταβλητή µπορεί να επεκταθεί για
δακτυλίους πολυωνύµων µε περισσότερες της µίας µεταβλητής. Σηµειώνουµε, για τον
συµβολισµό, ότι

R[x1, x2] := (R[x1]) [x2]

και επαγωγικά
R[x1, . . . , xn] := (R[x1, . . . , xn−1]) [xn].

Αν F είναι σώµα, τότε ο δακτύλιος F [x1, . . . , xn] είναι ακέραια περιοχή και το σώµα
κλασµάτων του F [x1, . . . , xn] συµβολίζεται µε F (x1, . . . , xn), δηλ.

F (x1, . . . , xn) :=

{
f

g
: f, g ∈ F [x1, . . . , xn], g 6= 0

}
. (III.4.1)

Σηµειώνουµε την παρακάτω πρόταση:

Πρόταση III.5. ΄Εστω F σώµα, S δακτύλιος και t : {x1, . . . , xn} → S µία συνάρτηση. Τότε
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων

t̃ : F [x1, . . . , xn]→ S, όπου f(x1, . . . , xn) 7→ f(t(x1), . . . , t(xn)) .

Τέλος στην ενότητα 7.2, ϑα χρειαστούµε την έννοια του δακτυλίου πολυωνύµων µε
µεταβλητές από ένα σύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών (µη πεπερασµένο). Αναφέρουµε,
λοιπόν, ότι η κατασκευή του δακτυλίων πολυωνύµων, γενικεύεται για αυτήν την περίπτω-
ση. ΄Εστω S ένα σύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών, δηλ. S = {Xα : a ∈ A}, όπου A είναι
κάποιο σύνολο δεικτών, και έστω F ένα σώµα. Θεωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο
R = F [S] µε συντελεστές από το F και µε σύνολο µεταβλητών το S. ΄Ενα τυχαίο στοιχεί-
ο του R εκφράζεται ως πολυώνυµο µε πεπερασµένο αριθµό µεταβλητών από το σύνολο
S. Οι πράξεις ανάµεσα στα στοιχεία του R ικανοποιούν τους ίδιους κανόνες όπως στους
συνήθεις πολυωνυµικούς δακτύλιους.

IV Χαρακτηριστική σώµατος και πρώτα σώµατα

Η χαρακτηριστική (characteristic) ενός αντιµεταθετικού δακτυλίου R µε µοναδιαίο στοι-
χείο συµβολίζεται µε charR και είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος n, αν υπάρχει, έτσι
ώστε

n · 1 := 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n-ϕορές

= 0.

Αν δεν υπάρχει τέτοιο n, τότε η χαρακτηριστική του R ορίζεται να είναι µηδέν. Οι δα-
κτύλιοι Z, Z[x] και τα σώµατα Q, R, C µε τις γνωστές πράξεις της πρόσθεσης και του
πολλαπλασιασµού έχουν χαρακτηριστική 0. Οι δακτύλιοι Zn και Zn[x] έχουν χαρακτηρι-
στική n. Αφού

(mn) · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
mn-ϕορές

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m-ϕορές

)(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n-ϕορές

) = (m · 1)(n · 1),

για τη χαρακτηριστική µίας ακέραιας περιοχή ισχύει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση IV.1. ΄ΕστωR ακέραια περιοχή. Η χαρακτηριστική τουR είναι είτε 0 είτε κάποιος
πρώτος ϕυσικός αριθµός p. Αν |R| <∞, τότε charR = p, όπου p πρώτος ϕυσικός αριθµός.
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Υπάρχουν και άπειρες ακέραιες περιοχές µε χαρακτηριστική p, όπως για παράδειγµα
ο δακτύλιος πολυωνύµων Zp[x] και το σώµα κλασµάτων Zp(x). Παρακάτω ϑα δούµε ότι
η χαρακτηριστική ενός σώµατος F καθορίζει το µικρότερο σώµα που περιέχεται στο F .
Αν ο δακτύλιος R περιέχει ως υποδακτύλιο ένα σώµα F , τότε ο δακτύλιος R έχει τη
δοµή διανυσµατικού χώρου πάνω από το F . Σε αυτήν την περίπτωση είναι ϕανερό ότι
charR = charF .

Ορισµός IV.2. Πρώτο υπόσωµα (prime subfield) ενός σώµατος F είναι η τοµή όλων των
υποσωµάτων του.

Κάθε υπόσωµα ενός σώµατος περιέχει τα στοιχεία 0 και 1. Ακόµη παρατηρούµε ότι
τα σώµατα Q και Zp δεν έχουν γνήσια υποσώµατα και εποµένως είναι ίσα µε τα πρώτα
υποσώµατά τους. Το επόµενο ϑεώρηµα αποδεικνύει ότι το Q και το Zp, όπου p πρώτος
ϕυσικός αριθµός, είναι τα µόνα πρώτα υποσώµατα µε προσέγγιση ισοµορφίας.

Θεώρηµα IV.3. Κάθε πρώτο υπόσωµα είναι ισόµορφο είτε µε το σώµα Q είτε µε το σώµα
Zp, όπου p πρώτος ϕυσικός αριθµός.

Πράγµατι, έστω F ένα σώµα. Τότε η συνάρτηση

φ : Z→ F, n 7→ n · 1

είναι οµορφισµός δακτυλίων. Αν charF = 0, τότε ο φ είναι µονοµορφισµός και

ψ : Q→ F, ψ
(n
s

)
7→ (n · 1)(s · 1)−1

είναι µονοµορφισµός σωµάτων. ΄Ετσι το σώµαQ εµφυτεύεται στο F . Αν, όµως, charF = p,
τότε ο πυρήνας του οµοµορφισµού φ είναι ίσος µε pZ. Σύµφωνα µε το Πρώτο Θεώρηµα
Ισοµορφίας ∆ακτυλίων έπεται ότι

Zp ∼= Z/pZ ∼= Imφ

δηλ. το Zp είναι ισόµορφο µε το υπόσωµα {0, 1, 2·1, . . . , (p−1)·1} του F . Με άλλα λόγια το
Zp εµφυτεύεται στο F . Σηµειώνουµε επίσης ότι αν F,E είναι δύο σώµατα και i : F → E
είναι µη µηδενικός οµοµορφισµός δακτυλίων, τότε ο i είναι εµφύτευση του F στο E και
το F είναι ισόµορφο µε το υπόσωµα i(F ) του E. Το σώµα E γίνεται F -διανυσµατικός
χώρος πάνω από το F µέσω αυτής της εµφύτευσης : c · e = i(c)e, για c ∈ F, e ∈ E.

Ορισµός IV.4. Το σώµα E λέγεται επέκταση (extension) του σώµατος F και γράφουµε
E/F , αν υπάρχει εµφύτευση i : F ↪→ E. Το σώµα E λέγεται πεπερασµένη επέκταση
(finite extension) του F όταν dimFE = n < ∞. ∆ιαφορετικά λέµε ότι το E είναι άπειρη
επέκταση (infinite extension) του F .

΄Οταν i : F ↪→ E και j : E ↪→ L είναι εµφυτεύσεις σωµάτων, τότε η σύνθεση των
i και j είναι µία εµφύτευση σωµάτων F ↪→ L και λέµε ότι το σώµα E είναι ενδιάµεσο
σώµα (intermediate field) της επέκτασης L/F . Εφεξής, όταν E/F είναι µία επέκταση,
ταυτίζουµε το F µε την ισοµορφική του εικόνα στοE. ΑνE1/F , E2/F είναι δύο επεκτάσεις
του F , τότε ο οµοµορφισµός δακτυλίων φ : E1 → E2 λέγεται F -οµοµορφισµός (F -
homomorphism) αν φ(c) = c, για κάθε c ∈ F .
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F

E

L

Σχήµα IV.1: Το E είναι ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης L/F .

΄Εστω ότι L είναι µία πεπερασµένη επέκταση του Zp, έτσι ώστε dimZpL = n. Από αυτό
έπεται ότι το σώµα L ως διανυσµατικός χώρος είναι ισόµορφος µε τον διανυσµατικό χώρο

Zp × · · · × Zp︸ ︷︷ ︸
n-ϕορές

.

Εποµένως το L έχει πληθυκότητα pn. Συµπεραίνουµε έτσι την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση IV.5. ΄Εστω F ένα πεπερασµένο σώµα, δηλ. |F | < ∞. Τότε, η χαρακτηριστική
του F είναι κάποιος πρώτος αριθµός p και το πρώτο σώµα του F είναι ισόµορφο µε το Zp.
Αντίστροφα, κάθε πεπερασµένη επέκταση L ενός σώµατος Zp έχει πεπερασµένου πλήθους
στοιχεία και το πλήθος των στοιχείων της είναι µία δύναµη του p. Η πληθυκότητα του L
είναι pn αν και µόνο αν dimZpL = n.

Παρατηρούµε ότι η επέκταση F (x) του σώµατος F είναι άπειρη επέκταση, αφού τα
στοιχεία 1, x, x2, . . . , xn, . . . είναι F -γραµµικά ανεξάρτητα. ΄Ετσι οι επεκτάσεις

Q(x)/Q, R(x)/R, C(x)/C, Zp(x)/Zp

είναι παραδείγµατα άπειρων επεκτάσεων σωµάτων, η τελευταία από τις οποίες έχει χαρα-
κτηριστική p.

V Τύπος για τις ϱίζες πολυωνύµων ϐαθµού 3 και 4.

Σε αυτήν την ενότητα, παραθέτουµε τους τύπους για τις ϱίζες των πολυωνύµων ϐαθµού
3 και 4. Για το πώς προέκυψαν οι τύποι, παραπέµπουµε στα [6, σελ. 266-272] και [2,
σελ. 266-272] .

V.1 Πολυώνυµα ϐαθµού 3.

΄Εστω
f(x) = x3 + px2 + qx+ r ∈ C[x].

Θέτουµε

D = p2q2 − eq3 − 4p3r − 27r2 + 18pqr,
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A = −p3 +
9

2
pq − 27

2
r +

3i
√

3

2

√
D.

και

B = −p3 +
9

2
pq − 27

2
r − 3i

√
3

2

√
D.

Σηµειώνουµε ότι τα A και B διαφέρουν στο πρόσηµο του τελευταίου προσθετέου και ότι√
D είναι µία οποιαδήποτε τετραγωνική ϱίζα του D, ϐλ. το συµβολισµό µετά την Πρόταση

6.3.2. ΄Εστω
ω = e2πi/3

η τρίτη πρωταρχική ϱίζα της µονάδας (ϐλ. Σχήµα 1.3). Μπορεί να αποδειχθεί απευθείας
µε αντικατάσταση, ότι οι τρεις ϱίζες του f(x) δίνονται από τους τύπους :

1

3

(
−p+

3
√
A+

3
√
B
)
,

1

3

(
−p+ ω2 3

√
A+ ω

3
√
B
)
, (V.1.1)

και
1

3

(
−p+ ω

3
√
A+ ω2 3

√
B
)
.

΄Οταν ο δευτεροβάθµιος όρος του f(x) λείπει, όταν δηλ. p = 0 και το f(x) = x3 + qx+
r ∈ Q[x], τότε οι παραπάνω τύποι απλοποιούνται και οι τρεις ϱίζες του f(x) είναι

y + z, ωy + ω2y, ω2y + ωz

όπου

y =

(
1

2

(
−r +

√
r2 +

4q3

27

)) 1
3

και

z =

(
1

2

(
−r −

√
r2 +

4q3

27

)) 1
3

.

V.2 Πολυώνυµα ϐαθµού 4.

΄Εστω τώρα

f(x) = x4 + a1x
3 + a2x

2 + a3xa4 ∈ C[x].

Θέτουµε
p = −a2, q = a1a3 − 4a4, r = −a2

1a4 + 4a2a4 − a2
3 ,

και ϑεωρούµε το τριτοβάθµιο πολυώνυµο

g(y) = y3 + b1y
2 + b2y + b3 ∈ C[y].

Η εξίσωση
g(y) = 0

λέγεται κυβική επιλύουσα (cubic resolvent). ΄Εστω η1, η2, η3 οι τρεις ϱίζες του g(y), όπως
στους τύπους (V.1.1).
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Οι τέσσερις ϱίζες του f(x) δίνονται από τους παρακάτω τύπους :

1

4

(
−a1 +

√
a2

1 − 4a2 + 4η1 +
√
a2

1 − 4a2 + 4η2 +
√
a2

1 − 4a2 + 4η3

)
,

1

4

(
−a1 +

√
a2

1 − 4a2 + 4η1 −
√
a2

1 − 4a2 + 4η2 −
√
a2

1 − 4a2 + 4η3

)
,

1

4

(
−a1 −

√
a2

1 − 4a2 + 4η1 +
√
a2

1 − 4a2 + 4η2 −
√
a2

1 − 4a2 + 4η3

)
,

και
1

4

(
−a1 −

√
a2

1 − 4a2 + 4η1 −
√
a2

1 − 4a2 + 4η2 +
√
a2

1 − 4a2 + 4η3

)
.

Σηµειώνουµε ότι οι παραπάνω τύποι είναι συµµετρικοί ως προς την επιλογή της αρίθ-
µησης των η1, η2, η3 της κυβικής επιλύουσας.

Για την ιστορία που οδήγησε στην επίλυση των πολυωνύµων τρίτου και τετάρτου ϐαθ-
µού παραπέµπουµε σε πολυµεσικές διαλέξεις του ψηφιακού µαθήµατος (open courses)
Ιστορία των Μαθηµατικών του Τµήµατος Μαθηµατικών, Α.Π.Θ. και συγκεκριµένα, για την
επίλυση του τριτοβάθµιου πολυωνύµου, στις Ενότητες 5.3 και 5.4 ενώ για τα πολυώνυµα
τετάρτου ϐαθµού παραπέµπουµε στην Ενότητα 5.5.
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Υποδείξεις λύσεων επιλεγµένων
ασκήσεων

Ενότητα 1.5

1. α) ΄ΕστωA ένα σηµείο µίας ευθείας. Ορίζουµε αριστερά τουA επί της ευθείας σηµείο
B, ώστε το µήκος BA να είναι ίσο µε 1. Με κέντρο το B και ακτίνα µεγαλύτερη
του 1 χαράσσουµε περιφέρεια κύκλου, που τέµνει την ευθεία δεξιά του σηµείου A
στο σηµείο, έστω G. Με την ίδια ακτίνα και κέντρο το σηµείο G χαράσσουµε νέα
περιφέρεια κύκλου. Οι δύο περιφέρειες τέµνονται στα σηµεία, έστω D και E. Η
ευθεία DE είναι η Ϲητούµενη.

ϐ) Εργαζόµαστε όπως στο α) ϑεωρώντας το τµήµα BG.

γ) Από το σηµείο A εκτός ευθείας χαράσσουµε περιφέρεια µε κέντρο το A τέτοια
ώστε να τµήσει την ευθεία σε δύο σηµεία, έστω BG. Η µεσοκάθετος στο BG τέµνει
την ευθεία στο σηµείο, έστω D. Από το A ϕέρουµε κάθετη στο AD. Αυτή είναι η
Ϲητούµενη.

δ) ΄Εστω η γωνία AOB µε κορυφή O. Με κέντρο το O και ακτίνα µήκους 1 χα-
ϱάσσουµε περιφέρεια κύκλου που το τµήµα OA στο σηµείο έστω A′ και το OB στο
σηµείο, έστω B′. Η µεσοκάθετος από το O στο A′B′ είναι η Ϲητούµενη.

2. Σε µία ευθεία ορίζουµε τρία σηµεία A,B,G ώστε το AB να έχει µήκος 1 και το BG
να έχει µήκος a. Με διάµετρο το AG χαράσσουµε περιφέρεια κύκλου (ϐρίσκουµε
το µέσον του AB όπως στο ϐ). Από το σηµείο B ϕέρουµε κάθετο στο AG (ϐλ. 1α) ),
αυτή τέµνει την περιφέρεια, έστω στο D. Το µήκος DB είναι το Ϲητούµενο.

3. Να χρησιµοποιήσετε τον τριγωνοµετρικό κύκλο.

4. ΄Εστω A µία πλευρά του κανονικού n-γώνου και O το κέντρο του. Να ϕέρετε τη
µεσοκάθετο από το O στο AB και να εργαστείτε όπως στην άσκηση 3 για τα ίσα
ορθογώνια τρίγωνα που σχηµατίζονται.

5. Ν,Ν, Ο, Ν, Ν, Ν,Ν

Οι ανάγωγοι παράγοντες του x4 + 4 έχουν ϐαθµό 2. Για το f(x) = x4 + 1 µελετήστε
το πολυώνυµο f(x+ 1). Για το πολυώνυµο f(x) = (4/3)x5 + (6/5)x2 + 2 µελετήστε
το πολυώνυµο 15f(x).

6. Να υπολογίσετε πρώτα τα ανάγωγα πολυώνυµα ϐαθµού 2. Στη συνέχεια, στο f(x) =
x4 +ax3 + bx2 + cx+ d ϑέστε στη ϑέση των συντελεστών τα στοιχεία 0 ή 1 και ελέγξτε
ποια είναι ανάγωγα. Αν δεν είναι ανάγωγα, τότε είτε έχουν ϱίζα στο Z2[x] είτε έχουν
έναν ανάγωγο παράγοντα ϐαθµού 2.
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8. Για το x4 + 4 δείτε την άσκηση 5.

10. Φ13(x).

12. Να αναλύσετε σε γινόµενο παραγόντων τα πολυώνυµα: (x8 − 1)/(x − 1) και (x9 −
1)/(x−1). Οι ανάγωγοι παράγοντες στον R[x] έχουν ϐαθµό το πολύ 2. Οι ανάγωγοι
παράγοντες στον C[x] έχουν ϐαθµό ακριβώς 1. Στον Q[x], το x7 +x6 + · · ·+x+1 έχει
ακριβώς έναν ανάγωγο παράγοντα ϐαθµού 4, ενώ το x8 + x7 + · · · + 1 έχει ακριβώς
έναν ανάγωγο παράγοντα ϐαθµού 6. Η Ενότητα 5.2 ασχολείται µε τους ανάγωγους
παράγοντες του xn − 1 στον Q[x].

Ενότητα 2.4

2. Q(
√

5,
√

7) = {a0 + a1

√
5 + a2

√
7 + a3

√
35 : ai ∈ Q, i = 1, . . . , 4}.

Q(i
√

11) = {a0 + a1

√
11 : a0, a1 ∈ Q}.

3. Για το a =
√

7 + 1/2, ϐλέπουµε ότι 2a− 1 = 2
√

7 και εποµένως το a είναι ϱίζα του
4x2 − 4a− 27.

4. Να χρησιµοποιήσετε τον ισοµορφισµό Q[x]/〈x3 − 2〉 ∼= Q( 3
√

2), x+ 〈x3 − 2〉 7→ 3
√

2.
Να γράψετε τη µονάδα ως γραµµικό συνδυασµό των x3−2 και x2 + 1. Στη συνέχεια
να ϐρείτε τον αντίστροφο του 3

√
2

2
+ 1 από αυτήν τη σχέση.

6. ∞,∞, 1, 7.

7. Αν φ είναι ένας τέτοιος ισοµορφισµός, τότε φ(
√

3) = a + b
√

5, για κάποιους ϱητούς
a, b. ΄Αρα 3 = φ(

√
3)2 = (a+ b

√
5)2 = a2 + 5b2 + 2ab

√
5, άτοπο γιατί ο

√
5 δεν είναι

ϱητός.

14. Να αποδείξετε µε επαγωγή ότι αν p1, . . . , pn είναι διακριτοί πρώτοι, τότε
√
p /∈ Q(

√
p1, . . . ,

√
pn−1).

Να συµπεράνετε ότι [Q : Q] =∞.

18 . Z2, Z2, Z4, S3.

19. Να χρησιµοποιήσετε την Πρόταση 2.3.2.

24. ΄Εστω G = Gal(R/Q).

(αʹ) Αν a ≤ b ∈ R και σ ∈ G, να δείξετε ότι σ(a) ≤ σ(b) (να χρησιµοποιήσετε το
στοιχείο

√
b− a και την εικόνα του σ(

√
b− a)).

(ϐʹ) Αν a ∈ R και σ ∈ G, να ϑεωρήσετε µία αύξουσα ακολουθία ϱητών αριθµών που
συγκλίνει στο a για να καταλήξετε ότι a ≤ σ(a). Στη συνέχεια να ϑεωρήσετε µία
ϕθίνουσα ακολουθία ϱητών αριθµών που συγκλίνει στο a για να καταλήξετε ότι
a ≥ σ(a).

26. Οι οµάδες των ασκήσεων 2.4.25 και 2.4.25 ϑα εξεταστούν αναλυτικότερα στο Κεφά-
λαιο 5.

27. Ο,Ν,Ο,Ν,Ο,Ο,Ο,Ν,Ο,Ν,Ο,Ο,Ο,Ο,Ν.
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Ενότητα 3.7

1. Αν h ∈ H, τότε h ∈ G και h(a) = a, ∀a ∈ F . ΄Αρα F ⊂ EH ⊂ E.

΄Εστω H1 < H2 < G και a ∈ EH2. Τότε h(a) = a, ∀h ∈ H2, άρα h(a) = a, ∀h ∈ H1.
΄Αρα EH2 ⊂ EH1.

2. • B = Q(
√

2), E = Q( 4
√

2).
• Αδύνατον.
• E το σώµα ανάλυσης του x3 − 2 πάνω από το Q και B = Q(

√
2).

3. E = Q(
√

2, i), αφού

x4 − 4 = (x2 − 2)(x2 + 2) = (x−
√

2)(x+
√

2)(x− i
√

2)(x+ i
√

2).

Παρατηρήστε ότι irr(Q,
√

2)(x) = x2 − 2. Οι εικόνες του α =
√

2 + i είναι τα

α,
√

2− i,−
√

2 + i,−
√

2− i.

Επίσης, irrQ,α)(x) = x4 − 6x2 + 17 και εποµένως α(α3 − 2α) = −17 και a−1 =
−(α3 − 2α)/17.

4. Το E είναι σώµα ανάλυσης του (x2− 3)(x2− 5) και συνεπώς η E/Q είναι επέκταση
του Galois.

5. Η οµάδα Gal(E/F ) καθορίζεται από τις µεταθέσεις των ϱιζών του f(x). Αφού
charF 6= 2, µία µετάθεση των ϱιζών του f(x) είναι περιττή αν και µόνο αν σ(∆) =
−∆. Αφού η ∆ ∈ F έπεται ότι σ(∆) = ∆, για κάθε σ ∈ Gal(E/F ).

9. Ο ϐαθµός [E : Q] διαιρείται από το 4 και το 5, άρα [E : Q] = 20. Η G είναι
ισόµορφη µε γνήσια υποοµάδα της S5. Υπάρχουν αυτοµορφισµοί σ, τ ∈ G τέτοιοι
ώστε σ( 5

√
3) = 5

√
3, σ(ω) = ω2 και τ( 5

√
3) = 5

√
3, τ(ω) = ω.

11. Παρατηρήστε ότι το N(α) ανήκει στο EG.

12. Προκύπτει από το Θεώρηµα 3.4.5.

13. Προκύπτει από το Θεώρηµα 3.5.3 µε K = F (α).

Ενότητα 4.4

2. Το πολυώνυµο g(x) = x2 +x+2 είναι ανάγωγο πάνω από το GF (5), όπως διαπιστώ-
νεται δοκιµάζοντας όλα τα στοιχεία του GF (5). ΄Αρα το σώµα αναλύσεως E του g(x)
που αναζητούµε, είναι επέκταση ϐαθµού 2 του GF (5), δηλ. E = {k + la : k, l ∈
GF (5)} και a είναι µία ϱίζα του g(x). Το E έχει 25 στοιχεία και είναι ισόµορφο µε
το GF (52).

3. Προκύπτει από την Πρόταση 4.2.8 και το Πόρισµα 4.2.9.
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8. ΄Εστω ότι το F είναι τέλειο σώµα. Αν char(F ) = 0, το συµπέρασµα ισχύει. ΄Εστω
char(F ) = p, όπου p πρώτος και f(x) ένα ανάγωγο και µη διαχωρίσιµο πολυώνυµο
του F [x], τότε f ′(x) = 0 και το f(x) ανήκει στον F [xp]. ΄Οµως F = F p, άρα
f(x) = a0 + a1x

p + · · · + anx
np, για ai ∈ F = F p , ai = bpi , 0 ≤ i ≤ n. Εποµένως

f(x) = (b0 + · · · + bnx
n)p και το f(x) δεν είναι ανάγωγο, άτοπο. ΄Αρα το f(x)

είναι διαχωρίσιµο. Αντίστροφα, έστω ότι κάθε ανάγωγο πολυώνυµο του F [x] είναι
διαχωρίσιµο και ότι το F δεν είναι τέλειο. Παρατηρούµε ότι, αν a ∈ F \ F p, τότε το
xp − a είναι ανάγωγο (ϐλ. Παράδειγµα 4.3.7) και µη διαχωρίσιµο πολυώνυµο του
F (x), αφού f ′(x) = 0. Καταλήξαµε σε άτοπο, άρα το F είναι τέλειο.

Ενότητα 5.4

2. Συγκρίνετε µε το πολυώνυµο Φp2(x).

3. Για το (ϐ) παρατηρήστε ότι ο ένας παράγοντας της σειράς είναι ισόµορφος µε την
Gal(F (ω)/F ) που είναι υποοµάδα αβελιανής οµάδας (ϐλ. Θεώρηµα 5.1.4), ενώ για
τον άλλο παράγοντα χρησιµοποιείστε το Θεώρηµα 5.3.1.

6. Να παρατηρήσετε ότι Φ2p(x)Φp(x)Φ2(x)Φ1(x) = x2p−1 και ότι Φp(x)Φ1(x) = xp−1.

7. Να παρατηρήσετε ότι φ(12) = 4 και να ω είναι µία πρωταρχική 12-ϱίζα της µονάδας,
τότε G = Gal(Q(ω)/Q) = {idQ(ω), σ, τ, στ}, όπου σ(ω) = ω2, τ(ω) = ω7, στ(ω) =
ω11. Να δείξετε ότι τα ενδιάµεσα σώµατα είναι τα : Q(ω3), Q(ω2), Q(ω6).

8. ΄Εστω E = Q(ω). Γνωρίζουµε ότι [E : Q] = φ(n), όπου φ είναι η συνάρτηση του
Euler. ΄Εστω ζ = ω + ω−1, τότε εκτελώντας τις πράξεις, έχουµε ω2 − ζω + 1 = 0
και εποµένως [E : Q(ζ)] ≤ 2. Επίσης ζ ∈ R και εποµένως [E : Q(ζ)] ≥ 2. Να
συµπεράνετε ότι [E : Q(ζ)] = 2 και άρα [Q(ζ) : Q] = φ(n)/2.

Ενότητα 6.4

3. Στην Ενότητα V του Παραρτήµατος δίνονται οι τύποι για τις ϱίζες του τεταρτοβάθµιου
πολυωνύµου f(x).

7. Θεωρήστε την οµάδα Gal(L/Q) και εφαρµόστε το Θεώρηµα I.28. Σύµφωνα µε το
Θεώρηµα I.28 η οµάδα Gal(L/Q) έχει µία κανονική σειρά

G = Gt �Gt−1 � · · ·� {e} = G0,

τέτοια ώστε η οµάδα Gi/Gi−1 να έχει τάξη 2, για i = 1, . . . , t. Από το Θεµελιώδες
Θεώρηµα της Θεωρίας Galois έπεται ότι υπάρχει µία ακολουθία σωµάτων

Q = K0 ⊂ K1 · · · ⊂ Kt = Q(ω) ,

µε [Ki : Ki−1] = 2, για i = 1, . . . , t.

10. Το L περιέχει αναγκαστικά και τον συζυγή του z, εποµένως περιέχει και το a και το
bi. Να αποδείξετε ότι το a και το b ικανοποιούν το κριτήριο της άσκησης 6.4.7 για
τα αντίστοιχα σώµατα ανάλυσης.
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Ενότητα 7.3

4. Για κάθε n, υπάρχει a ∈ R έτσι ώστε deg irr(Q,a)(x) > n. Για το αριθµήσιµο κοµµάτι
της ερώτησης, να µετρήσετε τα πολυώνυµα του Q[x].

6. ΄Εστω F υπόσωµα του C. Αν a, b είναι δύο υπερβατικά στοιχεία πάνω από το F , τότε
να αποδείξετε ότι υπάρχει ισοµορφισµός F (a)→ F (b). Αν a, b είναι διακεκριµένες
ϱίζες του ίδιου ανάγωγου πολυωνύµου µε συντελεστές στο F , να αποδείξετε ότι η
φ : F (a) → F (b), µε φ(a) = φ(b), µπορεί να επεκταθεί σε αυτοµορφισµό του FC,
χρησιµοποιώντας το Λήµµα του Zorn.

Ενότητα 8.3

3. Θυµίζουµε από τη Θεωρία Οµάδων ότι κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα G είναι
ευθύ άθροισµα κυκλικών οµάδων, δηλ.

G ∼= Zn1 × Zn2 × · · · × Zns ,

για κάποιους ϕυσικούς αριθµούς ni, i = 1, . . . , s. Θεωρούµε πρώτους ϕυσικούς p1,
p2, . . . , ps τέτοιους ώστε pi ≡ 1 modni, 1 ≤ i ≤ s (υπάρχουν άπειροι τέτοιοι πρώτοι).
΄Εστω n = p1p2 · · · ps και ω µία πρωταρχική n-ϱίζα της µονάδας. Γνωρίζουµε ότι

M := Gal(Q(ω)/Q ∼= Z]n ∼= Z∗p1 × · · · × Z
∗
ps

και Z∗pi ∼= Zpi−1, αφού η Z∗pi είναι κυκλική οµάδα τάξης pi − 1. ΄Οµως, αφού
pi − 1 = kini, για κάποιον ακέραιο ki, έπεται ότι η οµάδα Zni

είναι ισόµορφη µε
υποοµάδα της Zp−1, έστω την Hi, για i = 1, . . . , s. Θεωρούµε, τώρα, την υποοµάδα

H = H1 × · · ·Hs

της M , η οποία αντιστοιχεί σε ένα σώµα Q ≤ K ≤ Q(ω). Να αποδείξετε ότι
Gal(K/Q) είναι ισόµορφη µε την G.
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Ευρετήριο Συµβολισµών

[E : F ], 29
GF(pn), 70
Aut(G), 131
D, 63
E/F , 145
F (x1, . . . , xn), 144
G/H, 130
G1 ×G2, 126
H ↪→ G, 131
H � G, 130
K(R), 139
R/I, 138
R[x1, . . . , xn], 144
R[[x]], 142
SX , 126
Sn, 126
U(R), 137
Φn(x), 86
FE, 113
lim−→Li, 115
C∗, 125
char, 144
deg f(x), 143
ΕΚΠ, 141
[G : H], 130
GLn(K), 126
Im f , 131
irr(F,a)(x), 29
ker f , 131
ΜΚ∆, 141
ord, 128
Q∗, 125
R∗, 125
R[x], 142
ΦP (x), 15
Zn, 125
EH , 54
AutF (E), 34
Gal(E/F ), 34

G ∼= H, 131

Π.Κ.Ι., 140
Π.Μ.Α., 141
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αυτοµορφισµός σωµάτων, 139

ακεραία περιοχή, 139
αλγεβρικά

ανεξάρτητα, 119
εξαρτηµένα, 120
κλειστό, 113

αλγεβρική ϑήκη, 113, 116
αλγεβρικό στοιχείο, 25
αλυσίδα

ιδεωδών, 140
ανάγωγο, 141
ανάλυση σε γινόµενο γραµµικών παρα-

γόντων, 14
αντίστροφο πρόβληµα της Θεωρίας Ga-

lois, 122, 123
αντιµετάθεση, 135
αντιµεταθετικό διάγραµµα, 115
αντιµεταθετικός δακτύλιος, 137
αυτοµορφισµός του Frobenius, 76

γραµµικά ανεξάρτητοι αυτοµορφισµοί, 56

δακτύλιος
πολυωνύµων, 142

δακτύλιος πηλίκο, 138
δείκτης, 130
διαιρεί, 140
διακρίνουσα, 63

ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, 141
εµφύτευση, 131
ενδιάµεσα σώµατα, 53
επέκταση, 145

άπειρη, 145
Galois, 55
αβελιανή, 90
αλγεβρική, 31
απλή, 26, 111
αριθµήσιµη, 113
ϐαθµός, 29
κυκλική, 93
παράγον σύνολο, 31
πεπερασµένη, 145
ϱιζική, 97

επιλύουσα

κυβική επιλύουσα, 147
επιλύουσα του Lagrange, 94
επισύναψη, 31
ευθύ όριο, 115
ευθύ εξωτερικό γινόµενο, 126
Ευκλείδειος Αλγόριθµος, 143

F -οµοµορφισµός, 145

γενική εξίσωση ϐαθµού n, 121

ιδεώδες, 138
γνήσιο, 138
κύριο, 140
µέγιστο, 139
πρώτο, 139

Θεώρηµα
Cauchy, 133
Cayley, 131
Fermat, 131
Galois, 3, 99
Gauss-Wentzel, 105
Gauss, 105
Kronecker-Weber, 90
Kronecker, 18
Lagrange, 129
Shafarevich, 123
Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας,

1
Abel-Ruffini, 3
∆ιαίρεσης, 143
Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας,

106, 108
Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Ga-

lois, 3, 60
Μέσης Τιµής, 106

Θεµελιώδες Θεώρηµα των Συµµετρικών
Πολυωνύµων, 120

Θεωρήµατα Ισοµορφίας, 132, 138
Θεωρήµατα του Sylow, 133

κύκλος, 135
κανονική σειρά, 134

επιλύσιµη, 134
µήκος, 134
παράγοντες, 134
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κανονικός γεννήτορα, 7
κατασκευάσιµη απόσταση, 4
κατασκευάσιµο

σηµείο, 102
κατασκευάσιµος, 4

αριθµός, 102
κατασκευάσιµος

αριθµός, 103
κατασκευασιµο πολύγωνο, 105
κλάση

αριστερή, 130
δεξιά, 130

Κριτήριο του Eisenstein, 15
Κριτήριο του Gauss, 14
κυκλική µετάθεση

µήκος, 135

Λήµµα
του Artin, 56

Λήµµα του Artin, 56
Λήµµα του Zorn, 117, 140

µέγιστος κοινός διαιρέτης, 141
µετάθεση, 45, 135

άρτια, 136
κυκλική µετάθεση, 135
µεταθέσεις ξένες µεταξύ τους, 135
περιττή, 136

n-πρωταρχική ϱίζα της µονάδας, 83

οµάδα, 125
Galois ενός πολυωνύµου, 119
Klein, 132
n-ϱιζών της µονάδας πάνω από το σώ-

µα F, 83
απλή, 133
επιλύσιµη, 134
γενική γραµµική οµάδα, 126
κυκλική, 128
µεταθέσεων, 126
πηλίκο, 130
συµµετρίας, 127

οµάδα Galois, 34
οµάδα Galois

πολυωνύµου, 51
οµοµορφισµός, 131

αυτοµορφισµός, 139
πυρήνας, 138

αυτοµορφισµός, 131
δακτυλίων, 138
εικόνα, 131
ενδοµορφισµός, 131
επιµορφισµός, 131
ισοµορφισµός, 131
µονοµορφισµός, 131
πυρήνας, 131

παράγον σύνολο, 128
περιοχή κυρίων ιδεωδών (Π.Κ.Ι.), 7, 140
περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης (Π.Μ.Α.),

141
πλέγµα, 102
πολλαπλότητες, 19
πολυώνυµο

ανάγωγο, 7, 9, 14, 29
ϐαθµός, 143
διαχωρίσιµο, 19
επιλύσιµο µε ϱιζικά, 97
γενικό πολυώνυµο ϐαθµού n, 121
κανονικό, 6, 143
κυκλοτοµικό, 16, 86
µονικό, 6
παράγωγος, 19
πρωταρχικό, 14
στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα,

120
συµµετρικό, 120

πολυωνυµική συνάρτηση, 142
πρώτο

στοιχείο, 139, 140
πρώτοι του Fermat, 105
n-πρωταρχική ϱίζα της µονάδας, 83
πρωταρχικό, 74

ϱιζικά
εκφράζεται, 97

ϱιζική ακολουθία, 97

σώµα, 137
αλγεβρικά κλειστό, 113
ανάλυσης, 17, 20
ενδιάµεσο, 76, 145
κυκλοτοµικό τάξης n, 90
χαρακτηριστική, 144
τέλειο, 76

σώµα κλασµάτων, 139
σώµα των σταθερών στοιχείων, 54
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σώµα Galois, 70
συνάρτηση του Euler, 126
συζυγή στοιχεία, 29
συζυγείς µεταθέσεις, 135

τάξη, 48, 128
τάξη οµάδας, 125
τυπική σειρά, 142

υπόσωµα, 137
πρώτο, 145

υπερβατικό στοιχείο, 25
υποδακτύλιος, 137
υποοµάδα, 127

Sylow, 133
γνήσια, 127
κανονική, 130
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algebraic
cover, 116
element, 25

algebraic closure, 113
algebraically

independent, 119
dependent, 120

Artin’s Lemma, 56
chain

ideals, 140
characteristic, 144
commutative diagram, 115
commutative ring, 137
conjugate, 135
conjugates, 29
constructible, 4

number, 102, 103
point, 102
polygon, 105

coset
left, 130
right, 130

cycle
length, 135

derivative, 19
Division Theorem, 143
direct limit, 115
discriminant, 63
divides, 140
Eisenstein’s Criterion, 15
embedding, 131
Euclidean Algorithm, 143
Euler’s φ function, 126
extension, 145

abelian, 90
algebraic, 31
countable, 113
cyclic, 93
degree, 29
finite, 145
Galois, 55
generating set, 31
infinite, 145
radical, 97
simple, 26, 111

external direct product, 126
F -homomorphism, 145
Fermat’s prime, 105
field, 137

intermediate, 76
algebraically closed, 113
cyclotomic of order n, 90
Galois field with pn elements, 70
intermediate, 145
perfect field, 76
Splitting Field, 20

field of constants, 54
field of fractions, 139
formal series, 142
Frobenius automorphism, 76
general equation of degree n, 121
generating set, 128
greatest common divisor, 141
group, 125

n roots of unity, 83
Galois group of a polynomial, 119
cyclic, 128
Galois group, 34
Galois group of a polynomial, 51
general linear group, 126
Klein, 132
permutation, 126
quotient, 130
simple, 133
solvable, 134
symmetry, 127

homomorphism, 131
automorphism, 131, 139
endomorphism, 131
image, 131
isomorphism, 131
kernel, 131, 138
monomorphism, 131
ring, 138

ideal, 138
generator, 140
maximal, 139
prime, 139
principal, 140
proper, 138
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index, 130
integral domain, 139
inverse problem of Galois theory, 122,

123
irreducible, 141
irreducible polynomial, 29
Isomorphism Theorems, 132
Lagrange’s resolvent, 94
lattice, 102
least common multiple, 141
linearly idependent automorphisms, 56
n-primitive root of unity, 83
normal series, 134

factors, 134
length, 134
solvable, 134

order, 125, 128
permutation, 135

cycle, 135
disjoint permutations, 135
even, 136
odd, 136

polynomial
cyclotomic, 86
degree, 143
elementary symmetric polynomials,

120
general polynomial of degree n, 121
irreducible, 14
monic, 143
primitive, 14
resolved by radicals, 98
ring, 142
symmetric, 120

prime
element, 140
ideal, 139

primitive, 74
quotient ring, 138
radical

resolved, 97
resolvent

cubic, 147
Lagrange’s, 94

ring
Principal Ideal Domain, 140

separable, 19
splits, 14

subfield, 137
prime, 145

subgroup, 127
normal, 130
proper, 127

subring, 137
Theorem

Fundamethal Theorem of Galois The-
ory, 3

Abel-Ruffini, 3
Galois, 3
Cauchy, 133
Cayley, 131
Fermat, 131
Fundamental Theorem of Algebra, 1,

106, 108
Fundamental Theorem of Galois The-

ory, 60
Galois, 99
Gauss, 105
Gauss-Wentzel, 105
Lagrange, 129
Mean Value Theorem, 106
Sylow, 133

transcendental element, 25
transposition, 135
Unique Factorization Domain, 141
Zorn’s Lemma, 140
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