
Μερικές διαφορικές εξισώσεις

Εξέταση 2 Σεπτεμβρίου 2019

1. (15 Βαθμοί) Να λυθεί το πρόβλημα αρχικών τιμών

ut � xtux � 0,

upx, 0q � f pxq για κάθε x P R,

στο μέγιστο υποσύνολο του H � R � r0,8q που αυτό είναι δυνατόν. Η f : R Ñ R είναι μια

δεδομένη συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση.

2. (20 Βαθμοί) (α) Να αναχθεί η εξίσωση utt � uxx � 0 στην Uξη � 0 όπου Upξ, ηq �

upxpξ, ηq, tpξ, ηqq για κατάλληλες γραμμικές συναρτήσεις xpξ, ηq, tpξ, ηq.

(β) Να δειχθεί ότι κάθε λύση u P C2pR2q της utt � uxx � 0 στο R2
γράφεται στη μορφή upx, tq �

f px � tq � gpx � tq για κατάλληλες f , g P C2pRq.

(γ) Αν μια λύση u P C2pR2q της utt � uxx � 0 στο R2
ικανοποιεί την uxpx, 0q� utpx, 0q � 0 για κάθε

x P R, να δειχθεί ότι η u είναι ένα οδεύον κύμα που κινείται προς τα δεξιά. [Ερμηνεύουμε τη

μεταβλητή t ως χρόνο και την x ως χώρο.]

3. (20 Βαθμοί) Να λυθεί με τη μέθοδο του χωρισμού μεταβλητών το πρόβλημα αρχικών και

συνοριακών τιμών

ut � 2uxx στο Ω :� p0, πq � p0,8q,
upx, 0q � 2 sinp3xq � sinp5xq για κάθε x P r0, πs,
up0, tq � upπ, tq � 0 για κάθε t ¡ 0.

4. (15 Βαθμοί) Για οποιαδήποτε συνεχή f : r�π, πs Ñ R, ορίζουμε τους συντελεστές Fourier της
ως

akp f q �
1
π

» π

�π

f pxq cospkxq dx για κάθε k P N,

bkp f q �
1
π

» π

�π

f pxq sinpkxq dx για κάθε k P N�.

Για μια 2π-περιοδική f P C1pRq, γνωρίζουμε τους συντελεστές akp f q, bkp f q. Να βρεθούν συναρ-

τήσει αυτών οι συντελεστές Fourier των (περιορισμών στο r�π, πs των) συναρτήσεων

(α) 3 f pxq,

(β) f 1pxq,

(γ) f p2xq.

5. (15 Βαθμοί) Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών (k είναι μια θετική

σταθερά)

ut � kuxx στο Ω :� p0,8q � p0,8q,
upx, 0q � xe�x

για κάθε x P r0,8q,
up0, tq � 0 για κάθε t ¡ 0.

Να δοθεί σε ολοκληρωτική αναπαράσταση μια λύση του.

6. (15 Βαθμοί) 'Εστω D :� tpx, yq P R2 : x2 � y2   1u ο ανοικτός μοναδιαίος δίσκος και u P CpsDq
αρμονική συνάρτηση με upx, yq � x2

για κάθε px, yq P BD.

(α) Να βρεθεί η μέγιστη τιμή της u στο sD και ένα σημείο στο οποίο αυτή λαμβάνεται.

(β) Να υπολογιστεί η τιμή up0, 0q.



7. (15 Βαθμοί) Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών

ut � uxxx στο Ω :� p0, 1q � p0,8q,
upx, 0q � gpxq για κάθε x P r0, 1s,
uxp0, tq � hptq για κάθε t ¡ 0,
uxxp0, tq � kptq για κάθε t ¡ 0,
uxp1, tq � λptq για κάθε t ¡ 0,

όπου g, h, k, λ είναι δεδομένες συναρτήσεις. Να δειχθεί ότι το πρόβλημα έχει το πολύ μία λύση.

[Υπόδειξη: Χρήσιμο είναι το συναρτησιακό Ewptq �
³1

0 w2
xpx, tq dx για w P C1,0psΩq και t ¥ 0.]

'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Απαντήσεις

1. upx, tq � f pxet2{2q.

2. (α), β). Θεωρία. Σελ. 139 στο βιβλίο των Ακρίβη-Αλικάκου.

3. upx, tq � 23�18t sinp3xq � e�50t sinp5xq.

4. (α) akp3 f q � 3akp f q, bkp3 f q � 3bkp f q.

(β) akp f 1q � kbkp f q για κάθε k P N με τη σύμβαση b0p f q � 0. bkp f 1q � �kakp f q για κάθε k P N�.

(γ) 'Εστω g : r�π, πs Ñ R η συνάρτηση με gpxq � f p2xq για κάθε x P R. Για κάθε k P N έχουμε

akpgq �

#
ak{2p f q αν k άρτιος,

0 αν k περιττός,

και για κάθε k P N� έχουμε

bkpgq �

#
bk{2p f q αν k άρτιος,

0 αν k περιττός,

5. Κάνουμε περιττή επέκταση της xe�x
στοR. Η επέκταση είναι η φpxq � xe�|x|. Οι λεπτομέρειες,

όπως στις σελίδες 306, 307 του βιβλίου των Ακρίβη-Αλικάκου.

6. Σελίδα 385 στο Ακρίβης-Αλικάκος. (α) Αρχή του μεγίστου. Μέγιστο στο p1, 0q με τιμή την 1.

(β) Ιδιότητα της μέση τιμής. Βρίσκουμε up0, 0q � 1{2.

7. 'Εστω u1, u2 δύο λύσεις του προβλήματος. Τότε η w :� u1 � u2 λύνει το ίδιο πρόβλημα όπου

όμως g � h � k � λ � 0. Θεωρούμε την E : r0,8q Ñ R με

Eptq �
» 1

0
w2

xpx, tq dx

για κάθε t ¥ 0. Η E είναι συνεχής και παραγωγίσιμη και η παράγωγός της σε κάθε t ¡ 0 είναι

E1ptq � 2
» 1

0
wxpx, tqwxtpx, tq dx � 2wxpx, tqwtpx, tq

��x�1
x�0 � 2

» 1

0
wxxpx, tqwtpx, tq dx

� �2
» 1

0
wxxpx, tqwxxxpx, tq dx � �w2

xxpx, tq
��x�1
x�0 � �wxxp1, tq2 ¤ 0.

'Αρα η E είναι φθίνουσα. Η wpx, 0q � 0 για κάθε x P r0, 1s δίνει wxpx, 0q � 0 για κάθε x P r0, 1s,
οπότε Ep0q � 0. Επειδή λοιπόν η E είναι φθίνουσα και μη αρνητική, έπεται ότι Eptq � 0 για

κάθε t ¥ 0. Και επειδή η x ÞÑ wxpx, tq είναι συνεχής, παίρνουμε wxpx, tq � 0 για κάθε x P r0, 1s.
'Αρα wx � 0 στο Ω. 'Επειτα, παραγωγίζοντας αυτή τη σχέση και χρησιμοποιώντας τη διαφορική

εξίσωση παίρνουμε wt � wxxx � 0. 'Αρα ∇w � pwx,wtq � 0 στο Ω. Κατά τα γνωστά (το Ω είναι

ανοικτό και συνεκτικό), αυτό δίνει ότι η w είναι σταθερή στο Ω. 'Ομως η w είναι συνεχής στο sΩ
και οι τιμές της στο r0, 1s � t0u είναι μηδέν, άρα w � 0 στο sΩ.


