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1. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) και (Y,A ,ν ,S) δύο συστήµατα που διατηρούν το µέτρο.
(α) ΄Εστω ότι υπάρχει απεικόνιση ϕ : X → Y τέτοια ώστε :
(ι) η ϕ είναι µετρήσιµη, δηλαδή ϕ−1A ⊆B,
(ιι) απεικονίζει το µέτρο µ στο µέτρο ν, δηλαδή ϕ∗µ = ν (δηλαδή ν(A) = µ

(
ϕ−1(A)

)
∀A ∈A ) και

(ιιι) ϕ ◦T = S◦ϕ.
∆είξτε ότι hµ(T )> hν(S).
(ϐ) Μία απεικόνιση ϕ : X → Y καλείται οµοµορφισµός µεταξύ συστηµάτων που διατηρούν το µέτρο αν
(ι) η ϕ είναι µετρήσιµη, (ιι) ϕ∗µ = ν και (ιιι) ϕ ◦T = S ◦ϕ µ-σχεδόν παντού. ΄Οταν υπάρχει τέτοιος
οµοµορφισµός ϕ : X→Y , το σύστηµα (Y,A ,ν ,S) καλείται παράγοντας (factor) του (X ,B,µ,T ). ∆είξτε
ότι αν (Y,A ,ν ,S) είναι παράγοντας του (X ,B,µ,T ), τότε hµ(T )> hν(S).
(γ) Τα συστήµατα (X ,B,µ,T ) και (Y,A ,ν ,S) είναι µετροθεωρητικά ισόµορφα αν υπάρχει οµοµορφι-
σµός ϕ : X→Y και οµοµορφισµός ψ : Y →X , τέτοιοι ώστε ϕ ◦ψ = idY ν-σχεδόν παντού και ψ ◦ϕ = idX

µ-σχεδόν παντού, όπου idX : X → X και idY : Y → Y οι ταυτοτικές απεικονίσεις στους X και Y , αντί-
στοιχα. ∆είξτε ότι αν τα συστήµατα (X ,B,µ,T ) και (Y,A ,ν ,S) είναι µετροθεωρητικά ισόµορφα, τότε
hµ(T ) = hν(S).

2. ΄Εστω T : T→ T άρρητη στροφή, δηλαδή T (x) = x+α (mod 1), x ∈ T = [0,1), µε α ∈ RrQ
άρρητο, και ϑεωρείστε το σύστηµα (T,B(T),λ ,T ), όπου B(T) η Borel σ -άλγεβρα του T και λ το
µέτρο Lebesgue στο [0,1). ∆είξτε ότι η διαµέριση ξ :=

{
[0, 1

2), [
1
2 ,1)

}
είναι µονόπλευρος γεννήτορας

για το σύστηµα και ϐρείτε την εντροπία του συστήµατος.

3. ΄Εστω T : T→ T ϱητή στροφή, δηλαδή T (x) = x+α (mod 1), x ∈ T= [0,1), µε α ∈Q. ∆είξτε ότι το
σύστηµα (T,B(T),λ ,T ) δεν έχει πεπερασµένο γεννήτορα. Βρείτε την εντροπία του συστήµατος.

4. ΄Εστω X = [0,1]Z = {(xn)n∈Z : xn ∈ [0,1] ∀n ∈ Z}, B η σ-άλγεβρα γινόµενο B =⊗i∈ZB([0,1]), που
παράγεται από όλα τα µετρήσιµα ορθογώνια

{(xn)n∈Z : xk+1 ∈ B1, . . . ,xk+m ∈ Bm} , k ∈ Z, m ∈ N, B1, . . . ,Bm ∈B([0,1])

(B([0,1]) η Borel σ-άλγεβρα του [0,1]) και T : X → X το shift: T ((xn)n∈Z) = (yn)n∈Z µε yn := xn+1
για κάθε n ∈ Z. Τότε ορίζεται µονοσήµαντα ένα µέτρο πιθανότητας µ = ×i∈Zλ στον µετρήσιµο χώρο
(X ,B), που ικανοποιεί τις

µ
(
{(xn)n∈Z : xk+1 ∈ B1, . . . ,xk+m ∈ Bm}

)
= λ (B1) · · ·λ (Bm)

για κάθε m ∈ N και B1, . . . ,Bm ∈B([0,1]) και κάθε k ∈ Z, όπου λ το µέτρο Lebesgue στο [0,1]. ∆είξτε
ότι το σύστηµα έχει εντροπία hµ(T ) = +∞. Υπάρχει πεπερασµένος γεννήτορας για το σύστηµα ;

5. (α) ΄Εστω πάλι T = [0,1) ό τόρος, λ το µέτρο Lebesgue στο [0,1), B(T) η Borel σ-άλγεβρα του
T= [0,1) και T2(x) = 2x (mod 1). Βρείτε την εντροπία του συστήµατος.
[Βρείτε µονόπλευρο πεπερασµένο γεννήτορα για το σύστηµα.]
(ϐ) Επαναλάβατε για το σύστηµα (T,B(T),λ ,T3), όπου T3(x) = 3x (mod 1), και δείξτε ότι τα δύο
συστήµατα δεν είναι µετροθεωρητικά ισόµορφα.



6. (Το Θεώρηµα Shannon–McMillan–Breiman) (α) ΄Εστω X = SN, όπου S πεπερασµένο σύνολο, B η
σ-άλγεβρα που παράγεται από όλους τους πεπερασµένους κυλίνδρους

{(xn)n∈N ∈ X : x1 = s1, . . . ,xn = sn} , n ∈ N, s1, . . . ,sn ∈ S,

p = (ps)s∈S ένα διάνυσµα πιθανότητας, δηλαδή ps > 0 ∀s∈ S και ∑s∈S ps = 1, και µ το µοναδικό µέτρο
πιθανότητας που ικανοποιεί τις

µ
(
{(xn)n∈N ∈ X : x1 = s1, . . . ,xn = sn}

)
= ps1 · · · psn

για κάθε n ∈ N και s1, . . . ,sn ∈ S. ΄Εστω επίσης T : X → X το shift: (x1,x2, . . .)
T7→ (x2, . . .). Το σύστηµα

(X ,B,µ,T ) είναι δηλαδή το Bernoulli shift p. ΄Εστω τέλος ξ η διαµέριση ξ := {[s] : s ∈ S} που
αποτελείται από όλους τους κυλίνδρους

[s] := {(xn)n∈N ∈ X : x1 = s} s ∈ S,

και ξn :=
∨n−1

i=0 T−iξ . Αν ξn(x) συµβολίζει το στοιχείο της διαµέρισης ξn που περιέχει το x ∈ X , n ∈ N,
δείξτε ότι

lim
n→∞

1
n

ln µ(ξn(x)) = ∑
s∈S

ps ln ps =−hµ(T,ξ ) για µ-σχεδόν κάθε x ∈ X .

(ϐ) ΄Εστω πάλι (T,B(T),λ ,T2) το σύστηµα της ΄Ασκησης 5 (α) και ξ η διαµέριση ξ :=
{
[0, 1

3), [
1
3 ,1)

}
του

T. ΄Εστω πάλι ξn :=
∨n−1

i=0 T−iξ και ξn(x) το στοιχείο της διαµέρισης ξn που περιέχει το x ∈ X , n ∈ N.
∆είξτε ότι υπάρχει αριθµός h > 0 τέτοιος ώστε

lim
n→∞

1
n

ln µ(ξn(x)) =−h για λ -σχεδόν κάθε x ∈ T.


