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1. ΄Εστω X = [0,1] και T : X → X ο µετασχηµατισµός

T (x) =

{
1
2 x x ∈ (0,1]
1 x = 0.

∆είξτε ότι MT (X) =∅, όπου MT (X) το σύνολο των T -αναλλοίωτων Borel µέτρων πιθανότητας στον X .

2. ΄Εστω α άρρητος, m,n ∈ Z και T : T2→ T2 ο µετασχηµατισµός T (x,y) = (x+ nα,y+mα) mod 1.
∆είξτε ότι το µέτρο Lebesgue δεν είναι εργοδικό για τον T . Βρείτε δύο εργοδικά αναλλοίωτα µέτρα για
τον T και επιβεβαιώστε ότι αυτά είναι ιδιάζοντα το ένα ως προς το άλλο.
[Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα Krylov–Bogolyubov για «µαντέψετε» αναλλοίωτα µέτρα. Εξε-
τάστε πρώτα την περίπτωση m = n = 1.]

3. Παρατηρείστε ότι

2n ∈ {1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,4096,8192,16384}

για n ∈ {0,1, . . . ,14}. ∆είξτε ότι, παρόλα αυτά, το ψηφίο 7 εµφανίζεται στο δεκαδικό ανάπτυγµα του
2n για άπειρα n ∈ N. (Το ψηφίο 7 εµφανίζεται δε στην πρώτη ϑέση από αριστερά στον αριθµό 2n, για
n = 46 για πρώτη ϕορά.)
[Υπόδειξη: Παρατηρείστε ότι log2 είναι άρρητος (γιατί ;), όπου log σηµαίνει λογάριθµος µε ϐάση το
10. Θεώρηµα ισοκατανοµής του Weyl ή ελαχιστικότητα.]

4. ΄Εστω (X ,T ) ισοµετρικό τοπολογικό δυναµικό σύστηµα, δηλαδή X συµπαγής µετρικός χώρος και
T : X → X συνεχής, στο οποίο ο T : X → X είναι ισοµετρία : ρ(T (x),T (y)) = ρ(x,y) ∀x,y ∈ X , όπου
ρ η µετρική στον X . ∆είξτε ότι το σύστηµα (X ,T ) είναι ελαχιστικό (minimal) ανν είναι µονόπλευρα
τοπολογικά µεταβατικό (one-sided topologically transitive).

5. ΄Εστω (X ,T ) ένα µονοσήµαντα εργοδικό τοπολογικό δυναµικό σύστηµα. ΄Εστω ότι το µοναδικό T -
αναλλοίωτο µέτρο µ ικανοποιεί µ(U)> 0 για κάθε U ⊆ X ανοικτό και µη κενό. ∆είξτε ότι το σύστηµα
είναι τότε ελαχιστικό.

6. (α) ∆είξτε ότι η ακολουθία
((

n
√

2,n2
√

3
))

n∈N
είναι ισοκατανεµηµένη στο [0,1)2, mod 1.

(ϐ) ∆είξτε ότι, για κάθε ε > 0, υπάρχουν άπειρες τριάδες k,m,n ∈ N τέτοιες ώστε∣∣∣∣√2− k
n

∣∣∣∣6 ε

n
και

∣∣∣√3− m
n2

∣∣∣6 ε

n2 .

7. (Θεώρηµα επαναφοράς Birkhoff ) ∆είξτε ότι κάθε τοπολογικό δυναµικό σύστηµα (X ,T ) έχει ένα
επανερχόµενο σηµείο, δηλαδή ένα σηµείο x για το οποίο υπάρχει ακολουθία ϕυσικών n1 < n2 < · · ·
τέτοια ώστε T nk(x)→ x καθώς k→ ∞.

8. ΄Εστω (X ,T ) ισοµετρικό τοπολογικό δυναµικό σύστηµα (ϐλ. ΄Ασκηση 4). ∆είξτε ότι αν το σύστηµα
είναι ελαχιστικό τότε είναι και µονοσήµαντα εργοδικό. (Αυτό δεν ισχύει για µη ισοµετρικά συστήµατα
εν γένει.)
[Υπόδειξη: Ξεκινήστε µε ένα generic σηµείο για ένα τυχόν εργοδικό T -αναλλοίωτο µέτρο.]


