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1. ΄Εστω (R,B(R),µ) ο χώρος πιθανότητας µε µέτρο dµ(x) := π−1(1+x2)−1dx, και T : R→R ο µετα-
σχηµατισµός T (x) := 1

2(x− x−1) για x ∈ Rr{0} και T (0) := 0. ∆είξτε ότι το σύστηµα (R,B(R),µ,T )
είναι ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο.

2. ΄Εστω T : [0,1]2→ [0,1]2 ([0,1]2 := [0,1]× [0,1]) ο µετασχηµατισµός

T (x,y) :=


(

2x,
y
2

)
για 0 6 x < 1

2(
2x−1,

y+1
2

)
για 1

2 6 x 6 1.

∆είξτε ότι ο T διατηρεί το µέτρο Lebesgue στο [0,1]2.
[Ο µετασχηµατισµός αυτός αναφέρεται στην ϐιβλιογραφία ως fat baker’s transformation.]

3. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και έστω B ∈B, µε µ(B)> 0 και τέτοιο ώστε
T−1(B) = B. Ορίζουµε BB := {A∩B : A ∈B}, TB := T |B : B→ B ο περιορισµός του T στο B, και µB το
µέτρο που δίνεται από την µB(A) := µ(A)/µ(B) για A ∈BB.
(α) ∆είξτε ότι η τετράδα (B,BB,µB,TB) είναι ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο.
(ϐ) Επαναλάβατε αν αντί για την υπόθεση T−1(B) = B υποθέσουµε µόνο ότι T (B)⊆ B.

4. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, (Y,A ,ν) ένας χώρος πιθανότητας και
S : X ×Y → Y µία B⊗A →A -µετρήσιµη απεικόνιση, τέτοια ώστε (Sx)∗ν = ν για κάθε x ∈ X , όπου
Sx : Y → Y ο µετασχηµατισµός Sx(y) := S(x,y), για κάθε σταθερό x ∈ X . ΄Εστω τ : X ×Y → X ×Y ο
µετασχηµατισµός τ(x,y) := (T (x),S(x,y)), (x,y) ∈ X ×Y . ∆είξτε ότι το (X ×Y,B⊗A ,µ × ν ,τ) είναι
ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. (B⊗A είναι η σ-άλγεβρα γινόµενο και µ×ν το µέτρο γινόµενο.
Υπενθυµίζεται επίσης ότι (Sx)∗ν είναι το µέτρο (Sx)∗ν(A) = ν(S−1

x (A)), A ∈A , στον µετρήσιµο χώρο
(Y,A )· η συνθήκη δηλαδή (Sx)∗ν = ν λέει ότι το ν είναι Sx-αναλλοίωτο, για κάθε x ∈ X).

5. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και f ∈ L1(X ,B,µ) µία ολοκληρώσιµη
συνάρτηση που ικανοποιεί την f 6 f ◦T µ-σχεδόν παντού. ∆είξτε ότι η f είναι µ-σχεδόν αναλλοίωτη,
δηλαδή ότι f = f ◦T µ-σχεδόν παντού.

6. ΄Εστω µ ένα συνεχές µέτρο πιθανότητας στον µετρήσιµο χώρο (T,B(T)), που είναι αναλλοίωτο
κάτω από κάθε µετασχηµατισµό Tk : T→ T, Tk(x) := kx (mod 1), x ∈ T, k ∈ N µε k > 1 (δηλαδή,
(Tk)∗µ = µ για κάθε k ∈ N µε k > 1). ∆είξτε ότι τότε το µ είναι αναγκαστικά το µέτρο Lebesgue.
[Υπόδειξη: ∆ύο µέτρα πιθανότητας µ και ν στον τόρο T είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν τους ίδιους
συντελεστές Fourier: µ̂(n) :=

∫
T e−2πint dµ(t) =

∫
T e−2πint dν(t) =: ν̂(n) ∀n ∈ Z.]

7. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και f : X→N µία συνάρτηση στον L1(X ,B,µ).
Ορίζουµε ένα σύστηµα (X f ,B f ,µ f ,Tf ) ως εξής.

X f := {(x,n) ∈ X×N0 : 0 6 n < f (x)} ·

B f :=
{

A∩X f : A ∈B⊗P(N0)
}
, όπου B⊗P(N0) είναι η σ-άλγεβρα γινόµενο και P(N0) το δυνα-

µοσύνολο του N0· µ f είναι το µέτρο

µ f (A) :=
∑

∞
n=0 µ

(
{x ∈ X : (x,n) ∈ A}

)∫
X f dµ
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για A ∈B f · και Tf : X f → X f ο µετασχηµατισµός

Tf (x,n) :=

{
(x,n+1) αν n+1 < f (x)
(T (x),0) αν n+1 = f (x),

για (x,n)∈X f . ∆είξτε ότι το σύστηµα (X f ,B f ,µ f ,Tf ) είναι ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο· καλείται
το suspension που ορίζει η συνάρτηση f .
[Υπενθύµιση: N0 := N∪{0}.]

8. ΄Εστω f : T→ (0,∞) µετρήσιµη συνάρτηση και α ∈ [0,1). ΄Εστω και ε > 0. ∆είξτε ότι, για σχεδόν
κάθε x ∈ T, υπάρχουν άπειροι το πλήθος ϕυσικοί n ∈ N τέτοιοι ώστε

‖nα‖+‖ f (x)+ f (x+α)+ · · ·+ f (x+(n−1)α)‖< ε,

όπου για t ∈ R, ‖t‖ := minm∈Z |t +m| η απόσταση από τον πλησιέστερο ακέραιο.
[Υπόδειξη: Θεωρείστε σύστηµα της µορφής που περιγράφεται στην ΄Ασκηση 4, µε X = Y = T και
κατάλληλες T και S.]
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