
Εργοδική Θεωρία (2018–2019) — Φυλλάδιο Ασκήσεων 2

1. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και f : X → C µετρήσιµη συνάρτηση. Αν
f (T n(x))→ 0 για µ-σχεδόν κάθε x ∈ X , τι µπορείτε να συµπεράνετε για την f ;

2. (α) ΄Εστω (X ,B,µ) χώρος πιθανότητας και A µία άλγεβρα που παράγει την B. ∆είξτε ότι για κάθε
B ∈B και κάθε ε > 0, υπάρχει A ∈A τέτοιο ώστε µ(A M B)< ε.
(ϐ) Μία κλάση S ⊆B µετρήσιµων υποσυνόλων του X καλείται ηµι-άλγεβρα αν
(ι) ∅ ∈S ·
(ιι) για κάθε A ∈S , το X rA γράφεται σαν ξένη ένωση στοιχείων της S ·
(ιιι) η S είναι κλειστή ως προς πεπερασµένες τοµές.
΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και S µία ηµι-άλγεβρα που παράγει την B.
∆είξτε ότι το σύστηµα είναι εργοδικό ανν

1
n

n−1

∑
k=0

µ(A∩T−kB)
(n→∞)−−−−→ µ(A)µ(B) ∀ A,B ∈S .

3. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα εργοδικό σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και f : X→R µετρήσιµη συνάρτηση
µε
∫

X f− dµ < +∞ και
∫

X f+ dµ = +∞ (όπου f+(x) := max{ f (x),0} και f−(x) := max{− f (x),0}, για
x ∈ X). ∆είξτε ότι

1
n

n−1

∑
k=0

f ◦T k (n→∞)−−−−→+∞ µ-σχεδόν παντού.

4. Για x ∈ (0,1]rQ έστω a1(x),a2(x), . . .∈N τα ψηφία στην αναπαράσταση του x σαν συνεχές κλάσµα.
∆είξτε ότι για Lebesgue-σχεδόν κάθε x ∈ (0,1], ο αρµονικός µέσος όρος της ακολουθίας, δηλαδή το
όριο

lim
n→∞

n
1

a1(x)
+ · · ·+ 1

an(x)

,

υπάρχει και ϐρείτε αυτό το όριο.

5. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, f ∈ L1(X ,B,µ) µία ολοκληρώσιµη συνάρ-
τηση και α ∈ R. ∆είξτε ότι το όριο

lim
n→∞

1
n

n−1

∑
k=0

e2πikα f ◦T k

υπάρχει µ-σχεδόν παντού.

6. ΄Εστω α = (α1, . . . ,αd) ∈ [0,1)d. Θεωρείστε το σύστηµα (X ,B,µ,T ) µε X = Td, B = B(Td) η σ-
άλγεβρα Borel του [0,1)d, µ το µέτρο Lebesgue στον Td και Tα : X → X τον µετασχηµατισµό Tα(x) =
x+α (mod 1), x = (x1, . . . ,xd), δηλαδή

Tα(x1, . . . ,xd) =
(
x1 +α1 (mod 1), . . . ,xd +αd (mod 1)

)
.

Βρείτε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε το σύστηµα να είναι εργοδικό.
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7. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο, UT ο αντίστοιχος τελεστής Koopman στον
L∞(X ,B,µ), δηλαδή UT f = f ◦T , και k ∈ N. ∆είξτε ότι το σύστηµα (X ,B,µ,T k) είναι εργοδικό ανν
οι µόνες συναρτήσεις f ∈ L∞(X ,B,µ) που ικανοποιούν την UT f = λ f (στον L∞) για κάποιο λ ∈ C µε
λ k = 1, είναι οι σταθερές (στον L∞(X ,B,µ)).
[Θεωρείστε την περίπτωση k = 2 πρώτα.]

8. ΄Εστω (X ,B,µ,T ) ένα σύστηµα που διατηρεί το µέτρο και UT ο αντίστοιχος τελεστής Koopman
στον L2(X ,B,µ).
(α) ∆είξτε ότι το σύστηµα είναι εργοδικό ανν

1
n

n−1

∑
k=0
〈Uk

T f ,g〉 (n→∞)−−−−→ 〈 f ,1X〉〈1X ,g〉 ∀ f ,g ∈ L2(X ,B,µ).

(ϐ) ∆είξτε ότι το σύστηµα είναι εργοδικό ανν

1
n

n−1

∑
k=0
〈Uk

T f , f 〉 (n→∞)−−−−→ 〈 f ,1X〉〈1X , f 〉 ∀ f ,g ∈ L2(X ,B,µ).

[〈 f ,g〉 είναι το εσωτερικό γινόµενο στον L2(X ,B,µ), δηλαδή 〈 f ,g〉 :=
∫

X f ḡdµ για f ,g ∈ L2(X ,B,µ).]
[Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε την ταυτότητα 4〈Un

T f ,g〉 = 〈Un
T ( f + g), f + g〉+ i〈Un

T ( f + ig), f + ig〉 −
〈Un

T ( f −g), f −g〉− i〈Un
T ( f − ig), f − ig〉, αφού την ελέγξετε, ϕυσικά.]
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