
JewrÐa Pijanot twn

Telik  Exètash, 3 IoulÐou 2015

Jèma 1. (20 BajmoÐ) 'Estw n ≥ 2 akèraioc, kai X1, X2, . . . , Xn anex�rthtec kai isìnomec tuqaÐec

metablhtèc me E|X1|3 < ∞, E(X1) = 0,E(X2
1 ) = µ2,E(X3

1 ) = µ3. Na upologisteÐ h mèsh tim  thc

(X1 +X2 + · · ·+Xn)
3.

Jèma 2. (30 BajmoÐ) EkteloÔme akoloujÐa anex�rthtwn rÐyewn nomism�twn. Sth n-ost  rÐyh (n ≥ 1)

rÐqnoume èna nìmisma pou fèrnei {K} me pijanìthta pn = a/(n+ 1), ìpou a ∈ (0, 2] eÐnai mia stajer�.

(a) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 ja èrjei {K} �peirec forèc.

(b) Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 ta zeÔgh diadoqik¸n rÐyewn pou kai stic dÔo èrqetai {K} eÐnai

peperasmèna.

(g) 'Estw Z h pr¸th rÐyh sthn opoÐa èrqetai {K}. Na brejeÐ h sun�rthsh pijanìthtac thc Z kai na

deiqjeÐ ìti E(Z) <∞⇔ a > 1.

Jèma 3 (20 BajmoÐ) 'Estw X1, X2, . . . , Xn anex�rthtec isìnomec tuqaÐec metablhtèc kajemÐa me ka-

tanom  Cauchy. 'Estw kai stajerèc a1, a2, . . . , an ∈ R. Na deiqjeÐ ìti up�rqei stajer� c ∈ R ètsi

¸ste

a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn
d
= cX1

Jèma 4. (20 BajmoÐ) 'Estw µ mètro pijanìthtac sto [0,∞). Metasqhmatismì Laplace tou µ lème th

sun�rthsh L : [0,∞)→ [0,∞) me L(s) =
∫∞
0 e−sx dµ(x) gia k�je s ≥ 0. Na deiqjeÐ ìti gia k�je u > 0

isqÔei

µ

(
2

u
,∞
)
≤ 2

u

∫ u

0
(1− L(s)) ds. (1)

Jèma 5. (25 BajmoÐ) 'Estw a > 0 kai X tuqaÐa metablht  me puknìthta

f(x) =
a

2|x|a+1
1|x|≥1.

(a) An a > 2, (Xn)n≥1 anex�rthtec isìnomec me puknìthta f , kai Sn := X1 +X2 + · · ·+Xn gia k�je

n ≥ 1, na deiqjeÐ ìti up�rqei stajer� C(a) ∈ (0,∞) ¸ste Sn/
√
n⇒ N(0, C(a)).

(b) An a ∈ (0, 2), na deiqjeÐ ìti up�rqei stajer� C̃(a) ∈ (0,∞) ¸ste

lim
t→0

1− φX(t)
|t|a

= C̃(a). (2)

'Arista eÐnai to 100. H di�rkeia thc exètashc eÐnai 3 ¸rec.

KALH EPITUQIA!



Prìtash 'Estw µ mètro pijanìthtac sto R kai µ̂ o metasqhmatismìc Fourier tou. Tìte

µ

({
x : |x| > 2

u

})
≤ 1

u

∫ u

−u
(1− µ̂(t))dt (3)

gia k�je u > 0.

Apìdeixh

Apì ton orismì tou metasqhmatismoÔ Fourier tou mètrou µ èqoume∫ u

−u
(1− µ̂(t))dt =

∫ u

−u

∫
(1− eitx)dµ(x)dt =

∫ ∫ u

−u
(1− cos(tx) + i sin(tx))dtdµ(x).

H deÔterh isìthta prokÔptei apì to Je¸rhma Fubini. Efìson h sun�rthsh 1 − cos(tx) eÐnai �rtia kai

h sun�rthsh sin(tx) eÐnai peritt , to teleutaÐo olokl rwma isoÔtai me

2

∫ ∫ u

−u
(1− cos(tx))dtdµ(x) = 2

∫ (
u− sin(ux)

x

)
dµ(x) = 2u

∫ (
1− sin(ux)

ux

)
dµ(x).

ParathroÔme t¸ra ìti h sun�rthsh sto teleutaÐo olokl rwma eÐnai mh arnhtik  (1− sin(ux)
ux ≥ 0 gia k�je

x ∈ R. 'Ara an oloklhr¸soume se mikrìtero qwrÐo, to olokl rwma mikraÐnei) kai gia |ux| > 2 èqoume∣∣∣sin(ux)
ux

∣∣∣ ≤ 1

ux
≤ 1

2
.

Sunep¸c, ∫ u

−u
{1− µ̂(t)}dt ≥ 2u

∫
{x:|x|>2/u}

1

2
dµ(x) = uµ

({
x : |x| > 2

u

})
. (4)

pou eÐnai to zhtoÔmeno. �

H katanom  Cauchy èqei puknìthta f(x) = 1
π

1
x2+1

gia k�je x ∈ R, kai qarakthristik  sun�rthsh

φ(t) = e−|t| gia k�je t ∈ R.


