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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
 
To βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας περιλαμβάνει την ύλη των Μαθηματικών, 
όπως προβλέπεται από το πρόγραμμα σπουδών της Θετικής Κατεύθυνσης της Γ΄ 
τάξης του Ενιαίου Λυκείου, του οποίου η εφαρμογή αρχίζει από το σχολικό έτος 
1999-2000. 
Το βιβλίο αυτό προήλθε από αναμόρφωση του βιβλίου των Μαθηματικών της 
2ης και της 4ης δέσμης της Γ΄ τάξης του Γενικού Λυκείου και αποτελείται από 
δύο μέρη. 

 To πρώτο μέρος, που φέρει τον τίτλο ΑΛΓΕΒΡΑ, αποτελείται από δυο κεφά-
λαια. 
— To πρώτο κεφάλαιο αποτελεί μια εισαγωγή στη Θεωρία των Πινάκων, η ο-
ποία μεταξύ άλλων είναι ένα εργαλείο για τη μελέτη των Γεωμετρικών Μετα-
σχηματισμών και των Γραμμικών Συστημάτων, τα οποία μελετώνται στο ίδιο 
κεφάλαιο. 
— Το δεύτερο κεφάλαιο εισάγει στους Μιγαδικούς Αριθμούς, οι οποίοι είναι 
προέκταση των Πραγματικών Αριθμών. Οι Μιγαδικοί Αριθμοί ανακαλύφθηκαν 
την περίοδο της Αναγέννησης στην προσπάθεια επίλυσης εξισώσεων τρίτου 
βαθμού. Όμως, στους αιώνες που ακολούθησαν αποδείχτηκε η μεγάλη σημασία 
τους για πάρα πολλά προβλήματα της μαθηματικής επιστήμης και των εφαρμο-
γών της. 
Το κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο των Μαθηματικών Θετικής Κατεύ-
θυνσης Β΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου των συγγραφέων: Αδαμόπουλου Λ., Βισκα-
δουράκη Β., Γαβαλά Δ., Πολύζου Γ. και Σβέρκου Α. 

 Tο δεύτερο μέρος, που φέρει τον τίτλο ΑΝΑΛΥΣΗ, αποτελείται από τρία κε-
φάλαια. 

— Το πρώτο κεφάλαιο σηματοδοτεί ένα νέο ξεκίνημα. Είναι το πέρασμα από τις 
πεπερασμένες πράξεις στις «άπειρες διαδικασίες». Τα σπέρματα της έννοιας του 
ορίου υπάρχουν ασφαλώς με πολύ σαφή και συγκεκριμένο τρόπο στα γραπτά 
του Αρχιμήδη. Η ανάπτυξη, όμως, αυτής της έννοιας έγινε στα χρόνια της Ανα-
γέννησης και έκτοτε κατέχει κεντρική θέση στον κόσμο των μαθηματικών εν-
νοιών. 
Κατ’ αρχάς στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται βασικές – και ήδη γνωστές 
στους μαθητές - έννοιες των συναρτήσεων, καθώς και μερικές ακόμη βασικές 
έννοιες της Ανάλυσης. Στη συνέχεια εισάγεται η έννοια του ορίου στο , η 

έννοια του ορίου στο  και στο 

0x

   και δίνονται οι πιο χαρακτηριστικές ιδιό-
τητές του. Τέλος, δίνεται η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης και παρου-
σιάζονται οι βασικότερες ιδιότητές της. 
— Στο δεύτερο και τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι έννοιες της παραγώγου 
και του ολοκληρώματος αντιστοίχως και γίνεται χρήση των εννοιών αυτών σε 
πολλές εφαρμογές. Η παράγωγος και το ολοκλήρωμα είναι κατά κάποιο τρόπο οι 
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δύο διαφορετικές όψεις του ίδιου νομίσματος. Σε μια έκφρασή τους είναι η κλί-
ση της εφαπτομένης και το εμβαδόν, σε άλλη η ταχύτητα και το μήκος της τρο-
χιάς ενός κινητού κτλ. 
 
Αυτό το βιβλίο ως ανθρώπινο δημιούργημα δεν είναι τέλειο. Ο μόνος τρόπος για 
να έχουμε στα σχολεία μας ύστερα από μερικά χρόνια ένα καλύτερο μέσο διδα-
σκαλίας είναι ο νηφάλιος και ελεύθερος διάλογος, τον οποίο η επιστημονική 
παράδοση έχει καθιερώσει για αιώνες τώρα. Γι’ αυτό το λόγο η συγγραφική ο-
μάδα με ιδιαίτερη ικανοποίηση θα δέχεται σχόλια και παρατηρήσεις για το βι-
βλίο από οποιονδήποτε – συνάδελφο, μαθητή ή άλλο πολίτη – ενδιαφέρεται για 
τα ζητήματα της παιδείας. Τα σχόλια και οι παρατηρήσεις μπορούν να αποστέλ-
λονται στο Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, Μεσογείων 396, 153 10 Αγία Παρασκευή. 
 
 

Μάρτιος 1999 
 
Οι Συγγραφείς 
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ΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
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1.1  Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΠΙΝΑΚΑ 
 
 

Γενικά 

Τέσσερα εργοστάσια παραγωγής αυτοκινήτων  και Δ δίνουν για το τε-
λευταίο μοντέλο τους ως προς πέντε τεχνικά χαρακτηριστικά τις εξής πληροφο-
ρίες: 

ΓBA ,,

Εργοστάσιο Α: Ισχύς 97 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 
km/h 10,7 sec, τελική ταχύτητα 180 km/h, κατανάλωση στην πό-
λη ανά 100 km 9,5 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 10. 

Εργοστάσιο Β: Ισχύς 100 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 
km/h 12,9 sec, τελική ταχύτητα 191 km/h, κατανάλωση στην πό-
λη ανά 100 km 11 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 11. 

Εργοστάσιο Γ: Ισχύς 45 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 
km/h 17,9 sec, τελική ταχύτητα 140 km/h, κατανάλωση στην πό-
λη ανά 100 km, 7,1 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 6. 

Εργοστάσιο Δ: Ισχύς 174 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 
km/h 7,6 sec, τελική ταχύτητα 225 km/h, κατανάλωση στην πόλη 
ανά 100 km 12,5 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 20. 

Τις πληροφορίες αυτές μπορούμε να τις παρουσιάσουμε πιο οργανωμένα ως ε-
ξής: 

                Τεχνικά
                Χαρακτηρ.

Εργοστάσιο

Ισχύς
DIN

Χρόνος για τη
μεταβολή της
ταχύτητας

από
 0-100 km/h

Τελική
Ταχύτητα

km/h

Κατανάλωση
στην πόλη

lit ανά 100 km

Φορολογήσι
μοι ίπποι

Α
Β
Γ
Δ   174

45
100
97

6,7
9,17
9,12
7,10

225
140
191
180

5,12
1,7

11
5,9

20
6

11
10
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Τα αριθμητικά δεδομένα της ορθογώνιας αυτής διάταξης, κλεισμένα μέσα σε 
αγκύλες, 



















205,122256,7174

61,71409,1745

11111919,12100

105,91807,1097

  

λέμε ότι σχηματίζουν έναν πίνακα με 4 γραμμές και 5 στήλες ή, συντομότερα, 
έναν πίνακα τύπου 45 ή ακόμα έναν 45 πίνακα. 
Έστω το σύστημα 













337

225

123

ωzy

ωzx

ωzyx

.  

Το σύστημα αυτό θα μπορούσε να παρασταθεί ως εξής: 

       Συντελεστής

Εξίσωση
του x του y του z του ω σταθ. όρος

1η
2η
3η

1
5
0

-3
    0
    1

    2
-2
-7

    -1
     1
     3

1
2
3

 

Έτσι οι συντελεστές των αγνώστων σχηματίζουν τον 34 πίνακα 






















3710

1205

1231

 

και οι συντελεστές των αγνώστων μαζί με τους σταθερούς όρους τον 35 πίνα-
κα 






















33710

21205

11231

. 

Γενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια διάταξη νμ   το πλήθος αριθμών σε μορφή ορθογωνίου σχήματος με μ 

γραμμές και ν στήλες, λέγεται πίνακας τύπου νμ  ή απλούστερα νμ  πίνα-

κας. 
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Τους πίνακες τους συμβολίζουμε συνήθως με κεφαλαία γράμματα  κτλ. 
Οι αριθμοί με τους οποίους σχηματίζουμε έναν πίνακα λέγονται στοιχεία του 
πίνακα. 

ΓBA ,,

Το στοιχείο ενός νμ  πίνακα Α που ανήκει στην i-γραμμή και j-στήλη συμβολί-

ζεται με . ijα

Έτσι ο νμ  πίνακας Α γράφεται: 

        j στήλη 

γραμμή

21

21

222221

111211

i

αααα

αααα

αααα

αααα

μνμjμμ

iνijii

νj

νj







































 

ή συντομογραφικά , ][ ijα μi 1 , νj 1 . 

Για παράδειγμα, ο  πίνακας  με 22 ][ ijα jiα ij   έχει στοιχεία , 

,  και 

01111 α

12112 α 11α 221  02222 α . Επομένως, ο πίνακας αυτός 

γράφεται . 


1



 
1

0

0

Η ισότητα μεταξύ των πινάκων ορίζεται ως εξής: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Δυο πίνακες  λέμε ότι είναι ίσοι, όταν έχουν τον ίδιο αριθμό γραμμών, τον BA,
ίδιο αριθμό στηλών (δηλαδή αν είναι του ίδιου τύπου) και τα αντίστοιχα στοι-
χεία τους είναι ίσα. 
Για να δηλώσουμε ότι δύο πίνακες είναι ίσοι γράφουμε BA   

Από τον ορισμό αυτό προκύπτει ότι δύο πίνακες διαφορετικού τύπου δεν μπορεί 
να είναι ίσοι. 
Αν ένας πίνακας έχει τον ίδιο αριθμό γραμμών και στηλών, δηλαδή είναι τύπου 

νν  για κάποιο , τότε ο πίνακας αυτός λέγεται τετραγωνικός πίνακας. *ν
Τα στοιχεία  ενός τετραγωνικού πίνακα Α, λέμε ότι σχηματί-

ζουν την κύρια διαγώνιο του Α. 
νναααα ...,,,, 332211

Αν τα στοιχεία ενός τετραγωνικού πίνακα Α που δεν βρίσκονται στην κύρια δια-
γώνιο είναι όλα 0, τότε ο Α λέγεται διαγώνιος πίνακας. 
Για παράδειγμα, οι πίνακες: 





  30

 02
,    ,     

















100

010

001



















1000

0000

0020

0006

είναι διαγώνιοι πίνακες. 
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Ένας πίνακας που έχει μία μόνο γραμμή, όπως ο  3102









 λέγεται πίνακας 

γραμμή, ενώ ένας πίνακας που έχει μία μόνο στήλη, όπως ο  λέγεται πίνα-

κας στήλη. Ένας πίνακας που έχει ένα μόνο στοιχείο, όπως ο 









1

2

7

[ ]3  λέγεται πί-

νακας στοιχείο. 
Τέλος, ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται τριγωνικός άνω, όταν όλα τα στοι-
χεία του που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά και τρι-
γωνικός κάτω, όταν όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται πάνω από την κύρια 
διαγώνιο είναι μηδενικά. 
Για παράδειγμα, οι πίνακες 


















200

510

063

,     

















 

3000

5100

2300

0112

είναι τριγωνικοί άνω, ενώ οι πίνακες 


















275

013

006

,     




















1602

0513

0000

0004

είναι τριγωνικοί κάτω. 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Το διπλανό σχήμα παριστάνει το οδικό 
δίκτυο που συνδέει τις πόλεις ΔΓΒΑ ,,,  και 
Ε. Να παρασταθεί το δίκτυο αυτό με έναν 
πίνακα του οποίου κάθε στοιχείο να φανερώ-
νει το πλήθος των δυνατών τρόπων μετάβα-
σης από πόλη σε πόλη, (όχι οπωσδήποτε δι-
αφορετική πόλη), αφού προηγουμένως περά-
σουμε από μία μόνο πόλη, π.χ. ΑΒΑ κτλ. 

 1

 Γ Ε

 Δ

 B A

 

ΛΥΣΗ 

Από την πόλη Α στην Α υπάρχουν 3 τρόποι: ABA , ΑAΔ , AEA , από την Α στην 
Β δεν υπάρχει τρόπος, αφού πρέπει να περάσουμε από μία μόνο πόλη, από την Α 
στην Γ υπάρχουν 2 τρόποι ΓAΔ , ΑΒΓ , από την Α στη Δ υπάρχει ένας τρόπος 
ΑΕΔ , από την Α στην Ε υπάρχει 1 τρόπος ΑΔΕ  κτλ. 

  



1  ΠΙΝΑΚΕΣ – ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ       15 

Έτσι το οδικό δίκτυο μπορεί να παρασταθεί με τον πίνακα διπλής εισόδου. 

   

 























21111

13021

10202

12020

11203

 

           ΣΤΗΝ
ΑΠΟ

Α Β Γ Δ Ε

Α 3 0 2 1 1
Β 0 2 0 2 1
Γ 2 0 2 0 1
Δ 1 2 0 3 1
Ε 1 1 1 1 2

 ή απλά με τον 

 5 5 πίνακα 

 

 

2. Να εξεταστεί αν υπάρχουν τιμές των yx,  για τις οποίες ισχύουν: 

  1215)(3xx
i)  ii) 

ΛΥΣΗ 

i) H ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύ-

ουν οι ισότητες

Η τρίτη ισότητα αληθεύει για





 





  5301613 2xxx 
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2)53(

2xx

x

xx

. 

 
3

1
x

παραπάνω

. Η τιμή αυτή του x επαληθεύει και τις άλλες 

δύο ισότητες. Επομένως, οι  ισότητες συναληθεύουν για 
3

1
x . 

ii) Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν συναλη-

θεύουν οι 

Η δεύτερη και τρίτη ισότητα γράφονται και προφανώς δεν συναλη-

θεύουν για καμία τιμή των x και y. υπάρχουν τιμές των
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yx

xyx
 

ισότητες 
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yx

xy

x
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yx

yx
 

Επομένως, δεν  yx,  για 

τις οποίες οι πίνακες αυτοί να είναι ίσοι. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Ο διπλανός πίνακας δε
για τρεις ομάδες ποδοσφαίρου 

Α

ου έχει. Αν 
τότε να βρείτε: 

ii) Ποιες και . 

2. 

 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

ίχνει 

τους αγώνες , τις νίκες Ν, τις 
ήττες Η, τις ισοπαλίες Ι, τα 
τέρματα Ε που πέτυχε η ομά-
δα, τα τέρματα Δ που δέχτηκε 
η ομάδα και τους βαθμούς Β π

][ ijαA   είναι ο πίνακας αυτός, 

 i) Ποιος είναι ο τύπος του πίνακα. 

 πληροφορίες μας δίνουν τα στοιχεία α

ΔΑΦΝΗ

ΘΥΕΛΛΑ

ΝΙΚΗ

ΔΕΣ

 

ΟΜΑ

















1111454312

1741032712

1561333612

BΔEIHNA

 

241512 ,, αα   37α

Δίνεται συντομογραφικά ο 44  πίνακας ][ ijαA   όπου

ε τα στοιχ υ. 

 ij 
Να παραστήσετε τον πίνακα αυτόν, αφού βρείτ εία το

|| jiα  . 

3. Να βρείτε τα yx,  για τα οπο χύει: ία ισ

    ii) . 

4.  Για ποια τιμή του θετικού αριθμού x ο πίνακας 

5. Να βρεθούν οι τιμές των

i)  






 












132

1

3 yyx

x
 

2

0112 yxx
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yyxx

yyx

2

01
22

2













2lnln

1ln1
2

2

xx

x
 

είναι διαγώνιος. 

 )2,0[ πx  για τις οποίες ισχύει: 

 

1.2  ΠΡΟΣΘΕΣΗ ΠΙΝΑΚΩΝ - 











01

11
. 









συν2εφ

2ημημ2 2

xx

xx

       ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΠΙΝΑΚΑ 

 
 
ρόσθεση πινάκων Π

Μία εταιρεία πουλάει τηλεοράσεις, ψυγεία, κουζίνες και πλυντήρια σε Αθήνα, 
. Οι πωλήσεις τους μήνες Σεπτέμβριο και Οκτώβριο 

παρουσίασαν την εξής κίνηση: 
Θεσσαλονίκη και Πάτρα
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 Σεπτέμβριος 
Aθήνα      Θεσ/κη     Πάτρα 

Οκτώβριος 
Aθήνα      Θεσ/κη    Πάτρα 

Τηλεοράσεις 18 16 13 20 18 15 
Ψυγεία 12 9 15 12 10 13 
Κουζίνες 9 11 8 13 10 10 
Πλυντήρια 14 12 10 17 16 8 

Επομ υς δυο α ς μήν ι συνολικές πωλήσεις τη αιρεί ταν οι 
εξής:

ένως, το υτού ες ο ς ετ ας ή
 

)810()1612()1714(Πλυντήρια

)108()1011()139(Κουζίνες

)129()1310()1512(Ψυγεία

)1513()1816()2018(ςΤηλεοράσει 
Πάτρ/νίκηΑθήνα



 . 

Αν τώρα θεωρήσουμε τους πίνακες των παραπάνω πωλήσεων έχουμε: 

Για τον Οκτώβριο:    

και για τις συνολικ

O πίνακας Γ λέγεται άθροισμα των πινάκων Α και Β και συμβολίζεται με

αΘεσ

Για το Σεπτέμβριο:   






91012
A  

















101214

8119

131618





















81617

101013

121315

151820

B  

ές πωλήσεις: 











































182831

182122

212327

283438

81016121714

1081011139

12913101512

151318162018

. 

Γ

 BA  , 
δηλαδή BAΓ  . 

έχουμε τον Γενικά ακόλουθο ορισμό: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Άθροισμα δυο νμ  πινάκων [αA ] και ][ ijβB   λέγεται ο νμ    πίνακας ij

του οποίου κάθε  είναι ισμα τίστοιχων  των Α  στοιχείο  το άθρο  των αν στοιχείων
και Β. Ο πίνακας ς συμβολίζεται αυτό  με BA  . Δηλαδή, 

][ ijij βαBA   
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Δεν ορίζουμε άθροισμα πινάκων διαφορετικού τύπου. 

του ίδιου τύπου , με ορισμό προστεθούν 
και το άθροισμά είναι 

και που δεν είναι του ίδιου τύ-

που δεν μπορούν να προστεθούν. 
Η πράξη με την οποία βρίσκουμε το άθροισμα δύο πινάκων λέγεται ρ ό σ θ ε σ 
η  π ι ν ά κ ω ν. 

Ιδιότητες της πρόσθεσης των πινάκων 

 πινάκων έχει ιδιότητες ανάλογες με
τικών αριθμών. Συγκεκριμένα:  

Για παράδειγμα, οι πίνακες 






 


75

548

9

A  και  








 
 690

17

B  που είναι 





 2

32

βάση τον παραπάνω 





 246

3

, μπορούν να  33
 τους 


















































01111

11138

1229

46

690

317

2

548

932

BA , 










 275

ενώ οι πίνακες 






301

Γ

 01


 512

  












24

32Δ , 

 π 

Η πρόσθεση των  την πρόσθεση των πραγμα-

 Αν ΓBA ,,  είναι νμ  πίνακες, τότε 

        ABBA                αντ
ΓBAΓBA

ιμεταθετική 
 )()(        προσεταιριστική  

 Αν  είναι ο νμ  πίνακας που όλα τα στοιχεία του είναι μηδέν, τότε για 

κάθε νμ  πίνακα Α   ισχύει

AAA    

Ο πίνακας  λέγεται μηδενικός πίνακα

 παράδειγμα, οι πίνακες είναι μηδενικοί. 

 Αν με

ς. 

Για
 00 

 000
 



 00

, 



 000

 

 A  συμβολίσουμε τον πίνακα του οποίου όλα τα στοιχεία είναι αντίθε-
τα των αντίστοιχων στοιχείων ενός πίνακα Α, τότε ισχύει 

 AAA )()( A  

Ο πίνακας A  λέγεται αντίθ του  Α. ετος  πίνακα
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Για παράδειγμα, ο αντίθετος του πίνακα 





 
07

163
 είναι ο πίνακας 

 2












207

163
. 

άφουμε ΓBA   Η προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γρ για καθένα 
 από τα ίσα αθροίσματα )( ΓBA  , ΓBA  )( . Ομοίως είναι

        

, αν ΓBA ,, ,Δ   πί-

νακες του ίδιου τύπου, τότε έχουμε: 

Γ )]([)]([)()(])[( ΔΓBAΔΓBAΔΓBAΔBA   

ΔΓABΔΓBA  ])[(])[(                      κτλ. 

και επομένως, μπορούμε να γράφουμε ΔΓBA   για καθέ  τα αθροί-
σματα αυτά. Γενικά, επει η α ική και η προσεταιριστική ιδιό-
τητα, μπορεί να αποδειχθεί ότι το 

να από
δή ισχύει ν

ή περισσοτέρων πινάκων  
είναι το ίδιο κατά οποιονδήποτε  αν εκτελεστεί η πρόσθε-

τιμεταθετ
άθροισμα τριών 

 τρόπο καινA...,,  

η και σ

AA , 21

σ υμβολίζεται με νAAA  21 . 

Αφαίρεση πινάκων 

Όπως και στην περίπτωση των πραγματικών αριθμών, έτσι και στους πίνακες η 
αφαίρεση ορίζεται με τη βοήθεια της πρόσθεσης. Συγκεκριμένα, αν BA,  είναι 
δύο νμ  πίνακες, τότε η διαφορά BA   ορίζεται ως εξής: 

)( BABA   

Για παράδειγμα, αν 






















36

04

23

A  και 
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23

14

B , τότε 
















































































 


26

27

31

1

23

14

36

04

23

10

23

14

3

04

23

BA . 

 06

BA   Δηλαδή, ο πίνακας προκύπτει με αφαίρεση των στοιχείων του Β από τα 
αντίστοιχα στοιχεία του Α. 
Από τους παραπάνω ορισμούς της πρόσθεσης και της αφαίρεσης προκύπτει ότι: 

BAXABX   
Πράγματι: 

— Αν ABX  , τό BX ABB  , οπότε BAX  , ενώ τε 

— Αν BAX  , τότε BBABX  , οπότε ABX  . 
 
Πολλαπλασιασμός αριθμού με πίνακα 

 πίνακας Α περιγράφει τις τιμές πώλησης σε δραχμές τριών ηλε-
ν ειδών μ ηχανίας σε δύο τήματα: 

Ο παρακάτω
κτρικώ ιας βιομ υποκατασ
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                   Tηλεοράσεις      Βίντεο     Στερεοφωνικά 

ς νέες τιμές στο 80% 
υν αν πολλαπλασιάσουμε 

τις παλιές τιμές με 0,8, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

. 

μαυποκατάστηο2

μαυποκατάστηο1

0000

180000110000160000




 

17100000150000


A

Αν κατά την περίοδο των εκπτώσεων, ο βιομήχανος προτίθεται να κάνει έκπτω-
ση 20% στα προϊόντα του, τότε πρέπει να διαμορφώσει τι
των προηγουμένων. Οι νέες τιμές πώλησης θα προκύψο





 


1800008,01100008,01600008,0

B
  1700008,01000008,01500008,0  13600080000120000

Ο πίνακας Β λέγεται γινόμενο του αριθμού 0,8 με τον πίνακα Α και συμβολίζε-
ται με A0,8 , δηλαδή είναι AB 8,0








14400088000128000

 . Γενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό: 

OΡΙΣΜΟΣ 

Γινόμενο ενός πραγματικού αριθμού λ με έναν πίνακα ]ijαA [ , λέγεται ο 

πίνακας που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοιχείο του Α με λ. Ο πί-
νακας αυτός συμβολίζεται με Aλ   ή λA . Δηλαδή, 

][ ijλαAλ   

Η πράξη με την οποία βρίσκουμε το γινόμενο αριθμού με π γεται π ο λ- 
λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς  α ρ ι θ μ ο ύ  μ ε  π ί ν α κ α. 
Για παράδειγμα, το γινόμενο του αριθμού 3

ίνακα λέ

λ  με τον πίνακα 

είναι ο πίνακας: 

     
Iδιότητες του πολλαπλασιασμού αριθμού με πίνακα 

Αν είναι













412

152
A  








 432

13

1 
 

  )1()3()()3(42
33 

1236
. 

      

 


 


)5()3(23152
A










3156

 BA,   νμ  πίνακες και πραγματικοί αριθμοί, τότε ισχύουν οι πα-

ρακάτω ιδιότητες, που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού: 

1.   

 λκ,  

κ λΑκΑAλ )  ( 
2.    λλBAλ  )(  

3.     AκλλΑ )()  κ(   

4.           AA 1  

Επιπλέον, ισχύει η ισοδυναμία: 

λA   Aλ ή0  
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ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

α βρεθεί ο πίνακας Χ για τον οποίο ισχύει: 

. 

ε  π ί ν α κ ε ς). 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε 

     

N
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(Mια τέτοια ισότητα είναι μια ε ξ ί σ ω σ η  μ
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1
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1
XX . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Σε καθεμιά από τις παρ ις, να βρείτε το άθροισμα ακάτω περιπτώσε

BA  A Bκαι την διαφορά  , εφόσον φυσικά ορίζονται: 

  i) 
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25
A ,    

5
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36
B  

  ii) 
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B  
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iii) ]654[A , ]654[ B  
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B  iv) 

v) 

 

2.  Αν είναι και 

είτε
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321 AAA
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A . να βρ μ

 
3. α βρείτε τα ωyx ,,  Ν για τα οποία ισχύει η ισότητα: 

πράξ

  i)       ii)
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4. Να κάνετε τις εις: 
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141
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1

401

153
4  

iii) 

 

5. Αν    και   να βρείτε τους πίνακες: 

)


  λλλ3



 λλλ
λ

2
. 
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A














84

20

2

B , 

6

       iv) BA
2

1
3  .  A2        ii)        iii) )3(2 A AB 25  i

6. Να λύσετε ισώσεις:  τις εξ

 i) 

ii) . 

 
7. Να αποδείξετε ότι το άθροισμα 
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αα

αα
α

αα

αα
α

ημσυν

συνημ
ημ

συνημ

ημσυν
συν  

είνα
 

ι ένας διαγώνιος πίνακας. 

8. ν   και   να βρείτε τις τιμές των

ώστε να ισχύει: 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 τα

 






βα

XΑ
 δγ   γ









δ

βα
Y

3

2
,  α,β,γ,δ  








 


1321

814
52 YX . 

1. Να βρείτε y x,  για τα : 

i)
 





 21 yx

 οποία ισχύει

 ii) 

 
2. Nα βρείτε τους πίνακες για τους οποίους ισχύει: 

 

3. και  
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10 22 yx
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yy

yxxx
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30

3 YX     και    5X



03
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04
2Y . 

 












153

201
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Αν

 110









 4

3

4
2B , να λύσετε την εξίσωση 

1

BAX
2

2) 


BX 5
1

(3 

 . 

4. Μια βιομηχανία που κατασκευάζει τηλεοράσεις, βίντεο και κάμερες 
 δύο εργοστάσια  και  

συσκευή δίνεται ιάδες δρχ.) στου

              Τηλ.   Βιντ.  Καμ.            Τηλ.  Βιντ.  Καμ. 

          . 

 

έχει  παραγωγής 2 . Το κόστος παραγωγής

ανά  (σε χιλ ς παρακάτω πίνακες: 
1Π  Π

Εργασία

Υλικά

363225

402830
1 








Π

Εργασία

Υλικά

382823

4238
2 








Π

30

Να βρείτε τον πίνακα )(
2

1
21 ΠΠ   και να εξηγήσετε τι εκφράζει. 

Μια βιομηχανία έχει τέσσερα εργοστάσια παραγωγής 321 ,, ΠΠΠ  5. και 

 παρά ημε-

 επίπεδο παραγωγής σε μονάδες προϊόντων δίνεται -
νο πίνακα: 

4Π , καθένα από τα οποία γει δύο προϊόντα 1E  και 2E . Το 

 στον επόμερήσιο  

 



                                       1  ΠΙΝΑΚΕΣ – ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

24 

 

      

        i)  α υξ

     τε το σύνολο της παραγωγής ανά προϊόν σε 5 μήνες, αν 
υποτ  ε ύλ  2  με το προηγούμενο 
επίπεδο μήνες  το  επίπεδο  (1 μήνας = 30 
μέρες). 

 

1.3  ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΠΙΝΑΚΩΝ 

                1Π  3Π       4Π  

60140 E

  2Π

21201204080 E



Nα βρείτε το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής, αν υτή α ηθεί κατά 
10%. 

  ii) Να βρεί

1180200
A  . 

εθεί ότι τα ργοστάσια δο εψαν  μήνες
 και 3  με  νέο παραγωγής

 

 
 
Ορισμός

Ας  ότι για την κατασκευή δύο ειδών γλυκισμάτων και χρεια-

ζόμαστε τα υλικά σε kg που φαίνονται στον παρακάτω

 του γινομένου δύο πινάκων 

 1Γ   2Γ  

 32  πίνακα

υποθέσουμε

: 

ανά κιλό τα έτη 1992 
αι 1993, είναι 

       Αλεύρι     Ζάχαρη     Βούτυρο 

 4,08,04,1 γλύκισμα2

Έστω επίσης ότι το κόστος σε δρχ. των υλικών αυτών , για 



 3,06,02,1 γλύκισμα1

Γ

Γ
. 

A

κ όπως δείχνει ο παρακάτω 23  πίνακας: 

          1992        1993 

                        

Για να βρούμε το κόστος σε δραχμές των υλικών του γλυκίσματος , πολλα-

λασιάζ υμε τις ν με τις αντίστοιχες τιμές και προσθέτου-
με τα γινόμενα αυτά. Δηλαδή το κόστος του Γ  το 1992 ήταν 

 1200900 βούτυρο










 200170

180160

B ζάχαρη

αλεύρι

 

 1Γ

 π ο  ποσότητες των υλικώ

1

9003 564,01706,01602,1   . 

Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται με τη βοήθεια των πινάκων ως εξής: 
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]564[]9003,01706,01602,1[

900

170

160

]3,06,02,1[ 















. 

O  πίνακας [564] λέγεται γινόμενο της πρώτης γραμμής του Α επί την πρώτη 

στήλη του Β. Αναλόγως, το κόστος του  το 1993 ήταν 

11

1Γ

69612003,02006,01802,1  . 

Δηλαδή παριστάνεται με το γινόμενο της πρώτης γραμμής του Α επί την δεύτερη 

στήλη του Β 

]696[
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180

]3,06,02,1[ 















. 

Ομοίως, το κόστος του  το 1992 ήταν: 2Γ

7209004,01708,01604,1    ή 

]720[

900
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160

]4,08,04,1[ 















, 

ενώ το 1993 ήταν: 

89212004,02008,01804,1    ή 

]892[

1200

200

180

]4,08,04,1[ 















. 

Ο πίνακας  δείχνει το κόστος των δύο γλυκισμάτων κατά τα έτη 

1992 και 1993. Ο πίνακας Γ που προκύπτει με τον πιο πάνω τρόπο λέγεται γινό-

μενο του πίνακα Α με τον πίνακα Β και συμβολίζεται με 











892720

696564
Γ

BA   ή AB , δηλαδή 





































892720

696564

1200900

200170

180160

4,08,04,1

3,06,02,1
Γ . 

Γενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό: 

OΡΙΣΜΟΣ 
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Αν  είναι ένας ][ ikαA  νμ  πίνακας και ][ kjβB   είναι ένας ρν  πίνακας, τό-

τε ορίζουμε ως γινόμενο του πίνακα Α με τον πίνακα Β και το συμβολίζουμε 
με BA   ή με ΑΒ τον ρμ  πίνακα, του οποίου κάθε στοιχείο  είναι το ά-ijγ

θροισμα των γινομένων των ν στοιχείων της -γραμμής του Α με τα αντίστοι-i
χα ν στοιχεία της -στήλης του Β. Δηλαδή, j

νjiνjijiij βαβαβαγ  2211  

Σχηματικά 

                   -στήλη j
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γραμμή
 

Για παράδειγμα, το γινόμενο  βρίσκεται ως εξής: 
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γ
     και      . 

6015023

90)3(5122

22
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Επομένως, 
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01

51

24
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312
. 

Τονίζεται ότι το γινόμενο ΑΒ ορίζεται όταν ο αριθμός των στηλών του πίνακα Α 
είναι ίσος με τον αριθμό των γραμμών του πίνακα Β. 
Σχηματικά: 

ρμρννμ

ABΒA


),(

 

Για παράδειγμα, αν ,   και , 

τότε, σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ορίζονται τα γινόμενα  και 
είναι 
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AΓBAAB ,,
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        , 
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31

BA
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86314

85134

2120

0452

1113

214

312
AΓ

ενώ δεν ορίζονται τα γινόμενα  και . ΓΒBΓ , ΓΑ

Ιδιότητες του πολλαπλασιασμού των πινάκων 

 Αν  είναι πραγματικοί αριθμοί και  είναι πίνακες, τότε ισχύουν οι 

παρακάτω ιδιότητες με την προϋπόθεση οτι ορίζονται οι πράξεις που σημειώνο-
νται.  

μλ, BA,

                                         ΓABBΓA )()(                           προσεταιριστική 

                     και    ΑΓABΓΒΑ  )( ΓΑBAAΓΒ  )(    επιμεριστική 

                                      ABλμμBλA )())((       

  Αν με  συμβολίσουμε τον ν ννI   διαγώνιο πίνακα  του 

οποίου κάθε στοιχείο της κυρίας διαγωνίου είναι ίσο με 1, τότε για κάθε τετρα-
γωνικό  πίνακα Α ισχύει: 



















1000

0100
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0001








νν

AAIAI νν   

O πίνακας αυτός λέγεται μοναδιαίος πίνακας. 

Για παράδειγμα, οι πίνακες ,  είναι μοναδιαίοι. 









10

01
2I


















100

010

001

3I

Τον πίνακα  θα τον συμβολίζουμε απλούστερα με Ι, όταν είναι προφανής ο 

τύπος του. 
νI

Αν τώρα Α είναι ένας νμ  πίνακας, τότε ισχύουν 

ΑΙν A     και    Iμ AA  . 

Για παράδειγμα 
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Η προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε ABΓ  για καθένα από τα 
ίσα γινόμενα , . Ομοίως, αν  είναι πίνακες τέτοιοι, ώστε 

να ορίζονται τα γινόμενα 

)(BΓA ΓAB)( Α,Β,Γ,Δ

ΑΒ , ΒΓ , ΓΔ  τότε έχουμε 

ΔBΓAΔΒΓAΓΔBAΓΔABΔΓAB )]([])[()]([))((])[(   

και μπορούμε να γράφουμε ΑΒΓΔ  για καθένα από τα γινόμενα αυτά. 
Γενικά, επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να αποδειχτεί ότι όταν 
πολλαπλασιάζουμε έναν αριθμό πινάκων  το γινόμενο θα είναι το 

ίδιο κατά οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί ο πολλαπλασιασμός, χωρίς ό-
μως να αλλάξει η σειρά των παραγόντων και συμβολίζεται με . 

νAAA ...,,, 21

νAAA ...21

Αν ο Α  είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, τότε ορίζονται τα γινόμενα ΑΑ, ΑΑΑ, 

ΑΑΑΑ, κτλ. και τα συμβολίζουμε με μορφή δυνάμεων ως εξής: α-

ντιστοίχως. Ορίζουμε επίσης 

...,,,, 432 AAA

AA 1 . 
Αν  είναι θετικοί ακέραιοι, και κ πραγματικός αριθμός, αποδεικνύεται ότι: qp,

qpqp AAA  ,       και   . pqqp AA )( ppp AκκA )(

ΣΧΟΛΙΟ 

Γνωρίζουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει, επι-
πλέον, και η αντιμεταθετική ιδιότητα. Δηλαδή, ισχύει αββα   για οποιουσ-

δήποτε α,β . Η ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισχύει για τον πολλαπλασιασμό των 

πινάκων, αφού υπάρχουν πίνακες  με BA, BAAB  . Για παράδειγμα, αν 

 και , τότε 



3

21






5
A 











10

21
B BAAB  , αφού: 
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41

10

21

35

21
AB ,    ενώ   . 
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89

35

21

10

21
BA

Επειδή, λοιπόν, δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα οι ισότητες: 

222 2)( BABABA  ,       , 32233 33)( BABBAABA 

   ,           κτλ. ))((22 BABABA  ))(( 2233 BABABABA 

δεν ισχύουν πάντοτε. Στην περίπτωση, όμως, που BAAB   οι παραπάνω ισότη-
τες ισχύουν. 
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ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Δίνονται οι πίνακες          και       .  Να αποδειχτεί 

ότι: 











01

10
A 
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21
B

  i) IA 2 ,  IB 2   και    22 BA

 ii) IBAAB   

iii) . ABBABA 2)( 222 

ΛΥΣΗ 

  i) Είναι  IA 
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01
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10

01

102

    IB 
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01

11

21

11

212

     Άρα  22 BA . 

 ii) Είναι  
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21

01
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AB
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01

10

11

21
BA

     Άρα IBAAB  .  

iii) Είναι   

      IBAABIBBAABABABABA  222 ))(()(

                           IBAAB                           (λόγω της ii)) 

                    (λόγω της ii)). 






 








 


42

22

21

11
22222 ABABBA

      Άρα, . ABBABA 2)( 222 

Αντιστρέψιμοι πίνακες 

 Γνωρίζουμε ότι για κάθε πραγματικό αριθμό α με 0α  υπάρχει ο αντίστρο-

φός του, που συμβολίζεται με 
α

1
 ή , για τον οποίο ισχύει . 1α 111   αααα
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Είναι λογικό τώρα να ρωτήσουμε: “Αν δοθεί ένας πίνακας Α μπορούμε να βρού-
με έναν πίνακα Β τέτοιον ώστε να ισχύει IBAAB  ;” 
Σύμφωνα με τον πολλαπλασιασμό που ορίσαμε μια τέτοια ερώτηση έχει νόημα 
μόνο αν ο Α είναι ένας τετραγωνικός πίνακας. Οδηγούμαστε έτσι στον εξής ορι-
σμό: 

OΡΙΣΜΟΣ 

Έστω Α ένας τετραγωνικός πίνακας τύπου νν . Αν υπάρχει τετραγωνικός πί-
νακας Β τύπου , τέτοιος ώστε να ισχύει νν IBAAB  , τότε ο Α λέγεται α-
ντιστρέψιμος πίνακας και ο Β αντίστροφος του Α. 

Αν ένας πίνακας Α έχει αντίστροφο, τότε αποδεικνύεται ότι αυτός είναι μοναδι-

κός και συμβολίζεται με 1A . Έτσι έχουμε: 

IAAAA   11  

Για παράδειγμα, αν 











31

21
A     και    , 
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23
B

τότε έχουμε: 

IAB 
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01

11

23

31

21
   και   . IBA 






























10

01

31

21

11

23

Άρα, ο Β είναι ο αντίστροφος του Α. 

 Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ο πίνακας Β είναι αντίστροφος του Α, 
όταν IAB   και IBA  . Αποδεικνύεται, όμως, ότι: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν για δυο νν  πίνακες  ισχύει μια από τις ισότητες BA,

IAB       και     IBA  , 

τότε θα ισχύει και η άλλη. 

Με βάση αυτό το θεώρημα, για να αποδείξουμε ότι ένας νν  πίνακας Β είναι 
αντίστροφος ενός νν  πίνακα Α, αρκεί να αποδείξουμε μία μόνο από τις ισότη-
τες IAB   και IBA  . 

 Τέλος, αν ένας πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος, τότε ισχύουν οι ισοδυναμίες: 

  (i)  BAXBAX 1

 (ii)   1 BAXBXA

Πράγματι, για την (i) έχουμε: 

— Αν BAX  , τότε BAAXA 11   , οπότε BAX 1 . 



1  ΠΙΝΑΚΕΣ – ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ      31 

— Αν BAX 1 , τότε BAAAX 1 , οπότε BAX  . 
Ομοίως αποδεικνύεται και η (ii). 

ΣΧΟΛΙΟ 

Γνωρίζουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει επι-
πλέον και η ιδιότητα: “αν 0 βα , τότε 0α  ή 0β





 11

00

”. Η ιδιότητα, όμως, αυτή 

δεν ισχύει για τον πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού π.χ. για τους πίνακες 

 και  ισχύει  χωρίς, ωστόσο, 

να είναι  ή . Δηλαδή:  
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01
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A
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00
AB 
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01
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“Μπορεί ένα γινόμενο πινάκων να ισούται με το μηδενικό πίνακα, χωρίς κα-
νένας να είναι μηδενικός”.  

Στην περίπτωση όμως που ισχύει AB  και ο ένας από τους πίνακες είναι α-
ντιστρέψιμος, τότε ο άλλος είναι μηδενικός. Πράγματι, αν ο Α είναι αντιστρέψι-
μος, τότε έχουμε διαδοχικά: 

AB  

11   AABA  

 IB  

   B . 

Aντίστροφος ενός  πίνακα 22

Έστω  ένας  πίνακας. Θα εξετάσουμε πότε αυτός αντιστρέφεται 

και θα βρούμε τον αντίστροφό του. 











δγ
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A 22

Για να αντιστρέφεται ο Α, πρέπει και αρκεί να υπάρχει πίνακας  τέ-

τοιος, ώστε να ισχύει 
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IAX   ή, ισοδύναμα, 
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1 )      και          (Σ
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δωγy

βωαy
2 ) 

Αρκεί, επομένως, τα συστήματα (Σ 1 ) και (Σ 2 ) να έχουν λύση. Τα συστήματα 
αυτά έχουν 
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βγαδ
δγ

βα
D   

και 

δ
δ

β
Dx 

0

1
,    γ

γ

α
Dz 

0

1
,    β

δ

β
Dy 

1

0
,    α

γ

α
Dω 

1

0
. 

Επομένως: 

 Aν 0D , τότε τα συστήματα (Σ 1 ) και (Σ 2 ) έχουν μοναδική λύση, οπότε ο 

πίνακας Α αντιστρέφεται. Η λύση του (Σ 1 ) είναι το ζεύγος  με  ),( zx

D

δ

D

D
x x       και     

D

γ

D

D
z z 

 ,  

ενώ η λύση του (Σ 2 ) είναι το ζεύγος  με ),( ωy

       
D

β

D

D
y

y 
      και     

D

α

D

D
ω ω  .  

Άρα 
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D

γ
D

β

D

δ

X , οπότε ο αντίστροφος του Α είναι ο πίνακας 














αγ

βδ

D
A

11 . 

 Αν 0D , τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα (Σ 1 ) και (Σ 2 ) είναι αδύνα-
το, οπότε ο πίνακας Α δεν αντιστρέφεται. Πράγματι. 

      α) Αν 0xD  ή  ή 0yD 0zD  ή 0ωD , τότε ένα τουλάχιστον από τα 

συστήματα (Σ 1 ) και (Σ 2 ) θα είναι αδύνατο. 

      β) Αν 0 ωzyx DDDD , τότε 0 δγβα , οπότε και πάλι τα δύο 

συστήματα θα είναι αδύνατα. 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 

 O πίνακας  είναι αντιστρέψιμος, αν και μόνο αν 
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A 0

δγ

βα
. 

 Ο αντίστροφος ενός πίνακα , αν υπάρχει, δίνεται από τον τύπο 
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Για παράδειγμα: 
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α) Ο πίνακας  αντιστρέφεται, γιατί 
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  και ο αντίστροφός 

του είναι ο 
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β) Ο πίνακας  δεν αντιστρέφεται, γιατί  
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ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Δίνονται οι πίνακες  και  
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 i) Nα βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα Α 

ii) Να λυθεί η εξίσωση BAX   

ΛΥΣΗ 

 i) Για τον πίνακα Α έχουμε 011
43

12



D . Άρα 

            











23

14

11
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ii) Επειδή ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος, έχουμε: 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Nα βρείτε τα γινόμενα AB  και  σε όποιες από τις παρακάτω περι-
πτώσεις ορίζονται: 

BA
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    i) ,                 ii) ,    ]123[A
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2. Αν ,    και  . 
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Γ

Να βρείτε τους πίνακες: i) AB    ii) ΓAB      iii) ABΓ . 
 

3. Tα στοιχεία για τις αμοιβές και τον αριθμό των εργατών σε δύο οικο-
δομικές εταιρείες Α και Β έχουν με μορφή πινάκων ως εξής: 

                 Aριθμός εργατών    Εβδομαδιαίες αποδοχές 
          Ειδικευμένοι    Ανειδίκευτοι       (σε χιλ. δραχμές) 

                . 







6030

7560

B

A

οιΑνειδίκευτ

οιΕιδικευμέν








40

50

Να εκφράσετε με τη βοήθεια του πολλαπλασιασμού των πινάκων το 
σύνολο των αμοιβών των εργατών στις δύο εταιρείες. 
 

4. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδείξετε ότι ο πίνα-
κας Β είναι αντίστροφος του Α. 

i) ,     ii) ,   
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11119

11017

1814

B

 
5. Να βρείτε τον αντίστροφο, εφόσον υπάρχει, καθενός από τους παρα-

κάτω πίνακες: 











21

32
A ,      και   . 










12

24
B 







 


θθ

θθ
Γ

συνημ

ημσυν

 

6.  i) Να βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα . 






 
αα

αα

ημσυν

συνημ
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 ii) Να λύσετε την εξίσωση:  . 






 
αα

αα

ημσυν

συνημ











αα

αα
X

συνημ

ημσυν

 
B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

 1. Αν , τότε: 









42

21
A

 i) Να βρείτε τις τιμές των yx,  για τις οποίες ισχύει . yIxAA 2

ii) Να υπολογίσετε τους πίνακες 3A  και 4A . 
 

 2. Aν , να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x, ώστε να ισχύει 












13

12
A

 xIAA 103 . 
 

3. Να βρείτε τους πίνακες  , 









β

α
X

0

1
α,β  για τους οποίους ισχύει 

IX 2 . 
 

 4. Αν ,   , να αποδείξετε ότι: 























322

323

110

A






















233

212

334

B

      i) IA 2 ,   IB 2          ii)  2)( BA ,   . IBA 4)( 2 

 iii)  ))((22 BABABA 
 

 5. Aν , να αποδείξετε ότι: 










12

23
A

   i)  Ο πίνακας Α αντιστρέφεται και να βρείτε τον 1A . 

ii) ,   . IAA νν 2)( 1   *ν
 

 6. Aν ,   , τότε: 









xx

xx
xA

συνημ

ημ-συν
)( 











xx

xx
xB

ημσυν

συνημ
)(

     i) Να αποδείξετε ότι ,     )2()(2 xAxA  )2()(2 xAxB 

   ii) Να αποδείξετε ότι  )()( 22 xBxA  

iii) Να λύσετε την εξίσωση . IxBxA 2)()( 22 
 

 7. Mια βιομηχανία επίπλων κουζίνας έχει δύο εργοστάσια  και . Οι 

πίνακες Μ και Ν δίνουν τις ώρες εργασίας που απαιτούνται για την 
κατασκευή κάθε επίπλου και τις ωριαίες αμοιβές του προσωπικού σε 
δραχμές αντιστοίχως. 

1E 2E
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        Κατασκευή      Βάψιμο    Συσκευασία                 1E 2E

Τραπέζι

Καρέκλα

Πάγκος

4,02,15,1

3,09,01

2,06,06,0
















M ,        

Συσκευασία

Βάψιμο

Κατασκευή

14001350

17001600

15501500
















N

        i) Να βρείτε τον πίνακα ΜΝ και να εξηγήσετε τι εκφράζει. 

       ii) Ποιο είναι το κόστος εργασίας για την παραγωγή μιας καρέκλας 
στο εργοστάσιο  και ενός πάγκου στο εργοστάσιο ; 1E 2E

 

 8. Αν  και  , να αποδείξετε ότι: 




















312

625

311

A























433

434

110

B

 i) 3A  και γενικά νA ,    3ν

ii) IB 2 3,  και γενικά  . BB 





θετικόςπεριττόςαν

θετικόςάρτιοςαν

νB

νI
B ν

 

 9. Δίνεται ο πίνακας 









1ημ

ημ1

συν

1
)(

x

x

x
xA ,  








2
,

2

ππ
x  

 i) Να αποδείξετε ότι  )()(1 xAxA 

ii) Να λύσετε την εξίσωση IxA )( . 

 

10. Αν ,  

















100

210

1

)(

2

x

xx

xA

        i) Να αποδείξετε ότι )()()( yxAyAxA   

       ii) Να βρείτε τη σχέση μεταξύ των yx,  ώστε ο πίνακας  να είναι 

αντίστροφος του . 

)(yA

)(xA

      iii) Nα βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα . 


















100

210

111

M

 

11. Αν ,   











λλ

λλ
A

1

1
λ , τότε: 

     i) Να αποδείξετε ότι IA 2 , AA 3    και  γενικά  ότι    

 





περιττόςαν,

άρτιοςαν,

νA

νI
Aν
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     ii) Αν , να βρείτε τον πίνακα Χ για τον οποίο ισχύει 

 

2λ







0

1
X 




1

11993A

    iii) Να υπολογίσετε το άθροισμα 

102 AAAI   . 

 

12. Δίνεται ο πίνακας   









11

12
A

     i) Να βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα Α 
    ii) Να βρείτε τον πίνακα Χ σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώ-

σεις: 

      α)           β)           γ) 






 


01

12
AX 










00

01
AXA AAAX 22  . 

 

13. Αν  










 


13

31

2

1
A ,  τότε: 

     i) Να αποδείξετε ότι IA 3  και γενικά ότι 

. 






περιττόςαν,

άρτιοςαν,3

νI

νΙ
A ν

    ii) Να βρείτε τις πραγματικές τιμές του x για τις οποίες ισχύει 

 198919922 )2( AxAx . 

 
 

1.4  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 

 
 
Η Έννοια του Γεωμετρικού Μετασχηματισμού 

 Γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ότι συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα 
σύνολο Β είναι μια διαδικασία με την οποία κάθε στοιχείο του Α αντιστοιχίζεται 
σε ένα και μοναδικό στοιχείο του Β. Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με 
συναρτήσεις για τις οποίες τα Α και Β συμπίπτουν με το σύνολο  των σημείων 
ενός καρτεσιανού επιπέδου . Οι συναρτήσεις 

αυτές λέγονται γεωμετρικοί μετασχηματισμοί 
στο επίπεδο ή, απλά, γεωμετρικοί μετασχηματι-
σμοί. Δηλαδή, γεωμετρικός μετασχηματισμός εί-
ναι οποιαδήποτε συνάρτηση 

E
Oxy

EE :T .   

 M΄(x΄,y΄) Τ

 M(x,y)

 O

 y

 x

 2
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Ως προς τη συνάρτηση αυτή η εικόνα, , του σημείου  θα συμβολί-

ζεται με 

)(MT ),( yxM

),( yxM  .  

 M(x,y)

 M΄(x,y)
 C΄

 C

 O  x

 y  3

 

Ένα παράδειγμα γεωμετρικού μετασχηματι-
σμού είναι η συνάρτηση 

                            EE :T

                      ),(),( yxMyxM  , 

η οποία αντιστοιχίζει κάθε σημείο Μ στο 
συμμετρικό του M   ως προς τον άξονα xx . 

 
 Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς 

που απεικονίζουν τα σημεία  στα ),( yxM ),( yxM   των οποίων οι συντεταγμένες 

δίνονται από ένα σύστημα της μορφής 








νδyγxy

μβyαxx
 

ή, ισοδύναμα, από μια εξίσωση της μορφής 

                     (1) 




































ν

μ

y

x

δγ

βα

y

x

όπου  πραγματικοί αριθμοί. να,β,γ,δ,μ,

Αν  και , τότε η εξίσωση (1) παίρνει τη μορφή 0μ 0ν





























y

x

δγ

βα

y

x
           (2) 

Στην περίπτωση αυτή ο γεωμετρικός μετασχηματισμός λέγεται γραμμικός με-

τασχηματισμός και ο πίνακας  λέγεται πίνακας του γραμμικού μετα-

σχηματισμού. 









δγ

βα

Για παράδειγμα, ο γεωμετρικός μετασχηματισμός που ορίζεται από το σύστημα 

 ή, ισοδύναμα, από την εξίσωση  είναι ένας γραμ-

μικός μετασχηματισμός με πίνακα τον . Με αυτόν τον μετασχηματισμό 

το σημείο  απεικονίζεται στο 








yxy

yxx

22

37

A





























y

x

y

x

22

37






)6





22

37

,13(A)2,1(  , ενώ το σημείο  στο 

, δηλαδή στον εαυτό του. 

)2,1( B

)2,1( B

 Ας θεωρήσουμε τώρα το γραμμικό μετασχηματισμό 
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y

x

δγ

βα

y

x
T :

και τα μοναδιαία διανύσματα )0,1(i


 και 

)1,0(j


. Τότε, η εικόνα A  του πέρατος  

του διανύσματος 

)0,1(A

i


 έχει συντεταγμένες , 

αφού  

), γ(α














γ

α
























δγ

βα

y

x

0

1
, 

ενώ η εικόνα  του πέρατος  του διανύσματος B )1,0(B j


 έχει συντεταγμέ-

νες , αφού ),( δβ




































δ

β

δγy

x

1

0 βα
. 

Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι: 

Oι συντεταγμένες της εικόνας του πέρατος, , του διανύσματος 0)(1,A

(1,0)i


 είναι η πρώτη στήλη, ενώ οι συντεταγμένες της εικόνας του πέρα-

τος, , του διανύσματος 1)0,(Β j


  είναι η δεύτερη στήλη του πίνακα του 

γραμμικού μετασχηματισμού. 

Για παράδειγμα, ο γραμμικός μετασχηματισμός, που απεικονίζει τα πέρατα 

 και  των διανυσμάτων )0,1(A )1,0(B )0,1(i


 και )1,0(j


 στα σημεία  

και  αντιστοίχως, έχει πίνακα . 

)1,3(A

)2,1(B  







21

13

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός 
















 












y

x

y

x
T

01

10
:  

 i) Να βρεθούν οι εικόνες ),( 11 yxA   και ),( 22 yxB   των σημείων  και 

 αντιστοίχως. 

),( 11 yxA

),( 22 yxB

ii) Να αποδειχτεί ότι )()( ABBA  . 

 

j


i

 Α΄(α,γ)

(0,1)

 Α(1,0)

 Β΄(β,δ)

 O  x

 y  4

 

Β
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ΛΥΣΗ 

 i) Έχουμε 

























 












x

y

y

x

y

x

01

10
. 

Επομένως, οι εικόνες των  και  είναι τα σημεία  και 

 αντιστοίχως. 

),( 11 yxA ),( 22 yxB ),( 11 xyA 

),( 22 xyB 

ii) Είναι 

)()()()()()( 2
12

2
12

2
12

2
12 AByyxxxxyyBA  . 

Παρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός διατηρεί τις αποστάσεις. Οι γραμμι-
κοί μετασχηματισμοί που διατηρούν τις αποστάσεις λέγονται ισομετρίες. 
 

2. Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός: 





























y

x

y

x
T

11

34
:  

Nα βρεθεί: 

 i) Το πρότυπο του σημείου 0)(2,A , δηλαδή το σημείο  που απεικονί-

ζεται στο . 

),( yxΑ

0)(2,A

ii) Η εικόνα της ευθείας 12:  xyε . 

ΛΥΣΗ 

 i) Ισχύει 


























y

x

11

34

0

2
. 

Επειδή ο πίνακας  είναι αντιστρέψιμος, πολλαπλασιάζουμε και τα δύο 

μέλη με τον αντίστροφό του, που είναι ο πίνακας  και έχουμε διαδοχι-

κά: 
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34
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Άρα το σημείο Α έχει συντεταγμένες )2,2(  . 

ii) Αρκεί να βρούμε την εξίσωση η οποία επαληθεύεται από τις συντεταγμένες 
των εικόνων των σημείων της ευθείας ε και μόνο απ’ αυτές. Πράγματι, έχουμε: 
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x

y

x

y

x

y

x
1

11

34

11

34
 

             
































y

x

y

x

41

31

             





















y

x

yx

yx

4

3

            .           (1) 









yxy

yxx

4

3

Eπομένως, αν το σημείο ανήκει στην ε, τότε 

θα ισχύει: 

),( yxM

 1

 1

 O  x

 ε΄

 ε  y  5

 

                                12  xy

1624  yxyx  

                           12  xy

                             
2

1

2

1
 xy  

Άρα, το σημείο  ανήκει στην ευθεία  ),( yxM 
2

1

2

1
:  xyε . 

Αλλά και α ν τ ι σ τ ρ όφως, αν το σημείο ),( yxM   ανήκει στην ευθεία 

2

1

2
: 


 xyε , τότε το  ανήκει στην ευθεία ),( yxM 12:  xyε . 

Συνεπώς, η εικόνα της ευθείας 12:  xyε  είναι η ευθεία 
2

1

2

1
:  xyε . 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αποδεικνύεται ότι κάθε γραμμικός μετασχηματισμός, του οποίου ο πίνακας α-
ντιστρέφεται, απεικονίζει: 

— ευθείες σε ευθείες 

— ευθύγραμμα τμήματα σε ευθύγραμμα τμήματα με άκρα τις εικόνες των άκρων 

— πολύγωνα σε πολύγωνα με κορυφές τις εικόνες των κορυφών. 

Για παράδειγμα, με το μετασχηματισμό 
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y

x

y

x
T

01

12
:  

το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές , )0,1(A )3,1(B  και  απεικονίζεται στο τρί-

γωνο 

)3,0(Γ

ΓBA   που έχει ως κορυφές τις εικόνες )1,2( A , )1,1(B  και  των 

κορυφών του τριγώνου ΑΒΓ. 

)0,3(Γ 

Είναι βολικό, πολλές φορές, ένα πολύγωνο  να το παριστάνουμε με τον 

πίνακα 
νAAA ...21










ν

ν

yyy

xxx





21

21 , 

που έχει ως στήλες τις συντεταγμένες των κορυφών του. Τον πίνακα αυτόν θα 

τον λέμε πίνακα του πολυγώνου. Έτσι, ο πίνακας του ΑΒΓ είναι ο , 

ενώ του 








 
330

011

A B Γ  ο . Eίναι φανερό ότι 







 011

312

 O  x

y
 6

 Β

 Α΄

 Γ΄

 Β΄

 Α

 Γ

 

           A   B   Γ                    Α     Β     Γ 








 








 310

011

01

12









 011

312
 . 

Άρα ο πίνακας του τριγώνου ΓBA   προκύπτει αν 
πολλαπλασιάσουμε τον πίνακα του γραμμικού με-
τασχηματισμού με τον πίνακα του τριγώνου ΑΒΓ. 
Αυτό ισχύει και για οποιοδήποτε πολύγωνο. 

Βασικοί γεωμετρικοί μετασχηματισμοί 

1. Συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων 

 O  x

 y  7

 C΄

 C
 Μ(x,y)

 Μ΄(-x,-y)

 

Καλούμε συμμετρία ως προς την αρχή των 
αξόνων το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματι-
σμό με τον οποίο κάθε σημείο  του 

καρτεσιανού επιπέδου απεικονίζεται στο 
συμμετρικό του  ως προς την αρχή 

των αξόνων. Όπως γνωρίζουμε από την Α΄ 
Λυκείου ισχύει 

),( yxM

),( yxM 

.
10

01

10

01















































y

x

y

x

yxy

yxx

yy

xx

 

Άρα, η συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων είναι γραμμικός μετασχηματι-

σμός με πίνακα . I










10

01



1  ΠΙΝΑΚΕΣ – ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ      43 

2. Συμμετρία ως προς άξονα μια ευθεία ε.  

Καλούμε συμμετρία ως προς άξονα μια ευθεία 
ε, το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον 
οποίο κάθε σημείο  του καρτεσιανού 

επιπέδου απεικονίζεται στο συμμετρικό του, 
, ως προς την ευθεία ε.  

),( yxM

),( yxM 

 O

 y

 x

 ε

 Μ΄(x΄,y΄)

 Μ(x,y)

 8

 

Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με τη 
συμμετρία ως προς τον άξονα xx , τη συμμε-
τρία ως προς τον άξονα  και τη συμμετρία 

ως προς την ευθεία 

yy 
xy  . 

2α. Συμμετρία ως προς τον άξονα xx  . 

΄Οπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει: 


































y

x

y

x

yx

yx
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10

01



 









y

x

yy

xx
. 

 
Άρα, η συμμετρία ως προς τον άξονα xx  είναι γραμμικός μετασχηματισμός με 

πίνακα . 







10

01

 O  x

 y  9

 C΄

 C

 Μ΄(x,y)

 Μ(x,y)

 

2β. Συμμετρία ως προς τον άξονα yy  .  

 O

y

 x

10

 C΄  C

Μ΄(x, y)  Μ(x,y)

 

Όπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει: 
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y

x

yx

yx

10
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10

01
















y

x

yy

xx

y

. 

Άρα η συμμετρία ως προς τον άξονα y  είναι 

ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

. 







10

01

2γ. Συμμετρία ως προς άξονα την ευθεία xy  .  

Όπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει:  

 O

y

 x

11

 C΄

 ε

 C

 Μ΄(y,x)

 Μ(x,y)
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y

x

yx

yx

01

10

01

10
















y

x

xy

yx
. 

Άρα, η συμμετρία ως προς άξονα την ευθεία 
xy   είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός με 

πίνακα . 







01

10

Oι παραπάνω γραμμικοί μετασχηματισμοί είναι 
όλοι ισομετρίες. 
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3. Στροφή με κέντρο Ο και γωνία θ.  

Έστω  ένα σύστημα συντεταγμένων στο 

επίπεδο και θ μια θετική ή αρνητική γωνία. 
Καλούμε στροφή με κέντρο Ο και γωνία θ το 
γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον ο-
ποίο κάθε σημείο  του επιπέδου αντι-

στοιχίζεται στο πέρας 

Oxy

),( yxM

M ),( yx  , του διανύ-

σματος MO   που είναι η τελική θέση του OM , 
αν αυτό στραφεί γύρω από το Ο κατά γωνία θ.  
Αν φ είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 

OM  με τον άξονα  και ρ το μέτρο του διανύσματος xx OM , τότε θα ισχύει: 

 O  x

12

 Μ΄(x΄,y΄)

 ρ

 φ
θ

y

 Μ(x,y)

 








φρy

φρx

ημ

συν
     (1)    και         (2). 








)ημ(

)συν(

θφρy

θφρx

Έτσι, θα ισχύει 
















θφρθφρy

θφρθφρx

θφθφρy

θφθφρx

ημ)συν(συν)ημ(

ημ)ημ(συν)συν(

)ημσυνσυνημ(

)ημημσυνσυν(
 

             








θyθxy

θyθxx

συνημ

ημσυν)1(

            . 














 













y

x

θθ

θθ

y

x

συνημ

ημσυν

Άρα, η στροφή με κέντρο Ο και γωνία θ είναι γραμμικός μετασχηματισμός με 

πίνακα . Ειδικότερα: 






 
θθ

θθ

συνημ

ημσυν

α) Η στροφή με κέντρο Ο και γωνία 
2

π
θ   έχει πίνακα . 







 
01

10

β) Η στροφή με κέντρο Ο και γωνία πθ   έχει πίνακα  I










10

01

 και είναι η συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων. 

γ) Η στροφή με κέντρο Ο και γωνία 
2

3π
θ   έχει πίνακα . 








 01

10

δ) Τέλος, η στροφή με κέντρο Ο και γωνία πθ 2  έχει πίνακα  







10

01

 και είναι η ταυτοτική απεικόνιση. 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι και η στροφή είναι μια ισομετρία. 
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4. Ομοιοθεσία.  

Καλούμε ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή 

των αξόνων Ο και λόγο  το μετασχη-
ματισμό με τον οποίο κάθε σημείο  

του επιπέδου αντιστοιχίζεται στο σημείο 
 που ορίζεται από την ισότητα 

*λ
),( yxM

),( yxM 

OMλMO  . 

Επειδή ),( yxOM  και ),( yxMO  , έχου-

με: 

),(),( yxλyxOMλMO   

             








λyy

λxx

             








λyxy

yλxx

0

0

            . 




























y

x

λ

λ

y

x

0

0

Άρα,η ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των αξόνων και λόγο 0λ  είναι ένας 

γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα . λI
λ

λ









0

0

ΜΝΗΜΟΝΙΚΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ 

Για να θυμόμαστε τον πίνακα των παραπάνω γραμμικών μετασχηματισμών, αρ-
κεί να θυμόμαστε ότι η πρώτη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του 
σημείου , ενώ η δεύτερη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας 

του . Για παράδειγμα, ο πίνακας της συμμετρίας ως προς τον άξονα  

είναι ο  που έχει για πρώτη και δεύτερη στήλη τις συντεταγμένες των 

συμμετρικών ως προς τον άξονα 

)0,1(A

)1,









10

01

0(B xx

xx  των σημείων  και  αντιστοί-

χως. 

)0,1(A )1,0(B

5. Παράλληλη μεταφορά. 

Έστω ),( 21 δδδ 


 ένα διάνυσμα του καρτεσιανού επιπέδου . Καλούμε πα-

ράλληλη μεταφορά κατά διάνυσμα 

Oxy

δ


 το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με 
τον οποίο κάθε σημείο  του επιπέδου αντιστοιχίζεται στο σημείο 

 που ορίζεται από την ισότητα 

),( yxM

), y (xM  δMM


  (Σχ. 14).  

 x

13

 Μ΄(x΄,y΄)

λ>1 O

 y

 

 Μ(x,y)
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Επειδή ),( yyxxMM  , έχουμε 

δ


δ

 O

y

 x

14 Μ΄(x΄,y΄)

 Μ(x,y)

 

(xδMM  ),(), 21 δδyyx 


 

           








2

1
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1

10

01

δ

δ

y

x

y

x

Άρα, η παράλληλη μεταφορά δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός. 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Έστω Τ ο μετασχηματισμός “στροφή με κέντρο Ο και γωνία 
4

π
θ  ”. Να 

βρεθεί η εικόνα της καμπύληςC 
x

yC
1

:   ως προς το μετασχηματισμό Τ. 

ΛΥΣΗ 

Έστω  ένα σημείο του επιπέδου και ),( yxM ),( yxM   η εικόνα του ως προς το 

μετασχηματισμό Τ. Τότε θα ισχύει 
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Επομένως, αν το  ανήκει στην καμπύλη C, τότε θα ισχύει:  ),( yxM

                                        1xy  

 C΄

 y=x y=x

 C

O  x

 y 15

 

                         1)()(
2

1 22  yx  

                       1
)2(

)(

)2(

)(
2

2

2

2





 yx

, 

οπότε το σημείο  θα είναι σημείο 

της ισοσκελούς υπερβολής  

),( yxM 

1
2


)2()2(
:

2

2

2

 yx
C . 

Αλλά και α ν τ ι σ τ ρ όφως , αν το ),( yxM   ανήκει στην καμπύλη , τότε το 

 θα ανήκει στην C. 

C 

),( yxM

Άρα, η εικόνα της 
x

yC
1

:  , ως προς τη στροφή με κέντρο Ο και γωνία 
4

π
θ  , 

είναι η υπερβολή 1
)2()2(

:
2

2

2

2

 yx
C . Συνεπώς, η καμπύλη 

x
yC

1
:   είναι μια 

υπερβολή που προκύπτει αν στρέψουμε την C   κατά γωνία 
4

π
θ  . 

2. Έστω  και  οι γραμμικοί μετασχηματισμοί με πίνακες 1T 2T












11

21
1A    και    










11

23
2A

αντιστοίχως. Να βρεθεί ο πίνακας του γραμμικού μετασχηματισμού που 
προκύπτει, αν εφαρμόσουμε πρώτα τον  και  έπειτα τον , δηλαδή του 

μετασχηματισμού . 
1T 2T

12 TT 

ΛΥΣΗ 

Έστω  ένα σημείο του επιπέδου. Αν ),( yxM ),( yxM   είναι η εικόνα του Μ μέ-

σω του μετασχηματισμού  και 1T ),( yxM   η εικόνα του M   μέσω του μετα-

σχηματισμού , τότε θα ισχύει 2T
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   και   , 
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οπότε θα έχουμε 
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Άρα, ο πίνακας του  είναι ο  που είναι το γινόμενο  των  πι-

νάκων των μετασχηματισμών  και . Γενικά: 

12 TT  







30

81

1T

12 AA 

2T

“Αν  είναι πίνακες δύο γραμμικών μετασχηματισμών,  και  αντι-

στοίχως, τότε ο πίνακας του γραμμικού μετασχηματισμού  είναι ο 

, ενώ του  είναι  ο  

21 , AA

1A

1T

2T
2T

1T

2A  21 TT  21 AA  ”. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Να γράψετε τους πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών: 

            ,          ,           







yxy

yxx
T :1








yxy

yxx
T

2
:2








yxy

yxx
T

42

2
:3

και να βρείτε τις εικόνες των σημείων  και . )0,1(A )1,0(B

2. Να βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονίζει τα πέρατα 

 και  των μοναδιαίων διανυσμάτων )0,1(A )1,0(B i


 και j


 στα σημεία 

(i)  και  αντιστοίχως, (ii) )2,1( )3,1( )1,1(  και  αντιστοίχως. )1,2(

3. Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός: 






























y

x

y

x
T

01

12
: . 

    Να βρείτε τις εικόνες των σημείων  και  και στη συνέχεια 

να αποδείξετε ότι ο Τ δεν είναι ισομετρία. 

)0,0(O )4,3(A

4. Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός: 





























y

x

y

x
T

11

12
:  

     i) Να βρείτε την εικόνα ΔΓBA   του τετραγώνου ΑΒΓΔ που έχει πίνα-

κα . 







1100

0110

      ii) Να αποδείξετε ότι το ΔΓΒΑ   είναι πλάγιο παραλληλόγραμμο. 
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5. Δίνεται ο μετασχηματισμός: 





























y

x

y

x
T

23

11
: . 

    Nα βρείτε 

  i) το πρότυπο του σημείου )5,0(A  

 ii) την εικόνα της ευθείας 1:  xyε . 

6. Τι παριστάνουν γεωμετρικά οι γραμμικοί μετασχηματισμοί που έχουν 
πίνακα: 

      i) 
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2/12/3
A ,             ii)  
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    iii) ,           iv)  
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      v) ,            vi) . 
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B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός: 





























y

x

y

x
T

42

21
:  

      i) Να αποδείξετε ότι ο Τ απεικονίζει όλα τα σημεία του επιπέδου 
στην ευθεία . xyε 2: 

     ii) Nα βρείτε τα πρότυπα του σημείου . )0,0(O

     iii) Να αποδείξετε ότι το σημείο )1,1(A  δεν έχει πρότυπο. 

2. Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός: 

      














 












y

x

y

x
T

01

11
:

    και δύο οποιαδήποτε σημεία ,  του επιπέδου. Να απο-

δείξετε ότι 

),( 11 yxA ),( 22 yxB

     i)  O T δεν είναι ισομετρία, δηλαδή ότι )()( ABBA  . 

     ii)  Ο Τ απεικονίζει το μέσο του ευθ. τμήματος ΑΒ στο μέσο της ει-
κόνας του BA  . 

    iii)  Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίσο με το εμβαδό της εικό-
νας του . BAO 
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3. Να βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονίζει τα σημεία 
 και  στα σημεία: )1,1(A )1,1( B

     i)   και   αντιστοίχως )1,0(A )1,2(B

    ii)   και   αντιστοίχως. )3,6(A )1,3(B

    Σε καθεμιά περίπτωση να βρείτε την εικόνα της ευθείας xyε 2:  . 

4. Να αποδείξετε ότι καθένας από τους παρακάτω γεωμετρικούς μετα-
σχηματισμούς είναι γραμμικός μετασχηματισμός. 

      i) Η συμμετρία ως προς την ευθεία xy  . 

     ii) Η προβολή πάνω στον άξονα xx . 

    iii) Η προβολή πάνω στον άξονα yy . 

    iv) Η προβολή πάνω στην ευθεία xy  . 

    Στη συνέχεια να βρείτε σε καθεμία περίπτωση την εικόνα του τετραγώ-

νου ΟΑΓΒ με πίνακα  και να επιβεβαιώσετε γεωμετρικά 

την απάντησή σας. 









1100

0110

5. Δίνεται ο μετασχηματισμός Τ με πίνακα , όπου . 









β

α
A

0

0
0 βα

       i) Να αποδείξετε ότι η εικόνα του κύκλου  είναι η έλ-

λειψη 

1: 22  yxC

1:
2

2

2

2


β

y

α

x
C  

       ii) Αφού βρείτε την εικόνα BΓAO   του τετραγώνου ΟΑΓΒ, που έχει 

πίνακα , να δείξετε ότι 







1100

0110
)()( ΒOAΓαβBΓAO      . 

 

1.5  Η ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

 
 

 Κάθε εξίσωση της μορφής βxαxαxα νν  2211

νxx ...,,2

να...,

, όπου  β είναι 

πραγματικοί αριθμοί και  άγνωστοι, λέγεται γραμμική εξίσωση με ν 

αγνώστους. Οι αριθμοί  λέγονται συντελεστές των αγνώστων και ο β 

σταθερός όρος. 

νααα ...,,, 21

x ,1

αα , 21

Για παράδειγμα, η εξίσωση 33  yx  είναι μια γραμμική εξίσωση με δύο α-

γνώστους. Επίσης, η 152 32  xxx 41 x  είναι γραμμική εξίσωση με τέσσε-
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ρις αγνώστους, ενώ οι εξισώσεις  και 12 2  yx 232  yx  δεν είναι γραμμι-

κές. 
Κάθε διατεταγμένη ν-άδα αριθμών  που επαληθεύει μια γραμμική 

εξίσωση με ν αγνώστους λέγεται λύση της εξίσωσης. 

)νs...,,,( 21 ss

(Για παράδειγμα, η διατεταγμένη τριάδα )2,0,1  είναι λύση της εξίσωσης 

, αφού 123  ωyx 123202)1(3  . 

 Ένα πλήθος μ γραμμικών εξισώσεων με ν αγνώστους των οποίων ζητάμε τις 
κοινές λύσεις, λέγεται γραμμικό σύστημα μ εξισώσεων με ν αγνώστους ή α-
πλούστερα νμ  γραμμικό σύστημα. 

Για παράδειγμα, το 

                  







2

1




3

32

ωyx

ωyx
)Σ( 1

είναι ένα  γραμμικό σύστημα. 32
Γενικά, ένα νμ  γραμμικό σύστημα έχει τη μορφή 

                  
















μνμνμ
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νν
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βxxα

βxxα

11

22121

1111
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μ αxα

αxα

αxα







22

222

1212

....................

ijα

)Σ( 2

υ 

Ο 1ος δείκτης  του συντελεστή  δείχνει την εξίσωση στην οποία ανήκει ο 

, ενώ ο 2ος δείκτης  j  δείχνει τον άγνωστο με τον οποίο πολλαπλασιάζεται ο 

. Για παράδειγμα, ο 32  είναι ο συντελεστής του αγνώστο 2x  στην τρίτη 

εξίσωση ενός συστήματος. 

i

ijα

ijα α

Κάθε διατεταγμένη ν-άδα αριθμών η οποια επαληθεύει όλες τις εξισώσεις ενός 
νμ

)1(2

 γραμμικού συστήματος, λέγεται λύση του συστήματος. Για παράδειγμα, η 

διατεταγμένη τριάδα  είναι λύση του συστήματος , αφού )1,0,1( )Σ( 1

1130   και 1031 2 . 

Η διαδικασία με την οποία βρίσκουμε τις λύσεις ενός συστήματος λέγεται επί-
λυση του συστήματος. 
Ένα σύστημα που έχει μια τουλάχιστον λύση λέγεται συμβιβαστό, ενώ ένα σύ-
στημα που δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατο. 
Τέλος, δύο γραμμικά συστήματα που έχουν τις ίδιες ακριβώς λύσεις λέγονται 
ισοδύναμα. 

 Με τη βοήθεια των πινάκων το σύστημα  γράφεται )1Σ(








3

3

ωy

ωy













2

12

x

x
. 
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Το 1ο μέλος όμως της ισότητας αυτής είναι το γινόμενο του  πίνακα 

 των συντελεστών των αγνώστων με τον 

32












131

312
13  πίνακα στήλη  

των αγνώστων. Επομένως το σύστημα  γράφεται 
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)Σ( 1
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x
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Γενικότερα, το νμ  γραμμικό σύστημα  γράφεται )Σ( 2
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21

22221

11211

. 

Αν τώρα συμβολίσουμε με Α τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, με Χ 
τον πίνακα-στήλη των αγνώστων και με Β τον πίνακα-στήλη των σταθερών ό-
ρων, τότε το  γράφεται )Σ( 2 BAX  . 

Αν οι σταθεροί όροι ενός γραμμικού συστήματος είναι όλοι ίσοι με το μηδέν, 
τότε το σύστημα λέγεται ομογενές και σύντομα γράφεται AX . 

Τέλος ο πίνακας 
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21

222221

111211

 

που αποτελείται από τον πίνακα Α των συντελεστών των αγνώστων, συμπληρω-
μένο με τη στήλη των σταθερών όρων λέγεται επαυξημένος πίνακας του συ-
στήματος. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, ο πίνακας αυτός παίζει σημαντικό ρόλο 
στην επίλυση του συστήματος. Η κατακόρυφη διακεκομμένη γραμμή στον επαυ-
ξημένο πίνακα προστίθεται απλώς για να ξεχωρίζει τη στήλη των σταθερών ό-
ρων. 

 

1.6  ΕΠΙΛΥΣΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ  ΜΕ  ΤΗ 
      ΜΕΘΟΔΟ  ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ  ΤΟΥ  GAUSS 

 
 
Aποδεικνύεται ότι, αν σε ένα γραμμικό σύστημα εφαρμόσουμε μια από τις επό-
μενες διαδικασίες, τότε προκύπτει ισοδύναμο σύστημα: 
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— Εναλλαγή της θέσης δύο εξισώσεων 

— Πολλαπλασιασμός των μελών μιας εξίσωσης με ένα μη μηδενικό αριθμό. 

— Πρόσθεση των μελών μιας εξίσωσης (πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό) 
στα μέλη μιας άλλης. 
Έτσι, όταν έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα προσπαθούμε, εφαρμόζο-
ντας τις προηγούμενες διαδικασίες, να το μετασχηματίσουμε σε ένα άλλο ισοδύ-
ναμο σύστημα του οποίου η λύση να είναι προφανής. 
Ας δούμε τώρα με ένα παράδειγμα πως εφαρμόζονται και πως συμβολίζονται οι 
τρεις αυτές διαδικασίες. 

Έστω το γραμμικό σύστημα                                            
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Συνεχίζουμε εφαρμόζοντας τις παραπάνω διαδικασίες που παριστάνουμε πλέον 
μόνο συμβολικά: 
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Επειδή το σύστημα  είναι ισοδύναμο με το αρχικό σύστημα , συμπε-

ραίνουμε ότι η λύση του συστήματος είναι η τριάδα 

)Σ( 9 )Σ( 1

)1,0,1(  . 

Μπορούμε να περιγράψουμε απλούστερα τη διαδικασία επίλυσης ενός νμ  

γραμμικού συστήματος, αν σκεφτούμε ως εξής: Αφού κάθε εξίσωση παριστάνε-
ται με μια γραμμή του επαυξημένου πίνακα, αρκεί οι παραπάνω μετατροπές των 
εξισώσεων να γίνονται στις γραμμές  του επαυξημένου πίνακα. Οι 

μετατροπές αυτές λέγονται γραμμοπράξεις και είναι οι εξής:  
μΓΓΓ ...,,, 21

Γραμμοπράξη      Συμβολισμός 

1. Εναλλαγή της θέσης δύο γραμμών   ji ΓΓ   

2. Πολλαπλασιασμός μιας γραμμής με ένα 
   μη μηδενικό αριθμό     ,  ii λΓΓ  0λ
3. Πρόσθεση των στοιχείων μιας γραμμής, 
   πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό, στα  jii λΓΓΓ   

   αντίστοιχα στοιχεία μιας άλλης γραμμής. 

Όταν έχουμε δύο πίνακες  Α, Β  που ο ένας προκύπτει από τον άλλο με γραμμο-
πράξεις, τότε οι πίνακες αυτοί λέγονται γραμμοϊσοδύναμοι ή απλώς ισοδύνα-
μοι και γράφουμε B~A . Είναι προφανές ότι, αν οι επαυξημένοι πίνακες δύο 
συστημάτων είναι ισοδύναμοι, τότε και τα συστήματα είναι ισοδύναμα, αφού 
καθεμιά γραμμοπράξη ξεχωριστά οδηγεί σε σύστημα ισοδύναμο με το αρχικό. 
Έτσι, η επίλυση του προηγούμενου συστήματος μπορεί να γίνει ως εξής: 
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Ο τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί στο σύστημα . 
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Επομένως, η λύση του συστήματος είναι η τριάδα )1,0,1(  . 

Παρατηρούμε ότι ο τελευταίος πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι ο 
μοναδιαίος 33  πίνακας. Έτσι μπορούμε να “διαβάσουμε” αμέσως τη λύση του 
συστήματος. 
Για να απλοποιήσουμε και να συντομεύσουμε ακόμη περισσότερο τη διαδικασία 
επίλυσης ενός συστήματος, πολλές φορές στο ίδιο βήμα εφαρμόζουμε περισσό-
τερες από μία γραμμοπράξεις. 
Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα 
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Παίρνουμε τον επαυξημένο πίνακα και έχουμε διαδοχικά: 
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Έτσι το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το σύστημα 
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Λύνουμε την πρώτη εξίσωση ως προς έναν άγνωστο, π.χ. ως προς  (αυτό μας 

διευκολύνει, αφού ο συντελεστής του αγνώστου αυτού είναι 1) και έχουμε 
1x
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Επειδή ο άγνωστος  εκφράζεται ως συνάρτηση των , αυτό σημαίνει ότι 

μπορούμε να επιλέξουμε αυθαιρέτως τις τιμές των . Δηλαδή, το γραμμικό 

σύστημα έχει άπειρο πλήθος λύσεων, τις διατεταγμένες πεντάδες 
, όπου οι  μπορούν να πάρουν οποιεσδήποτε πραγ-

ματικές τιμές. 

1x

2,1

32 , xx

3, x2x

),,,23( 3232  xxxx 32 , xx

Π.χ. για ,  έχουμε τη λύση 12 x 03 x )2,1,0,1,1(   του συστήματος. 

Ο τελευταίος από τους παραπάνω ισοδύναμους επαυξημένους πίνακες είναι, ό-
πως λέμε, ένας ανηγμένος κλιμακωτός πίνακας. Γενικά, δίνουμε τον επόμενο 
ορισμό: 

OΡΙΣΜΟΣ 

Ένας νμ  πίνακας λέγεται ανηγμένος κλιμακωτός (1)  , αν ισχύουν συγχρόνως 

τα παρακάτω: 
  α) Οι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές. 
  β) Το πρώτο από αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε μη μηδενικής γραμμής 

είναι το 1 και βρίσκεται δεξιότερα του αντίστοιχου 1 της προηγούμενης 
γραμμής. 

  γ) Το πρώτο από αριστερά 1 κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι και το μόνο μη 
μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει. 

Έτσι π.χ. οι πίνακες 

                                                 
(1) Ένας μ ν  πίνακας λέγεται, απλώς, κλιμακωτός, αν 

     α)  Οι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές και 
     β) Το πρώτο από τα αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε γραμμής βρίσκεται δεξιότερα από το αντίστοιχο 

στοιχείο της προηγούμενης γραμμής, χωρίς να είναι κατανάγκη ίσο με 1. 
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είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί, ενώ οι πίνακες 
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δεν είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί. 

Σχετικά με τους ανηγμένους κλιμακωτούς πίνακες ισχύει το παρακάτω θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Κάθε πίνακας μετατρέπεται σε ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα με την εκτέλεση 
ενός πεπερασμένου πλήθους γραμμοπράξεων. 

Σύμφωνα με το θεώρημα αυτό κάθε πίνακας είναι ισοδύναμος με έναν ανηγμένο 
κλιμακωτό πίνακα. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτός ο ανηγμένος κλιμακωτός 
πίνακας είναι και μοναδικός. 
Ο παρακάτω αλγόριθμος μας δίνει μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρί-
σκουμε κάθε φορά το μοναδικό αυτόν ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα. 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 

ΒΗΜΑ 1ο: Βρίσκουμε την πρώτη στήλη του πίνακα που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο. 

ΒΗΜΑ 2ο: Μεταφέρουμε στον πίνακα πρώτη τη γραμμή που περιέχει μη μη-
δενικό στοιχείο της στήλης (γραμμοπράξη 1). 

ΒΗΜΑ 3ο: Κάνουμε το μη μηδενικό στοιχείο της στήλης μονάδα (γραμμοπρά-
ξη 2). 

ΒΗΜΑ 4ο: Κάνουμε όλα τα στοιχεία της στήλης που είναι κάτω από τη μονά-
δα μηδενικά (γραμμοπράξη 3). 

ΒΗΜΑ 5ο: Αγνοούμε την πρώτη γραμμή του πίνακα και επαναλαμβάνουμε τα 
βήματα 1 έως 4 για τις επόμενες γραμμές του πίνακα. Αν όμως οι 
γραμμές που απέμειναν είναι μηδενικές, πηγαίνουμε στο 6ο βήμα. 

ΒΗΜΑ 6ο: Από γραμμή σε γραμμή χρησιμοποιώντας το πρώτο από αριστερά 1 
κάθε γραμμής και τη γραμμοπράξη 3 κάνουμε μηδέν όλα τα στοι-
χεία της στήλης στην οποία βρίσκεται η μονάδα αυτή. 
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Ο παραπάνω αλγόριθμος, που ονομάζεται και αλγόριθμος του Gauss, ολοκλη-
ρώνεται όταν σε κάθε μη μηδενική γραμμή του πίνακα το πρώτο από αριστερά 1 
είναι και το μόνο μη μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει. 
Έτσι για να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα με τον αλγόριθμο του Gauss, μετα-
τρέπουμε τον επαυξημένο πίνακά του σε έναν ισοδύναμο ανηγμένο κλιμακωτό 
πίνακα. 
Για παράδειγμα, ας λύσουμε το σύστημα 
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Σχηματίζουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος 
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και έχουμε διαδοχικά: 
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Ο τελευταίος πίνακας είναι ανηγμένος κλιμακωτός και αντιστοιχεί στο σύστημα 
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που είναι ισοδύναμο με το σύστημα 
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Επομένως, το σύστημα έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής 

)1,,1,,1( 4422 xxxx  ,     42 , xx . 

 Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα:      12 ωz . 
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Σχηματίζουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά: 
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Από την 3η γραμμή του τελευταίου πίνακα έχουμε ότι 10000  ωzyx  ή 

, που σημαίνει ότι το σύστημα είναι αδύνατο. Γενικά, 10 

Αν κατά την επίλυση ενός συστήματος με τη βοήθεια του επαυξημένου πίνα-
κα παρουσιαστεί μια γραμμή της μορφής , με α|0...00 0α , τότε το σύ-

στημα είναι αδύνατο. 

ΣΧΟΛΙΟ 

Από τα συστήματα που λύσαμε μέχρι τώρα, παρατηρούμε ότι, όσα από αυτά εί-
ναι συμβιβαστά, ή έχουν μία μοναδική λύση ή έχουν άπειρο πλήθος λύσεων. 
Δηλαδή, δεν εμφανίστηκε σύστημα που να έχει περισσότερες από μία αλλά πε-
περασμένου πλήθους λύσεις. Αποδεικνύεται ότι αυτό ισχύει γενικά για τα γραμ-
μικά συστήματα. 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Να λυθεί το σύστημα 
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Σχηματίζουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά: 
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 Αν 1κ , τότε το σύστημα είναι αδύνατο. 

 Αν 1κ , τότε ο τελευταίος πίνακας γράφεται 
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Επομένως, το σύστημα ισοδυναμεί με την εξίσωση 

xyyx  11  

και έτσι έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής )1,( xx  ,  x . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Να γράψετε τα συστήματα 

       i)         και           ii)  
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στη μορφή BAX  , όπου Α ο πίνακας των συντελεστών των αγνώ-
στων, Χ ο πίνακας των αγνώστων και Β ο πίνακας των σταθερών ό-
ρων. 

2. Να γράψετε τα γραμμικά συστήματα που περιγράφουν οι ισότητες: 

      i)          ii)  
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Στη συνέχεια να γράψετε τους επαυξημένους πίνακες των συστημά-
των αυτών. 

3. Να λύσετε τα συστήματα που αντιστοιχούν στους ανηγμένους κλιμα-
κωτούς πίνακες: 
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4. Mε τον αλγόριθμο του Gauss να λύσετε τα συστήματα: 

             ii) ii) . 

 

5. ίως τα συστήματα

 ii)    

iii) 

6. Ομοίως τα συστήματα: 

      i)                   ii) 

1. Να βρείτε τα γβ,α,  ώστε το σύστημα να έχει ως λύ-

2. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής ,  

 i) 
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B΄ ΟΜΑΔΑΣ 
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4. και να λύσετε το γραμμικό σύστημα 

















 122

121

322

  

















ω

y

x

X , Αν A
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XAX 4 . 

, να  ολους τους πίνακες Χ για τους οποίους 

σχύει: 

5. Αν  βρείτε ι- 











22

11
A

XAAX  . 

6. Να λύσετε τα συστήματα: 

 iii) ,       i) 

 

2

42 αωyx   ii) 

  yx 32


  1ωyx


  ωyx 6


  1yx

 

μλωyx

ω

2

10







3)1(2 yκx

κκyx κ . 

 

 

  104 αωyx

1.7  ΕΠΙΛΥΣΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ  ΜΕ  ΤΗ 
         ΜΕΘΟΔΟ  ΟΡΙΖΟΥΣΩΝ 

 
 
Εισαγωγή 

Στην προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε μια μέθοδο με την οποία μπορούμε 
να βρίσκουμε τη λύση ενός γραμμικoύ συστήματος. 

ε δει ικά συστήματα με δύο αγνώστους, είναι χρή-
ι ένα ποίος να εκφράζει τις λύσεις ενός γραμμικού 

συστήματος ως συνάρτηση των συντελεστών του. 
 που ε γενικεύουν υς τύπους που ήδη ξέρουμε για την περί-

πτωση ενός γραμμικού συστήματος

Όμως, όπως έχουμ στα γραμμ
σιμο να έχουμε κα ν τύπο, ο ο

Οι τύποι  θα βρούμ  το
 22 . 

σουμε στην 
ανεύρεσή του είναι οι ορίζουσες. 

Ορίζουσα ενός κα 

Έστω ο 22  πίνακας . 

 

Θα προχωρή αναζήτηση ενός τέτοιου τύπου που τα εργαλεία για την 

22  πίνα 

 









2221

1211

αα

αα
A

Ο αριθμός 122122 αααα 11  λέγεται ορίζουσα του πίνακα Α και συμβολίζεται με 

2221

1211 αα
. Δηλαδή, || A  ή με 

αα

12212211
2221

1211α
|| αααα

αα

α
A  . 

σ  22  Επειδή η ορίζου α αυτή αντιστοιχεί σε έναν πίνακα, λέγεται ορίζουσα 2ης 
τάξης. 

, η ορίζουσΓια παράδειγμα α 
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— του πίνακα 



1

A  είναι |
 2



 
2

3
4262)1()2(3| A  

— του πίνακα είναι 









10

01
I   101|| I  

— του πίνακα 



0

 




 00

0
 είναι 0||  . 

Ορίζουσα

α

 ενός πίνακα 

Η ορίζουσα ενός πίνακα ορίζεται με την βοήθεια της ορίζουσας 2ης τάξης 
ως εξής: 

Έστω o 33  πίνακας . 

ς

 33  

 33  

  


















333231

232221

131211

ααα

ααα

αα

A

 
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 αα

αα
α

αα

αα
α

αα

αα
α   λέγεται ορίζουσα του πίνα-Ο αριθμό

333231

232221

1211

αα . κα Α και συμβολίζεται με || A  ή με 
13

ααα

α

ααα

             

Δηλαδή 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

||
αα

αα
α

αα

αα
α

αα

αα
α

ααα

ααα

ααα

A  .            (1) 

Επειδή η ορίζουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν πίνακα, λέγεται ορίζουσα 3ης  33  
τάξης. 

  512

Για παράδειγμα, αν 



 310A , τότε 

 021

20)1(5)3(1)6(2
21

10
5

01

30
)1(

02

31
2|| A  

ρά η (1) με την οποία ορίζεται η λέγεται  της

προς τα στοιχεία της πρώτης γραμμής. 

υτ

Η πα στασ  ανάπτυγμα  || A  ως  || A  

Με εκτέλεση των πράξεων στο ανάπτυγμα α ό έχουμε: 

)()()(|| 2231322113 αααααααααααααααA 23313321122332332211   

)()()( 311232112331133311221332331221 ααααααααααααααα              
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3231

1211
23

3331

1311
22

3332

1312
21 α

α
         (2) 

αα

αα
α

αα

αα
α

α

α
α    

ι αν  δεύτε-

 

H παράσταση (2) λέγετα άπτυγμα της || A  ως προς τα στοιχεία της

ρης γραμμής. 

Ομοίως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύει και 

             
2221

1211
33

1311
32

1312
31||

αα

αα
α

αα

αα
α

αα

αα
αA  ,                 (3) 

23212322

 γραμμής

πό τα ης , κ

ης τάξης του  
 π ι τη στήλη του στοι-

. Η ορίζουσα αυτή λέγεται ελλάσων ορ του στοιχείου και 

 με . 

ο

ή  , ίδιο με το πρόσημο του . Το γινόμενο λέγεται αλγεβρικό

συμπλήρωμα του στοιχείου συμβολίζεται

Δηλαδή 

. 

Με τους συμβολισμούς αυτούς τα αναπτύγματα (1), (2) και (3) γράφονται: 

που λέγεται ανάπτυγμα || A  ως προς τα στοιχεία της τρίτης . 

Παρατηρούμε ότι σε καθένα α  αναπτύγματα τ άθε στοιχείο ijα  της 

αντίστοιχης γραμμής πολλαπλασιάζεται με την ορίζου  2
που προκύπτει από τον Α, αν αραλείψουμε τη γραμμ κα

 || A

σα
ή 

ίζουσα 

 πίνακα
 

ijα  χείου ijα  

συμβολίζεται  ijM

Παρατηρούμε επίσης ότι κάθε όρος ενός αναπτύγματος της || A  έχει πρόσημ
ji

   

  ji )1(

ijα  και 

 M1)(

 με  ijA . 
ij  

 

ij
ji

ij MA  )1(

131312121111|| AαAαAαA   

 232322222121|| AαAαAαA   

 333332323131|| AαAαAαA  . 

Mε εκτέλεση των πράξεων   προκύπτουν

313121211111|| AαAαAαA   

323222221212|| AαAαAαA   

333323231313|| AαAαAαA   

που είναι ανάπτυγμα ρος τα

στήλης αντιστοίχως. 

 της ως π  στοιχεία της 1ης, της 2ης και της 3ης 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Στην πράξη το ανάπτυγμα που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό μιας ορίζου-
σας είναι ως προς τη γραμμή ή στήλη που έχει τα περισσότερα ηδενικά. 

 || A  

 μ
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Για παράδειγμα, αν 









0

302A , τότε 





01

  211

1)43(
02

0
32

1
30

0|| A . 
112121




Ορίζουσα ενός νν  νακα  πί

Ορίσαμε μέχρι τώρα την ορίζουσα ενός 22  

 με 

πίνακα και με τη βοήθειά της την 
ορίζουσα ενός πίνακα. 
Ορίζουμε επίσης  ορίζουσα ενός πίνακα ένα στοιχείο , να είναι το ίδιο 

το στοιχείο. 
Γενικά, μπορούμε να ορίσουμε την ορίζουσα ν τάξης 

 33  
 ως  ][ 11α

3  με τη βοήθεια του 
ορισμού της ορίζουσας 1  τάξης. Ένας τέτοιος ορισμός λέγεται ε π α γ ω γ ι κ 

Συγκεκριμένα, έστω ο

 
ό ς. 

 νν  πίνακας 

. 

Ονομάζουμε ορίζουσα του πίνακα Α και τη συμβολίζουμε με ή 





















νννν

ν

ν

ααα

ααα

ααα

A









21

22221

11211

 || A  

νννν

ν

ν

ααα

αα







22221

112

    

ααα 

τον αριθμό 

α

21

11

αAαA 121111|| νν AαA 1112   

όπου ij
ji

ij MA  )1(  και ijM , η )1( ν  τάξης ορίζουσα του πίνακα που προκύ-

πτει μμή και τη στήλη του στοιχείου

ορίζουσα λέγεται ελάσσων ίζουσα 

και το γινόμενο  αλγεβρικό συμπλήρωμα 

από τον Α, αν παραλείψουμε τη γρα

 

 ijα . 

ορ ijM  

λέγεται

Όπως και στις ορίζουσες 3ης τάξης, η

 ijα   ij
ji M1)(  του στοιχείου

του στοιχείου ijα . 

Η παράσταση αAα 121111 νν AαA 1112     ορίσαμε την οποία με την λέγεται, 

 3ης τάξης, ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοι-
χεία της 1ης γραμμής. 
 

 || A  

όπως και στις ορίζουσες
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Αποδεικνύεται το επόμενο θεώρημα: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

αμμή ή στήλη  j  ενός  i   νν  πίνακα Α ισχύει: Για οποιαδήποτε γρ
                              (α) iνiνiiii AαAαAαA  || 2211    και 

                              (β) AαAαAαA νjνjjjjj  ||  2211

Η παράσταση (α) λέγεται ανάπτυγμα της ορίζουσας ως προς τα στοιχεία της i  
μμής, ενώ η (β) ανάπτυγμα της ορίζουσας ως προς τα στοιχεία της  j  στή-
. 

γρα
λης

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1) Είναι φανερό ότι αν τα στοιχεία μιας γραμμής ή στήλης ενός πίνακα Α είναι 
όλα μηδέν, τότε

2) Αν ένας πίνακας τριγωνικός άνω ή κάτω, τότε αποδεικνύεται ότι η ορί-
ζουσά του είναι ίση με το γινόμενο των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου. Για 
παράδειγμα 

            

 | A

 είναι 

0| . 

1
3

1
)3(1

3

1
00

30

3ln21

5  κ . 

3) Αποδεικνύεται επίσης ότι, αν δύο γραμμές (δύο στήλες) ενός πίνακα είναι 
ίσες ή ανάλογες, τότε η ορίζουσα του πίνακα είναι ίση με μηδέν.  

άδειγμαΓια παρ , 

0

151210

963

321





, 

αφού  12 3ΓΓ  . 

 
 

ΑΡΜΟΓH ΕΦ
 

ν τοιχείων της 2ης στήλης της 
ας των πινάκων 

Να βρεθούν τα αλγεβρικά συμπληρώματα τω  σ
ορίζουσ
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i)   

και στη συνέχεια να υπολογισθούν οι

ΛΥΣΗ 

i) Έχουμε 





















113

202

121

A ii) 














 


αα

αα

B
2

2

συν0συν2

010

συν0μ4η

 

2

 || A , || B . 

8)62(
13

22
)1( 21

12 


 A  

431
13

11
)1( 22

22 


 A              

0)22(
22

11
)1( 23

32 



 A .             

Επομένως, 2|| A 1601408210 322212  AAA . 

ii) Έχουμε 

         0
συνσυν2

00
)1( 2

21
12  

αα
B  

ααα
αα συνσυν2 222

αα
B 2συνσυνημ4

2συνημ4
)1( 22

2
22 


   2

     12συνημ2συν)συνημ2( 2222  αααα  

          

2 α

0
00

2συν
)1(

2
23

32 


  αα
B  

Επομένως 

ημ4

1010|| 322212  BBBB . 

Ε ίλυσηπ   γραμμικού συσ οςν  ν τήματ  με τη μέθοδο του Cramer 

Όπως   είδαμε στα προηγούμενα, ένα γραμμικό νμ  σύστημα να έχει μπορεί  μο-

ναδική λύση ή άπειρο πλήθος λύσεων ή να αδύνατο. Στην ειδική περίπτω-
ση που το σύστημα είναι το επόμενο , του οποίου η απόδειξη πα-

τε τ πότ
έχει άπειρο πλή

ΘΕΩΡΗΜΑ

είναι 
θεώρημα νν , 

ραλείπεται, μας πληροφορεί πό ο σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση και ε 
θος λύσεων ή είναι αδύνατο. 

 

το ννΈστω  γραμμικό σύστημα BAX  . 
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 Αν 0|| A , τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την με  )...,,,( 21 νxxx  

D

Dx
x

D

Dx
x

D

Dx
x ν

ν  ...,,, 2
2

1
1  

    όπου D είναι η ορίζουσα || A  των συντελεστών των iDx ,   αγνώστων και 

ι από την D αν αντικαταστήσουνi ...,,3,2,1  είναι η ορίζουσα που προκύπτε -

με την i στήλη των συντελεστών του αγνώστου ix  με τη στή ν σταθελη τω -

ρών όρων. 

 Αν  τότε το σύστημα ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων. 0|| A , 

Από το θ ημα αυτό προκύπτει ότ

ΡΙΣΜΑ 

 ομογενές σύστημα 

εώρ ι: 

ΠΟ

Το AX , 

 έχει μόνο τη μηδενική λύση, αν και μόνο αν 0|| A . 

  μόνοέχει και μη μηδενικές λύσεις (άπειρο πλήθος), αν και  αν 0|| A . 

 

ΟΛΙΑ ΣΧ

1) Ένα νν  γραμμικό σ ημα Bύστ AX   με 0|| A ται και στημα 

Cramer, η δε επίλυση του συστήματος αυτού αναφέ

, 

 μόνο 2

λέγε  σύ

ρεται και ως κανόνας 
μέθοδος  
ό εξισώσεων

γιατί . Γιαυτό στη 
συνέχεια με τον κανόνα αυτόν 

του Cramer. Ο κανόνας του Cramer δεν είναι αποδοτική για να 
χρησιμοποιηθεί στη λύση συστημάτων με ένα μεγάλο αριθμ , 

 πρέπει να υπολογιστούν πολλές ορίζουσες μεγάλης τάξης
 θα επιλύουμε 2  και 33  γραμμικά 

. 
μητικούς υπολογισμούς η μέθοδος επίλυσης συστήματος με 
υ Gauss υπερτερεί του κανόνα του Cramer. Όμως, ο κανό-

νας του Cramer είναι ιδιαίτερα χρήσιμος σε θεωρητικά ζητήματα. 

2) Για την επίλυση ενός γραμμικού συστήματος

συστήματα
   Ως προς τους αριθ

τον αλγόριθμο το

 νν   BAX   με εργα-

μέθοδο απαλοιφής του

3) Αν ένα γραμμικό σύστημα είναι ομογενές, τότε 

ύ όλες οι ορίζουσες έχουν μια μηδενική στήλη

 

ΟΓΕΣ 

 0|| A  

ζόμαστε συνήθως με τη  Gauss. 

νν  

, αφο

 ...21 DxDx  

. 0νx D

 

ΕΦΑΡΜ
 

 το σύστημα1.  Nα λυθεί  yx 












252

12

1

ωyx

ω

ωx

 



          1  ΠΙΝΑΚΕΣ – ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑTA 70 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε 04

521

112

101




D ,  7

522

111

101




Dx  

           7112

111




Dy  και       3

2521 21

112

101

Dω . 

Επομένως, σύμφωνα με τον κανόνα του Cramer, είναι 

4

7


D

Dx
x ,    

4

7


D

Dx
y ,    

4

3


D

Dω
ω  

δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση 





 

4

3
,

4

7
,

4

7
. 

2. Να λυθεί το σύστημα . 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε 

  












1

1

1

λωyx-

ωλyx

ωyλx

)1)(1()1(1)1(1)1(

11

11

11
2 





 λλλλλλλ

λ

λ

λ

D  

)1)(1()1(1)1(1)1(11

111
2 


 λλλλλλDx      

11 λ

)1)(1()11(1()11  λλλy )1(

11

11

11





λλ

λ

λ

D      

)1)(11(1)11()1(

111

11 


 λλλDω   ()

11

 λλλ

λ

. 

Οι τιμές της παραμέτρου λ που μηδενίζουν την ορίζουσα )1)(1(  λλλD  είναι 

— Για και και

οι 1,1,0  . 

και επομένως  0λ   1λ   1λ  είναι 0D  
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λλλλ

λλ

D

Dx
x

1

)1)(1(

)1)(1(





 ,        
λD

Dy
y

1
         και        

λD

Dω
ω

1
  

δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση 







λλλ

1
,

1
,

1
. 

— Για  0λ ,  το σύστημα γίνεται  












1

1

1

yx

ωx

ωy

. Αν προσθέσουμε κατά μέλη  
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 τις δύο τελευταίες εξισώσεις βρίσκουμε το σύστημα , το οποίο 

προφανώς είναι αδύνατο. 













2

1

1

ωy

ωx

ωy

— Για , το σύστημα γίνεται 1λ

   




















1

1

1

1

1

ωyx

ωyx

ωyx

ωyx

ωyx

                                








22

1

y

ωyx








εξισώσειςτιςμέλη

κατάπροσθέσαμε

             . 








1y

ωx

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής , ),1,( ωω ω . 

—  Για , το σύστημα γίνεται 1λ

              




















1

1

1

1

1

ωyx

ωyx

ωyx

ωyx

ωyx

                             








22

1

ω

ωyx








εξισώσειςτιςμέλη

κατάπροσθέσαμε

                 








1

0

ω

yx

           . 








1ω

yx

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής )1,,( yy , y . 

3.  Να λυθεί το ομογενές σύστημα  . 












0

0

0

λωyx

ωλyx

ωyλx

ΛΥΣΗ 

Έχουμε  

)2()1()1()1()1(

11

11

11
22  λλλλλλ

λ

λ

λ

D . 
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Οι τιμές της παραμέτρου λ που μηδενίζουν την ορίζουσα D είναι οι 1 και . 2

— Για  και  είναι 1λ 2λ 0D  και επομένως το σύστημα έχει μοναδική 
λύση τη μηδενική . )0,0,0(

— Για  το σύστημα γίνεται        1λ













0

0

0

0

ωyx

ωyx

ωyx

ωyx

και έχει άπειρες λύσεις της μορφής  ωyωyωy ,),,,( . 

— Για  το σύστημα γίνεται     2λ

             












02

02

02

ωyx

ωyx

ωyx














033

033

02

ωx

yx

ωyx









δύοάλλεςτιςαπό

εξίσωσηπρώτητηναφαιρέσαμε

                    . 








xω

xy

΄Αρα, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής , ),,( xxx x  

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Να υπολογίσετε τις ορίζουσες 

 i)  

5000

320

0530

 ,     ii) 

8

100

51

3

2

ee

e

,   iii)  

θθ

θθ

ημ2συν

010

συν-2ημ

 

iv) 

0

0

111

22 βα

βα ,      v) 

2log01

5log01

111


,    vi) 

ee

e

0

111

10

2

. 

2. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

  i) 0

10

12

111




x

x

x

  ii) 0

33

1

11




x

xx

x
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iii) 0

1

3

21


xx

xx

x

  iv) 0

11ημ

11ημ

111

2


x

x . 

3. Να λύσετε τα συστήματα 

        i)  ii)  







73

425

yx

yx













366

11644

11443

yx

ωyx

ωyx

      iii)  iv) ,    












07

0

0432

zyx

zyx

zyx








2συν2ημ3

1συνημ2

xx

xx
)2,0[ πx . 

4. Nα βρείτε τις τιμές του κ  για τις οποίες τα παρακάτω συστήματα 
έχουν και μη μηδενικές λύσεις. 

 i)         ii) . 












0)1(3

0

0)2(

ωκyx

ωκyx

yxκ













0

0

0

κωyx

ωκyx

ωyκx

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να λύσετε για τις διάφορες τιμές των λκ,  τα συστήματα: 

      i)          ii) . 













222

1

1

ωyκx

κωκyκx

ωyx














133

1

1

λωyx

λλωyλx

ωyλx

2. Να λύσετε το σύστημα: 













0

2

0)(

ωyλx

ωyλx

ωyλx

. 

3. Να βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών 

        i)   ii)  












523:

12:

12:

3

2

1

yxε

yxε

yxε













53:

152:

52:

3

2

1

yxε

yxε

yxε

      iii)   iv) . 












1:

324:

02:

3

2

1

yxε

yxε

yxε













562:

03:

193:

3

2

1

yxε

yxε

yxε
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4. Θεωρούμε την εξίσωση , 02  γβtαt 0α  και το σύστημα  

    . 












02

02

0

βyγx

αyβx

zyx

       i) Να αποδείξετε ότι αν η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες, τότε το σύ-
στημα έχει μοναδική λύση. Να εξετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο. 

      ii) Αν η εξίσωση έχει μια διπλή ρίζα, να εξετάσετε πόσες λύσεις έχει 
το σύστημα. 

5. Αν για τους α,β,γ  υπάρχουν ωyx ,, , που δεν είναι όλοι μηδέν, 

τέτοιοι ώστε να ισχύει 

βωγyx  ,    γxαωy      και    αyβxω   

να αποδείξετε ότι 

12222  αβγγβα . 

6. Να λύσετε τα συστήματα+ 

i) ,  













12

1)1(

1)1(

λyx

yλx

λyxλ

λ ,       ii) . 












0

05

02

λyx

yλx

λyx

7. Δίνεται ο πίνακας . 











21

32
A

i) Να βρείτε τις τιμές του λ  για τις οποίες υπάρχει μη μηδενικός 

πίνακας  τέτοιος, ώστε     









y

x
X ΧλΑΧ       (1). 

      ii)  Για τις τιμές του λ που θα βρείτε να λύσετε την εξίσωση (1). 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
 
 

Γ΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Δίνεται ο πίνακας 








 


xx

xx
xA

συνημ

ημσυν
)( . 

Να αποδείξετε ότι 
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  i)  )()()( yxAyAxA 

 ii)  )()]([ 1 xAxA 

      iii)   για κάθε . )()]([ νxAxA ν  *ν

 2. Δίνεται ο πίνακας . 


















000

100

010

M

  i) Να αποδείξετε ότι 3M  και γενικά νM  για κάθε . 3ν
       ii) Αν  και , ΙαMαMA  2 ΙαMMααB  2)1( α , τότε να 

βρείτε το γινόμενο ΑΒ και να αποδείξετε ότι AB 1 . 

 3. Αν  και  τότε να αποδείξετε ότι: 









10

01
I 











01

10
J

  i)  IJ 2

       ii) Το άθροισμα και το γινόμενο πινάκων της μορφής βJαI  , όπου 

α,β πραγματικοί αριθμοί είναι επίσης πίνακες της ίδιας μορφής. 

iii) Ο πίνακας  έχει αντίστροφο, αν και μόνο αν . βJαI  022  βα

 4. Να αποδείξετε ότι η συμμετρία 
ως προς άξονα την ευθεία ε 
του διπλανού σχήματος είναι 
γραμμικός μετασχηματισμός 
με πίνακα 





φ

φ







φ

φ
A

2συν2ημ

2ημ2συν

τω  ω ονα

. 

 φ

 O

y

 x

 ε

 Μ΄(x΄,y΄)

 Μ(x,y)

Μπορείτε από τον πίνακα Α να 
βρείτε τους πίνακες ν συμμετριών ς προς τον άξ xx  , τον άξο-
να yy  ευ

 

, την θεία xy   και την ευθεία xy  ; 

 5. Έστω ο γραμμικός μετασχηματισμός 





























y

x

δγ

βα

y

x
T : ,   με   0

δγ

βα
. 

  i) Να αποδείξετε ότι ο Τ είναι συνάρτηση "11"  . 

 ii) Να βρείτε τον αντίστροφο του μετασχηματισμού Τ. 
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iii) Να βρείτε τους αντίστροφους μετασχηματισμούς των συμμετριών 
της στροφής και της ομοιοθεσίας. 

 6. Να λύσετε το σύστημα: 













0

0

0

22 yβxα

βyαx

zyx

,      α . * , β

 7. Να λύσετε για τις διάφορες τιμές του ),0[ πα  το σύστημα: 













0)συν()ημ(

0)συν()ημ(

0

22 ωyαxα

ωyαxα

ωyx

. 

 8. Να βρείτε για τις διάφορες τιμές του κ  τις σχετικές θέσεις των 
ευθειών 

1:1  yxε ,       κyxε :2        1:3  yκxε . 

 9. Να λύσετε το σύστημα: 













0

0

0)1(

λωy

ωλy

ωyxλ

,      λ

x
λXAX 

. 

10. Έστω ο πίνακας . Αν υπάρχουν μη μηδενικός πίνακας 

 και πραγματικός αριθμός λ τέτοιοι, ώστε να ισχύει , 

να αποδείξετε ότι 













1

3

α

α
A

22








y

X

 α . 

11.  i) Να λύσετε το σύστημα: 








232

4532

λyx

λyx
,      λ . 

ii) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες οι εξισώσεις: 

0)45(32 2  λtt  

0)23(22  λtt  

έχουν κοινή ρίζα. Ποια είναι η κοινή ρίζα σε κάθε μια περίπτωση; 
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 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 
 

Ι.     

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράμμα 
Α, αν ο ισχυρισμός είναι αληθής και το γράμμα Ψ, αν ο ισχυρισμός εί-
ναι ψευδής, αιτιολογώντας συγχρόνως την απάντησή σας. 

 

 1. Αν  Αλ )1( 2 , λ , τότε Α .                                     Α     Ψ 

 2. Αν  Αλ )4( 2 , λ , τότε κατ’ ανάγκη είναι Α .          Α     Ψ 

 3. Aν  ))(1( 2 ΒΑλλ , λ , τότε ΒΑ  .                          Α     Ψ 

 4. Αν ΙΑΒ 2 , όπου  τετραγωνικοί πίνακες, τότε οι 
 είναι αντιστρέψιμοι πίνακες. 

ΒΑ,
ΒΑ, Α    Ψ 

 5. Αν ΙΑΒ 2 , όπου  τετραγωνικοί πίνακες, τότε ΒΑ,
Ι Α    Ψ ΒΑ 2 .  

Α    Ψ  6. Αν  2)( IA  τότε κατ’ ανάγκη θα είναι ΙA  .                 

 7. Αν IA 2  τότε κατ’ ανάγκη θα είναι  

Α    Ψ A I  ή IA  . 

 8. Αν 2A  τότε ο Α δεν είναι αντιστρέψιμος. Α    Ψ 

 9. Ισχύει πάντοτε   . 222)( BAAB  Α    Ψ 

Α    Ψ 10. Αν BXAX  , τότε κατ’ ανάγκη θα είναι BA  . 

11. Ο αντίστροφος του πίνακα  είναι ο πίνακας 

. 





3

2













3

2

yx

yx

yx







 

y

y

yx





2

1












12

23
Α    Ψ 

12. Τα συστήματα 





15

03

02

z

z

z

     και      





12

0

0

z

z

z

Α    Ψ είναι ισοδύναμα. 
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13. Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει δυο διαφορετικές λύ-
σεις, τότε θα έχει άπειρες λύσεις. Α    Ψ 

Α    Ψ 14. Ένα ομογενές σύστημα μπορεί να είναι αδύνατο. 

15. Το σύστημα  έχει και μη μηδενικές 

λύσεις. 







0

0)1(

yλx

yλxλ

Α    Ψ 

16. Αν η εξίσωση , με 02  γtβtα 0α



βy

αyγ

,είναι αδύνατη 

στο , τότε το σύστημα  έχει μοναδική 

λύση. 




xα

xβ

2 

β

2

Α    Ψ 

17. Το σύστημα , 












κyxκ

yκx

yx

2

0

2 κ , είναι αδύνατο.                     Α    Ψ 

18. Έστω (Σ) ένα  γραμμικό σύστημα. 33

  i) Aν , τότε το σύστημα είναι 

ομογενές. 

0||||||  zyx DDD

Α    Ψ 

 ii) Αν , τότε το σύστημα είναι 

ομογενές. 

0)1( 222  zyx DDD

Α    Ψ 
 

ΙΙ.  

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση σε καθεμιά από τις παρακάτω πε-
ριπτώσεις 

 1. Ο πίνακας  είναι ο μοναδιαίος, αν 















330

044
2

2

λλ

λλ

Α) ,          Β) ,          Γ) 2λ 0λ 1λ ,          Δ) 3λ . 

 2. Έστω Α ένας  πίνακας. Αν υπάρχει πίνακας Χ τέτοιος, ώστε ν2
A XAX  , τότε ο Χ είναι τύπου 

 Α) ,           Β) ,           Γ) 23 ,          Δ) 33 . 2 322

 3. Έστω Α ένας αντιστρέψιμος πίνακας και 0κ . Ο αντίστροφος του 
πίνακα κΑ είναι ο πίνακας 

 Α) A
κ

1
,            Β) ,           Γ) 1Aκ 11 A

κ
,         Δ) . 1 Aκ
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 4. Το σύστημα  είναι αδύνατο, αν 







1

1

yλx

yxλ

 Α) ,          Β) ,           Γ) 0λ 1λ 1λ ,       Δ) 1,1,0 λ . 

 5. Οι ευθείες  

 12  yx ,        222  yx ,        22  yx . 

 Α) Περνούν από το ίδιο σημείο. 

 Β) Σχηματίζουν τρίγωνο. 

 Γ) Είναι παράλληλες ανά δύο. 

 Δ) Οι δύο είναι παράλληλες και η τρίτη τις τέμνει. 

 Ε) Οι δύο συμπίπτουν και η τρίτη τις τέμνει. 

 
ΙΙΙ. 

Να αντιστοιχίσετε κάθε μετασχηματισμό της πρώτης στήλης στον πί-
νακά του της δεύτερης στήλης 

 
               ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜOΣ                                    ΠΙΝΑΚΑΣ  

 

α.       






 
01

10

β.       







10

01

γ.       






 
10

01

δ.       










01

10

ε.       







 01

10

1. Στροφή κατά γωνία  και στη συ-
νέχεια συμμετρία ως προς την ευθεία 

o90

xy  . 

 
2. Συμμετρία ως προς τον άξονα xx  και 

στη συνέχεια συμμετρία ως προς την 
ευθεία xy  . 

 
3. Συμμετρία ως προς την αρχή των 

αξόνων και στη συνέχεια συμμετρία 
ως προς την ευθεία xy  . 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Οι “γραμμοπράξεις” σ’ ένα κινέζικο πρόβλημα του 3ου αιώνα 
π.Χ. 

Το επόμενο πρόβλημα προέρχεται από μια αρχαία κινεζική συλλογή προ-
βλημάτων με τίτλο “Εννέα κεφάλαια στη μαθηματική τέχνη”. Η λύση που 
δίνεται εκεί συμπίπτει ουσιαστικά με τη σύγχρονη μέθοδο του “επαυξη-
μένου πίνακα” και των “γραμμοπράξεων”.  

 3 δεμάτια μιας καλής συγκομιδής, 2 δεμάτια μιας μέτριας συγκομιδής και 1 
δεμάτι μιας κακής συγκομιδής δίνουν 39 dou σιτάρι. 

 2 δεμάτια της καλής, 3 δεμάτια της μέτριας και 1 δεμάτι της κακής συγκο-
μιδής δίνουν 34 dou σιτάρι. 

 1 δεμάτι της καλής, 2 δεμάτια της μέτριας και 3 δεμάτια της κακής συγκο-
μιδής δίνουν 26 dou σιτάρι. 

 Να βρεθεί πόσο σιτάρι δίνει ένα δεμάτι από κάθε είδος συγκομιδής. 

Το πρόβλημα αυτό ανάγεται σήμερα στην επίλυση ενός γραμμικού συ-
στήματος τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους x, y, z: 

2632

3432

3923





zyx

zyx

zyx

. 

Στο αρχαίο κείμενο, στο οποίο δεν υπάρχουν καθόλου σύμβολα, δίνονται 
οδηγίες για την τοποθέτηση των αριθμών στις κατακόρυφες στήλες ενός 
άβακα σύμφωνα με τον εξής τρόπο: 

393426

113

232

321

 

Η παραπάνω διάταξη μετασχηματίζεται στη συνέχεια ως εξής: 

Η 2η στήλη πολλαπλασιάζεται επί 3 και κατόπιν αφαιρείται απ’ αυτήν 2 
φορές η 3η στήλη, με αποτέλεσμα: 

392426

113

252

31
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Κατόπιν η 1η στήλη πολλαπλασιάζεται επί 3 και απ’ αυτήν αφαιρείται η 
3η στήλη, με αποτέλεσμα: 

392439

118

254

3

 

Τέλος, η 1η στήλη πολλαπλασιάζεται επί 5 και απ’ αυτήν αφαιρείται 4 
φορές η 2η στήλη, με αποτέλεσμα 

392499

1136

25

3

 

Το αρχικό σύστημα έχει λοιπόν μετασχηματιστεί στο 

9936

245

3923





z

zy

zyx

 

από το οποίο υπολογίζεται αμέσως ο z και με διαδοχικές αντικαταστάσεις, 
οι x, y. Στο αρχαίο κείμενο, με μια ανάλογη διαδικασία που εκτελείται 
πάνω στον άβακα, προσδιορίζεται η λύση του προβλήματος: 

                   1 δεμάτι της κακής συγκομιδής δίνει 
4

3
2 dou σιτάρι 

1 δεμάτι της μέτριας συγκομιδής δίνει 
4

1
4 dou σιτάρι 

                    1 δεμάτι της καλής συγκομιδής δίνει 
4

1
9 dou σιτάρι. 

Στο έργο “Αριθμητικά”, του Έλληνα μαθηματικού της Αλεξανδρινής πε-
ριόδου Διόφαντου, υπάρχουν πολλά προβλήματα που ανάγονται στην επί-
λυση γραμμικών συστημάτων. Στο επόμενο, που είναι το πρόβλημα 19 
του πρώτου βιβλίου, ο τρόπος επίλυσης βρίσκεται πολύ κοντά προς το 
σύγχρονο αλγεβρικό τρόπο σκέψης: 

 Ευρείν τέσσαρας αριθμούς όπως οι τρεις λαμβανόμενοι του λοιπού υπερέ-
χωσιν επιταχθέντι αριθμώ. (Να βρεθούν 4 αριθμοί έτσι ώστε λαμβανόμενοι 
ανά τρεις να ξεπερνούν τον άλλο κατά δοθέντα αριθμό). 

Ο Διόφαντος παρουσιάζει τη λύση του προβλήματος μέσα από μια ειδική 
περίπτωση (που γενικεύεται άμεσα). Έστω, γράφει, ότι οι α, β, γ ξεπερ-
νούν τον δ κατά 20, οι β, γ, δ ξεπερνούν τον α κατά 30, οι γ, δ, α ξεπερ-
νούν τον β κατά 40 και οι δ, α, β ξεπερνούν τον γ κατά 50. Το πρόβλημα, 
όπως είναι φανερό, ανάγεται στην επίλυση του γραμμικού συστήματος: 
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50

40

30

20











 

Ο Διόφαντος, ο οποίος δε χρησιμοποιεί ειδικά σύμβολα για την πρόσθεση 
και την ισότητα, λύνει το πρόβλημα με την εισαγωγή ενός βοηθητικού α-
γνώστου, που εκφράζει το άθροισμα των 4 ζητούμενων αριθμών. Η μέθο-
δός του, με σύγχρονο συμβολισμό, συνοψίζεται ως εξής: 
Αν x2  , τότε από την 20   έχουμε 

202    ή 2022  x  ή 10 x . Όμοια, από τις άλλες ε-

ξισώσεις παίρνουμε 15 x , 20 x  και 25 x . Από τις 4 τελευ-

ταίες ισότητες, με πρόσθεση παίρνουμε 704 x  ή 

 ή  και άρα οι ζητούμενοι αριθμοί είναι 704 x 35x2 x

201535  ,   152035  ,   102535  ,   251035   

 
Η πρώτη εμφάνιση μιας “ορίζουσας ” σε πρόβλημα απαλοιφής 

Ο G.W. Leibniz, σε μια επιστολή του προς τον l’ Hospital στις 28-4-1693, 
πρότεινε μια μέθοδο χρησιμοποίησης των αριθμών για την έκφραση γενι-
κών σχέσεων, όπως ακριβώς γίνεται με τη χρήση των γραμμάτων. Ως πα-
ράδειγμα έδωσε ένα γραμμικό σύστημα 3 εξισώσεων με 2 αγνώστους, 
γραμμένο στη μορφή: 

                                   

0323130

0222120

0121110





yx

yx

yx

                                           (1) 

Οι συντελεστές του συστήματος δεν εκφράζουν εδώ αριθμούς αλλά λει-
τουργούν όπως και οι διπλοί δείκτες που χρησιμοποιούνται σήμερα για 
την παράσταση των στοιχείων ενός πίνακα. Αυτοί οι “ψευδοαριθμοί” (ό-
πως τους αποκαλεί ο Leibniz) δείχνουν με το πρώτο ψηφίο τους την εξί-
σωση στην οποία βρίσκονται και με το δεύτερο, το γράμμα στο οποίο α-
νήκουν. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών, ο 
Leibniz απαλείφει τον άγνωστο y, αρχικά από την 1η και 2η εξίσωση και 
κατόπιν από την 1η και 3η. Έτσι προκύπτουν οι εξισώσεις: 

031.1230.1232.1132.10

021.1220.1222.1122.10




xx

xx
 

Στη συνέχεια απαλείφει το x από τις δυο τελευταίες εξισώσεις (λύνοντας 
καθεμιά ως προς x και εξισώνοντας τα αποτελέσματα) και φτάνει στην ι-
σότητα: 

30.21.1232.20.1131.22.1031.20.1230.22.1132.21.10   
ή 

030.21.1232.20.1131.22.1031.20.1230.22.1132.21.10  . 
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Δηλαδή σ’ αυτό που σήμερα αποτελεί την αναγκαία συνθήκη για να έχει 
λύση το σύστημα (1) (ο μηδενισμός της ορίζουσας του επαυξημένου πί-
νακα του συστήματος). 
Το προηγούμενο αποτέλεσμα του Leibniz έχει κυρίως τη σημασία της α-
παλείφουσας ενός γραμμικού συστήματος, δηλαδή της σχέσης μεταξύ 
των συντελεστών η οποία προκύπτει όταν γίνεται απαλοιφή όλων των α-
γνώστων. Στην ίδια επιστολή ο Leibniz δίνει και ένα γενικό κανόνα για 
τον υπολογισμό της απαλείφουσας ενός οποιουδήποτε γραμμικού συστή-
ματος, που έχει επαρκή αριθμό εξισώσεων για την απαλοιφή όλων των 
αγνώστων. 
 

Οι ορίζουσες και οι πίνακες ως ανεξάρτητες έννοιες 

Η χρησιμοποίηση των οριζουσών για την επίλυση γραμμικών συστημάτων 
έγινε πρώτη φορά από τον C. MacLaurin το 1729, αλλά η μέθοδος αυτή 
έμεινε γνωστή με το όνομα του G. Cramer, ο οποίος την παρουσίασε στο 
βιβλίο του “Εισαγωγή στην ανάλυση των αλγεβρικών καμπύλων γραμ-
μών” (1750). Θέλοντας να προσδιορίσει μια καμπύλη που διέρχεται από 5 
γνωστά σημεία και έχει εξίσωση της μορφής 

022  xExyDyCxByA  

ο Cramer καταλήγει σ’ ένα γραμμικό σύστημα 5 εξισώσεων με αγνώστους 
τα . Για να λύσει αυτό το σύστημα, περιγράφει μια μέθοδο 
υπολογισμού των αγνώστων με κατασκευή κλασμάτων, των οποίων ο κοι-
νός παρονομαστής και οι αριθμητές προσδιορίζονται από τους συντελε-
στές του συστήματος σύμφωνα με γενικούς κανόνες. Αυτή είναι ουσια-
στικά η σημερινή μέθοδος των οριζουσών αλλά ο Cramer δε χρησιμοποιεί 
κάποιο ειδικό όνομα ή σύμβολο για την έννοια της ορίζουσας. 

EDCBA ,,,,

Ο λατινικός όρος determinantem (ορίζουσα) χρησιμοποιήθηκε για πρώτη 
φορά από τον C.F. Gauss το 1801 αλλά όχι με τη σημερινή σημασία. 
Η πρώτη συστηματική διαπραγμάτευση της θεωρίας των οριζουσών έγινε 
από τον A.L. Cauchy σε μια εργασία του που δημοσιεύτηκε το 1815. Η 
λέξη “ορίζουσα” χρησιμοποιείται εκεί με τη σημερινή σημασία ενώ εισά-
γεται και η τετραγωνική διάταξη των στοιχείων της με τη βοήθεια των δι-
πλών δεικτών: 
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(οι 2 κάθετες γραμμές για το συμβολισμό μιας ορίζουσας, χρησιμοποιή-
θηκαν για πρώτη φορά από τον A. Cayley το 1841). 

Σε αντίθεση από τη σημερινή λογική σειρά παρουσίασης, η έννοια του πί-
νακα υπήρξε, ιστορικά, μεταγενέστερη από την έννοια της ορίζουσας. 
Το γεγονός ότι η ορίζουσα δεν είναι μόνο ένας αριθμός αλλά συσχετίζει 
αυτόν τον αριθμό με μια τετραγωνική διάταξη στοιχείων, οδήγησε βαθ-
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μιαία στη μελέτη αυτής της ίδιας της διάταξης, ανεξάρτητα από την τιμή 
της ορίζουσας. Ο όρος matrix (μήτρα, καλούπι), που σήμερα χρησιμοποι-
είται διεθνώς για την έννοια του πίνακα, πρωτοεμφανίστηκε σε μια εργα-
σία του J.J. Sylvester το 1850, για να διαχωριστεί η έννοια της ορίζουσας 
από την τετραγωνική διάταξη των στοιχείων που την παράγει. Το 1855 ο 
Α. Cayley εισήγαγε για πρώτη φορά τους πίνακες στη μελέτη των γραμμι-
κών μετασχηματισμών, ενώ το 1858 στην εργασία του “Μια πραγματεία 
στη θεωρία των μητρών”, ανέπτυξε συστηματικά όλη τη βασική θεωρία. 
Όπως γράφει ο Cayley, στην ιδεά του πίνακα έφτασε τόσο από την έννοια 
της ορίζουσας όσο και από την ανάγκη ενός βολικού τρόπου έκφρασης 
των εξισώσεων byxx   , dycxy   ενός μετασχηματισμού, ο οποίος 

απεικονίζει το σημείο  στο σημείο ),( yx ),( yx  . Ως ένα τέτοιο τρόπο έκ-

φρασης, ο Cayley εισάγει τον πίνακα 









dc

b
 

και με βάση τις ιδιότητες των μετασχηματισμών ορίζει τις πράξεις των πι-
νάκων και προσδιορίζει τις ιδιότητές τους. Π.χ., αν τον προηγούμενο με-
τασχηματισμό από το  στο ),( yx ),( yx   ακολουθήσει ένας νέος μετασχη-

ματισμός από το )y,(x   στο ),( yx   και με εξισώσεις 

yh xgyyfxex  ,  τότε, όπως εύκολα μπορεί να αποδειχθεί, ισχύ-

ει: 

yfdebxfcex )()(    

yhdgbxhcgy )()(   . 

Έτσι ο Cayley ορίζει τον πολλαπλασιασμό πινάκων, με βάση το πρότυπο 
της διαδοχικής εκτέλεσης των δυο μετασχηματισμών, ως εξής: 
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Στην ίδια εργασία επισημαίνει επίσης ότι αυτός ο πολλαπλασιασμός είναι 
μια πράξη μη αντιμεταθετική καθώς και το γεγονός ότι υπάρχουν μη μη-
δενικοί πίνακες που έχουν ως γινόμενο το μηδενικό πίνακα. 
Ο λογισμός των πινάκων αναπτύχθηκε τα επόμενα χρόνια σε μια αυτοτελή 
μαθηματική θεωρία, που αποτελεί μέρος ενός ευρύτερου κλάδου των Μα-
θηματικών, της Γραμμικής Άλγεβρας. Το 1925, ο W. Heisenberg (βραβείο 
Νόμπελ Φυσικής 1932) χρησιμοποίησε τη θεωρία των πινάκων για να εκ-
φράσει τα μη αντιμεταθετικά Μαθηματικά που περιγράφουν τα φαινόμενα 
της κβαντικής μηχανικής, ενώ αργότερα η χρήση των πινάκων επεκτάθηκε 
και σε άλλες επιστήμες. 
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2.1  Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
 
 
Εισαγωγή 
 
Η δημιουργία των μιγαδικών αριθμών οφείλεται στην προσπάθεια επίλυσης των 

εξισώσεων 3ου βαθμού. Αν στην  θέσουμε 023  δxγxβax
a

β
yx

3
  και 

εκτελέσουμε τις πράξεις, τότε προκύπτει μια εξίσωση της μορφής . 

Στις αρχές του 16ου αιώνα οι Ιταλοί αλγεβριστές S. del Ferro και N. Tartaglia 
ανακάλυψαν μια μέθοδο επίλυσης τέτοιων εξισώσεων, που με σημερινό συμβο-
λισμό ισοδυναμεί με τον τύπο 

qpxx 3

33

22
D

q
D

q
x  ,   όπου   

22

32















pq

D . 

Στην περίπτωση που η “διακρίνουσα” D είναι θετική, ο τύπος αυτός δίνει αμέ-

σως μια ρίζα της εξίσωσης. Για παράδειγμα, στην  είναι  και 
ο τύπος δίνει , που είναι η μοναδική πραγματική ρίζα. Διαπιστώθηκε, ό-
μως, τότε ένα φαινόμενο τελείως διαφορετικό από την περίπτωση των εξισώσε-
ων 2ου βαθμού: Υπάρχουν εξισώσεις με πραγματικές ρίζες, όπως, για παράδειγ-

μα, η , που έχει μια προφανή ρίζα το 4 (οι άλλες δύο είναι οι 

2893  xx 169D
4x

4x153 x

32  , 32  ), αλλά η διακρίνουσα D είναι αρνητική! Ο τύπος στη συγκε-
κριμένη περίπτωση δίνει 

33 12121212 x .                                  (1) 
Όπως είναι φανερό, οι μαθηματικοί βρέθηκαν, εδώ, μπροστά σε ένα δίλημμα: ή 
θα έπρεπε να εγκαταλείψουν τη μέθοδο των Ferro-Tartaglia ως γενική μέθοδο 
επίλυσης εξισώσεων 3ου βαθμού ή να δεχτούν ότι ένας συγκεκριμένος αριθμός, 
όπως το 4, μπορεί να εκφραστεί με παραστάσεις που περιέχουν τετραγωνικές 
ρίζες αρνητικών αριθμών. Η δεύτερη άποψη φαινόταν αδιανόητη αλλά αυτό δεν 

                                                           
(1) To κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο:  «Μαθηματικά Β΄ Τάξης Ενιαίου Λυκείου Θετικής Κατεύθυν-

σης» των: Αδαμόπουλου Λ., Βισκαδουράκη Β., Γαβαλά Δ., Πολύζου Γ. και Σβέρκου Α. 
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εμπόδισε την εφαρμογή των αλγεβρικών πράξεων σε τέτοιες παραστάσεις. Στα 
μέσα του 16ου αιώνα ο R. Bombelli, κάνοντας τολμηρές υποθέσεις, βρήκε ότι 

ισχύει   121212
3

  και   121212
3

 . Αντικαθιστώντας αυτές 

τις ισότητες στην (1) προκύπτει αμέσως ότι 4x

iβ

, δηλαδή το αδιανόητο γίνεται 

πραγματικότητα! Οι αριθμοί της μορφής a   με 1i , που ονομάστηκαν 

αρχικά φανταστικοί και αργότερα μιγαδικοί, έγιναν από τότε αναπόσπαστο ερ-
γαλείο των Μαθηματικών και των εφαρμογών τους στις άλλες επιστήμες. Ο J. 
Hadamard, ο οποίος το 1896 απέδειξε με χρήση της μιγαδικής ανάλυσης το 
“θεώρημα των πρώτων αριθμών”, έγραψε ότι: 

“Ο συντομότερος δρόμος ανάμεσα σε δύο αλήθειες στο πεδίο των 
πραγματικών περνά μέσα από το πεδίο των μιγαδικών”. 

Το Σύνολο  των Μιγαδικών Αριθμών 

Γνωρίζουμε ότι η δευτεροβάθμια εξίσωση με αρνητική διακρίνουσα δεν έχει 

λύση στο σύνολο  των πραγματικών αριθμών. Ειδικότερα η εξίσωση  
δεν έχει λύση στο σύνολο 

1x 2 
 των πραγματικών αριθμών, αφού το τετράγωνο 

κάθε πραγματικού αριθμού είναι μη αρνητικός αριθμός. Για να ξεπεράσουμε την 
“αδυναμία” αυτή, διευρύνουμε το σύνολο  σε ένα σύνολο , το οποίο να έχει 
τις ίδιες πράξεις με το 


, τις ίδιες ιδιότητες των πράξεων αυτών και στο οποίο 

να υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης , δηλαδή ένα στοιχείο , 

τέτοιο, ώστε . Σύμφωνα με τις παραδοχές αυτές το διευρυμένο σύνολο  
θα έχει ως στοιχεία: 

1x 2

2

i
1i

 Όλους τους πραγματικούς αριθμούς 
 Όλα τα στοιχεία της μορφής , που είναι γινόμενα των στοιχείων του iβ  με 

το και i

 Όλα τα αθροίσματα της μορφής iβα  , με  και  πραγματικούς αριθμούς. α β

Τα στοιχεία του  λέγονται μιγαδικοί αριθμοί και το  σύνολο των μιγαδι-
κών αριθμών. Επομένως: 

 

Το σύνολο  των μιγαδικών αριθμών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου   
των πραγματικών αριθμών, στο οποίο: 

 Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού  έτσι,
 ώστε  να  έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο  , με το μηδέν (0) να    
 είναι  το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα  (1)  το ουδέτερο  
 στοιχείο  του πολλαπλασιασμού, 

 Υπάρχει ένα στοιχείο i τέτοιο, ώστε , 12 i

 Κάθε στοιχείο z του  γράφεται κατά μοναδικό τρόπο με τη μορφή    

    , όπου  iβαz  βα, . 
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Η έκφραση  βαiβα ,,

α

 είναι ακριβώς ό,τι λέμε μιγαδικό αριθμό. Είναι η 

σύνθεση δύο αριθμών, του πραγματικού  και του , τον οποίο ονομάζουμε 

φανταστικό αριθμό. Ο  λέγεται πραγματικό μέρος του 

α iβ

z  και σημειώνεται 
, ενώ ο  λέγεται φανταστικό μέρος του )Re(z β z  και σημειώνεται . Επι-

πλέον, στο  κάθε πραγματικός αριθμός  εκφράζεται ως 

)Im(z

 α i0α  , ενώ κάθε φα-
νταστικός αριθμός  εκφράζεται ως iβ iβ0

z

.  

Στη συνέχεια, όταν λέμε ο μιγαδικός iβα  , εννοούμε ότι οι  και  είναι 

πραγματικοί αριθμοί και το γεγονός αυτό δε θα τονίζεται ιδιαίτερα. 

α β

Ισότητα  Μιγαδικών  Αριθμών 

Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός z  γράφεται με μοναδικό τρόπο στη μορφή 
, δύο μιγαδικοί αριθμοί iβα  iβα   και iδγ   είναι ίσοι, αν και μόνο αν  

και . Δηλαδή ισχύει:  

γα 
δβ

 iδγiβα γα   και δβ  . 

Επομένως, επειδή , έχουμε  i000 

 0iβα 0α  και 0β .  

Μετά τον ορισμό της ισότητας μιγαδικών αριθμών δημιουργείται το ερώτημα αν 
διατάσσονται οι μιγαδικοί αριθμοί. Γνωρίζουμε ότι, κατά την επέκταση από το 
 στο , οι πράξεις, η διάταξη και οι ιδιότητες αυτών οι οποίες ισχύουν στο , 
μεταφέρονται και στο . Τα ίδια συμβαίνουν και για τις επεκτάσεις από το  
στο  και από το  στο . Στην επέκταση, όμως, από το  στο , ενώ οι πρά-
ξεις και οι ιδιότητες αυτών που ισχύουν στο  εξακολουθούν να ισχύουν και 
στο , εν τούτοις η διάταξη και οι ιδιότητές της δε μεταφέρονται. 
 
Γεωμετρική  Παράσταση  Μιγαδικών 
 

 β

 Ο  a  x

y

 M(α,β) ή Μ(z)

 1

 

Kάθε μιγαδικό αριθμό  μπορούμε να τον 

αντιστοιχίσουμε στο σημείο  ενός καρ-

τεσιανού επιπέδου. Αλλά και αντιστρόφως, 
κάθε σημείο  του καρτεσιανού αυτού 

επιπέδου μπορούμε να το αντιστοιχίσουμε στο 
μιγαδικό . Το σημείο 

iβα 
M ),( βα

),( βαM

iβα  M  λέγεται εικόνα 

του μιγαδικού . Aν θέσουμε iβα  iβαz  , 

τότε το σημείο  μπορούμε να το συμ-

βολίζουμε και με . 

),( βαM

)(zM

Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σημεία είναι εικόνες μιγαδικών αριθμών 
θα αναφέρεται ως μιγαδικό επίπεδο. Ο άξονας xx  λέγεται πραγματικός άξο-
νας, αφού ανήκουν σε αυτόν τα σημεία  που είναι εικόνες των πραγματι-

κών αριθμών , ενώ ο άξονας 

)0,(αM

yyiαα 0   λέγεται φανταστικός άξονας, αφού 
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ανήκουν σε αυτόν τα σημεία  που είναι εικόνες των φανταστικών 

 

),0( βM

iβiβ  0

Ένας μιγαδικός  παριστάνεται επίσης και με τη διανυσματική ακτίνα, iβαz 

OM , του σημείου . ),( βαM

2.2  ΠΡΑΞΕΙΣ  ΣΤΟ  ΣΥΝΟΛΟ    ΤΩΝ  ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 
 
 
Σύμφωνα με τον ορισμό του , η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός δύο μιγαδι-
κών αριθμών γίνονται όπως ακριβώς και οι αντίστοιχες πράξεις με διώνυμα 

 στο , όπου βέβαια αντί για xβα  x  έχουμε το . Έτσι: i

 Για την πρόσθεση δύο μιγαδικών αριθμών iβα   και iδγ  έχουμε: 

iδβγαβiα )())( δiγ ()(   . 

Για παράδειγμα, iii 28)64()53()43( i)65(   . 

 Για την αφαίρεση του μιγαδικού αριθμού iδγ   από τον iβα  , επειδή ο α-

ντίθετος του μιγαδικού  είναι ο μιγαδικός iδγ  iδγ  , έχουμε: 

iδβγαiδγiδγiβα )()()()()( iβα ()   . 

Δηλαδή 

iδβγαβiα )()()( δiγ )(   . 

Για παράδειγμα 

iii 102)64()5()43( i 53()6   . 

 

 Ο  x

y

 M(α+γ,β+δ)

 M1(α,β)

 M2(γ,δ)

 2

 

Αν  και  είναι οι εικόνες των 

 και 

),(1 βαM

iβ

),(2 δγM

iδα  γ   αντιστοίχως στο μιγαδικό 

επίπεδο, τότε το άθροισμα 

iδγiβα )()( γα )( iδβ )(     

. (αM ), δβγπαριστάνεται με το σημείο 

Επομένως, 21 OMOMOM  , δηλαδή: 
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“Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος των μιγαδικών βiα   και  

είναι το άθροισμα των διανυσματικών ακτίνων τους”. 

iδγ 

 Ο

 Μ3(γ,δ)

 Ν(αγ,βδ)

 Μ2(γ,δ)

 Μ1(α,β)

 x

y
 3

 

 
Επίσης, η διαφορά 

iδβγα )()(iδγiβα )()(    

παριστάνεται με το σημείο ),( δβγαN  . 

Επομένως, 21 OMOMON  , δηλαδή: 

 

 

 

“Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών βiα   και  είναι 

η διαφορά των διανυσματικών ακτίνων τους”. 

iδγ 

 

 Για τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών iβα   και iδγ   έχουμε: 

    ))(()()())(( iδiβiβγiαδαγiδγiβiδγαiδγiβα  

                       . iβγαδβδαγβδiβγiαδαγiβδiβγiαδαγ )()(2 

Δηλαδή, 

iβγαδβδαγδiγβiα )()())((  . 

Για παράδειγμα, 

iiiiiii 239)1820()2415(24201815)65()43( 2  . 

Ειδικότερα, έχουμε: . Ο αριθμός 22))(( βαiβαiβα  iβα   λέγεται συζυγής 

του  και συμβολίζεται με iβα  iβα  . Δηλαδή,  

βiαβiα  . 

Επειδή είναι και iβαiβα  , οι iβα  , iβα   λέγονται συζυγείς μιγαδικοί. 

 Τέλος, για να εκφράσουμε το πηλίκο 
iδγ

iβα




, όπου 0 iδγ , στη μορφή 

, πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με το συζυγή του παρο-
νομαστή και έχουμε: 

iλκ 

i
δγ

αδβγ

δγ

βδαγ

δγ

iαδβγβδαγ

iδγiδγ

iδγiβα

iδγ

iβα
222222

)()(

))((

))((





















. 
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Δηλαδή, 

i
δγ

αδβγ

δγ

βδαγ

δiγ

βiα
2222 











. 

Για παράδειγμα: i
iiii

ii

ii

i

i

10

7

10

1

10

71

91

362

)31)(31(

)31)(2(

31

2 2

















. 

Δύναμη  Μιγαδικού 

Οι δυνάμεις ενός μιγαδικού αριθμού z  με εκθέτη ακέραιο ορίζονται ακριβώς 
όπως και στους πραγματικούς, δηλαδή ορίζουμε: 

zz 1 ,  και γενικά ,...,2 zzz  zzz νν  1 , 

για κάθε θετικο ακέραιο ν , με . Επίσης, αν 1ν 0z , ορίζουμε 

ν

ν

z
zz

1
,10        για κάθε θετικό ακέραιο  ν. 

Για τις δυνάμεις των μιγαδικών αριθμών ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες που ισχύουν 
και για τις δυνάμεις των πραγματικών αριθμών. Ιδιαίτερα για τις δυνάμεις του i  
ουμε: έχ

ν

iiiiiiii  23210 1,,1, . 

Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι είναι: 

iiiiiiiiiiiiiiiii  3347224645224 1,11,1,1 , 

δηλαδή, μετά το  οι τιμές του  επαναλαμβάνονται. Άρα, για να υπολογίσου-
με συγκεκριμένη δύναμη του , γράφουμε τον εκθέτη  στη μορφή , 

όπου 

4i νi
i υρν  4

ρ  το πηλίκο και  το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του  με το 4, 

οπότε έχουμε:  

υ ν
















 

3αν,

2αν,1-

1αν,

0αν,1

1)( 444

υi

υ

υi

υ

iiiiiiii υυρυρυρυρν  

Για παράδειγμα: 

1224314   iii  

iiii   334419  

                                              1004416   iii

                                             . iiii   115421

Ιδιότητες  Συζυγών 

Επειδή οι συζυγείς μιγαδικοί, όπως θα δούμε στις επόμενες παραγράφους, μας 
διευκολύνουν στη μελέτη των μιγαδικών αριθμών, θα αναφερθούμε ιδιαιτέρως 
σε αυτούς. 
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 Ο  x

)(zM 

 M(z)
y

 4

 

 Στο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες  και 

 δύο συζυγών μιγαδικών 

),( βα

iβα

M

z),( βαM    και 

iβαz   είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον 

πραγματικό άξονα. 
 
 
 
 

 Για δύο συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς 

 και iβαz  iβαz   μπορούμε εύκολα, με εκτέλεση των πράξεων, να διαπι-

στώσουμε ότι: 

    αzz 2  
    βizz 2 . 

 Αν iβα  και iδγ  είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί, τότε: z 1 z 2

1.         2121 zzzz   

2.         2121 zzzz   

3.           2121 zzzz   

4.            
2

1

2

1

z

z

z

z









. 

Οι ιδιότητες αυτές μπορούν να αποδειχτούν με εκτέλεση των πράξεων. Για πα-
ράδειγμα έχουμε: 

iδβγαiδγiβαzz )()()()(21   

   21)()()()( zziδγiβαiδβγα  . 

Οι παραπάνω ιδιότητες 1 και 3 ισχύουν και για περισσότερους από δυο μιγαδι-
κούς αριθμούς. Είναι δηλαδή: 

νν zzzzzz   2121  

     νν z...zzzzz  2121 ... . 

Ιδιαίτερα, αν είναι zzzz ν  ...21 , τότε η τελευταία ισότητα γίνεται: 

                                                   νν zz )()(   
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Για παράδειγμα, 
333

54

32

54

32

54

32

























































i

i

i

i

i

i
. 

Επίλυση  της  Εξίσωσης    με  02  γβzαz γβ,α,  και  0α

Επειδή  και , η εξίσωση  έχει στο σύνολο  των 

μιγαδικών αριθμών δύο λύσεις, τις 

12 i 1)( 22  ii 12 x

ix 1  και ix 2 . Ομοίως, η εξίσωση 

 έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών δύο λύσεις, τις  και 

, αφού 

42 x

x 22 
ix 21 

i

izizizz 2)2(44 22222    ή  iz 2 . 

Εύκολα, όμως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι και κάθε εξίσωση δεύτερου 
βαθμού με πραγματικούς συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο C. Πράγματι, 
έστω η εξίσωση 

02  γzβzα ,     με   γβα ,,   και  0α . 

Εργαζόμαστε όπως στην αντίστοιχη περίπτωση στο  και τη μετασχημα-
τίζουμε, με τη μέθοδο συμπλήρωσης τετραγώνων, στη μορφή: 

2

2

42 α

Δ

α

β
z 






  , 

όπου  η διακρίνουσα της εξίσωσης. Έτσι, έχουμε τις εξής περιπτώ-

σεις: 

αγβΔ 42 

 .   Tότε η εξίσωση έχει δύο πραγματικές λύσεις: 0Δ
α

Δβ
z

22,1


  

 . Tότε έχει μια διπλή πραγματική λύση: 0Δ
α

β
z

2


  

 .  Tότε, επειδή 0Δ
2

2

22

22 2)2(

)(

4

))(1(

4 








 








α

Δι

α

Δi

α

Δ

α

Δ
, η εξίσωση γρά-

φεται: 

22

22 








 








 
α

Δi

α

β
z . 

    Άρα οι λύσεις της είναι: 

  
α

Δiβ
z

22,1


 ,                                     (1) 

    οι οποίες είναι συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί. 

Για παράδειγμα, η εξίσωση  έχει 0652  zz 012425 Δ  και οι λύσεις 

της είναι: 3
2

15
1 


z , 2

2

15
2 


z . Όμως, η εξίσωση  έχει 02 z22 z
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0484 Δ  και οι λύσεις της είναι οι συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί: 

i
i

z 


 1
2

42
1 , i

i
z 


 1

2

42
2 . 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
Παρατηρούμε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις: 

α

β
zz


 21     και   

α

γ
zz 21 . 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Για τις διάφορες τιμές του θετικού ακέραιου ν να υπολογιστεί το άθροι-
σμα  

νiiiiS  32 . 

ΛΥΣΗ 

Οι προσθετέοι του αθροίσματος έχουν πλήθος   και είναι διαδοχικοί όροι γεω-

μετρικής προόδου με πρώτο όρο  και λόγο επίσης . Επομένως, i i
1

1





i

i
iS

ν

, 

οπότε, λόγω της ισότητας υρν  4  της ευκλείδειας διαίρεσης του   με το 4, 

έχουμε τις εξής περιπτώσεις: 

 .   Τότε   0υ  4 ,      οπότε   S i
i






1 1

1
0  

 .    Τότε   1υ   4 1 ,  οπότε   S i
i

i
i





1

1
 

 .   Τότε   2υ   4 2 ,  οπότε   S i
i

i

i

i

i

i i
i

 












  
1 1

1

2

1

2

1

2 1

2
1

( )
 

 .   Τότε   3υ   4 3 ,   οπότε   S i
i

i

i

i


 






 
1

1

1

1
1 . 

 

2. Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών z  στις περιπτώσεις κα-

τά τις οποίες ο αριθμός 
iz

z

2

1




 είναι  α) φανταστικός  β) πραγματικός. 

ΛΥΣΗ 

Αν , τότε: z x yi 
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z

z i

x y

x y i





i 

 
1

2

1

2

( )

( )
 

22

22

)2(

)22()2(





yx

yxiyyxx
 

              i
yx

yx

yx

yyxx
2222

22

)2(

22

)2(

2








 . 

Επομένως: 

α) Ο αριθμός 
z

z i




1

2
 είναι φανταστικός, αν και μόνο αν 0

)2(

2
22

22





yx

yyxx
, δη-

λαδή, αν και μόνο αν  και  ή, ισοδύναμα,  0222  yyxx 0)2( 22  yx

4

5
)1(

2

1 2
2







  yx      και     ( , ) ( , )x y  0 2 . 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία του κύκλου με κέντρο 







 1,

2

1
K  και ακτίνα 

5

2
, με εξαίρεση το σημείο . A( , )0 2

β) Ο αριθμός 
z

z i




1

2
 είναι πραγματικός, αν και μόνο αν 0

)2(

22
22





yx

yx
, δηλαδή, 

αν και μόνο αν  

2 2x y  0      και     . 0)2( 22  yx

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία της ευθείας με εξίσωση 
, με εξαίρεση το σημείο . 2 2x y  0 A( , )0 2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
  
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Να βρείτε τις τιμές του λ , ώστε ο )2)(3( iiλz   να είναι: 

  α) πραγματικός αριθμός  β) φανταστικός αριθμός. 
 
2.   Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς yx,  για τους οποίους ισχύει: 

α)  iiyxyx  3)()(

β) iixxx  2)3(63 22  

γ) . yiyxi  )23(279
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3.  Στο μιγαδικ+ό επίπεδο να σημειώσετε τις εικόνες και τις διανυσματι-
κές ακτίνες των μιγαδικών αριθμών: i1 , 1, i, i2 , i43 , i43 , 5, 
0. 

 
4.  Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών z που ικανοποιούν τις σχέσεις: 
α)  Το πραγματικό μέρος του z είναι ίσο με μηδέν. 
β)  Το φανταστικό μέρος του z είναι ίσο με μηδέν. 
γ)  Το πραγματικό μέρος του z είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος. 

 
5.  Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εκτελέσετε τις πράξεις 

που σημειώνονται και να γράψετε το αποτέλεσμα στη μορφή  iβα 
α)       β)   )27()64( ii  )46()23( ii   

γ)   )35()78()43( iii     δ)   )54)(23( ii   

ε)       στ)   )6(3 ii  )34)(34( ii   

ζ)   )2)(3( iii  . 

 
6.  Να γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στη μορφή iβα  : 

α)   
i1

1
         β)         6i

γ)             δ)   122  ii 2)31( i     

 ε)   
i

i




2

3
        στ)   

21

26

i

i




. 

 
7.  Να βρείτε τους yx, , για τους οποίους ισχύει: 

α)    yixiyxi  )()23( 2

β)   i
iyxi

i














1
1

1

1
2

 

γ)   12)2(2)2)(23(  iiyxiyxi . 

 
8.  Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

α)    56463626166 iiiiii 

β)   
1023754111

1111

iiii
 . 

 
9.  Ποιος είναι ο z , όταν: 

α)   iz 75   β)   iz 94         γ)   iz 4  
δ)   11z                ε)   iz               στ)   0z . 
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10.  Με ποιες συμμετρίες μπορούν να προκύψουν από την εικόνα του μι-
γαδικού yixz   οι εικόνες των μιγαδικών zz ,  και z ; 

11.  Αν 
i

i
z

47

95
1 


  και 

i

i
z

47

95
2 


 , να δείξετε ότι ο 21 zz   είναι πραγματι-

κός αριθμός, ενώ ο 21 zz   φανταστικός αριθμός. 

 
12.  Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών z που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις: 

      α)   izz 6       β)   22 zz        γ)   22 zz        δ)   zz 2  
 
13.  Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις εξισώσεις: 

       α)         β)         γ)   0232  xx 0322  xx 1
1


x
x . 

 

14.  Αν μια ρίζα της εξίσωσης 0 , όπου 2 2  γxβx γβ, , είναι i23 , 

να βρείτε τις τιμές των  β  και  γ. 
 
 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Αν γβα ,,  και δ  είναι πραγματικοί αριθμοί, να εξετάσετε πότε το πη-

λίκο 
iδγ

iβα




 είναι πραγματικός αριθμός. 

 

2. Αν 
2

31 i
z


 , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

zz 2

1
. 

 

3. Να βρείτε την τιμή της παράστασης 20 . 20 )1()1( ii 
 

4. Πόσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση νν ii  ; 
 
5. Να λύσετε τις εξισώσεις 

      α)   2zz     β)   3zz  . 
 

6. Έστω ο μιγαδικός z με 0z . Να δείξετε ότι ο 
z

z

z

z
  είναι πραγματι-

κός και ότι 22  
z

z

z

z
. 

 

7. Να αποδείξετε ότι 0) , όπου ()( 1010  iαβiβα βα, . 

 
8. α) Για ένα μιγαδικό αριθμό z να αποδείξετε ότι: 
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   Ο z είναι πραγματικός, αν και μόνο αν zz   

  Ο z είναι φανταστικός, αν και μόνο αν zz  . 

β) Αν 
1

1

1

z
z   και 

2
2

1

z
z   και 121  zz , να αποδείξετε ότι ο αριθ-

μός 
21

21

1 zz

zz
u




  είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός 
21

21

1 zz

zz
v




  εί-

ναι φανταστικός. 
 

9.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z  για τους 
οποίους ισχύει:   

  α) )Re(5
1

Re z
z

z 





            β) )Im(3

1
Im z

z
z 






  . 

2.3  ΜΕΤΡΟ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
 
 
Έστω  η εικόνα του μιγαδικού ),( yxM yixz   

στο μιγαδικό επίπεδο. Ορίζουμε ως μέτρο του z  
την απόσταση του M  από την αρχή , δηλαδή O

22 yx |||| OMz   

Για παράδειγμα,          5)4(3|43| 22  i . 

Όταν ο μιγαδικός z  είναι της μορφής 

 xixz 0 , τότε ||0|| 22 xxz  , που είναι η γνωστή μας απόλυτη τιμή 

του πραγματικού αριθμού x. 

 x

 M(x,y)

 |z |

 Ο

 β

 a

y
 5

 

Αν , τότε yixz  yixz   και yixz  . Eπομένως, 

    |||||| zzz   

    zzz 2||  

Οι επόμενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που συνδέουν το γινόμενο και 
το πηλίκο μιγαδικών με τα μέτρα τους και είναι ίδιες με τις αντίστοιχες ιδιότη-
τες των απόλυτων τιμών πραγματικών αριθμών. 
Αν  είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε 21 , zz
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  |||||| zzzz 2121   

  
2

1

2

1

z

z

z

z
  

Πράγματι, έχουμε: 

   2
2

2
1

2
212121 |||||||||||| zzzzzzzz 

22112121 ))(( zzzzzzzz                     

                  22112121 zzzzzzzz   

και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει, θα ισχύει και η ισοδύναμη αρχική. 

Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα.  
 
Γενικά, αποδεικνύεται ότι 

|z|...|z ν||z|zzz| ν 2 121 |...

ν|z||z| ν

 

και ειδικότερα 

. 

Τέλος, από τη γνωστή μας τριγωνική ανι-
σότητα και από τη γεωμετρική ερμηνεία 
του αθροίσματος  και της διαφοράς 

 δύο μιγαδικών προκύπτει ότι:  
21 zz 

21 zz 

|||||||||| 212121 || zzzzzz   

Επίσης, είναι φανερό ότι το μέτρο του 

διανύσματος ON  είναι ίσο με το μέτρο του διανύσματος 12 MM . Επομένως: 

 Ο

 M3(z2)

 N(z1z2)

M(z1+z2)
 M2(z2)

 M1(z1)

 x

y  6

 

“Το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών είναι ίσο με την απόσταση των εικό-
νων τους”. 

Δηλαδή: 
||)( 2121 zzMM   

 K(2,1)

 Ο  x

y
 7

 

Έτσι, για παράδειγμα, η εξίσωση | 3|)2(  iz  

επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν 
από την εικόνα του μιγαδικού i2

)1,2(

, δηλαδή 
από το σημείο , απόσταση 3 μονάδες. 

Επομένως, η εξίσωση αυτή είναι εξίσωση κύ-
κλου με κέντρο το σημείο  και ακτίνα 

. 

)1,2(K

K

3ρ
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Γενικά, η εξίσωση 

0,0  ρρ|zz|  

παριστάνει τον κύκλο με κέντρο το σημείο  

και ακτίνα ρ. 

K z( )0

 B(1,3)

 A(1,2)

Ο  x

y
 8

 

Επίσης, η εξίσωση |)31(||)21( iziz|   επα-

ληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που έχουν 
την ιδιότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις 
εικόνες των μιγαδικών  και i21 i31 , δηλαδή 
από τα σημεία  και ) )3,1(2,1(A B . Επομένως, η 

εξίσωση αυτή είναι εξίσωση της μεσοκαθέτου του 
ευθύγραμμου τμήματος ΛK . 
 
 
Γενικά, η εξίσωση 

||| 21 zzzz|   

παριστάνει τη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα τα σημεία  και . A z( )1 B z( )2

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1.  Αν για τους μιγαδικούς  ισχύει νzzz ,...,, 21

1
2

2

1

1 











iz

iz

iz

iz

iz

iz

ν

ν , 

να αποδειχτεί ότι κανένας από αυτούς δεν είναι πραγματικός αριθμός. 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αν ένας από τους , για παράδειγμα ο , ήταν πραγματικός, τότε οι 

μιγαδικοί 

νzzz ,...,, 21 κz

izκ   και  θα ήταν συζυγείς και επομένως izκ  1







iz

iz

iz

iz

κ

κ

κ

κ , 

αφού 
τα μέτρα δύο συζυγών μιγαδικών είναι ίσα. Τότε όμως θα είχαμε 

1
2

2

1

1 















iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz







  , 

που είναι άτοπο. 
 

2.  Αν για το μιγαδικό z ισχύει   22(2  |i)z| , να βρεθεί: 

α) Ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του z  στο μιγαδικό επίπεδο. 
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β) Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του . |z|

ΛΥΣΗ 

α) Η ισότητα | ( )|z i  2 2 2  επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς z  που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το σημείο  σταθερή 

απόσταση ίση με 

K( , )2 2

2  και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ζητούμενος γεωμετρι-

κός τόπος είναι ο κύκλος με κέντρο  και ακτίνα K( , )2 2   2 , δηλαδή ο κύκλος 

2)2()2( 22  yx

)

. 

β) Το  είναι η απόσταση της εικόνας  
από την αρχή , δηλαδή το μήκος . 
Από τη Γεωμετρία, όμως, γνωρίζουμε ότι αν η 
ευθεία Κ τέμνει τον κύκλο στα 

| |z

O

M z(
(OMO( , )0 0 )

A  και , τότε B
( ) )OA ( ( )OBOM  , που σημαίνει ότι η μέγιστη 
τιμή του  είναι το μήκος  και η ελάχιστη 
το μήκος . 

|z|
( )OA

(OB)

y
 
Η εξίσωση, όμως, της ευθείας Κ είναι η O x . 

Επομένως, οι συντεταγμένες των σημείων A  και  θα είναι οι λύσεις του συ-
στήματος 

B










,

2)2()2( 22

xy

yx
 

που είναι τα ζεύγη  και . Άρα, η μέγιστη τιμή του  είναι ίση με ( , )11 ( , )3 3 | |z

( )OB   3 3 3 22 2  και η ελάχιστη ίση με ( )OA    21 12 2 . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών: 

i1 ,   i ,       1 i43  ,   i43  ,          i5 , 4 , 
i

i




1

1
, 

42 )1()1( ii  ,      )21()2( ii        και 
i

i

34

3




. 

 
2. Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών: 

2)1( i , 
2

1

1










i

i
, 

2

1

1










i

i
, 

2












iμλ

iμλ
, όπου μλ,  με 0||||  μλ . 

 y=x

 K(2,2)

 B

 A
 Μ(

 Ο

 y

z)

 x

 9
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3. Να βρείτε τους μιγαδικούς yixz   για τους οποίους ισχύει: 

α)          β)   22 || zz  zz  |1|        γ)   ziz 2||  . 

 
4. Να βρείτε πού ανήκουν οι μιγαδικοί  z  για τους οποίους ισχύει: 

α)           β)   1|| z 1||  iz   

γ)   3|21|  iz        δ)   2||1  z       

ε)   . 2|| z

 
5. Να βρείτε πού ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών  z  για τους οποίους 

ισχύει: 

α)   |2||1| izz               β)   |1|||  ziz  

 
6. Αν x , να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας του μιγαδικού z, 

όπου 
ix

xi
z





1

. 

 
7. Από τους μιγαδικούς  z, για τους οποίους ισχύει 2|4|  iz , ποιος έχει 

το ελάχιστο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτρο; 
 
8. Αν για τους μιγαδικούς  z   ισχύει 1|| z , να βρείτε που ανήκουν οι 

εικόνες των μιγαδικών  w  με 12  zw . 
 
9. Για δύο μιγαδικούς αριθμούς 1z  και 2z  να αποδείξετε ότι  

2
2

2
1

2
21

2
21 ||2||2|||| zzzzzz  . 

 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Να δείξετε ότι για κάθε μιγαδικό z  ισχύει: 

|)Im(||)Re(|||2 zzz  . 

2. Έστω ο μιγαδικός z , για τον οποίο ισχύει 1z . Να αποδείξετε ότι: 

  Αν 1|| z , τότε ο 
1

1





z

z
w  είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρό-

φως. 

3. Έστω ο μιγαδικός z  με 0z . Να αποδείξετε ότι: Ο 
z

zw
1

  είναι 

πραγματικός, αν και μόνο αν ο z  είναι πραγματικός ή 1|| z . 

4. Έστω ο μιγαδικός z  με iαz  , όπου *α . Να αποδείξετε ότι: ο 

αiz

iαz
w




  είναι φανταστικός, αν και μόνο αν ο z  είναι φανταστικός. 
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5. Αν η εικόνα του μιγαδικού z  ανήκει στον κύκλο κέντρου )0,0(O  και 

ακτίνας 1ρ , να δείξετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μι-

γαδικού 
2

2

i 



z

iz
w . 

 
6. Αν για το μιγαδικό z  ισχύει |2||12|  zz , να δείξετε ότι η εικόνα 

του z  ανήκει στον κύκλο με κέντρο )0,0(O  και ακτίνα 1ρ . 

 
7. Αν για το μιγαδικό z  ισχύει 1|| z , να βρείτε την τιμή της παράστα-

σης 22 |1| . Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα. |1| zA  z
 
8. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ των μιγαδικών z , για 

τους οποίους ισχύει: |4||1| izz  . Ποιο από τα σημεία Μ απέχει 

την ελάχιστη απόσταση από την αρχή )0,0(O . 

 
9. Αν 1M  και 2M  είναι οι εικόνες των μιγαδικών 1z  και 2z  αντιστοίχως 

και 
1

1

4

z
z  , να αποδείξετε ότι: Όταν το 1M  κινείται σε κύκλο 

κέντρου )0,0(O  και ακτίνας 4, τότε το 2M  κινείται σε μια έλλειψη. 

2z

 

10. α)  Αν 1|| z , να δείξετε ότι 
z

z
1

 . 

  β) Αν για τους μιγαδικούς  ισχύει κzzz ,...,, 21 1||...|||| 21  κzzz , 

να αποδείξετε ότι: 
κ

κzz |...2 
zzz

z
1

...
11

21
1 | . 

 

2.4  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ 
 
 
Εισαγωγή 
 
Η αποδοχή των μιγαδικών αριθμών, εκτός από τις δυνατότητες που άνοιξε στην 
επίλυση των εξισώσεων, έδωσε μεγάλη ευελιξία στον αλγεβρικό λογισμό. Για 

παράδειγμα, η παράσταση  μπορεί τώρα να παραγοντοποιηθεί στη μορφή 

. Οι μαθηματικοί εκμεταλλεύτηκαν αυτό το γεγονός σε πολλά ζη-

τήματα, όπως είναι, για παράδειγμα, ο πολλαπλασιασμός και η διαίρεση των 
τόξων ενός κύκλου. Το 1739 ο A. de Moivre, συνδυάζοντας τον υπολογισμό των 

22 yx 
))(( yixyix 
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κυβικών ριζών παραστάσεων της μορφής βia   (που εμφανίζονται στον τύπο 

επίλυσης της ) με την τριγωνομετρική ταυτότητα 

, έδωσε τις πρώτες ιδέες για την τριγωνομετρική παράσταση 

των μιγαδικών αριθμών. Το 1748 ο L. Euler, ξεκινώντας από την ανάλυση της 

ισότητας  στη μορφή 

qpxx 3

12 θ

 3ημημ4ημ3 3 

ημσυν 2 θ 1)ημσυν)(ημσυν(  θiθθiθ

θiθ ημσυν

, τόνισε τη 

σημασία των παραστάσεων της μορφής   και έδειξε ότι 

)ημyi συν)(ημσυν( yxix  )yxσυν( )ημ( yxi  . Γενικεύοντας έφτασε στη σχέ-

ση  (που σήμερα φέρει το όνομα του de Moivre), 

από την οποία, με χρήση του διωνυμικού αναπτύγματος, βρήκε τύπους για τα 
 και . 

nzinz ημσυν ziz n)ημσυν( 

nzημ nzσυν

yixz 

Σε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις οι μιγαδικοί αντιμετωπίζονταν ως καθαρά 
συμβολικές παραστάσεις, που δεν απεικόνιζαν κάποια συγκεκριμένη πραγματι-
κότητα. Η τριγωνομετρική παράσταση έδωσε όμως τη δυνατότητα να χρησιμο-
ποιηθούν (από τον C. Wessel το 1799 και τον R. Argand το 1806) για την ανα-
λυτική έκφραση της διεύθυνσης στο επίπεδο, ακριβώς όπως οι θετικοί και αρνη-
τικοί χρησιμοποιούνται για τη διάκριση της φοράς στην ευθεία. Αυτές οι εξελί-
ξεις διεύρυναν τις εφαρμογές των μιγαδικών και άνοιξαν το δρόμο για τη γεω-
μετρική ερμηνεία τους, την οποία καθιέρωσε ο C.F. Gauss το 1831. 
 
Όρισμα Μιγαδικού 
 
Έστω ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός 

 και OM  η αντίστοιχη διανυσματική ακτί-

να του. 

Ονομάζουμε όρισμα του μιγαδικού z  καθεμιά από 
τις γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ημιευθεία 

 και τελική πλευρά την ημιευθεία . Ox OM

Από όλα τα ορίσματα του z  ένα ακριβώς βρίσκεται 
στο διάστημα . Αυτό λέγεται πρωτεύον όρι-

σμα του μιγαδικού 

)2,0[ π

z  και συμβολίζεται με . )(zArg

Είναι φανερό ότι: 

 Tο  είναι η γωνία που σχηματίζει η διανυσματική ακτίνα του μιγαδι-

κού z με τον άξονα . 

)(zArg

xx

 Δυο ορίσματα του z  διαφέρουν κατά γωνία , κπ2 κ

0

. 

Για το μιγαδικό  δεν ορίζεται όρισμα. Γι’αυτό, στη συνέχεια, όταν αναφε-
ρόμαστε σε όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι 

0z
z . 

 
Τριγωνομετρική Μορφή Μιγαδικού 
 

 Ο

θ

 x

 Μ(z)

y
10

 

  

user
Highlight
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Έστω ο μιγαδικός 0 yixz , που έχει μέτρο 22 yxρ  . Αν θ είναι ένα 

όρισμα του z, τότε, από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών σε ορθοκα-
νονικό σύστημα, έχουμε 

ρ

x
θ συν      και     

ρ

y

θρx συν

θ ημ  

οπότε 
      και    θημρy   

Επομένως, ο μιγαδικός z  γράφεται 

iθρθρyixz  ημσυν

ρz

, 

 y

 ρ

 Ο

 θ

 M(x,y)

 x

y

 x

11

 

δηλαδή παίρνει τη μορφή 

)ημσυν( θiθ 
 

λέγεται τριγωνομετρική ή πολική Ο τρόπος α τόυ ς γραφής του μιγαδικού z  
μορφή του z . 

Για παράδειγμα, αν iz  3 , τότε είναι 21)3( 22 ρ   z   το  τουμέτρο

και για κάθε όρισμά του ισχύουν:  θ  

2

3
συν θ     και    

2

1
ημ θ . 

Επομένως, μια τιμή του ορίσματος είναι η 
6

5π
θ  . Άρα, έχουμε 







 

6

5
ημ

6

5
συν2

π
i

π
z  ή γενικότερα: 















 






 

6

5
2ημ

6

5
2συν2

π
κπi

π
κπz ,     κ . 

Αποδεικνύεται δικό αριθμό ότι, αν για έναν μιγα z ισχύει )ημσυν( θiθrz  , ό-

που 0r  και θ , τότε η παράσταση )ημσυν( θiθr   είναι τριγωνομετρική 

μορφή του μιγαδικού αριθμού z . 

Επειδή ίσοι μιγαδικοί αριθμοί έχουν την ίδια εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο και 
αντιστρόφως, έχουμε το ακόλουθο κριτήριο ισότητας μιγαδικών: 

 και η διαφορά των ορισμάτων τους είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 
2π”. 

“Δυο μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί είναι ίσοι, αν και μόνο αν έχουν ίσα 
μέτρα
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Δηλαδή: 
 

Αν  και )ημσυν( 1111 θiθρz  )ημσυν( 2222 θiθρz   είναι τριγωνομετρικές 

μορφές των μιγαδικών  και , τότε:  1z 2z

 21 zz ( 21 ρρ     και   πκθθ 221  , κ ). 

 
Τριγωνομετρική  Μορφή  Γινομένου  Μιγαδικών 
 
Αν  και )ημσυν( 1111 θiθρz  )ημσυν( 2222 θiθρz   είναι οι τριγωνομετρικές 

μορφές δύο μιγαδικών αριθμών , τότε για το γινόμενό τους έχουμε: 21 και zz

)ημσυν()ημσυν( 22211121 θiθρθiθρzz   

                    )]ημσυν()ημσυν[( 221121 θiθθiθρρ   

                    )]ημσυνσυνημ()ημημσυνσυν[( 2121212121 θθθθiθθθθρρ   

                    )]ημ()συν([ 212121 θθiθθρρ  . 

Ομοίως, για το πηλίκο τους 
2

1

z

z
, έχουμε: 

)]ημσυν)(ημσυν(

)ημσυν)(ημσυν(

)]ημσυν(

)ημσυν(

2222

2211

2

1

222

111

2

1

θiθθiθ

θiθθiθ

ρ

ρ

θiθρ

θiθρ

z

z








  

                                       
2

2
2

2

2211

2

1

ημσυν

)]ημ(-)συν(-)[ημσυν(

θθ

θiθθiθ

ρ

ρ




  

                                                 )]ημ()συν([ 2121
2

1 θθiθθ
ρ

ρ
 . 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 
 

Αν  και )ημ+συν( 1111 θiθρz  )ημ+συν( 2222 θiθρz   είναι δυο μιγαδικοί σε 

τριγωνομετρική μορφή, τότε 

 )]ημ()συν([ 21212121 θθiθθρρzz   

                                )]ημ()συν([ 2121
2

1

2

1 θθiθθ
ρ

ρ

z

z
 . 

Για  παράδειγμα,  αν  





 

3

2
ημ

3

2
συν21

π
i

π
z   και  






 

6

11
ημ

6

11
συν32

π
i

π
z ,  

τότε έχουμε: 
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i
π

i
πππ

i
ππ

zz 6
2

5
ημ

2

5
συν6

6

11

3

2
ημ

6

11

3

2
συν3221 






 














 






   

και 

         













 






 














 






 

6

7
ημ

6

7
συν

3

2

6

11

3

2
ημ

6

11

3

2
συν

3

2

2

1 π
i

πππ
i

ππ

z

z
 

                  
3

1

3

3

2

1

2

3

3

2
ii 













 . 

Από τις τριγωνομετρικές μορφές του γινομένου και του πηλίκου μιγαδικών προ-
κύπτουν οι ιδιότητες 

|||||| 2121 zzzz      και    
||

||

2

1

2

1

z

z

z

z
 , 

τις οποίες έχουμε συναντήσει και στην § 2.3. 

Η γεωμετρική ερμηνεία του γινομένου και του πηλίκου δύο μιγαδικών φαίνεται 
στα παρακάτω σχήματα: 
 

 M(z1z2)

 M2(z2)

 M1(z1)

 y

  x Α(1) O

 θ2

 θ2

 θ1+θ2

 θ1

12

 Τα τρίγωνα ΟΑΜ2 και ΟΜ1Μ είναι όμοια
                          

 M(z1/z2)

 M2(z2)

 M1(z1)

y

  x Α(1) O

θ2

 θ2

 θ1θ2 θ1

13

 Τα τρίγωνα ΟΑΜ2 και ΟΜΜ1 είναι όμοια
 

 
Σύμφωνα με τα παραπάνω: 

 Ο πολλαπλασιασμός του μιγαδικού )ημσυν( 1111 θiθρz   με το μιγαδικό 

)ημσυν( 2222 θiθρz 

2θ

 σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του  κατά 

γωνία  και μετά πολλαπλασιασμό της με  (Σχ. 12). Επομένως, ο πολλαπλα-

σιασμός ενός μιγαδικού z με το μιγαδικό 

1z

2ρ

θiθ ημσυν   στρέφει μόνο τη διανυ-

σματική ακτίνα του z  κατά γωνία , αφού θ 1|ημσυν|  θiθ . Ειδικότερα, ο πολ-

λαπλασιασμός του z  με  στρέφει τη διανυσματική ακτίνα του i z  κατά γωνία 

2

π
, αφού 

2
ημi

2
συν

ππ
i   . 
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 Η διαίρεση του μιγαδικού )ημσυν( 111 θiθz   με το μιγαδικό 

)ημσυν( 2222 θiθρz 

2θ

 σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του  κατά 

γωνία  και μετά πολλαπλασιασμό της με 

1z

2

1

ρ
 (Σχ. 13). 

Θεώρημα του De Moivre 
 
Αν )ημσυν( θiθρz   είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή, 

σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε: 

 )ημ2συν2()ημσυν()ημσυν( 22 θiθρθiθρθiθρzzz  

 )ημ3συν3()ημσυν()ημ2συν2( 3223 θiθρθiθρθiθρzzz  

Ομοίως, βρίσκουμε ότι 

        )ημ4συν4(44 θiθρz

        )5ημσυν5(55 θiθρz

Γενικά, ισχύει το επόμενο θεώρημα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ  1 

Αν  είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορ-)ημσυν( θiθρz 
φή και ν  είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε 

)]ημ()συν([ νθiνθρz νν  . 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. )(νP

 Για  η ισότητα γίνεται  ή, ισοδύναμα, 1ν
συν( θ

)]ημ(1)συν(1[11 θiθρz 
)ημθiρz  , που ισχύει. Άρα η  είναι αληθής. )1(P

 Θα αποδείξουμε ότι, αν  αληθής, τότε )(νP )1( νP

ημ1)+ iθ 

 αληθής δηλαδή, αν 

, τότε . )]ημ()συν([ νθiνθρz νν  ]1)+(συν([11 θννρνν  z

Πράγματι, έχουμε 

     )ημσυν()]ημ()συν([1 θiθρνθiνθρzzz ννν 

          . ]1)+ημ(1)+συν([1 θνiθνρ ν  

Άρα, η  αληθεύει για όλους τους θετικούς ακεραίους .     ■ )(νP ν
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Για παράδειγμα, αν iz  3 , επειδή 





 

6
ημ

6
συν2

π
i

π
z , έχουμε: 

1998

1998

6
ημ

6
συν2 














 

π
i

π
z 






 

6

1998
ημ

6

1998
συν21998 π

i
π

 

             ) )πiπ ημ333333συν(21998  πiπ ημσυν(21998  19982 . 

 
Το προηγούμενο θεώρημα αποδίδεται στο μαθηματικό De Moivre και γι’ αυτό 
φέρει το όνομά του. 

Το Θεώρημα του De Moivre ισχύει και όταν ο εκθέτης είναι αρνητικός ακέραι-
ος. 

Πράγματι, έχουμε 

νν

ν

θiθρ
θiθρ

)ημσυν(

1
)]ημσυν([


   

               
))ημ()συν((

)0ημ0συν(1

νθiνθρ

i
ν 


  

                )]-ημ(0)-συν(0[ νθiνθρ ν  

               . )]ημ(-)συν(-[ νθiνθρ ν  

 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών z, για τους οποίους ι-

σχύει 
61

1 π

z

z
Arg 











. 

ΛΥΣΗ 

Αν  , τότε  yixz  i
yx

y

yx

yx

yix

yix

z

z
2222

22

)1(

2

)1(

1

)1(

)1(

1

1















. 

Άρα, 

BiA
z

z





1

1
,   όπου   

22

22

)1(

1

yx

yx
A




    και   
22)1(

2

yx

y
B


 . 
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Επομένως, η συνθήκη 
6

π

1

1

z

z
Arg 











 είναι 

ισοδύναμη με τις σχέσεις: 

 

K( , )0 3

 B(1,0)  A(1,0)
 Ο

 x

y
14

 
























0
3

1

1

2

0
6

εφ 22

y

yx

y

Β

π

A

B
 

               










0

2)3( 222

y

yx
. 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι το τόξο του κύκλου κέντρου )3,0(K  

και ακτίνας 2ρ  που είναι πάνω από τον άξονα xx . 

2.  Αν  και 0ημημημ  γβα 0συνσυνσυν  γβα , να αποδειχτεί ότι 

      α)  γβα συν3συν3συν3 γ)βα (συν3  

      β) )ημ(3ημ3ημ3ημ3 γβαγβα  . 

ΛΥΣΗ 

Έστω οι μιγαδικοί , αiα ημσυνa  βiβb ημσυν  , γiγc ημσυν  . Έχουμε 

000)ημημημ()συνσυνσυν(  iγβαiγβαcba  

και επομένως,  . bccb a3333 a

Με αντικατάσταση των  και  έχουμε διαδοχικά: b,a c

 333 )ημσυν()ημσυν()ημσυν( γiγβiβαiα  

                )ημσυν)(ημσυν)(ημσυν(3 γiγβiβαiα   

 )ημ3συν3()ημ3συν3()ημ3συν3( γiγβiβαiα  

                )]ημ()συν([3 γβαiγβα   

 )ημ3ημ3ημ3()συν3συν3συν3( γβαiγβα  

                )ημ(3)συν(3 γβαiγβα  . 

Εξισώνοντας τα πραγματικά και τα φανταστικά μέρη των δύο μελών έχουμε: 

      )συν(3συν3συν3συν3 γβαγβα    και  

         )ημ(3ημ3ημ3ημ3 γβαγβα  . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Να γράψετε σε τριγωνομετρική μορφή τους μιγαδικούς: 

α)  i31      β)  i31       

γ)  i31           δ)  i31       

ε)           στ)  4 4 .  

 
2. Να κάνετε τις πράξεις: 

α)    )ημ3030συν(6)ημ1515συν(4 0000 ii 

β)   





 






 

8

3
ημ

8

3
συν2

8
ημ

8
συν5

π
i

ππ
i

π
 

γ)   





 






 

10

3
ημ

10

3
συν

10

2
ημ

10

2
συν

π
i

ππ
i

π
. 

 
3. Να κάνετε τις πράξεις 

α)   
)100ημ100συν(5

)160ημ160συν(25
00 i

i



00 
  β)   

3
ημ

3
συν

6

5
ημ

6

5
συν6

π
i

π

π
i

π









 

 

γ)   
))20(ημ)20(συν(14

)0ημ13130συν(7
00

00




i

i
. 

 
4. Να βρείτε τις δυνάμεις 

α)     β)   300 )]ημ20συν20(2[ i
8

4

5
ημ

4

5
συν3 














 

π
i

π
 

γ)   
16

4
ημ

4
συν 























π
i

π
. 

 

5. Να υπολογίσετε την παράσταση 

6

2

1









  i
. 

6. Αν 
2

31 i
z


 , να υπολογίσετε τον 2000z . 
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7. Αν iz  31  και iz  32 , να υπολογίσετε την παράσταση 
νν zz 21  , όπου ν θετικός ακέραιος. 

 
8. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά τη διαίρεση ενός μιγαδικού z  με i . 
 

9. Αν 31 iz   και iw  1 , να δείξετε ότι 
12

π

w

z
Arg 








 και να βρείτε 

το 
12

ημ
π

 και το 
12

συν
π

. 

 
10. Να βρείτε το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαδικού 0z  αν 

zz 2 . 
 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. α) Να βρείτε το μέτρο και το όρισμα του μιγαδικού w, όπου 

ν

θiθ

θiθ
w 












ημσυν1

ημσυν1
,  και *ν  κπκθ ,)12( . 

  β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης 

100

222

222














i

i
. 

2.   α)  Να δείξετε ότι αν , όπου τότε νν ii )1()1(  *ν  κκν ,4  

β)  Αν 
νν

ii
νf 







 








 


2

1

2

1
)( , να δείξετε ότι 0)()4(  νfνf . 

 
3.  Να αποδείξετε ότι 

|||||| 2121 zzzz  , αν και μόνο αν )()( 21 zArgzArg  . 

 
4.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ των μιγαδικών z , για 

τους οποίους ισχύει: 

α)   
6

)(
π

izArg            β)   
4

)1(
π

zArg            γ)   
2

π

iz

z
Arg 









. 

 
5.  Μεταξύ όλων των μιγαδικών z  που ικανοποιούν τη συνθήκη 

2|52 , να βρείτε εκείνον που έχει: |  iz

α) Το μικρότερο πρωτεύον όρισμα  

β) Το μεγαλύτερο πρωτεύον όρισμα. 
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6.  Αν θiθ , να αποδείξετε ότι: z ημσυν 

α)   )συν(2
1

νθ
z

z
ν

ν     β) )ημ(2
1

νθi
z

z
ν

ν  . 

7.  Αν για τους μιγαδικούς z  και w  ισχύουν 1|| z  και ziw )3(  , 

τότε: 

      α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w. 

      β) Να βρείτε την εικόνα εκείνου του μιγαδικού από τους  w, για τον 

οποίο ισχύει 
4

)(
π

wArg  . 

8.  Αν 
22

2

1

2

1

1

κ

κ
i

κ

κ
z







  και 
3

)(
π

zArg  , να βρείτε τον πραγματικό α-

ριθμό κ  

9.  Δίνεται το τριώνυμο )||1 , όπου 

1z  και 2z  είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί. Να αποδείξετε ότι 0)( xf , 

για κάθε 

)(||1(||2)( 2
2

2
121

2 zzxzzxxf 

x . Πότε ισχύει η ισότητα; 
 
 

2.5 ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΣΤΟ   
 
 
Εισαγωγή 
 
Η επίλυση των εξισώσεων 3ου και 4ου βαθμού, η “αναγκαστική” επαφή με τους 
μιγαδικούς αριθμούς για την έκφραση των πραγματικών ριζών και η εξέλιξη του 
αλγεβρικού λογισμού δημιούργησαν στις αρχές του 17ου αιώνα τις προϋποθέ-
σεις για την ανάπτυξη μιας γενικής θεωρίας των πολυωνυμικών εξισώσεων στην 
Άλγεβρα. Βασικά στοιχεία αυτής της θεωρίας δεν ήταν μόνο οι μέθοδοι επίλυ-
σης, αλλά και δομικά ζητήματα, όπως οι σχέσεις ριζών και συντελεστών μιας 
εξίσωσης, καθώς και η σχέση ανάμεσα στο βαθμό και στο πλήθος των ριζών. Το 
τελευταίο, που καθιερώθηκε αργότερα ως Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας  

“κάθε πολυωνυμική εξίσωση ν βαθμού έχει στο σύνολο των μιγαδικών 

  ν  ακριβώς ρίζες”, 

διατυπώνεται στην αρχή διστακτικά, καθώς οι μιγαδικοί δε θεωρούνται ακόμη 
ισότιμοι προς τους υπόλοιπους αριθμούς. Ο R. Descartes, στο βιβλίο ΙΙΙ της “La 
Geometrie” (1637) γράφει ότι: “κάθε εξίσωση μπορεί να έχει τόσες διαφορετι-
κές ρίζες όσες και οι διαστάσεις [δηλ. ο βαθμός] της άγνωστης ποσότητας στην 
εξίσωση”, αλλά ονομάζει τις θετικές ρίζες “αληθινές”, τις αρνητικές “ψεύτικες” 
και εισάγει για πρώτη φορά τον όρο “φανταστικές” για τις υπόλοιπες: 
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“…ενώ μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η εξίσωση  έ-
χει τρεις ρίζες, εν τούτοις υπάρχει μία μόνο πραγματική ρίζα, το 2, ενώ οι 
άλλες δύο παραμένουν φανταστικές”. 

010136 23  xxx

Το θεμελιώδες θεώρημα της Άλγεβρας άρχισε να αποκτά εξαιρετική σημασία με 
την ανάπτυξη της Ανάλυσης, καθώς η παραγοντοποίηση των πολυωνύμων έπαι-
ζε πρωταρχικό ρόλο στον υπολογισμό ολοκληρωμάτων (διάσπαση ρητών κλα-
σμάτων σε απλά κλάσματα). Ο G.W. Leibniz έθεσε το 1702 αυτό το ζήτημα ι-

σχυριζόμενος (λαθεμένα) ότι το πολυώνυμο  δεν αναλύεται σε γινόμενο 
παραγόντων 1ου ή 2ου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. Το γεγονός αυτό 
οδήγησε στις πρώτες συστηματικές προσπάθειες να αποδειχτεί ότι κάθε πολυώ-
νυμο με πραγματικούς συντελεστές αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων 1ου ή 
2ου βαθμού, που αποτελεί μια άλλη ισοδύναμη μορφή του θεμελιώδους θεωρή-
ματος. Ύστερα από ορισμένες ημιτελείς προσπάθειες των d’Alembert (1746), L. 
Euler (1749) και J.L. Lagrange (1772), ο C.F. Gauss έδωσε την πρώτη αυστηρή 
απόδειξη το 1799 (σε ηλικία 22 χρονών), στη διδακτορική του διατριβή που είχε 
τίτλο: “Νέα απόδειξη του θεωρήματος ότι κάθε ακέραια ρητή συνάρτηση μιας 
μεταβλητής μπορεί να αναλυθεί σε πραγματικούς παράγοντες πρώτου και δεύτε-
ρου βαθμού”. 

44 αx 

 

Η  Eξίσωση    1νz
 

Γνωρίζουμε ότι στο σύνολο των πραγματικών αριθμών η εξίσωση 1νz  έχει 
μια λύση, την 1z , αν ο  είναι περιττός και δύο λύσεις, τις ν 1z  και 1z , 
αν ο  είναι άρτιος. ν

Ας λύσουμε τώρα στο σύνολο  των μιγαδικών αριθμών μερικές εξισώσεις της 

μορφής 1νz , όπου  θετικός ακέραιος. Έχουμε: ν

  0)1)(1(011 233  zzzzz

       ή  01 z 012  zz

        ή  1 z
2

31 i
z


   ή  

2

31 i
z


 , 

 
δηλαδή η εξίσωση έχει στο  τρεις ρίζες. 

  0)1)(1(011 2244  zzzz

         ή    012  z 012 z

         ή   1 z iz     ή   iz     ή   iz  , 
 
δηλαδή η εξίσωση έχει στο σύνολο  τέσσερις λύσεις. 
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Γενικά ισχύει το επόμενο θεώρημα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ  2 

Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εξίσωση 1νz , όπου ν θετικός ακέ-
ραιος, έχει  ακριβώς διαφορετικές λύσεις, οι οποίες δίνονται από τον τύπο: ν

1,...,3,2,1,0,
2

ημ
2

συν  νκ
ν

κπ
i

ν

κπ
zκ . 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω )ημσυν( θiθr   μια λύση, σε τριγωνομετρική μορφή, της εξίσωσης . 1νz

Τότε, 

       , 1)]ημσυν([  νθiθr

οπότε            0ημ0συν))(ημ)(συν( iνθiνθr ν 

Άρα, 1νr  και , για κάποιο κπνθ 20  κ , οπότε 1r  και 
ν

κπ
θ

2
 . Επομέ-

νως, οι λύσεις της εξίσωσης 1νz , θα είναι της μορφής 

     
ν

κπ
i

ν

κπ
zκ

2
ημ

2
συν  ,    κ .          (1) 

Αλλά και αντιστρόφως, κάθε μιγαδικός της μορφής 
ν

κπ
i

ν

κπ
zκ

2
ημ

2
συν  , 

 είναι λύση της εξίσωσης κ 1νz , αφού  

1)2(ημ)2(συν
2

ημ
2

συν 





  κπiκπ

ν

κπ
i

ν

κπ
z

ν

κ . 

Άρα, οι λύσεις της εξίσωσης 1νz  είναι όλοι οι αριθμοί της μορφής 

   
ν

κπ
i

ν

κπ
zκ

2
ημ

2
συν  ,   κ .          (1) 

Για  έχουμε την προφανή λύση 0κ 10 z . 

Αν θέσουμε ω
ν

π
i

ν

π
z 















2
ημ

2
συν1 , τότε για τις ρίζες της 1νz , θα ισχύει: 

κ
κ

κ ω
ν

π
i

ν

π

ν

κπ
i

ν

κπ
z 






 

2
ημ

2
συν

2
ημ

2
συν ,   κ . 



2  ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ        115 

Είναι λοιπόν: 

1112
12

222
2

1
1

1
1

2
2

1

0 11











 











νννν
ν

νν
ν

νν
ν

ν
ν

ν
ν ωωωωz

ωωωωz

ωωωωz

ωz

ωz

ωz

ωz

z



         κ.τ.λ. 

Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι οι λύσεις της 1νz  που δίνονται από την (1) δεν εί-
ναι όλες διαφορετικές μεταξύ τους. Θα εξετάσουμε για ποιες τιμές του κ  έχου-
με διαφορετικές λύσεις. Επειδή για κάθε κ  υπάρχουν ακέραιοι ρ  και  τέ-

τοιοι, ώστε να ισχύει 

υ

υρνκ   με νυ 0 , έχουμε: 

υυυρνυρνκ ωωωωωω   1)( . 

Δηλαδή, για κάθε  η λύση  ταυτίζεται με μια από τις  κ κz

132 ...,,,,,1 νωωωω . 

Θα δείξουμε τώρα ότι οι λύσεις  είναι διαφορετικές 

μεταξύ τους. Έστω ότι δε συμβαίνει αυτό. Τότε θα υπάρχουν φυσικοί  με 

, τέτοιοι, ώστε , οπότε θα έχουμε διαδοχικά: 

13210 ...,,,,,1  νωωωωω

2λω
21 , λλ

νλλ  210 1λω

     
ν

πλ
i

ν

πλ

ν

πλ
i

ν

πλ 2211 2
ημ

2
συν

2
ημ

2
συν   

                 πμ
ν

πλ

ν

πλ
2

22 11  ,  για κάποιο  μ  

              νμλλ  21 ,      για κάποιο  μ . 

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι ο ακέραιος  διαιρεί τη διαφορά 
. Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού 

ν

21 λλ  νλλ  210 . Επομένως, οι λύσεις της 

εξίσωσης z 1 είναι οι ν διαφορετικοί αριθμοί  

132 ,...,,,1, νωωωω ,     όπου     














ν

π
i

ν

π
ω

2
ημ

2
συν . 

Οι λύσεις αυτές λέγονται και νιοστές ρίζες της μονάδας.      ■ 

 A0

 A7

A6

 A5

 A4

 A3

 A2

 A1

 Ο  x

y
15

 

 
ΣΧΟΛΙΟ 

Οι εικόνες  των λύσεων 

 της εξίσωσης 

1

32 1

210 ,...,,, νAAAA
1,..., νω,,,1 ωωω ν z  είναι 

κορυφές κανονικού πολυγώνου με  πλευ-
ρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο 

 και ακτίνα 

ν

)0,0(O 1r . Πιο συγκεκριμένα: 
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 Η κορυφή  παριστάνει τη λύση 1. A0

 Η επόμενη κορυφή  παριστάνει τη λύση A1 














ν

π
i

ν

π
ω

2
ημ

2
συν . 

 Η κορυφή  παριστάνει την  και προκύπτει από την  με στροφή του 

διανύσματος 

2A 2ω ω

1OA  κατά γωνία 
ν

π2
, δηλαδή κατά γωνία ίση με την κεντρική 

γωνία του κανονικού ν-γωνου. 

 H κορυφή  παριστάνει την  και προκύπτει από την  με στροφή του 

διανύσματος 

3A 3ω ω

1OA  κατά γωνία 
ν

π22 
 κτλ. 

 

Η Eξίσωση ,  aνz 0a 
 
Έστω  μια τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού a. Τότε από 

τον τύπο του de Moivre έχουμε:  

)ημσυν(a θiθρ 

ν

ν

ν

θ
i

ν

θ
ρ 














  ημσυνa . 

Αν θέσουμε 





 

ν

θ
i

ν

θ
ρz ν ημσυν0 , τότε η εξίσωση  γράφεται   az ν νν zz 0

ή, ισοδύναμα, 

1
0









ν

z

z
 

Επομένως, το 
0z

z
 μπορεί να πάρει τις  διαφορετικές τιμές ν

132 ν,...,,,,1 ωωωω ,     όπου     














ν

π
i

ν

π
ω

2
ημ

2
συν , 

οπότε οι λύσεις της εξίσωσης  είναι οι αριθμοί aνz

   



























 

ν

κπ
i

ν

κπ

ν

θ
i

ν

θ
ρωzz νκ

κ

2
ημ

2
συνημσυν0  

    1,...,2,1,0,
2

ημ
2

συν 





 




 νκ
ν

θκπ
i

ν

θκπ
ρν . 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 
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Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εξίσωση , όπου ν θετικός ακέ-aνz
ραιος και )ημσυν( θiθρ a , αρ  , έχει  διαφορετικές λύσεις οι οποίες δί-ν

νονται από τον τύπο: 

1,...,2,1,0,
2

ημ
2

συν 





 




 νκ
ν

θκπ
i

ν

θκπ
ρz ν

κ . 

Οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης  στο μιγαδικό επίπεδο είναι κορυφές 
κανονικού πολυγώνου με  πλευρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο  

και ακτίνα 

aνz
ν )0,0(O

ν ρ , όπου . || aρ

Έστω για παράδειγμα η εξίσωση 

)3(165 iz  .                    (1) 

Επειδή 





 

6
ημ

6
συν32)3(16

π
i

π
i , οι λύσεις  της εξίσωσης (1) δίδονται 

από τον τύπο 

κz

.4,3,2,1,0,
30

12
ημ

30

+12
συν2

5
6

2
ημ

5
6

2
συν325 






 


















 



 κ

πκπ
i

πκπ
π

κπ
i

π
κπ

zκ

Πιο συγκεκριμένα οι λύσεις είναι: 

 A4

 A3

 A2

 A0

 A1

Ο

y

 x

16

 







 

30
ημ

30
συν20

π
i

π
z ,  

 





 

30

13
ημ

30

13
συν21

π
i

π
z , 







 

30

25
ημ

30

25
συν22

π
i

π
z , 

 





 

30

37
ημ

30

37
συν23

π
i

π
z , 







 

30

49
ημ

30

49
συν24

π
i

π
z . 

Οι λύσεις αυτές είναι κορυφές κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο 
ακτίνας . 2ρ

Πολυωνυμικές  Εξισώσεις  με  Πραγματικούς  Συντελεστές 

Όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, κάθε πολυωνυμική εξίσωση , νιο-

στού βαθμού, δηλαδή κάθε εξίσωση της μορφής 

0)( zP

0,001
1

1  
 ν

ν
ν

ν
ν ααzαzαzα  , 
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έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ν ακριβώς ρίζες. 
Αν  είναι οι ρίζες του πολυωνύμου  (οι οποίες δεν είναι κατανά-

γκη διαφορετικές), τότε αποδεικνύεται ότι το πολυώνυμο αναλύεται σε  
νzzz ,...,, 21 )(zP

γινόμενο παραγόντων ως εξής: 

)(...))(()( 21 νν zzzzzzαzP   

Επομένως, η επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων στο  γίνεται με τις ίδιες μεθό-
δους που χρησιμοποιούνται και στο σύνολο  των πραγματικών αριθμών.  

Στη συνέχεια θα περιοριστούμε σε πολυωνυμικές εξισώσεις με πραγματικούς 
μόνο συντελεστές. 
Έχουμε ήδη λύσει τη δευτεροβάθμια εξίσωση, η οποία, όπως είδαμε, έχει δύο 
ρίζες, οι οποίες, αν δεν είναι πραγματικές, είναι μιγαδικές συζυγείς. Ας λύσουμε 

τώρα μία ανωτέρου βαθμού, για παράδειγμα την , που είναι 
πολυωνυμική τρίτου βαθμού. Με σχήμα Horner έχουμε: 

0353 33  zzz

0320)1)(32(0353 2223  zzzzzzzz   ή  . 01 z

Όμως, 

izzz 210322       ή     iz 21 . 

Άρα, οι ρίζες της εξίσωσης είναι i21 , i21  και 1. Και στην περίπτωση αυ-
τή παρατηρούμε ότι οι μιγαδικές ρίζες της εξίσωσης είναι συζυγείς. Το συμπέ-
ρασμα αυτό γενικεύεται για οποιαδήποτε πολυωνυμική εξίσωση με πραγματι-
κούς συντελεστές. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ  3 

Αν ο μιγαδικός αριθμός iβαz 0  είναι ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης 

με πραγματικούς συντελεστές, τότε και ο συζυγής του iβαz 0  είναι ρίζα 

της εξίσωσης αυτής. 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Μια πολυωνυμική εξίσωση, όπως γνωρίζουμε, έχει τη μορφή: 

001
1

1  
 αzαzαzα ν
ν

ν
ν  , όπου  με . νααα ,...,, 10 0να

Αφού ο αριθμός  είναι ρίζα της εξίσωσης, έχουμε κατά σειρά: 0z

             0001
1

010  
 αzαzαzα ν
ν

ν
ν 

              0001
1

010  
 αzαzαzα ν
ν

ν
ν   

              0001
1

010  
 azαzαzα ν
ν

ν
ν   

         0001
1

010  
 αzαzαzα ν
ν

ν
ν   
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         0001
1

010  
 αzαzαzα ν
ν

ν
ν  ,  αφού  νααα ...,,, 10 . 

Άρα, ο  είναι και αυτός ρίζα της εξίσωσης.      ■ 0z

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1.  Αν 














ν

π
i

ν

2π
ω

2
ημσυν , να αποδειχτεί ότι: 

      α)           β)   . 0132  νωωωω1  1132 1)(1   ννω...ωωω

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

α) Έχουμε 0
1

11

1

1
...1 132 








 

ωω

ω
ωωωω

ν
ν  

β)   )1(...321132 ...1   νν ωωωωω

           2

)1( 


νν

ω  

            
2

)1(

2
ημ

2
συν









 

νν

ν

π
i

ν

π
 

            
ν

νπν
i

ν

νπν

2

)1(2
ημ

2

)1(2
συν





  

            πνiπν )1(ημ)1(συν   

             1)ημσυν(  νπiπ

             1)1(  ν

 

2. Να λυθεί η εξίσωση . Αν  είναι οι ρίζες της εξί-

σωσης αυτής, να κατασκευαστεί εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες τις 

. 

01συν22  xθx 21 , xx

νν xx 21 ,

ΛΥΣΗ 

Έχουμε . Επομένως, 0ημ4)1συν(44συν4 222  θθθΔ

θiθ
iθθ

x ημσυν
2

ημ2συν2
2,1 


 . 

Η ζητούμενη εξίσωση θα είναι η 

0)( 212
2  

νννν xxxxxx . 
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Έχουμε 

  )ημ()συν()ημσυν(1 νθiνθθiθx νν 

και 

  )ημ(-)συν(-)]ημ(-)συν([)ημσυν(2 νθiνθθiθθiθx ννν 

          )ημ()συν( νθiνθ  . 

Επομένως: 

    )συν(2)ημ()συν()ημ()συν(21 νθνθiνθνθiνθxx νν 

και 

      10ημ+συν0)ημ(-)συν(-())ημ()συν((21  iνθiνθνθiνθxx νν

Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

01)συν(22  xνθx . 

 

3. Να αναλυθεί σε γινόμενο πολυωνύμων το πολυώνυμο 

6543)( 23  xxxxP , 

     αν γνωρίζουμε ότι έχει ρίζα το μιγαδικό αριθμό i21 . 

ΛΥΣΗ 

Αφού το  έχει ρίζα τον αριθμό )(xP ix 210  , θα έχει ρίζα και το συζυγή του, 

i2x 10  . Επομένως, το πολυώνυμο  διαιρείται με το γινόμενο )(xP

))(()( 00 xxxxxQ  , για το οποίο έχουμε 

  ]2)1][(2)1[()]21()][21([)( ixixixixxQ   

       22 )2()1( ix   

        2212  xx

       . 322  xx

Αν κάνουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου  με το πολυώνυμο , βρί-

σκουμε πηλίκο . Επομένως είναι 

)(xP )(xQ

23 x

)23)(32()( 2  xxxxP . 

 
ΣΧΟΛΙΟ 
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Γενικά, όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, κάθε πολυώνυμο με πραγματικούς 
συντελεστές μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων 
παραγόντων με πραγματικούς συντελεστές, όπου οι δευτεροβάθμιοι παράγοντες 
(αν υπάρχουν) έχουν αρνητική διακρίνουσα. 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις και να παραστήσετε τις λύσεις στο μιγαδικό 
επίπεδο: 

α)   13 z                          β)   14 z                        γ)   16 z . 
 
2. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)                   β)  iz 3 





 

3

4
ημ

3

4
συν164 

iz        

γ) 





 

6

5
ημ

6

5
συν2435 

iz . 

3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)   
2

)1(23 i
z


                β)   

2

314 i
z


               γ)   . 646 z

4. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)              β)   . 843 23  zzz 045 24  zz

5. Αν ο μιγαδικός i2  είναι ρίζα της εξίσωσης 

0107103 23  xxx , 

  να βρείτε και τις άλλες ρίζες της. 

6. Αν w είναι μια κυβική ρίζα της μονάδος, με 1w , να βρείτε την τιμή 

της παράστασης 2ww  )1)(1( ww  2

7. Να λύσετε την εξίσωση 

01 5432  xxxxx . 

8. Να λύσετε την εξίσωση 093  και να δείξετε ότι οι εικό-
νες των ριζών είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου. 

3 23  zzz
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)             β) . iz 13 0)1)(1()1( 33  ziz

 

2. Να λύσετε την εξίσωση 0)1 . (222 223456  zzzzzz

 

3. Να λύσετε την εξίσωση 017 z  και στη συνέχεια να βρείτε τα τριώ-
νυμα με πραγματικούς συντελεστές που είναι παράγοντες του πολυω-

νύμου 123456  zzzz zz . 
 
4. Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών να βρείτε τις κοινές λύσεις των 

εξισώσεων 0  και 01 . )1( 322  zzz 2 1416  zz

 
5. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς z , για τους οποίους ισχύει 

137 zz . 
 

6. Αν η εξίσωση *,  έχει πραγματική ρίζα, να 

αποδείξετε ότι 1|| p . 

)1()1(  νizpiz νν

7. Δίνεται η εξίσωση 042  με ρίζες τις 1x  και 2x . 2  xx

      α) Να υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων 21 xx  ,  και 

. 

21 xx
2
2

2
1 xx 

      β) Αν η εξίσωση  έχει ως ρίζες τις 2
1  και 202  qpxx

ν . 

x  x2 , να βρεί-

τε τις τιμές τω  p  και q

 
8.   α) Να λύσετε την εξίσωση 

0)συν45(συν2συν 22  θzθzθ ,           
22


 . 

      β) Να αποδείξετε ότι καθώς το   μεταβάλλεται στο διάστημα 







 

2
,

2


, οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης κινούνται σε μια 

υπερβολή. 

 
8. Να λύσετε την εξίσωση 

01459  xxx . 
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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 

1. Δίνεται η συνάρτηση f  με 
zz

zz
zf





)1)(1(

)(  με z  και 0)Re( z . 

      α) Να αποδείξετε ότι )(
1

zf
z

f 





 . 

     β) Έστω δυο (σταθεροί) πραγματικοί αριθμοί διαφορετικοί από το 

0. Να βρείτε το είδος της καμπύλης στην οποία ανήκουν τα σημεία 
,(xM 0x ,  οποία οι μιγαδικοί αριθμοί yiβxαz   

ν τη σχέση 0))(Re(

βα,  

)y , με

ποιού

 για τα

ικανο zf . 

 
2. Θεωρούμε τους μιγαδικούς ,z  w  και ,1w  για τους οποίους ισχύουν: 

zizw   και iw 



1
1 , όπου α . Να δείξετε ότι αν το   μετα-

βάλλεται στο *  και ισχύει 1ww  , τότε η εικόνα P του z  στο μιγα-

δικό επίπεδο κινείται σε μια υπερβολή. 
 
3. Θεωρούμε τους μιγαδικούς  λiλλz ,)13(2 . 

α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού z 

     β) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w για τον 
οποίο ισχύει )1( izw   

z     γ) Να βρείτε το μιγαδικό  που έχει την πλησιέστερη εικόνα στην αρ-
χή . )0,0(O

 
4. Να γραμμοσκιάσετε το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου που ορίζουν οι 

εικόνες των μιγαδικών z , για τους οποίους ισχύει: 
α)   |    β)   ||12| izz  )Re(1|1| zz  . 

 
5. Να αποδείξετε ότι αν οι μιγαδικοί zz  έχουν τις εικόνες τους 

στο ίδιο ημιεπίπεδο μιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή )0,0(O , 

τότε ισχύει 0

z ,...,, 21

...21  zzz . 

6. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης  

είναι σημεία της ευθείας 

 zz  )1(

2

1
x . 

 

7. Αν το τριώνυμο   με πραγματικούς συντελεστές και 0  xx 2   

δεν έχει πραγματικές ρίζες, να αποδείξετε ότι: 
      α) Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς κ και λ ισχύει 
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0))(( 22   . 

      β) Για οποιουσδήποτε συζυγείς μιγαδικούς  και  διαφορετικούς 

από τις ρίζες του τριωνύμου ισχύει επίσης 
1z 2z

0))(( 2
2
21

2
1   zzzz . 

 
8. Γνωρίζοντας ότι για τις νιοστές ρίζες της μονάδας 12  ι-

σχύει 0
1 ,...,,,1 νzzz

..1 121  νzzz , να αποδείξετε τις ταυτότητες: 

α)   0
)12(

ημ...
6

ημ
4

ημ
2

ημ 



ν

πν

ν

π

ν

π

ν

π
, 

β)   1
)12(

συν...
6

συν
4

συν
2

συν 



ν

πν

ν

π

ν

π

ν

π
. 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 
 
 
1.  Να βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση: 

      (i) Αν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ισχύει , τότε : 022  vu

          Α. 0u                        Β. 0v  

          Γ. 0 vu                    Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα. 

     (ii) Ο αριθμός    1010 5353 iiz   είναι: 

          Α. Φανταστικός           Β. Μηδέν 

          Γ. Πραγματικός           Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα. 

2.  Ποιες από τις επόμενες ισότητες  αληθεύουν  για κάθε μιγαδικό z : 

     Α.              Β. 22 |||| zz 
2

zzz               Γ. 2zzz   

     Δ. zzz                Ε. 22 zz  . 

 
3.  Σύμφωνα με τη συνθήκη που ικανοποιούν οι μιγαδικοί  z  και αναφέ-

ρεται στην πρώτη στήλη, να  τους αντιστοιχίσετε στην ευθεία της δεύ-
τερη στήλης που ανήκει η εικόνα τους: 

 
Συνθήκη Ευθεία 

A.             iziz   α.         1x  

B.             11  zz  β.         yy   
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Γ.             izz 1  γ.         xy   

δ.         xy   

Δ.             izz 1  ε.         xx  

 
 
4.  Να αντιστοιχίσετε κάθε μιγαδικό z  της πρώτης στήλης στο όρισμά 

του της δεύτερης στήλης: 
 

Μιγαδικός  ( k >0 ) Όρισμα 

Α.                      kik   α.         -450 

  Β.                      kik   β.         2250 

  Γ.                    kik   γ.           450 

  Δ.                    kik    δ.          1800 

  ε.           600 

  ζ.         1350 

 
 
5.  Να βάλετε σε κύκλο τις σωστές απαντήσεις. 
     Ό αριθμός των πραγματικών ριζών μιας πολυωνυμικής εξίσωσης 5ου  

βαθμού με πραγματικούς συντελεστές μπορεί να είναι: 
 

       Α. 1           Β. 2          Γ. 3          Δ. 4         Ε. 5      
 

 Γ

 B

 450

 A

 Δ

 O  x

y

 1

 
6.  Να γράψετε τους μιγαδικούς 

που έχουν ως εικόνες τα ση-
μεία  Α, Β, Γ και Δ του δι-
πλανού σχήματος: 

 

Α:  

Β: 

Γ:  

Δ: 
 
7.  Αν z είναι ο μιγαδικός που έχει ως εικόνα το Α, να αντιστοιχίσετε κά-

θε μιγαδικό της πρώτης στήλης στην εικόνα του που αναφέρεται στη 
δεύτερη στήλη και σημειώνεται στο παρακάτω σχήμα: 



                 2  ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 126 

 Γ

 B  A

 -θ

 θ
 Ε

 Η

 Ζ
 Θ

 Δ

 O  x

y

 2 10.5

 

      Μιγαδικός        Εικόνα    

     z      Β 

     z
2

1
     Γ 

     
z

1
     Δ 

    z      Ε 

    z      Ζ 

  Η 

   Θ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

Β΄ ΜΕΡΟΣ 
 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ 
 



  
 Σ
 

OΡΙΟ - 
ΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1 
 
 
 

1.1  ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 
 
 
Το σύνολο των πραγματικών αριθμών 

Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο  των πραγματικών αριθμών αποτελείται από 
τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς και παριστάνεται με τα σημεία ενός 
άξονα, τ ο υ  ά ξ ο ν α  τ ω ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν    α ρ ι θ μ ώ ν. (Σχ. 1) 

x΄   x

  π  e 3

  5  4  3  2  1  0 1 2 3 5  4

 1

 

Ρητοί αριθμοί λέγονται οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή 

β

α
, όπου α, β ακέραιοι με 0β . Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίζεται 

με . Είναι, δηλαδή, 

 








 0μεακέραιοι βα,β
β

α
 . 

Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο των ακέραιων αριθμών είναι το 

...},3,2,1,0,1,2,3,{   , 

ενώ το σύνολο των φυσικών αριθμών είναι το 

                                     . ...},3,2,1,0{

 2

 

 

 

Για τα σύνολα  και  ισχύει:   ,,

  . 

Τα σύνολα }0{},0{},0{    και }0{
* 

 

τα συμβολίζουμε συντομότερα με , ,  

και  αντιστοίχως. 

* *

*
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Πράξεις και διάταξη στο  

Στο σύνολο  των πραγματικών αριθμών ορίστηκαν οι πράξεις της πρόσθεσης 
και του πολλαπλασιασμού και με τη βοήθειά τους η αφαίρεση και η διαίρεση. Οι 
ιδιότητες των πράξεων αυτών είναι γνωστές από προηγούμενες τάξεις. Στη συ-
νέχεια ορίστηκε η έννοια της διάταξης, οι σπουδαιότερες ιδιότητες της οποίας 
είναι οι: 

1)  Aν   και  ,  τότε   βα  γβ  γα 

2)   γβγαβα   

3)   . 

0όταν,

0όταν,

ενώ

















γ

γ

βγαγβα

βγαγβα

4)    
.τότε,

τότε,

0

και

και

Aν

καιΑν

βδαγ

δβγα

α,β,γ,δ

δγβα

δγβα





































5)   Αν  και , τότε ισχύει η ισοδυναμία: 0α,β *ν

νν βαβα   

6)   )0και0(0  βαβ
β

α
 

7)   Aν , τότε ισχύει η ισοδυναμία 0αβ

βα
βα

11
 . 

Διαστήματα πραγματικών αριθμών 

 Αν α,β  με , τότε ονομάζουμε διαστήματα 

με άκρα τα α,β καθένα από τα παρακάτω σύνολα: 

βα 

 a

 a

 a

 a

 β

 β

 β

 β

 3

 

:}|{)( βxαxα,β    ανοικτό διάστημα 

:}|{][ βxαxα,β     κλειστό διάστημα 

:}|{),[ βxαxβα   κλειστό-ανοικτό διάστημα 

:}|{]( βxαxα,β   ανοικτό-κλειστό διάστημα. 
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 Αν α , τότε ονομάζουμε μη φραγμένα διαστήματα με άκρο το α καθένα 
από τα παρακάτω σύνολα: 

}|{),( αxxα    

}|{),[ αxxα    

}|{),( αxxα    

}|{],( αxxα    

 
Υπό μορφή διαστήματος το σύνολο  το συμβολίζουμε με ),(  . 

 a

 a

 a

 a

 4

 

Τα σημεία ενός διαστήματος Δ, που είναι διαφορετικά από τα άκρα του, λέγο-
νται εσωτερικά σημεία του Δ. 
 
Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού 

Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α, που συμβολίζεται με , ορίζε-

ται ως εξής: 

|| α









0αν,

0αν,
||

αα

αα
α  

Γεωμετρικά, η απόλυτη τιμή του α παριστάνει την απόσταση του αριθμού α από 
το μηδέν, 

 

  
  x΄   x  4  3  α  2

 |a |

  1  0 1 2 3 4

 5

 

ενώ η απόλυτη τιμή του  παριστάνει την απόσταση των αριθμών α και β. βα 

 

  
  x΄   x  4  3  β   α   2

 |aβ |

  1  0 1 2 3 4

 6

 

Μερικές από τις βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιμής είναι οι εξής: 

1)             2)  22|| αα  ||2 αα   

3)  |           4)  ||||| βααβ 
||

||

β

α

β

α
  

5)  |||||||||| βαβαβα           6)  δxxδxδxx  000 || ,     0δ
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Να γραφούν υπό μορφή διαστήματος ή ένωσης διαστημάτων τα σύνολα: 

i) 






  1

1

x
|xA   ii) 









 12
x

xA | 1
. 

ΛΥΣΗ 

 i) Eίναι 

           
xx

1
101

1
  

           
x

x 1
0


  

             0)1(  xx   και  0x  

       0x    ή  . 1x

Άρα . ),1[)0,( A

ii) Είναι 

12
1

112
1


xx

 

           3
1

1 
x

 

           
3

1
1  x . 

Άρα  





 1,

3

1
A . 

 
 

1.2  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 
 
Η έννοια της πραγματικής συνάρτησης 
 
Η έννοια της συνάρτησης είναι γνωστή από προηγούμενες τάξεις. Στην παρά-
γραφο αυτή υπενθυμίζουμε τον ορισμό της πραγματικής συνάρτησης με πεδίο 
ορισμού ένα υποσύνολο του , επαναλαμβάνουμε γνωστές έννοιες και τέλος 
ορίζουμε πράξεις μεταξύ των πραγματικών συναρτήσεων. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 
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Έστω Α ένα υποσύνολο του . Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο 
ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f , με την οποία κάθε στοιχείο  Ax
αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της  f  
στο x και συμβολίζεται με . )(xf

Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε: 

Af :  

         . )(xfx 

— Το γράμμα x, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α λέγεται ανεξάρ-
τητη μεταβλητή, ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο x, λέ-
γεται εξαρτημένη μεταβλητή. 

— Το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης f συνήθως συμβολίζεται με . fD

— Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα , λέγεται 
σύνολο τιμών της f και συμβολίζεται με . Είναι δηλαδή: 

Ax
)(Af

)(|{)( xfyyAf    για κάποιο  }Ax . 

ΠΡΟΣΟΧΗ 

Στα επόμενα και σε όλη την έκταση του βιβλίου : 

— Θα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισμού  διάστημα 
ή  ένωση διαστημάτων. 

— ΄Οταν θα λέμε ότι “Η συνάρτηση f είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο Β”, θα 
εννοούμε ότι το Β είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού της. Στην περίπτωση 
αυτή με  θα συμβολίζουμε το σύνολο των τιμών της f σε κάθε . 

Είναι δηλαδή: 

)(Bf Bx

)(|{)( xfyyBf    για κάποιο  }Bx . 

Συντομογραφία συνάρτησης 

Είδαμε παραπάνω ότι για να οριστεί μια συνάρτηση, f αρκεί να δοθούν δύο 
στοιχεία: 

 το πεδίο ορισμού της και 

 η τιμή της, , για κάθε x του πεδίου ορισμού της. )(xf

Συνήθως, όμως, αναφερόμαστε σε μια συνάρτηση f δίνοντας μόνο τον τύπο με 
τον οποίο εκφράζεται το . Σε μια τέτοια περίπτωση θα θ ε ω ρ ο ύ μ ε  σ υμ 

β α τ ι κ ά  ότι το πεδίο ορισμού της  f είναι το σύνολο όλων των πραγματικών 
αριθμών x, για τους οποίους το  έχει νόημα. Έτσι, για παράδειγμα, αντί να 

λέμε “δίνεται η συνάρτηση 

)(xf

)(xf

 ]2,(:f , με xxf 24)(  ” θα λέμε “δίνεται 
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η συνάρτηση f με τύπο xxf 24)(  ” ή, πιο απλά, “δίνεται η συνάρτηση 

xxf 24)(  ”,  ή  “δίνεται η συνάρτηση xy 24 ”. 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Ποιo είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f με τύπο: 

 i) 
x

xx
xf

23
)(

2 
     ii) xxf ln1)(   

ΛΥΣΗ 

 i) H συνάρτηση f ορίζεται, όταν και μόνο όταν 

0232  xx    και   0x . 

Το τριώνυμο όμως  έχει ρίζες τους αριθμούς 1 και 2. Έτσι, η ανίσωση 

 αληθεύει, όταν και μόνο όταν 

232  xx

0232  xx

1x     ή    . 2x

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο  ),2[]1,0()0,( A . 

ii) Η συνάρτηση f ορίζεται, όταν και μόνο όταν 

0ln1  x . 

Είναι όμως 

         1ln0ln1  xx  

 ex lnln   

 ex  0 . 

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο  ],0( eA  . 

 
Γραφική παράσταση συνάρτησης 

Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και  ένα σύστημα συντεταγμέ-

νων στο επίπεδο. Το σύνολο των σημείων  για τα οποία ισχύει , 

δηλαδή το σύνολο των σημείων , 

Oxy

)y

A

,(xM )(xfy 
(,( xfxM )) x , λέγεται γραφική παράστα-

ση της f και συμβολίζεται συνήθως με .  Η εξίσωση, λοιπόν,  επα-

ληθεύεται μόνο από τα σημεία της . Επομένως, η 
fC

fC

)(xfy 

)(xfy   είναι η εξίσωση 

της γραφικής παράστασης της  f. 
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Επειδή κάθε Ax  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο y , δεν υπάρχουν σημεία της 

γραφικής παράστασης της  f  με την ίδια τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι κάθε κα-
τακόρυφη ευθεία έχει με τη γραφική παράσταση της  f  το πολύ ένα κοινό ση-
μείο (Σχ. 7α). 
Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης (Σχ. 7β). 
 
 

 O  x

 y  7

 C

 (β)  
 
΄Οταν δίνεται η γραφική παράσταση  μιας συνάρτησης  f, τότε: fC

α) Το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο Α των τετμημένων των σημείων της 
. fC

β) Το σύνολο τιμών της  f  είναι το σύνολο  των τεταγμένων των σημείων 

της . 

)(Af

fC

γ) Η τιμή της  f  στο  είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της ευθείας 

  και της  (Σχ. 8). 

Ax 0

0xx  fC

 Cf

 O

 y

 x
 (α)

 Α

   

 Cf

 O

y

 x
 (β)

 f (Α)

   

 Cf

 O

 x=x0

 A(x0,f (x0))

 x0

 y

 x
 (γ)

 f (x0)

 8

 

 
 
Όταν δίνεται η γραφική παράσταση , μιας συνάρτησης f μπορούμε, επίσης, 

να σχεδιάσουμε και τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
fC

f  και . || f

 
 

 

   O

 y

 x

 (a)

 Cf

 Α
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 O

 y

 x

 9

 Μ΄(x,f (x))

 y=f (x)

 y=f (x)

 Μ(x,f (x))

 

 O

 y

 x

10

 y=f (x)y=| f (x)|

 

α) Η γραφική παράστασης της συνάρτη-
σης  είναι συμμετρική, ως προς 

τον άξονα , της γραφικής παρά-
στασης της f, γιατί αποτελείται από τα 
σημεία 

f
xx

,(x  ))(xfM   που είναι συμμε-

τρικά των , ως προς τον ά-

ξονα . (Σχ. 9). 

))(, xfx(M

xx
 
 
 
β) Η γραφική παράσταση της  αποτε-

λείται από τα τμήματα της  που 

βρίσκονται πάνω από τον άξονα 

|| f

fC

xx  
και από τα συμμετρικά, ως προς τον 
άξονα , των τμημάτων της  που 

βρίσκονται κάτω από τον άξονα αυτόν. 
(Σχ. 10). 

xx fC

 

Μερικές βασικές συναρτήσεις 

Στην παράγραφο αυτή δίνουμε τις γραφικές παραστάσεις μερικών βασικών συ-
ναρτήσεων, τις οποίες γνωρίσαμε σε προηγούμενες τάξεις. 

Η πολυωνυμική συνάρτηση βαxxf )(  

    

  11

  a>0

 O  x

y

 a<0

 O  x

y

 a=0

 O  x

y

 

Η πολυωνυμική συνάρτηση ,  2)( αxxf  0α . 

         

 O  x

 y

 α>0

 x O

 y

α<0

  12
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Η πολυωνυμική συνάρτηση ,  3)( αxxf  0α . 

 O  x

 y

 α>0

 O  x

 y

α<0

  13

 

Η ρητή συνάρτηση 
x

α
xf )( ,  0α . 

 O  x

 y

 α>0

 O
 x

 y

α<0

  14

 

Οι συναρτήσεις xxf )( ,  |x|xg )( . 

 

y x

 O  x

 y

 

y x | |

 O  x

 y   15

 

Επειδή 
0

0

,

,
)(









 


x

x

x

x
xg , η γραφική παράσταση της || xy   αποτελείται απο 

δύο κλάδους. Ο ένας είναι η γραφική παράσταση της xy   και ο άλλος η συμ-
μετρική της ως προς τον άξονα yy . 
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Οι τριγωνικές συναρτήσεις : xxf ημ)(  ,  xxf συν)(  , xxf εφ)(   

 O

 y=ημx

 2π π

 1

 1

 y

 x

 O

 y=συνx

 2π π

 1

 1

 y

 x

 3π/2 π/2 π/2  O

 y=εφx

 y

 x

 (γ )

 (β )

 (α )

  16

 
 
Υπενθυμίζουμε ότι, οι συναρτήσεις xxf ημ)(   και συνx)( xf  είναι περιοδικές 

με περίοδο πT 2 , ενώ η συνάρτηση xεφxf )(   είναι περιοδική με περίοδο 

. πT 

Η εκθετική συνάρτηση ,   xαxf )( 10  α . 

 

 α

 1

 1 O  x

 y

 (α) α>1

 O  x

 y

 (β)0<α<1

 α

 1

 1

  17
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Υπενθυμίζουμε ότι: 

     αν  ,           τότε:     1α 21
21 xxαα xx 

     ενώ 

     αν  ,      τότε:    . 10  α 21
21 xxαα xx 

 

Η λογαριθμική συνάρτηση xxf αlog)(  , 10  α  

 

 α

 1

 1 O  x

 y

 (α) α>1

 α

 1

 1
 O  x

 y

 (β)0<α<1

  18

 

 

Υπενθυμίζουμε ότι: 

1)       4)  xαyx y
α log 2121 loglog)(log xxxx ααα   

2)     και     5) xα x
α log xα xαlog

21
2

1 logloglog xx
x

x
ααα 








 

3)        και     6)   1log αα 01log α 11 loglog xκx α
k

α 

7)   αν ,       τότε:  1α 2121 loglog xxxx αα    

      ενώ 

      αν ,  τότε : 10  α 2121 loglog xxxx αα  . 

8)  ,   αφού   . αxx eα ln αeα ln

Οι παραπάνω τύποι ισχύουν με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμ-
βολα έχουν νόημα. 
Με τη βοήθεια των παραπάνω γραφικών παραστάσεων μπορούμε να σχεδιάσου-
με τις γραφικές παραστάσεις ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων, όπως στην 
παρακάτω εφαρμογή. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Να παραστήσετε γραφικά κάθε μια από τις παρακάτω συναρτήσεις: 

i)  ,     ii) |)( x|xf 
|

)(
x|

xg
1

|1
)(

-x|
xh

1
 ,    iii)  . 

ΛΥΣΗ 

κά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτηση 
 y=|x|  y=x

 O  x

 y 19

  i) Αρχι
xxφ )( και έπειτα την |(|)( xφxf )  .  

 

) Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτηση 

 

  

 

 

 
y

x


1

y
x


1

| |

 O  x

 y
20

 

ii

x
xφ

1
)(   και έπειτα την |)(|)( xφxg  . 

 

 

i)Επειδή γραφική παράσταση 

οκύπτει, αν 

 

σότητα συναρτήσεων 

 

 

21

 
y

x



1

1| |

 1

 1

 
y

x


1

| |

O  x

y

)1()(  xgxh ,η 

της h πρ μετατοπίσουμε τη γρα-
φική παράσταση της g κατά μία μονάδα 
προς τα δεξιά. 

ii

 

Ι

Έστω οι συναρτήσεις: 

1
)(

2

3





x

xx
xf      και     xxg )( . 

Παρατηρούμε ότι: 
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— οι συναρτήσεις f και g έχουν κοινό πεδίο ορισμού το σύνολο A  και 

— για κάθε Ax  ισχύει )()( xgxf  , αφού 

)(
1

)1(

1
)(

2

2

2

3

xgx
x

xx

x

xx
xf 








 . 

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες. Γενικά: 

OΡΙΣΜΟΣ 

Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

          έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισμού  Α και 

          για κάθε  ισχύει Ax )()( xgxf  . 

Για να δηλώσουμε ότι δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες γράφουμε . gf 
 
Έστω τώρα f, g δύο συναρτήσεις με πεδία 
ορισμού Α, Β αντιστοίχως και Γ ένα υπο-
σύνολο των Α και Β. Αν για κάθε 



 x

 y

Ο

Γ

A
B

22

 

Γx  
ισχύει , τότε λέμε ότι οι συ-

ναρτήσεις  f  και  g  είναι ίσες στο σύνο-
λο Γ. (Σχ. 22) 

)()( xgxf 

Για παράδειγμα, οι συναρτήσεις 

1

1
)(

2





x

x
xf    και   

x

xx
xg




2

)( , 

που έχουν πεδία ορισμού τα σύνολα }1{A  και }0{B

Γ

 αντιστοίχως, εί-

ναι ίσες στο σύνολο , αφού για κάθε }1,0{Γ x  ισχύει 

1)()(  xxgxf . 

Πράξεις με συναρτήσεις 

Έστω οι συναρτήσεις  

xxf  1)( ,      xxg )(  

και οι 

xxxφ  1)(1 ,  xxxφ  1)(2 ,   xxxφ  1)(3 ,    
x

x
xφ




1
)(4 . 

Παρατηρούμε ότι: 

α) Το πεδίο ορισμού των  και  είναι το σύνολο , που είναι η τομή 

των πεδίων ορισμού 
21 ,φφ

,(
3φ ]1,0[

]1A  και ),0[ B  των f, g, ενώ το πεδίο ορισμού 

της  είναι το σύνολο , που είναι η τομή των Α, Β αν εξαιρέσουμε τα x 

για τα οποία ισχύει , και 
4φ ]1,0(

0) x(g



      1  ΟΡΙΟ -  ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 142 

β) ,   )()()(1 xgxfxφ  )()()(2 xgxfxφ  ,  )()()(3 xgxfxφ  ,   
)(

)(
)(4 xg

xf
xφ  . 

Τις συναρτήσεις  και  τις λέμε άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πη-

λίκο αντιστοίχως των . Γενικά: 
321 ,, φφφ

gf ,
4φ

Ορίζουμε ως άθροισμα , διαφορά , γινόμενο  και πηλίκο gf  g-f fg
g

f
 δύο 

συναρτήσεων f, g τις συναρτήσεις με τύπους 

)()())(( xgxfxgf   

)()())(( xgxfxgf   

)()())(( xgxfxfg   

          
)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f









. 

Το πεδίο ορισμού των , gf  gf   και  είναι η τομή fg BA  των πεδίων ορι-

σμού Α και Β των συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 

g

f
 είναι το A B , εξαιρουμένων των τιμών του x που μηδενίζουν τον παρονο-

μαστή , δηλαδή το σύνολο )(xg

Axx |{    και   Bx ,   με   }0)( xg . 

Σύνθεση συναρτήσεων 

Έστω η συνάρτηση 1)(  xxφ . Η τιμή της φ στο x μπορεί να οριστεί σε δύο 

φάσεις ως εξής: 

α) Στο x  αντιστοιχίζουμε τον αριθμό 1 xy  και στη συνέχεια 

β) στο  αντιστοιχίζουμε τον αριθμό 1 xy 1 xy , εφόσον 01 xy . 

y x 1

 g f

 y=x1

23

  g  f

 x
 

Στη διαδικασία αυτή εμφανίζονται δύο συναρτήσεις: 

α) η 1)(  xxf , που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο A  (α΄ φάση) και 

β) η yyg )( , που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο ),0[ B  (β΄ φάση). 

Έτσι, η τιμή της φ στο x γράφεται τελικά 
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))(()( xfgxφ  . 

Η συνάρτηση φ λέγεται σύνθεση της  f  με την  g  και συμβολίζεται με . gof

Το πεδίο ορισμού της φ δεν είναι ολόκληρο το πεδίο ορισμού Α της f, αλλά πε-
ριορίζεται στα  για τα οποία η τιμή  ανήκει στο πεδίο ορισμού Β της 

g, δηλαδή είναι το σύνολο 

Ax )(xf

),1[1 A . Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού Α, Β αντιστοίχως, τότε ονο-
μάζουμε σύνθεση της f με την g, και τη συμβολίζουμε με , τη συνάρτηση gof

με τύπο 

))(())(( xfgxgof  . 

 g f

 g(B) A

  g

 B f (A)

 f

 A1

 g( f (x))

 f (x)

 x

 24

 

Το πεδίο ορισμού της  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x του πεδίου ορι-

σμού της  f  για τα οποία το  ανήκει στο πεδίο ορισμού της g. Δηλαδή είναι 

το σύνολο 

gof

)(xf

})(|{1 BxfAxA  . 

Είναι φανερό ότι η  ορίζεται αν gof 1A , δηλαδή αν  BAf )( . 

ΠΡΟΣΟΧΗ 

Στη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου, θα ασχοληθούμε μόνο με συ-
ναρτήσεις που οι συνθέσεις τους έχουν πεδίο ορισμού διάστημα ή ένωση δια-
στημάτων. 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Έστω οι συναρτήσεις  και xxf ln)(  xxg )( . Να βρείτε τις συναρτήσεις: 

i)                       ii) . gof fog
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ΛΥΣΗ 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το ),0( fD , ενώ η g το . ).0[ gD

 i) Για να ορίζεται η παράσταση  πρέπει: ))(( xfg

     fDx     και     gDxf )(            (1) 

ή, ισοδύναμα, 

1
1

0

0ln

0

0)(

0

























x
x

x

x

x

xf

x
, 

δηλαδή πρέπει . Επομένως, ορίζεται η gof  και είναι 1x

xxgxfgxgof ln)(ln))(())((  ,    για κάθε    )1[ x . 

ii) Για να ορίζεται η παράσταση  πρέπει: ))(( xgf

gDx     και    fDxg )(  

ή, ισοδύναμα, 

0
0

0

0

0

0)(

0

























x
x

x

x

x

xg

x
, 

δηλαδή πρέπει . Επομένως,ορίζεται η fog και είναι 0x

xxfxgfxfog ln)())(())((  ,    για κάθε    )0( x . 

ΣΧΟΛΙΑ 

 Στην παραπάνω εφαρμογή παρατηρούμε ότι foggof  . Γενικά, αν  f, g  είναι 

δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι  και , τότε αυτές δ ε ν  ε ί ν α ι  υ π ο 

χ ρ ε ω τ ι κ ά  ίσες. 

gof fog

 Αν  είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η , τότε ορίζεται και 

η  και ισχύει 

hgf ,,

of)

)(gofho

hog(

ofhoggofho )()(  . 

Τη συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f, g και h και τη συμβολίζουμε με 
. Η σύνθεση συναρτήσεων γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις 

συναρτήσεις. 

hogof
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Ποιο είναι το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων; 

  i) 
23

2
)(

2 



xx

x
xf ,  ii) xxxf  21)( 3  

iii) 
x

x
xf

21
)(


   iv)  )1ln()( xexf 

 2. Για ποιές τιμές του x  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  
βρίσκεται πάνω από τον άξονα xx , όταν: 

i) ,          ii) 34)( 2  xxxf
x

x
xf





1

1
)( ,          iii) . 1)(  xexf

 3. Για ποιές τιμές του x  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  
βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g, όταν: 

i)         και        12)( 3  xxxf 1)(  xxg  

ii)         και        . 2)( 3  xxxf 2)( 2  xxxg

 4. Οι ανθρωπολόγοι εκτιμούν οτι το ύψος του ανθρώπου δίνεται από τις 
συναρτήσεις: 

64,7089,2)(  xxA   (για τους άνδρες)  και 

       48,7175,2)(  xxΓ   (για τις γυναίκες) 

 όπου x σε εκατοστά, το μήκος του βραχίονα. Σε μία ανασκαφή βρέθη-
κε ένα οστό από βραχίονα μήκους 0,45 m. 

α) Αν προέρχεται από άνδρα ποιο ήταν το ύψος του; 

β) Aν προέρχεται από γυναίκα ποιο ήταν το ύψος της; 

 5. Σύρμα μήκους cm κόβεται σε δύο κομμάτια με μήκη x cm και 
cm. Με το πρώτο κομμάτι σχηματίζουμε τετράγωνο και με το 

δεύτερο ισόπλευρο τρίγωνο. Να βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των 
δύο σχημάτων ως συνάρτηση του x. 

20
)20( x

6. Nα παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση: 
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  i)  1
||

)( 
x

x
xf ,   ii) ||)( xxxf  , 

iii)             iv) |
1

1

,

,

1

3
)(












x

x

x

x
xf ln|)( xxf  . 

Και από τη γραφική παράσταση να προσδιορίσετε το σύνολο των τι-
μών της  f  σε καθεμιά περίπτωση. 

 7. Να εξετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις είναι . 

Στις περιπτώσεις που είναι 

gf 
gf   να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυ-

νατό υποσύνολο του  στο οποίο ισχύει )()( xgxf  . 

  i) 2)( xxf           και        2)()( xxg   

 ii) 
||

1
)(

2

2

xx

x
xf




     και        
||

1
1)(

x
xg   

iii) 
1

1
)(






x

x
xf       και        1)(  xxg . 

 8. Δίνονται οι συναρτήσεις 

x
xf

1
1)(        και      

x

x
xg




1
)( . 

Να βρείτε τις συναρτήσεις fggfgf ,,   και 
g

f
. 

 9. Ομοίως για τις συναρτήσεις 

x
xxf

1
)(        και      

x
xxg

1
)(  . 

10. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση , αν gof

   i)    και  2)( xxf  xxg )( ,     ii) xxf ημ)(    και   21)( xxg   

iii) 
4

)(
π

xf     και  xxg εφ)(  . 

11. Δίνονται οι συναρτήσεις  και 1)( 2  xxf 2)(  xxg . Να προσδιο-

ρίσετε τις συναρτήσεις  και . gof fog

12. Να εκφράσετε τη συνάρτηση  f  ως σύνθεση δύο ή περισσοτέρων συ-
ναρτήσεων, αν 

  i) ,    ii)  )1(ημ)( 2  xxf 13ημ2)( 2  xxf
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iii) ,             iv) . )1ln()( 2  xexf )3(ημ)( 2 xxf 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση 
είναι: 

  

 1

 2 1 O

 i)
 y

 x

   

ii)
 2

 2 1O
 x

y

   
 4 3

 1

 2 1 O

 iii)
y

 x
 

 2. Ένα κουτί κυλινδρικού σχήματος έχει ακτίνα βάσης x cm και όγκο 
628 cm3. Το υλικό των βάσεων κοστίζει 4 δρχ. ανά cm2, ενώ το υλικό 
της κυλινδρικής επιφάνειας 1,25 δρχ. ανά cm2. Να εκφράσετε το συ-
νολικό κόστος ως συνάρτηση του x. Πόσο κοστίζει ένα κουτί με ακτί-
να βάσης 5 cm, και ύψος 8 cm; 

 A

 Ν

 Ε  Δ

 Γ B Mx  

 3. Στο διπλανό σχήμα είναι 
A 1B 3ΑΓ 2,  και Γ Δ . 
Να εκφράσετε το εμβαδόν 
του γραμμοσκιασμένου χω-
ρίου ως συνάρτηση του 

, όταν το Μ δια-
γράφει το ευθύγραμμο τμή-
μα ΑΓ. 

AMx 

 

 4. Ένα ορθογώνιο ΚΛΜΝ ύ-
ψους x cm είναι εγγεγραμ-
μένο σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 
βάσης cm και ύ-
ψους cm. Να εκ-
φράσετε το εμβαδό Ε και 
την περίμετρο Ρ του ορθο-
γωνίου ως συνάρτηση του 
x. 

10BΓ
5ΑΔ  Ε  Μ

 Γ Λ Δ

 x x

 K B

 N

 A

 

 5. Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση: 

i) 
2

|1||1|
)(




xx
xf ,  ii) 

2

|ημ|ημ
)(

xx
xf


 , ]2,0[ πx . 

 Aπό τη γραφική παράσταση της  f  να προσδιορίσετε το σύνολο τιμών 
της σε καθεμιά περίπτωση. 

 6. Να βρείτε συνάρτηση  f  τέτοια, ώστε να ισχύει: 
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  i)    ,      αν      22))(( 2  xxxfog 1)(  xxg  

 ii) 21))(( xxfog          ,      αν       2)( xxg 

iii)          ,      αν      |συν|))(( xxgof  21)( xxg  . 

 7. Δίνονται οι συναρτήσεις 1)(  xxf  και 2)(  αxxg . Για ποια τιμή 

του α goffog ισχύει  . 

 8. Δίνονται οι συναρτήσεις: 

αx

βαx
xf




)( ,   με       και    2αβ  12)(  xxxg . 

Να αποδείξετε ότι 

α) ,   για κάθε   xxff ))(( }{αx    και 

β) ,   για κάθε   xxgg ))(( ]1,0[x . 

 9. Οι πολεοδόμοι μιας πόλης εκτιμούν ότι, όταν ο πληθυσμός Ρ της πό-
λης είναι x εκατοντάδες χιλιάδες άτομα, θα υπάρχουν στην πόλη 

)(210 xxN  2  χιλιάδες αυτοκίνητα. Έρευνες δείχνουν ότι σε t έτη 

από σήμερα ο πληθυσμός της πόλης θα είναι 4t  εκατοντάδες χι-
λιάδες άτομα. 

  i) Να εκφράσετε τον αριθμό Ν των αυτοκινήτων της πόλης ως συ-
νάρτηση του t. 

  ii) Πότε θα υπάρχουν στην πόλη 120 χιλιάδες αυτοκίνητα.; 
 
 
 

1.3   ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ -  
         ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 
 
Μονοτονία συνάρτησης 

 Οι έννοιες “γνησίως αύξουσα συνάρτηση”, “γνησίως φθίνουσα συνάρτηση” 
είναι γνωστές από προηγούμενη τάξη. Συγκεκριμένα, μάθαμε ότι: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f  λέγεται (1)  : 

                                                           
(1) Μια συνάρτηση f λέγεται, απλώς,: 
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 γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε  με Δxx 21 , 21 xx   ισχύει: 

)()( 21 xfxf        (Σχ. α) 

 γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε  με Δxx 21 , 21 xx   ισχύει: 

)()( 21 xfxf         (Σχ. β) 

  
  Δ

  Ο

  (a)

  x2  x1   x

  y

 f (x2)

 f (x1)

                       

  
  Δ

  Ο   x2  x1

 f (x1)

 f (x2)

  x

 25  y

  (β)  

Για να δηλώσουμε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθί-
νουσα) σε ένα διάστημα Δ, γράφουμε  f Δ (αντιστοίχως f Δ). 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση : 2)( xxf 

 O  x

 y=x2

y
 26

 

— είναι γνησίως αύξουσα στο ),0[  , αφού για 

 έχουμε , δηλαδή 210 xx  2
2

2
1 xx 

)()( 21 xfxf 

]0,(

 

— είναι γνησίως φθίνουσα στο 

1x

, αφού για 

 έχουμε 021  xx 20 x 

)()( 21 xfx 

, οπότε 

, δηλαδή 2
1

2
20 xx 

    . f

Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διά-
στημα Δ του πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη 
στο Δ. Στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού της  f  είναι ένα διάστημα Δ και η  
f  είναι γνησίως μονότονη σ’ αυτό, τότε θα λέμε, απλώς, ότι η  f  είναι γνησίως 
μονότονη. 

Ακρότατα συνάρτησης 

                                                                                                                                                 
Δxx 21, 21 xx 

)()( 21 xfxf 

Δxx 21, 21 xx 

)()( 21 xfxf 

     αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε  με  ισχύει 

. 

     φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε  με  ισχύει 

. 
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Οι έννοιες “μέγιστο”, “ελάχιστο”, συνάρτησης είναι και αυτές γνωστές από προ-
ηγούμενες τάξεις. Συγκεκριμένα μάθαμε ότι: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι: 

 Παρουσιάζει στο  (ολικό) μέγιστο, το , όταν Ax 0 )( 0xf

)()( 0xfxf    για κάθε  Ax      (Σχ. 27α) 

 Παρουσιάζει στο  (ολικό) ελάχιστο, το , όταν Ax 0 )( 0xf

)()( 0xfxf      για κάθε  Ax      (Σχ. 27β). 

  

 (a)
 C f

 f (x0)

 f (x)

 O
x

 y

 x0 x

             (β)

 C f

 f (x0)

 f (x)

O
 x

 y

x0 x

 27

 

Για παράδειγμα: 

— Η συνάρτηση   (Σχ. 28α) παρουσιάζει μέγιστο στο , το 

, αφού  για κάθε 

1)( 2  xxf

)0()( fx 
00 x

1)0( f f x . 

— Η συνάρτηση  (Σχ. 28β) παρουσιάζει ελάχιστο στο , το 

, αφού  για κάθε 

|1|)(  xxf

)1() fx 
10 x

0)1( f (f x . 

 (γ)

 y=x2+1

 1

 O  x

 y

                  

y=|x1|

1O  x

y

 (δ)

 28
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— Η συνάρτηση  (Σχ. 29α) παρουσιάζει μέγιστο, το xxf ημ)(  1y , σε καθένα 

από τα σημεία 
2

2
π

kπ  ,  και ελάχιστο, το k 1 y , σε καθένα από τα ση-

μεία 
2

2
π

kπ  , , αφού k 1ημ1  x  για κάθε x . 

— Η συνάρτηση  (Σχ. 29β) δεν παρουσιάζει ούτε μέγιστο, ούτε ελάχι-

στο, αφού είναι γνησίως αύξουσα. 

3)( xxf 

 O

 (ε)

 y=ημx

 2π  5π/2
 3π/2 π/2

 π/2  π

 1

 1

 y

 x

             

O  x

y

 (στ)

y=x3

 29

 

Όπως είδαμε και στα προηγούμενα παραδείγματα, άλλες συναρτήσεις παρουσιά-
ζουν μόνο μέγιστο, άλλες μόνο ελάχιστο, άλλες και μέγιστο και ελάχιστο και 
άλλες ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο. 
Το (ολικό) μέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο μιας συνάρτησης  f  λέγονται (ολι-
κά) ακρότατα της  f. 

 
Συνάρτηση  11

Έστω η συνάρτηση 
x

xf
1

)(   Παρατηρούμε ότι για 

οποιαδήποτε  ισχύει η συνεπαγωγή:  0, 21 xx

 f (x2)

 f (x1)

 x2 x1 O  x

 
y

x


1 y
 30

 

 “Aν  ,  τότε  21 xx  )( 2xf)( 1xf  ”, 

που σημαίνει ότι:  

“Τα διαφορετικά στοιχεία fDxx 21 ,  έχουν πάντο-

τε διαφορετικές εικόνες”. 

Λόγω της τελευταίας ιδιότητας η συνάρτηση 

x
xf

1
)(   λέγεται συνάρτηση 1 1  (ένα προς ένα). Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση Af :  λέγεται συνάρτηση 11 , όταν για οποιαδήποτε 

Axx 21 ,  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   21 xx  ,    τότε    )()( 21 xfxf  . 
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Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι: 

Μια συνάρτηση Af :  είναι συνάρτηση 11 , αν και μόνο αν για οποιαδή-

ποτε  ισχύει η συνεπαγωγή: Axx 21 ,

αν   )()( 21 xfxf  ,    τότε    21 xx  . 

Έτσι για παράδειγμα: 

— Η συνάρτηση , με βxαxf )( 0α  είναι συνάρτηση 11 .  (Σχ. 31α, β) 

 

 O  x x2 x1

 f (x1)

 f (x2)

 (a)

 y

     

 O  x

y

 x2 x1

 f (x2)

 f (x1)

 (β)     

 O  x

y

 x2

 β

 x1

 (γ)

 31

 
αφού, αν υποθέσουμε ότι )()( 21 xfxf  , τότε έχουμε διαδοχικά: 

                       βαxβαx  21  

                             21 αxαx   

                               21 xx  . 

— Η συνάρτηση  βxf )(   δεν είναι συνάρτηση 1-

1 (Σχ. 31γ), αφού βxfxf  )( 2  για οποια-

δήποτε 

)( 1

21 , xx , 

 1  1

 1

 y=x2

 O  x

 y
 32

 

— Η συνάρτηση 2)( xxf   (Σχ. 32) δεν είναι συ-

νάρτηση 11 , αφού 1)1()1( f f  αν και εί-

ναι 1 1. 

ΣΧΟΛΙΑ 

 Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι μια συνάρτηση  f  είναι , αν και 
μόνο αν: 

11

— Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιμών της η εξίσωση yxf )(  έχει ακρι-

βώς μια λύση ως προς x. 

— Δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής της παράστασης με την ίδια τεταγμένη. 
Αυτό σημαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της  
f  το πολύ σε ένα σημείο (Σχ. 33α). 
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 x

y

 συνάρτηση 1-1

 O

                 

 O  x2 x1

 B A

 x

 y

 συνάρτηση όχι 1-1

 33

 

 Αν μια συνάρτηση είναι γνησί , ως μονότονη

 O  x

 y

 y=g(x)

 34

 

τότε προφανώς, είναι συνάρτηση "11"  . 
Έτσι, οι συναρτήσεις βαxxf )(1 , 0α , 

3
2 )( αxxf  , 0α , f (3

xαx ) , 0 1 α  

ναρτή

και 

x α ι σ σεις 

 που εί-
11  αλλά δεν είναι γνησίως μονότονες, 

όπως για παράδειγμα η συνάρτηση 

xf αlog)(4 
11 . Υπάρ

ναι 

, 0 
χουν, 

1 , είνα υ

, συναρτήσεις


όμως







 0




0,
)(

x
xg  (Σχ. 34). 

,
1

x
x

x

Αντίστροφη συνάρτηση 

 Έστω μια συνάρτηση 

 O  x
 x

 y=f (x)

 y
 35

 

A

τότε για

πεδίο

f : . Αν υποθέ-

 σουμε ότι αυτή είναι 11 , κάθε στοιχείο 
y του συνόλου τιμών, )(Af , της  f  υπάρχει μο-

ναδικό στοιχείο x του υ ορισμού της Α για 
το οποίο ισχύει yxf )( . Επομένως ορίζεται μια 

συνάρτηση 
)  (: Afg

με την οποία κάθε αντιστοιχίζεται στο )(Afy  

το οποίο μοναδικό Ax  για ισχύει yxf )( . 

Από τον τρ που ορίστηκε η g προ ότιόπο κύπτει : 

f, 

 της

— έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών )(Af  της  

— έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α   f  και  

— ισχύει η ισοδυναμία: 

xygyxf  )()( . 
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Αυτό σημαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x 
στο y, τότε η g αντιστοιχίζει το y στο x και 
αντιστρόφως. Δηλαδή η g είναι η αντίστροφη 
διαδικασία της  f. Για το λόγο αυτό η g λέγεται 
αντίστροφη συνάρτηση της  f  και συμβολίζε-

ται με . Επομένως έχουμε 1f

 g

 f

 f (A) A

 y=f (x) g(y)=x

 36a

  

xyfyxf   )()( 1

 

οπότε 

Axxxff  ,))((1        και      . )(,))(( 1 Afyyyff 

 

 (0,+)

 f -1

 f



 y=ax logay=x

 36β

 

Για παράδειγμα, έστω η εκθετική συνάρτηση 

. Όπως είναι γνωστό η συνάρτηση 

αυτή είναι 

xαxf )(

11  με πεδίο ορισμού το  και 
σύνολο τιμών το . Επομένως ορίζεται η 

αντίστροφη συνάρτηση  της  f. Η συνάρτη-

ση αυτή, σύμφωνα με όσα είπαμε προηγουμέ-
νως, 

),0( 

f 1

— έχει πεδίο ορισμού το ),0(   

— έχει σύνολο τιμών το  και 

— αντιστοιχίζει κάθε ),0( y  στο μονάδικό x  για το οποίο ισχύει 

. Επειδή όμως yα x 

α x  yxy αlog  

θα είναι . Επομένως, η αντίστροφη της εκθετικής συνάρτησης 

, , είναι η λογαριθμική συνάρτηση 

yyf αlog)(1 

10  αxαxf )( xxg αlog)(  . Συνεπώς 

 xxα x
α ,log        και       )(0,,log  xxα xα

 Ας πάρουμε τώρα μια  συνάρτηση  f  
και ας θεωρήσουμε τις γραφικές παραστά-

σεις C και 

11

C   των  f  και της 1  στο ίδιο 

σύστημα αξόνων (Σχ. 37). Επειδή 

f

 y=x

C΄

C

 O  x

 M΄(β,α)

 M(α,β)y
 37

 

x)yfyxf   ()( 1 , 

αν ένα σημείο  ανήκει στη γραφική 

παράσταση C της  f , τότε το σημείο 
 θα ανήκει στη γραφική παράσταση 

),( βαM

),( αβΜ 
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C   της  και αντιστρόφως. Τα σημεία, όμως, αυτά είναι συμμετρικά ως προς 

την ευθεία που διχοτομεί τις γωνίες  και 

1f

xOy yOx  . Επομένως: 

Οι γραφικές παραστάσεις C  και C   των συναρτήσεων  f  και  είναι συμμε-1f

τρικές ως προς την ευθεία xy   που διχοτομεί τις γωνίες  και . xOy yOx 

Έτσι, οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  και , 

, είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία 

xαxf )( xxg αlog)( 
10  α xy  . 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση  είναι 123 x)( xf 2e 11  και να βρεθεί η 

αντίστροφή της. 

ΛΥΣΗ 

— Έστω 2x1 ,x  με )()( 21 xfxf  . Θα δείξουμε ότι 21 xx  . Πράγματι έχουμε 

διαδοχικά: 

)( 2x)( 1xf f       

            122 3 xe 121 

2132 xe

213 xe

23 1

223 xe

223 xe

223 x

22

     2

        e

     3  x

2x

x

13x

 

         3  

21x x .           

— Για να βρούμε την αντίστροφη της  f  θέτουμε )(xfy   και λύνουμε ως προς 

x. Έχουμε λοιπόν: 

exf x )( 3 y12

12  y

y  2

2

 

              3 e x

       
2

1


y23 x e  

                                                     
2

ln



y 1

23 x ,       1y

      2
2

1
ln 




y
3 x ,       1y
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3

2

2

1
ln

3

1





y
x ,    . 1y

Επομένως, 
3

2

2

1
ln

3

1
)(1 


 y

yf , , οπότε η αντίστροφη της  f  είναι η συ-

νάρτηση 

1y

    
3

2

2

1
ln

3

1
)(1 


 x

xf ,     . 1x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Nα βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι γνησίως αύξου-
σες και ποιες γνησίως φθίνουσες 

  i) xxf  1)(       ii) 1)2ln(2)(  xxf  

iii)   iv) ,      13)( 1  xexf 1)1()( 2  xxf 1x . 

 
2. Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι "11"   και για 

καθεμία απ’ αυτές να βρείτε την αντίστροφή της 
   i)     v)  23)(  xxf )1ln()( xxf   

  ii)    vi)   1)( 2  xxf 1)(   xexf

iii) 1)2)(1()(  xxxf   vii)  
1

1
)(





x

x

e

e
xf  

 iv) 3 1)( xxf     viii) |1|)(  xxf . 

 
3. Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  και φgf ,, ψ . 

 O  x

 y

 y=f (x)

                     

 O  x

y

 y=g(x)
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 O  x

 y

 y=φ(x)

                     

 O  x

y

 y=ψ(x)

 

Να βρείτε ποιες από τις συναρτήσεις  έχουν αντίστροφη και 

για καθεμία απ’ αυτές να χαράξετε τη γραφική παράσταση της αντί-
στροφής της. 

ψφ,gf ,,

 
4. Να δείξετε ότι: 

  i) Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ, 
τότε η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ. 

 ii) Αν δύο συναρτήσεις  είναι γνησίως αύξουσες σε ένα διάστη-

μα Δ, τότε η συνάρτηση 

gf ,

f g  είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. 

 iii) Αν δύο συναρτήσεις  είναι γνησίως αύξουσες σε ένα διάστη-

μα Δ και ισχύει  και  για κάθε 

gf ,

0) (xf 0)( xg Δx , τότε η συ-

νάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. fg

Ανάλογα συμπεράσματα διατυπώνονται, αν οι  είναι γνησίως φθί-

νουσες σε ένα διάστημα Δ. 

gf ,

 
 

1.4  ΟΡΙΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ΣΤΟ  0x  
 
 
Εισαγωγή 

Η έννοια του ορίου γεννήθηκε στην προσπάθεια των μαθηματικών να απαντή-
σουν σε ερωτήματα όπως: 

— Τι ονομάζουμε στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού; 

—  Tι ονομάζουμε εφαπτομένη μιας καμπύλης σε ένα σημείο της; 

—  Τι ονομάζουμε εμβαδό ενός μικτόγραμμου χωρίου; 

Στις παραγράφους που ακολουθούν, αρχικά προσεγγίζουμε την έννοια του ορίου 
“διαισθητικά”, στη συνέχεια διατυπώνουμε τον αυστηρό μαθηματικό ορισμό του 
ορίου και  μερικές βάσικές ιδιότητές του και τέλος, εισάγουμε την έννοια της 
συνέχειας μιας συνάρτησης. 
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Η έννοια του ορίου 

 Έστω η συνάρτηση  

1

1
)(

2





x

x
xf . 

Η συνάρτηση αυτή έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 
 και γράφεται }1{fD

1
)1




x
1

)(1(
)(





x

xx
xf 1,      x

α 

. 

Επομένως, η γραφική της παράσταση είναι η ευθεί 1 xy  με εξαίρεση το 

σημείο A(1,2)  (Σχ. 38). Στο σχήμα αυτό, παρατηρούμε ότ

 f(x)

 f(x)

 2

O  1  x x  x

y
38

 

ι: 

“Καθώς το x, κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα , προσεγ-
γίζει τον πραγματικό αριθμό 1, το , κινούμενο πάνω στον άξονα , προ-

σεγγίζει τον πραγματικό αριθμό 2. Και μάλιστα, οι τιμές  είναι τόσο κοντά 

στο 2 όσο θέλουμε, για όλα τα 

xx
)(xf

1

yy 

)(xf

x  που είναι αρκούντως κοντά στο 1”.  

Στην περίπτωση αυτή γράφουμε 

2)(lim
1




xf
x

 

και διαβάζουμε  

“το όριο της , όταν το x τείνει στο 1, είναι 2”. )(xf

Γενικά: 

Όταν οι τιμές μιας συνάρτησης  f  προσεγγίζουν όσο θέλουμε έναν πραγματικό 
αριθμό , καθώς το x προσεγγίζει με οποιονδήποτε τρόπο τον αριθμό , τότε 

γράφουμε 

 0x




)(lim
0

xf
xx

 

και διαβάζουμε 

“το όριο της , όταν το x τείνει στο , είναι ”    ή )(xf 0x 

“το όριο της  στο  είναι ”. )(xf 0x 

 f (x)

 f (x)

f x( )0  

 (a)

 O  x0  x x  x

 y

    
 f(x0)

(β)

 f(x)

 f(x)

O  x0

 

 x x  x

y

     (γ)

 f(x)

 f(x)

O  x0

 

 x x  x

y
39

 
 

ΣΧΟΛΙΟ 
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Από τα παραπάνω σχήματα παρατηρούμε ότι: 

— Για να αναζητήσουμε το όριο της  f  στο , πρέπει η  f  να ορίζεται όσο θέ-

λουμε “κοντά στο ”, δηλαδή η  f  να είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο της μορ-

φής 

0x

0x

),(),( 00 βxxα        ή            ή      . ),( 0xα ),( 0 βx

— Το  μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης (Σχ. 39α, 39β) ή 

να μην ανήκει σ’ αυτό (Σχ. 39γ). 
0x

— Η τιμή της  f  στο , όταν υπάρχει, μπορεί να είναι ίση με το όριό της στο 

  (Σχ. 39α) ή διαφορετική από αυτό. (Σχ. 39β). 
0x

0x

 Έστω, τώρα, η συνάρτηση 
 4

 f(x)

 f(x)

 2

O  1  x x  x

y
40

 









,5

,1
)(

x

x
xf




1

1

x

x
, 

της οποίας η γραφική παράσταση αποτελείται από 
τις ημιευθείες του διπλανού σχήματος. 
Παρατηρούμε ότι: 
— Όταν το x προσεγγίζει το 1 από αριστερά 

, τότε οι τιμές της  f  προσεγγίζουν όσο θέ-

λουμε τον πραγματικό αριθμό 2. Στην περίπτωση 
αυτή γράφουμε: 

)1( x

2)(lim
1




xf
x

. 

— ΄Οταν το x προσεγγίζει το 1 από δεξιά , τότε οι τιμές της f προσεγγί-

ζουν όσο θελουμε τον πραγματικό αριθμό 4. Στην περίπτωση αυτή γράφουμε: 

)1( x

4)(lim
1




xf
x

. 

Γενικά: 

— ΄Οταν οι τιμές μιας συνάρτησης f  προσεγγίζουν όσο θέλουμε τον πραγματικό 
αριθμό , καθώς το x προσεγγίζει το  από μικρότερες τιμές , τότε 

γράφουμε: 
1 0x )( 0xx 

1)(lim
0




xf
xx

 

και διαβάζουμε: 
“το όριο της , όταν το x τείνει στο  από τα αριστερά, είναι ”. )(xf 0x 1

— ΄Οταν οι τιμές μιας συνάρτησης f προσεγγίζουν όσο θέλουμε τον πραγματικό 
αριθμό , καθώς το x προσεγγίζει το  από μεγαλύτερες τιμές , τότε 

γράφουμε: 
2 0x )( 0xx 

2

0

)(lim 


xf
xx

 

και διαβάζουμε: 
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“το όριο της , όταν το x τείνει στο  από τα δεξιά, είναι ”. )(xf 0x 2

 1

  2

 (a)

 f(x)

 f(x)

 O  x0  x x  x

 y

    (β)

 f(x)

 f(x)

O  x0

1

 2

 x x  x

y

     

 f(x0)

(γ)

 f(x)

 f(x)

O  x0

1

 2

 x x  x

y
41

 
Τους αριθμούς  και )(lim

0
1 xf

xx 
 )(lim

0

2 xf
xx 

  τους λέμε πλευρικά όρια της  f  

στο  και συγκεκριμένα το  αριστερό όριο της  f  στο , ενώ το  δεξιό 

όριο της  f  στο . 
0x 1 0x 2

0x

Από τα παραπάνω σχήματα φαίνεται ότι: 




)(lim
0

xf
xx

,   αν  και  μόνο αν   


)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx

 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
x

x
xf

|
)( 

|
 (Σχ. 42) 

δεν έχει όριο στο , αφού: 00 x

 1= f(x)

O

 f(x)=1

 x
 x  x

y
42

 

— για είναι0x 1)( 



x

x
xf , οπότε 1)(lim

0



xf

x
, 

ενώ 

— για  είναι 0x 1)( 
x

x
xf , οπότε 1)(lim

0



xf

x
, 

και έτσι 

)(lim)(lim
00

xfxf
xx 

  

Ορισμός του ορίου στο 0x  

 Στα προηγούμενα γνωρίσαμε την έννοια του ορίου διαισθητικά. Είδαμε ότι, 

όταν γράφουμε , εννοούμε ότι οι τιμές  βρίσκονται όσο θέ-

λουμε κοντά στο , για όλα τα 




)(lim
0

xf
xx



)(xf

0xx   τα οποία βρίσκονται “αρκούντως κοντά 

στο ”. Για να διατυπώσουμε, τώρα, τα παραπάνω σε μαθηματική γλώσσα ερ-

γαζόμαστε ως εξής: 
0x
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— Στη θέση της φράσης “οι τιμές  βρί-

σκονται οσοδήποτε θέλουμε κοντά στο ” 
χρησιμοποιούμε την ανισότητα 

)(xf

ε

ε

 

 y=f(x)

 f(x)

O  x
 x0+δ x0δ

 x0  x

y
43

 



εxf  |)(|  ,                              (1) 

όπου ε οποιοσδήποτε θετικός αριθμός. 

— Στη θέση της φράσης “για όλα τα 0xx   

που βρίσκονται αρκούντως κοντά στο ” 

χρησιμοποιούμε την ανισότητα 
0x

δxx  ||0 0 ,                            (2) 

όπου δ είναι ένας αρκούντως μικρός θετικός αριθμός. (Η ανισότητα  

δηλώνει ότι 

||0 0xx 
)0xx  . 

— Για να συνδέσουμε τις δυο αυτές φράσεις σύμφωνα με τον διαισθητικό ορι-
σμό λέμε ότι για οποιονδήποτε θετικό αριθμό ε μπορούμε να βρούμε έναν θετικό 
αριθμό δ τέτοιον ώστε, αν το x ικανοποιεί τη (2), τότε το  θα ικανοποιεί 
την (1). Έχουμε δηλαδή τον ακόλουθο ορισμό: 

)(xf

ΟΡΙΣΜΟΣ


 

Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής . ),(),( 00 βxxα 
Θα λέμε ότι η  f  έχει στο  όριο 0x  , όταν για κάθε  υπάρχει  τέ-0ε 0δ
τοιος, ώστε για κάθε ,  με  ),0 βx()(x  , 0xα δxx  ||0 0 , να ισχύει: 

εxf  |)(|   

Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση  f  έχει όριο στο , τότε αυτό είναι μονα-

δικό και συμβολίζεται, όπως είδαμε, με . 
0x

)(lim xf
0xx

Στη συνέχεια, όταν γράφουμε 


)(lim
0

xf
xx

, θα εννοούμε ότι υπάρχει το όριο της  

f  στο  και είναι ίσο με . 0x 

Συνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι οι ακόλουθες ισοδυναμίες: 

(α)   


)(lim
0

xf
xx

       0))((lim
0




xf
xx

 

(β)   


)(lim
0

xf
xx

        


)(lim 0
0

hxf
h

 

 Αν μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής  και 

την ανισότητα  την αντικαταστήσουμε με την 

),( 0 βx

δx δxx  ||0 0 xx  00 , τότε 

έχουμε τον ορισμό του , ενώ αν η  f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα )(xlim
0

f
xx 
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της μορφής  και την ανισότητα ),( 0xα δxx  ||0 0  την αντικαταστήσουμε με 

την 0xx0 δx  , τότε έχουμε τον ορισμό του . )x(lim
0

f
xx 

Αποδεικνύεται ότι: 

Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής , ),(),( 00 βxxα 
τότε ισχύει η ισοδυναμία: 




)(lim
0

xf
xx

       


lim)(lim
00

xf
xxxx

(xf  )

 Αν μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα διά-

στημα της μορφής , αλλά δεν ορίζεται σε διά-

στημα της μορφής , τότε ορίζουμε:  
),( 0 βx

), 0xα

O  x

y
44

y x

 

(

lim
xx

)(lim
0

xf
x

)(
0

xf
x

 . 

Για παράδειγμα, 

0lim
0




xx
x

)x

)
0

x
xx



   (Σχ. 44)           lim
0x

,(α

( 0x

x

 Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα διάστη-

μα της μορφής , αλλά δεν ορίζεται σε διάστη-

μα της μορφής , τότε ορίζουμε:  
0

), β

(lim f

 O  x

 y
45

y x 

 

)(lim
0

xf
x

. 

Για παράδειγμα, 

      0limlim
00




xx
xx

  (Σχ. 45) 

ΣΧΟΛΙΟ 
Αποδεικνύεται ότι το  είναι ανεξάρτητο των άκρων  των διαστημά-

των  και  στα οποία θεωρούμε ότι είναι ορισμένη η  f.  

)(lim
0

xf
xx

)

βα,

),( 0xα ,( 0 βx

Έτσι για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το όριο της συνάρτησης 

1

|1|
)(





x

x
xf  στο , περιοριζόμαστε στο   

υποσύνολο 

00 x

)1,0()0,1(  του πεδίου ορισμού της, 

στο οποίο αυτή παίρνει τη μορφή 

1
1

)1(
)(





x

x
xf . 

Επομένως, όπως φαίνεται και από το διπλανό 
σχήμα, το ζητούμενο όριο είναι 1)(lim

0



xf

x
. 

 y=1

O

 y=1

 1

y
46

 1  x
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ΣΥΜΒΑΣΗ 

Στη συνέχεια, όταν λέμε ότι μια συνάρτηση  f  έχει κοντά στο  μια ιδιότητα 

Ρ θα εννοούμε ότι ισχύει μια από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 
0x

α) Η  f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής  και στο σύνο-

λο αυτό έχει την ιδιότητα Ρ. 

),(),( 00 βxxα 

β) Η  f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής , έχει σ’ αυτό την ιδιό-

τητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της μορφής . 

),( 0xα

),( 0 βx

γ) Η  f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής , έχει σ’ αυτό την ιδιό-

τητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της μορφής . 

),( 0 βx

),( 0xα

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
x

x
xf

ημ
)(   είναι θετική κοντά στο , αφού 

ορίζεται στο σύνολο 

00 x
















2
,00,

2

ππ
 και είναι θετική σε αυτό. 

 

Όριο ταυτοτικής - σταθερής συνάρτησης 

Με τη βοήθεια του ορισμού του ορίου αποδεικνύεται ότι: 

 

 

cc
xx


 0

lim  0
0

lim xx
xx




 

       

 f(x0)=x0

 (a)

 f(x)

 f(x)

x0O  x x  x
 y=x

 y

                

 y=c

(β)

x0O  x x  x

y
47

 

 

Η πρώτη ισότητα δηλώνει ότι το όριο της ταυτοτικής συνάρτησης  (Σχ. 

47α) στο  είναι ίσο με την τιμή της στο , ενώ η δεύτερη ισότητα δηλώνει 

ότι το όριο της σταθερής συνάρτησης 

xxf )(

0x 0x

cxg )(  (Σχ. 47β) στο  είναι ίσο με c. 0x
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Nα βρείτε το  και το , εφόσον υπάρχουν, όταν η γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης  f  είναι: 

)(lim
0

xf
xx

)( 0xf

 O

 x0=3

 y=f (x)

 3

 2

 x

 y

         

O

 y=f (x)

x0=2

 2

 4

 2

 x

y

 
 

 O

 x0=1,2

 y=f (x)

 1

 1

 2

 2  x

 y

          

O

 x0=1,2,3

 y=f (x)

 1

 1

 2

 3 2  x

 y

 

2. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  και με τη 
βοήθεια αυτής να βρείτε, εφόσον υπάρχει, το , όταν: )(lim xf

0xx

      i) 
2

65
)(





x

xx
xf

2

20,    x                  ii) 






 ,x






1,
1

1

)(
x

x

x

xf 10 x

1

,  

  iii) , 











1,1

1,
)(

2

xx

xx
xf 0 x                  iv) 

x

x
xxf

2

)(  , . 0x0

3. Ομοίως όταν: 

  i) 
1

33
)(

2

23





x

xxx
xf ,         10 x      ή    10 x  

ii) 
13

169)1(
)(

2





x

xxx
xf ,    

3

1
0 x . 
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4. Δίνεται η συνάρτηση  f που είναι ορισμένη στο ),2[   και έχει γρα-
φική παράσταση που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Να εξετάσετε 
ποιοι από τους επόμενους ισχυρισμούς είναι αληθείς. 

O

 y=f (x)

 1

 1

 4

 3

 2

 4 3 -2  2  x

y

 

      i)  2)(lim
2




xf
x

    ii)  1)(lim
1




xf
x

iii)  2)(lim
1




xf
x

   iv)  3)(lim
2




xf
x

     v)  4)(lim
3




xf
x

   vi)  3)(lim
4




xf
x

 
5. Δίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη στο , με 

 και 

),(),( 00 βxxα 

6)(lim 2

0




λxf
xx

λxf
xx




)(lim
0

. Να βρείτε τις τιμές του λ , για 

τις οποίες υπάρχει το . )(lim
0

xf
xx

 
 

1.5  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ  ΤΩΝ  ΟΡΙΩΝ 
 
Όριο και διάταξη 

Για το όριο και τη διάταξη αποδεικνύεται ότι ισχύουν τα παρακάτω θεωρήματα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

 Αν 0)( ,  τότε  0)( xf   κοντά στο 0x    (Σχ. 48α) lim
0




xf
xx

 Αν 0)( ,  τότε 0)(lim
0




xf
xx

xf    κοντά στο 0x    (Σχ. 48β) 

 

 O

 

 (a)

 Cf

 β α  x0

 x

 y

                     

O

 

 (β)

 Cf

 x0  x

y

 β α

48
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν οι συναρτήσεις  έχουν όριο στο  και ισχύει gf , 0x )()( xgxf   κοντά στο 

0x , τότε 

)()(lim
00

xgxf
xxxx 

lim  

 O

 (a)

 Cg

 Cf

 β α  x0  x

 y

                   

O

 (β)

 Cg

 Cf

 β α  x0  x

y
49

 

 
Όρια και πράξεις 

Τα δύο βασικά όρια , 0
0

lim xx
xx




cc
xx


 0
lim  και το θεώρημα που ακολουθεί διευ-

κολύνουν τον υπολογισμό των ορίων. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων  f  και g στο , τότε: 0x

 1.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

 2.  ,    για κάθε σταθερά )(lim))((lim
00

xfκxκf
xxxx 

 κ  

 3.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

 4.  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx





 ,        εφόσον 0)(lim

0




xg
xx

 

 5.  )(lim|)(|lim
00

xfxf
xxxx 

  

 6.  k
xx

k

xx
xfxf )(lim)(lim

00 
 ,    εφόσον  κοντά στο . 0)( xf 0x

Οι ιδιότητες 1 και 3 του θεωρήματος ισχύουν και για περισσότερες από δυο συ-
ναρτήσεις. Άμεση συνέπεια αυτού είναι: 

ν

xx

ν

xx
xfxf 






)(lim)]([lim

00
,      *ν
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Για παράδειγμα, 

νν

xx
xx 0

0
lim 


. 

— Έστω τώρα το πολυώνυμο 

01
1

1)( αxαxαxαxP ν
ν

ν
ν  

     και   0x . 

Σύμφωνα με τις παραπάνω ιδιότητες έχουμε: 

)(lim)(lim 0
1

1
00

αxαxαxP ν
ν

ν
ν

xxxx
 


  

             0
0

1
1

00
lim)(lim)(lim αxαxα

xx

ν
ν

xx

ν
ν

xx 




 

              0
0

1

0
1

0
limlimlim αxαxα

xx

ν

xx
ν

ν

xx
ν 




 

            . )( 00
1

010 xPαxαxα ν
ν

ν
ν  

 

Επομένως, 

)()(lim 0
0

xPxP
xx




. 

Για παράδειγμα, 

4227262)276(lim 2323

2



xxx

x
. 

— Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf  , όπου ,  πολυώνυμα του x και )(xP )(xQ

0x  με . Τότε, 0)( 0 xQ

)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim

0

0

0

0

00 xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP
xf

xx

xx

xxxx







. 

Επομένως, 

)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP
xx




,   εφόσον   0)( 0 xQ  

Για παράδειγμα, 

9

8

1222

42

12

4
lim

2

2

2

2

2









 xx

x
x

. 

ΣΧΟΛΙΟ 

Όταν , τότε δεν εφαρμόζεται η ιδιότητα 4 του παραπάνω θεωρήματος. 

Στην περίπτωση αυτή εργαζόμαστε όπως στην εφαρμογή 1 ii), που ακολουθεί. 

0)( 0 xQ
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα βρεθούν τα παρακάτω όρια: 

i)           ii) ]|11)[(lim 392

0



x|x

x 4

65
lim

2

23

2 


 x

xxx
x

         iii) 
1

23
lim

2

1 


 x

xx
x

. 

ΛΥΣΗ 

 i) Έχουμε 

|1|lim)1(lim|1|)1(lim 3

0

92

0

392

0
][ 


xxxx

xxx
 

         )1(lim)1(lim 3

0

92

0
][ 


xx

xx
 

         . 1|1|19 

ii) Επειδή , δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα του πηλί-

κου (ιδιότητα 4). Παρατηρούμε όμως ότι για 

0)4(lim 2

2



x

x

2x  μηδενίζονται και οι δύο όροι 

του κλάσματος. Οπότε η συνάρτηση 
4

65
2

23



x

x
)(




xx
xf 2, για x , γράφεται: 

2

32  x

2

)3(

)2)(2(

)(2(

)2)(2(

)65
)(
















x

x

x

x

xx

xxx

xx

x
xf

)3 x( 2 xx
. 

Επομένως, 

2

1

22

234

2

3
lim)(lim

2

22










 x

xx
xf

xx
. 

iii) Για  μηδενίζονται οι όροι του κλάσματος. Στην περίπτωση αυτή εργα-
ζόμαστε ως εξής: 

1x

Πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με xx 232   και έτσι 
έχουμε: 






 






 







 






 




 






xxx

xx

xxx

xxxx

x

xx
xf

23)1(

)2(3

23)1(

2323

1

23
)(

2

2
2

2

2

22
2

 

    
xx

x

xxx

xx

xxx

x

23

)1(3

23)1(

)1)(1(3

23)1(

33
222

2











 









 


 . 
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Επομένως, 

2

3

24

6

23lim

)1(3lim

23

)1(3
lim)(lim

2

1

1

211

)(












 














xx

x

xx

x
xf

x

x

xx
. 

2. Nα βρεθεί, αν υπάρχει, το όριο στο 10 x  της συνάρτησης  














1,
1

14,3

)(

2

x
x

xx

xf . 

ΛΥΣΗ 

Αν , τότε , οπότε 1x 43)( 2  xxf

1413)43(lim)(lim 22

11



xxf

xx
. 

Αν , τότε 1x
x

xf
1

)(  , οπότε 

1
1

lim)(lim
11









 x
xf

xx
. 

Επομένως . 1)(lim
1




xf
x

 
Κριτήριο παρεμβολής 

O

 

 Ch

 Cf

 Cg

 β α  x0  x

y
50

 

Υποθέτουμε ότι “κοντά στο ” μια συνάρ-

τηση  f  “εγκλωβίζεται” (Σχ. 50) ανάμεσα 
σε δύο συναρτήσεις h και g. Αν, καθώς το x 
τείνει στο , οι g και h έχουν κοινό όριο 

, τότε, όπως φαίνεται και στο σχήμα, η  f  
θα έχει το ίδιο όριο . Αυτό δίνει την ιδέα 
του παρακάτω θεωρήματος που είναι γνω-
στό ως κριτήριο παρεμβολής. 

0x

0x




ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω οι συναρτήσεις . Αν hgf ,,

        )()()( xgxfxh   κοντά στο  και 0x

        , 


)(lim)(lim
00

xgxh
xxxx

τότε 



)(lim

0
xf

xx
. 
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Για παράδειγμα, 0
1

ημlim
0









 x
x

x
.Πράγματι, για 0x  έχουμε 

||
1

ημ||
1

ημ x
x

x
x

x  , 

οπότε 

||
1

ημ|| x
x

xx  . 

Επειδή , σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο, έχουμε: 0||lim)||(lim
00




xx
xx

0
1

ημlim
0









 x
x

x
. 

Tριγωνομετρικά όρια 

Το κριτήριο παρεμβολής είναι πολύ χρήσιμο για τον υπολογισμό ορισμένων τρι-
γωνομετρικών ορίων. Αρχικά αποδεικνύουμε ότι: 

|||ημ| xx  ,   για κάθε   x  

(η ισότητα ισχύει μόνο όταν 0x )  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 M

 A

 x

x
 M1O  x

y
51

 

— Για προφανώς ισχύει η ισότητα.  0x

— Για  







2
,0
π

x  από το διπλανό σχήμα έχουμε 

xMAMAMMx  )τοξ() ()(ημ 1 . 

Άρα 

         ,  για κάθε  |||ημ| xx  







2
,0
π

x     (1) 

— Για 





 0,

2

π
x  είναι 








2
,0
π

x , οπότε λόγω της (1) έχουμε,  

ή, ισοδύναμα, . 

|||)(ημ| xx 

|||ημ| xx 

—  Για  







2
,

2

ππ
x  είναι |ημ|1

2
|| x
π

x  , οπότε |||ημ| xx  . 

Σε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις ισχύει |||ημ| xx  , με την ισότητα να ισχύει 

μόνο για .      ■ 0x
 
Με τη βοήθεια της παραπάνω ανισότητας και του κριτηρίου παρεμβολής θα α-
ποδείξουμε ότι: 
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     0
0

ημημlim xx
xx




 

     0
0

συνσυνlim xx
xx




 

 
1.  

 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 Αρχικά θα αποδείξουμε ότι 

 0ημlim
0




x
x

        και        1συνlim
0




x
x

          (1) 

Πράγματι: 

— Σύμφωνα με την προηγούμενη ανισότητα έχουμε |||ημ| xx  , οπότε 

 ||ημ|| xxx  . 

Επειδή , σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής, θα είναι  ||lim0)||(lim
00

xx
xx 



0ημlim
0




x
x

. 

— Γνωρίζουμε ότι , οπότε  xx 22 ημ1συν 

xx 2ημ1συν  ,  για κάθε  














2
,00,

2

ππ
x . 

Επομένως 

101ημlim1ημ1limσυνlim 2

0

2

00



xxx

xxx
. 

 Θα αποδείξουμε, τώρα, ότι 0
0

ημημlim xx
xx




. Πράγματι. έχουμε 

)ημσυνσυνημ(lim)(ημlimημlim 00
0

0
00

hxhxhxx
hhxx




 

             hxhx
hh

ημlimσυνσυνlimημ
0

0
0

0 
  

             . 000

)1(

ημ0συν1ημ xxx 

 Ανάλογα αποδεικνύεται και ότι 0συνσυνlim
0

xx
xx




.     ■ 

 
     α)   1

ημ
lim

0


 x

x
x

 

     β)  0
1συν

lim
0




 x

x
x

 

2.  
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

— Αν 
2

0
π

x  , τότε από το διπλανό σχήμα 

προκύπτει ότι  M

 N

 A
x

 M1O  x

y
52




  εφx

 ημx









 

)εμβ(τριγ)εμβ(τομ ΟΑΝΟΑΜ)εμβ(τριγΟΑΜ  , 
 oπότε έχουμε διαδοχικά: 

xεφ1
2

1
xx

2

1
ημ1

2

1
  

                        xημ  x  xεφ . 

    
xx

x

συν

1

ημ
1   

                      1
ημ

συν 
x

x
x . 

— Αν 0
2

 x
π

, τότε 
2

0
π

x  , οπότε έχουμε 1
)(ημ

)(συν 




x

x
x  

και άρα 

1
ημ

συν 
x

x
x . 

Επομένως, για κάθε 














2
,00,

2

ππ
x  ισχύει 1

ημ
συν 

x

x
x .  

Επειδή , από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει ότι 1συνlim
0




x
x

1
ημ

lim
0


 x

x
x

. 

 x

 3π 2π π O

 1

 
y

x

x

ημ

 -π

y 53

-3π  -2π
 

β) Έχουμε 

)1συν(

)1συν)(1συν(
lim

1συν
lim
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 xx
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x

x
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 x

x

x

x
x συν1

ημημ
lim

0
 

                                                          
x

x

x

x
xx συν1

ημ
lim

ημ
lim

00 



 

                                                          001  .      ■ 

 

Όριο σύνθετης συνάρτησης 

Με τις ιδιότητες που αναφέρουμε μέχρι τώρα μπορούμε να προσδιορίσουμε τα 
όρια απλών συναρτήσεων. Αν, όμως, θέλουμε να υπολογίσουμε το , 

της σύνθετης συνάρτησης  στο σημείο , τότε εργαζόμαστε ως εξής: 

))((lim
0

xgf
xx

gf  0x

1. Θέτουμε )(xgu  . 

2. Υπολογίζουμε (αν υπάρχει) το )(lim
0

0 xgu
xx

  και 

3. Υπολογίζουμε (αν υπάρχει) το )(lim 
0

uf
uu

 . 

Αποδεικνύεται ότι, αν  κοντά στο , τότε το ζητούμενο όριο είναι ίσο 

με , δηλαδή ισχύει: 
0)( uxg  0x



)(lim))((lim
00

ufxgf
uuxx 

 . 

ΠΡΟΣΟΧΗ 

Στη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου τα όρια της μορφής 
 με τα οποία θα ασχοληθούμε θα είναι τέτοια, ώστε να ικανοποιείται 

η συνθήκη: “  κοντά στο ” και γιαυτό δεν θα ελέγχεται. 

))((lim
0

xgf
xx

0)( uxg  0x

Για παράδειγμα: 

α) Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο 







 

 4
ημlim 2

0

π
x

x
. 

Αν θέσουμε 
4

2 π
xu  , τότε 

44
limlim 2

00

ππ
xu

xx







 


, οπότε 

2

2

4
ημημlim

4
ημlim

4

2

0







 



π
u

π
x

π
ux

. 

β) Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο 

x

x
x

3ημ
lim

0
. 
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Είναι 

x

x

x

x

3

3ημ
3

3ημ
 . 

Έτσι, αν θέσουμε , τότε xu 3 03limlim
00




xu
xx

, οπότε 

313
ημ

lim3
3

3ημ
lim3

3ημ
lim

000


 u

u

x

x

x

x
uxx

. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Nα βρείτε τα όρια: 

  i)                            ii)  )524(lim 35

0



xxx

x
)12(lim 310

1



xxx

x

      iii)                                iv)  208

1
)32(lim 


xx

x
][ |32|)5(lim 23

3



xxx

x

       v) 
3

52
lim

4

1 


 x

xx
x

                                   vi) 
1

|2||3|
lim

2

2

0 


 xx

xxx
x

 

     vii) 3 2

1
)2(lim 


x

x
                                   viii) 

34

22
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

 
2. Έστω μια συνάρτηση  f  με 4)(lim

2



xf

x
. Να βρείτε το  αν: )(lim

2
xg

x

   i)                               ii)5))((3)( 2  xfxg
1))((

|11)(2|
)(

2 



xf

xf
xg        

 iii) )3)()(2)(()(  xfxfxg . 

 
3. Να βρείτε τα όρια 

         i) 
8

16
lim

3

4

2 


 x

x
x

ii)                                   ii) 
1

132
lim

2

2

1 


 x

xx
x

 

 iii) 

2

1 1
1

1
1

lim

x

x
x






                                       iv) 

xx

27)3(
lim

0

x 3 
. 
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4. Να βρείτε τα όρια 

        i) 
x

x
x 


 9

3
lim

9
                                        ii) 

2

2

0

11
lim

x

x
x




 

iii) 
35

22
lim

22 


 x

x
x

                                  iv) 
45

2
lim

24 


 xx

x
x

. 

 

5. Να βρείτε (αν υπάρχει), το όριο της  f  στο  αν: 0x

        i)              και     








1,5

1,
)(

2

xx

xx
xf 10 x  

  ii)       και      








1,1

1,2
)( 2 xx

xx
xf 10 x . 

 

6. Να βρείτε τα όρια: 

        i) 
x

x
x

3ημ
lim

0
                    ii) 

x

x
x

εφ
lim

0
                  iii) 

x

x
x 2ημ

εφ4
lim

0
 

      iv) 





 

 x

xx
x

ημ
lim

0
               v) 








 xx

x
x 30

ημ
lim               vi) 

245

5ημ
lim

0  x

x
x

. 

 

7. Να βρείτε τα όρια: 

       i) 
x

x
πx συν1

ημ
lim

2


                 ii) 

x

x
x 2ημ

συν1
lim

2

0




            iii) 
x

x
x 2ημ

ημ
lim

0
. 

 

8. Nα βρείτε το , αν: )(lim
0

xf
x

    i)      για κάθε  22 1)(1 xxfx  x  

ii) 
x

xfx
2

4

συν

1
)(1      για κάθε 








2
,

2

ππ
x . 

 

9. Δίνεται η συνάρτηση . Να βρείτε τις τιμές 

των 








3,3

3,2
)(

xβxα

xβxα
xf

βα, , για τις οποίες ισχύει    1)(lim
3

0


xf
x

. 

 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να βρείτε τα όρια: 
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    i) 
8

2
lim

3

23

2 


 x

xxx
x

                 ii)
1

)1(
lim

1

1 


 x

νxνxν

x
         

iii) 
2

1
lim

1 


 xxx

x
x

 

 
2. Nα βρείτε όσα από τα παρακάτω όρια υπάρχουν 

      i) 
5

2510
lim

2

5 


 x

xx
x

  ii) 
5

54|5|
lim

2

5 


 x

xxx

x
 

  iii) 
5

54|5|
lim

2

5 


 x

xxx

x
 iv) 

1
lim

2

1 


 x

xx
x

. 

 
 Γ

 Β Α  γ=1

 α
 β

 θ

 

3. Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
ορθογώνιο με . Να υπολογίσετε τα 

όρια: 

1γ

  i) )(lim

2

βα
π

θ




,            ii) )2β(lim 2

2

α
π

θ




            

iii) 
α

β
π

θ
2

lim


. 

 
4. Να βρείτε το , αν: )(lim

1
xf

x

  i)  10)42)(4(lim
1




xxf
x

  ii)  1
1

)(
lim

1


 x

xf
x

. 

 
 

1.6  ΜΗ  ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ  ΟΡΙΟ  ΣΤΟ 0x  
 

— Στο σχήμα 54 έχουμε τη γραφική παράστα-
ση μιας συνάρτησης  f  κοντά στο 0x . Παρα-

τηρούμε ότι, καθώς το x κινούμενο με οποιον-
δήποτε τρόπο πάνω στον άξονα 

 

xx  πλησιάζει 
τον πραγματικό αριθμό , οι τιμές  αυ-

ξάνονται  απεριόριστα και γίνονται μεγαλύτε-
ρες από οποιονδήποτε θετικό αριθμό Μ. Στην 
περίπτωση αυτή λέμε ότι η συνάρτηση  f  έχει 
στο  όριο  και γράφουμε 

0x )(xf

0x
O x0  x x

 M

f (x)

 x

y 54

 



                    . 


)(lim
0

xf
xx
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O
x0  x x

 -M
f (x)

 x

y
55

 

— Στο σχήμα 55 έχουμε τη γραφική παράστα-
ση μιας συνάρτησης  f  κοντά στο 0x . Παρα-

τηρούμε ότι, καθώς το x κινούμενο με οποιον-
δήποτε τρόπο πάνω στον άξονα 

 

xx  πλησιάζει 
τον πραγματικό αριθμό x οι τιμές (f ατ-

τώνονται απεριόριστα και γίνονται μικρότερες 
από οποιονδήποτε αρνητικό αριθμό 

0 )x,  ελ

M  
. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η συ-

νάρτηση  f  έχει στο  όριο 

)0( M

0x   και γράφουμε 

                  . 


)(lim
0

xf
xx

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω μια συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής 
),(),( 00 βxxα  . Ορίζουμε 

 


)(lim
0

xf
xx

, όταν για κάθε  υπάρχει  τέτοιο, ώστε για κάθε 0M 0δ

), β(),( 00 xxαx  , με δxx  |0 |0  να ισχύει 

Mxf )(  

 


)(lim
0

xf
xx

, όταν για κάθε  υπάρχει 0  τέτοιο, ώστε για κάθε 0M δ

), β(),( 00 xxαx  , με δxx  |0 |0  να ισχύει 

Mxf )(  

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν όταν  και .  0xx  0xx

 (a)

 O

 Cg

 Cf

 x0  x

 y

                         (β)

O  x0  x

 y 56

 Cg

 Cf

 
Όπως στην περίπτωση των πεπερασμένων ορίων έτσι και για τα άπειρα όρια συ-
ναρτήσεων, που ορίζονται σε ένα σύνολο της μορφής , ισχύουν 

οι παρακάτω ισοδυναμίες: 

),(),( 00 βxxα 
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)(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx

 

                          


)(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx

. 

Με τη βοήθεια του ορισμού αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες: 

 Αν , τότε  κοντά στο , ενώ  


)(lim
0

xf
xx

0)( xf 0x

    αν 


)(lim
0

xf
xx

, τότε 0)( xf  κοντά στο . 0x

 Αν , τότε 


)(lim
0

xf
xx




))((lim
0

xf
xx

 ,  ενώ  

    αν 


)(lim
0

xf
xx

, τότε 


))((lim
0

xf
xx

. 

 Αν  ή , τότε 


)(lim
0

xf
xx

 0
)(

1
lim

0


 xfxx
. 

 Αν  και  κοντά στο , τότε 0)(lim
0




xf
xx

0)( xf 0x 
 )(

1
lim

0 xfxx
, ενώ         αν  

    και    κοντά  στο  ,   τότε  0)(lim
0

xf
xx

0)( xf 0x 
 )(

1
lim

0 xfxx
. 

 Αν  ή , τότε 


)(lim
0

xf
xx

 


|)(|lim
0

xf
xx

. 

 Αν , τότε 


)(lim
0

xf
xx




k

xx
xf )(lim

0
. 

 
Σύμφωνα με τις ιδιότητες αυτές έχουμε: 


 20

1
lim

xx
  και  γενικά  

 ν20

1
lim

xx
,         (Σχ. 57α) *ν

 
y

x


1
2

 (α)

 O  x

 y

             

y
x


1

 (β)

 O  x

y
57
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 xx

1
lim

0
  και  γενικά  


12

0

1
lim

ν
x x

, ν        

 ενώ 


 xx

1
lim

0
   και γενικά  


12

0

1
lim

νxx
,  ν      (Σχ. 57β). 

Επομένως, δεν υπάρχει στο μηδέν το όριο της 
12

1
)(




νx
xf , ν . 

Για τα όρια αθροίσματος και γινομένου δύο συναρτήσεων αποδεικνύονται τα 
παρακάτω θεωρήματα: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (όριο αθροίσματος) 

Αν στο x0       

το όριο της  f  είναι: α α   -   - 

και το όριο της g είναι:   -   -    -   

τότε το όριο της  είναι: gf    -   - ; ; 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (όριο γινομένου)  

Αν στο  x0,           

το όριο της  f 
είναι: 

α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 + + - - 

και το όριο της  g 
είναι: + + - - + - + - + - 

τότε το όριο της 
f·g  είναι: + - - + ; ; + - - + 

Στους πίνακες των παραπάνω θεωρημάτων, όπου υπάρχει ερωτηματικό, σημαί-
νει ότι το όριο (αν υπάρχει) εξαρτάται κάθε φορά από τις συναρτήσεις που παίρ-
νουμε. Στις περιπτώσεις αυτές λέμε ότι έχουμε απροσδιόριστη μορφή. Δηλαδή, 
απροσδιόριστες μορφές για τα όρια αθροίσματος και γινομένου συναρτήσεων 
είναι οι: 

)()(     και   ) (0 . 

Επειδή )( gfgf   και 
g

f
g

f 1
 , απροσδιόριστες μορφές για τα όρια της 

διαφοράς και του πηλίκου συναρτήσεων είναι οι: 

)()(  ,   )()(     και   
0

0
,   




. 



      1  ΟΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 180 

Για παράδειγμα: 

— αν πάρουμε τις συναρτήσεις 
2

1
)(

x
xf   και 

2

1
)(

x
xg  , τότε έχουμε: 

,         
 200

1
lim)(lim

x
xg

xx
 








 200

1
lim)(lim

x
xf

xx

και 

0
11

lim))()((lim
2200







 

 xx
xgxf

xx
 

ενώ, 

και 
2

1
)(

x
xg — αν πάρουμε τις συναρτήσεις 1

1
)(

2


x
xf  , τότε έχουμε: 

,     
 200

1
lim)(lim

x
xg

xx
 






 


1

1
lim)(lim

200 x
xf

xx

και 

11lim1lim))()((lim
02200







 xxx xx

xgxf . 
11 

νάλογα παραδείγματα μπορούμε να δώσουμε και για τις άλλες μορφές. 

ΦΑΡΜΟΓΕΣ 

Α
 
 

Ε
 

1. Nα βρεθούν τα όρια: 

i)     
|x|

xx
x 1

65
lim

2

1 



  ii)     

22 2)(

23
lim




 x

x
x

. 

ΛΥΣΗ 

 i) Επειδή 
1x

0|1|lim x  και 0|1| x  κοντά στο 1, είναι 
 |1|

1
lim

1 xx
. Eπειδή 

επιπλέον έχουμε: είναι 5(lim 2

1



x

x
2)6  , x








 6x





 
)65(

|1|

1
lim

|1|
lim 2

11
xx

xx xx
. 

και  στο 2, είναι 

52x

ii) Επειδή )2(lim
2




x
x

0  κοντά02  )2( 2 x 
 22 )2(

1
lim

xx
. 

Επειδή επιπλέον είναι (lim
2

 4)23  x
x

, έχουμε 


















)23(

)2(

1
lim

)2(

23
lim

2222
x

xx

x
xx

. 
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2. Να βρεθούν τα πλευρικά όρια της συνάρτησης 
2

1
)(

2





x

xx
xf  στο 

 και στη συνέχεια να εξετασθεί, αν υπάρχει το όριο της  στο 2. 20 x )(xf

ΛΥΣΗ 

— Επειδή  και 0)2(lim
2




x
x

02 x  για , είναι 2x 
 2

1
lim

2 xx
. Επειδή 

επιπλέον , έχουμε 3
x

)1(lim 2

2



xx





 








)1(

2

1
lim

2

1
lim 2

2

2

2
xx

xx

xx

xx
. 

— Επειδή  και 0)2(lim
2




x
x

02 x  για 2x , είναι 
 2

1
lim

2 xx
. Επειδή 

επιπλέον , έχουμε 3
x

)1(lim 2

2



xx





 








)1(

2

1
lim

2

1
lim 2

2

2

2
xx

xx

xx

xx
. 

Παρατηρούμε ότι τα δύο πλευρικά όρια δεν είναι ίσα. Επομένως δεν υπάρχει 
όριο της  f  στο 2. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Nα βρείτε (αν υπάρχει) το όριο της  f  στο  όταν: 0x

      i) 
24 3

5
)(

xx

x
xf




 ,  00 x                    ii) 
4)1(4

32
)(





x

x
xf ,   10 x

  iii) 
||

11
)(

xx
xf  ,    00 x . 

 
2. Να βρείτε (αν υπάρχει) το όριο της  f  στο , όταν: 0x

      i) 
21

4

1

3
)(

xx
xf





 ,  10 x              ii) 

||

23
)(

2

xx

xx
xf


 ,     00 x

 iii) 





 

3

2 1
1)(

x
xxf ,    00 x . 



      1  ΟΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 182 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να βρείτε (εφόσον υπάρχει) το 
842

9
lim

4 


 xxxxx

. 

 
2. Να αποδείξετε ότι: 

    i) Η συνάρτηση xxf εφ)(   δεν  έχει όριο στο 
2

π
. 

  ii) Η συνάρτηση xxf σφ)(   δεν έχει όριο στο 0. 

 
3. Δίνονται οι συναρτήσεις 

            
1

2)1(
)(

2

2





x

xxλ
xf         και        

x

μxx
xg




2
)(

2

. 

Nα βρείτε τις τιμές των μλ,  για τις οποίες υπάρχουν στο  τα 

όρια 

)(lim
1

xf
x

        και        . )(lim
0

xg
x

Στη συνέχεια να υπολογίσετε τα παραπάνω όρια. 
 
4. Να βρείτε το , όταν: )(lim

1
xf

x

i) 


 )(

4
lim

1 xf

x
x

      ii) 
 2

)(
lim

1 x

xf
x

      iii) . 


)]23)(([lim 2

1
xxf

x

 
 

1.7  OΡΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ΣΤΟ  ΑΠΕΙΡΟ 
 
Στα παρακάτω σχήματα έχουμε τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων 

 σε ένα διάστημα της μορφής hgf ,, ),( α . 

 Cf

 f (x)

 (a)
 O

 

 + x
 x

 y

      

 Cg

 g(x)

(β)

O  +

 +

 x
 x

y

     

 Ch

 h(x)

O

(γ)

 +

 

 x

 x

y
58

 

Παρατηρούμε ότι καθώς το x αυξάνεται απεριόριστα με οποιονδήποτε τρόπο, 
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— το  προσεγγίζει όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό . Στην περίπτωση 

αυτή λέμε ότι η  f  έχει στο 

)(xf 

  όριο το  και γράφουμε 




)(lim xf
x

 

— το  αυξάνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η g έχει στο 

 όριο το  και γράφουμε 

)(xg

 




)(lim xg
x

 

— το  μειώνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η h έχει στο 

 όριο το  και γράφουμε 

)(xh

 




)(lim xh
x

. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να αναζητήσουμε το όριο μιας συνάρτησης  
f  στο , πρέπει η  f  να είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής .  ),( α

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν, όταν x  για μια συνάρτηση 
που είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής ),( β . ΄Ετσι, για τις συναρτήσεις 

 των παρακάτω σχημάτων έχουμε: hgf ,,

 

 f (x)

 (α)
O   x

 x

y

 Cf

       

 Cg

O

 g(x)

(β)



 +

 x  x

y

    

 Ch

 O

 h(x)

(γ)



 

 x
 x

 y
59

 
 
       


)(lim xf

x



)(lim xg

x
     και     


)(lim xh

x
. 

Για τον υπολογισμό του ορίου στο   ή   ενός μεγάλου αριθμού συναρτή-
σεων χρειαζόμαστε τα παρακάτω βασικά όρια: 




ν

x
xlim                                        και              0

1
lim 

 νx x
,       *ν








 περιττόςαν,-

άρτιοςαν,
lim

ν

ν
x ν

x
            και              0

1
lim 

 νx x
,      . *ν

Για παράδειγμα, 




3lim x
x

,            και      


2lim x
x

0
1

lim
2


 xx
. 
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Για τα όρια στο ,   ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο  με την 

προϋπόθεση ότι: 

 0x

— οι συναρτήσεις είναι ορισμένες σε κατάλληλα σύνολα και 
— δεν καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή. 
 

Όριο πολυωνυμικής και ρητής συνάρτησης 

 Έστω η συνάρτηση . Αν εφαρμόσουμε τις ιδιότητες 

των ορίων για τον υπολογισμό του , καταλήγουμε σε απροσδιόριστη 

μορφή. Στην περίπτωση αυτή εργαζόμαστε ως εξής: 

1252)( 23  xxxxf

)(lim xf
x 

Για  έχουμε 0x







 

32

3

2

11

2

5
12)(

xxx
xxf . 

Επειδή 

10001
2

11

2

5
1lim

32







 

 xxxx
   και    


)2(lim 3x

x

έχουμε 

)2(lim)(lim 3xxf
xx 

 . 

Γενικά 

Για την πολυωνυμική συνάρτηση , με  ι-0
1

1)( αxαxαxP ν
ν

ν
ν  

  0να
σχύει: 

)(lim)(lim ν
ν

xx
xαxP


        και        )(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP




Για παράδειγμα, 




)4(lim)7634(lim 5235 xxxxx
xx

. 

 Έστω τώρα η συνάρτηση 
75

13
)(

3

2





xx

xx
xf . 

Για  έχουμε: 0x

32

2

3

2

32

3

2

2

5

7

5

1
1

3

1

3

1
1

5

3

5

7

5

1
15

3

1

3

1
13

)(

xx

xx
x

x

xx
x

xx
x

xf











 







 

 . 

Επειδή 

1

5

7

5
1lim

3

1

3

1
1lim

5

7

5

1
1

3

1

3

1
1

lim

32

2

32

2








 










 












xx

xx

xx

xx

x

x

x
 

και 
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0
5

3
lim

5

3
lim

3

2
















 xx

x
xx

 

έχουμε 











 3

2

5

3
lim0)(lim

x

x
xf

xx
. 

Γενικά, 

Για τη ρητή συνάρτηση 
01

1
1

01
1

1)(
βxβxβxβ

αxαxαxα
xf

κ
κ

κ
κ

ν
ν

ν
ν















,  ,  0να 0κβ

ισχύει: 













 κ
κ

ν
ν

xx xβ

xα
xf lim)(lim         και       












 κ
κ

ν
ν

xx xβ

xα
xf lim)(lim  

Για παράδειγμα, 

3

5

3

5
lim

23

165
lim

2

2

2

2














 x

x

xx

xx
xx

. 

 
Όρια εκθετικής - λογαριθμικής συνάρτησης 

Αποδεικνύεται (1)   ότι: 
 

 Αν  (Σχ. 60), τότε 1α
x y=a

y

 1

 1
 y=log

 O

ax

 x

60

 

0lim 


x

x
α ,                  



x

x
αlim




xα
x

loglim
0

,           


xα
x

loglim  

 

 

 

 y=ax

 y=logax

 1

 1

 O  x

y
61

 

 Αν  (Σχ. 61), τότε 10  α




x

x
αlim ,               0lim 



x

x
α




xα
x

loglim
0

,           


xα
x

loglim  

 

Πεπερασμένο όριο ακολουθίας 

                                                 
(1) Η απόδειξη παραλείπεται. 
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Η έννοια της ακολουθίας είναι γνωστή από προηγούμενες τάξεις. Συγκεκριμένα: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ακολουθία ονομάζεται κάθε πραγματική συνάρτηση     *:α . 

Η εικόνα  της ακολουθίας α συμβολίζεται συνήθως με , ενώ η ακολουθία 

α συμβολίζεται με . Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

)(να να

)(αν ν

1
αν

*ν,  είναι μια 

ακολουθία. 

Επειδή το πεδίο ορισμού κάθε ακολουθίας, είναι το , έχει νόημα 

να μελετήσουμε τη συμπεριφορά της για πολύ μεγάλες τιμές του ν, δηλαδή όταν 
. 

...},4,3,2,1{* 

ν
Ο ορισμός του ορίου ακολουθίας είναι ανάλογος του ορισμού του ορίου συνάρ-
τησης στο  και διατυπώνεται ως εξής: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Θα λέμε ότι η ακολουθία  έχει όριο το )( να   και θα γράφουμε , 
 ν

ν
αlim

όταν για κάθε , υπάρχει  τέτοιο, ώστε για κάθε  να ισχύει 0ε *0ν 0νν 

εαν  ||   

Οι γνωστές ιδιότητες των ορίων συναρτήσεων όταν x , που μελετήσαμε 
στα προηγούμενα, ισχύουν και για τις ακολουθίες. Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων 
αυτών μπορούμε να υπολογίζουμε όρια ακολουθιών. 
Για παράδειγμα, 

2

1

4

2
lim

14

532
lim

2

2

2

2





 ν

ν

νν

νν
νν

. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Nα βρείτε τα όρια: 

      i)       ii)        iii) )5210(lim 3 


xx
x

)125(lim 3 


xx
x 8

5
lim

3  xx
 

     ii) 
23

125
lim

3

34




 xx

xxx
x

    v)
24

12
lim

23

3




 xx

xx
x

       vi) 
3

2
lim

10 


 xx

x
x

 

  vii) 










 2

5

1
lim

2 xx

x
x

               viii) 













 2

35
lim

22

x

x

x

x
x

. 
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2. Να βρείτε τα όρια: 

      i) 324lim 2 


xx
x

      ii) 910lim 2 


xx
x

 

  iii) )( 231lim 22 


xxx
x

     iv) βαxβxαx
x




),))(((lim  

     v) )( 34412lim 2 


xxx
x

. 

 
3. Να βρείτε τα όρια: 

      i) 
x

x
x

1
lim

2 


                             ii) )1(lim 2 xx
x




  

    iii)
x

x
x

1
lim

2 


                    iv) )1(lim 2 xx
x




 

    v) 
1

1
lim

2

2




 xx

xx
x

                       vi) )22(lim 22 xxxx
x




. 

 
 B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Για τις διάφορες πραγματικές τιμές του μ, να υπολογίσετε τα παρακά-
τω όρια: 

  i) )1(lim 2 xμx
x




      ii) 
65

32)1(
lim

2

23




 xxμ

xxμ
x

. 

 

2. Nα προσδιορίσετε το λ , ώστε το )105(lim 2 xλxx
x




 να υπάρ-

χει στο . 

 

3. Αν βxα
x

x
xf 





1

1
)(

2

, να βρείτε τις τιμές των βα, , για τις ο-

ποίες ισχύει  0)(lim 


xf
x

. 

 
4. Να βρείτε τα όρια: 

       i) 
23

|5|
lim

2

2




 xx

xxx
x

         ii) 
2

2

34

51
lim

xx

xx
x 




        iii) 
1

||
lim

2




 x

xx
x

. 

1.8  ΣΥΝΕΧΕΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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Oρισμός της συνέχειας 

Έστω οι συναρτήσεις  των οποίων οι γραφικές παραστάσεις δίνονται στα 

παρακάτω σχήματα. 

hgf ,,

 (a)

 Cf

 O

 f x( )0

 x0  x

 y

    

 Cg g(x0)

O

 (β)

 

 x0  x

y

    

 Ch

O

 (γ)

 1

 2

 x0  x

y 62

 
Παρατηρούμε ότι: 

— Η συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο  και ισχύει: 0x

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

— Η συνάρτηση g είναι ορισμένη στο  αλλά 0x

)()(lim 0
0

xgxg
xx




. 

— Η συνάρτηση h είναι ορισμένη στο  αλλά δεν υπάρχει το όριό της. 0x

Από τις τρεις γραφικές παραστάσεις του σχήματος μόνο η γραφική παράσταση 
της  f  δε διακόπτεται στο . Είναι, επομένως, φυσικό να ονομάσουμε συνεχή 

στο  μόνο τη συνάρτηση  f.  Γενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό. 
0x

0x

ΟΡΙΣΜΟΣ 

΄Εστω μια συνάρτηση  f  και  ένα σημείο  του πεδίου ορισμού της. Θα λέ-0x 0x

με ότι η  f  είναι συνεχής στο , όταν 0x

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση ||)( xxf   είναι συνεχής στο 0, αφού  

)0(0||lim)(lim
00

fxxf
xx




. 

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα 
σημείο  του πεδίου ορισμού της όταν: 0x

α) Δεν υπάρχει το όριό της στο  ή 0x

β) Υπάρχει το όριό της στο , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, , 

στο σημείο . 
0x )( 0xf

0x
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Για παράδειγμα: 

— Η συνάρτηση    δεν είναι συνεχής στο 0, αφού 








0αν,2

0αν,1
)(

2

xx

xx
xf

1)1(lim)(lim 2

00



xxf

xx
,       ενώ       2)2(lim)(lim

00



xxf

xx
, 

οπότε δεν υπάρχει το όριο της  f  στο 0. 

— Η συνάρτηση 
















1αν,3

1αν,
1

1

)(

2

x

x
x

x

xf    δεν είναι συνεχής στο 1, αφού 

2)1(lim
1

)1)(1(
lim)(lim

111








x
x

xx
xf

xxx
,   ενώ   3)1( f . 

 

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, 
θα λέγεται, απλά, συνεχής συνάρτηση.  

Για παράδειγμα: 

— Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για κάθε 0x  ισχύει 

)()(lim 0
0

xPxP
xx




. 

— Κάθε ρητή συνάρτηση 
Q

P
 είναι συνεχής, αφού για κάθε   του πεδίου ο-

ρισμού της ισχύει 

0x

)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP
xx




. 

— Οι συναρτήσεις  και xxf ημ)(  xxg συν)(   είναι συνεχείς, αφού για κάθε 

x0  ισχύει 

0
0

lim
xx

ημημ xx          και        0
0

συνσυν xx
xx

lim 


. 

Τέλος, αποδεικνύεται ότι: 

— Οι συναρτήσεις    και   xαxf )( xxg αlog)(  ,  10  α  είναι συνεχείς. 

Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις 

Από τον ορισμό της συνέχειας στο  και τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει το 

παρακάτω θεώρημα: 
0x

ΘΕΩΡΗΜΑ 
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Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο , τότε είναι συνεχείς στο  0x 0x

και οι συναρτήσεις: 

gf  ,    ,   όπου    fc  c ,     gf  ,     
g

f
,          και   || f ν f  

με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το . 0x

Για παράδειγμα: 
— Οι συναρτήσεις  και xxf εφ)(  xxg σφ)(   είναι συνεχείς ως πηλίκα συνε-

χών συναρτήσεων. 

— Η συνάρτηση 23)(  xxf  είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της 




 ,

3

2
, 

αφού η συνάρτηση  είναι συνεχής. 23)(  xxg

— Η συνάρτηση  είναι συνεχής, αφού είναι της μορφής 

, όπου  η οποία είναι συνεχής συνάρτηση ως γινόμενο 

των συνεχών συναρτήσεων 

|ημ|)( xxxf 
xxxg ημ)( 
xf

|)(|)( xgxf 
x)(1  και xxf ημ)(2  . 

Τέλος, αποδεικνύεται ότι για τη σύνθεση συνεχών συναρτήσεων ισχύει το ακό-
λουθο θεώρημα: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 0x

)( 0xf , τότε η σύνθεσή τους  είναι συνεχής στο . gof 0x

Για παράδειγμα, η συνάρτηση  

είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού 
της ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων 

 και . 

)1(ημ)( 2  xxφ

1)( 2  xxf xxg ημ)( 

 ω=ημy=ημ(x21)

 y=x21

 gf g

 f
 x

 
  

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Για ποια τιμή του α η συνάρτηση 













0αν,
ημ

0αν,22

x
x

x

xαx

)(xf     είναι συνεχής; 
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ΛΥΣΗ 

— Στο διάστημα  η  f  έχει τύπο  και επομένως είναι συνε-

χής ως πολυωνυμική. 

)0,( αxxf 2)( 2 

Στο διάστημα  η  f  έχει τύπο ),0( 
x

x
xf

ημ
)(   και επομένως είναι συνεχής ως 

πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 
Για να είναι η  f  συνεχής, αρκεί να είναι συνεχής και στο 00 x , δηλαδή αρκεί 

. Έχουμε όμως: )0()(lim
0

fxf
x




ααxxf
xx

2)2(lim)(lim 2

00



, 

               1
ημ

lim)(lim
00


 x

x
xf

xx
    και 

          αf 2)0(  . 

Επομένως, αρκεί  ή, ισοδύναμα, 12 α
2

1
α . 

Συνέχεια συνάρτησης σε διάστημα και βασικά θεωρήματα 

Πολλά από τα θεωρήματα της Ανάλυσης αναφέρονται σε συναρτήσεις οι οποίες 
είναι συνεχείς σε διαστήματα του πεδίου ορισμού τους. Είναι, επομένως, απα-
ραίτητο να γνωρίζουμε τι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση  f  είναι συνε-
χής σ’ ένα διάστημα. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα 
),( βα , όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του . (Σχ. 63α) ),( βα

 Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα 
],[ βα , όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του  και επιπλέον ),( βα

)()(lim αfxf
αx




       και       )()(lim βfxf
βx




  (Σχ. 63β) 

 y

 (  )
 O

 (α)
 β a  x

                   

y

 [  
 O  β a  x

63

]

 (β)  
 
Ανάλογοι ορισμοί διατυπώνονται για διαστήματα της μορφής , . ],( βα ),[ βα
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Δυο βασικές ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων σε διαστήματα εκφράζονται 
από τα παρακάτω θεωρήματα: 

Θεώρημα του Bolzano  

 x0x0

x0

 y

 B(β, f (β))

 Α(α, f (α)) f (a)

 f (β)

 O  β
 a

 x

64

 

Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική πα-
ράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης  f  στο 

. Επειδή τα σημεία  και 

 βρίσκονται εκατέρωθεν του ά-

ξονα , η γραφική παράσταση της  f  τέ-
μνει τον άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

],[ βα

,( fβB

))α(,( fαA

))(β

xx

Συγκεκριμένα ισχύει το παρακάτω θεώρημα 
του οποίου η απόδειξη παραλείπεται. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα . Αν: ],[ βα

        η f είναι συνεχής στο  και, επιπλέον, ισχύει ],[ βα

        0)()(  βfαf , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),(0 βαx   τέτοιο, ώστε  

0)( 0 xf . 

Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης 0)( xf  στο ανοικτό 

διάστημα . ),( βα

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το θεώρημα του Bolzano προκύπτει ότι: 

—  Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ 
αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε Δx  ή είναι αρνητική για κάθε , 
δηλαδή διατηρεί πρόσημο στο διάστημα Δ. (Σχ. 65) 

Δx

 y

 f (x)>0

 O  β a  x

 (α)                    

y

 f (x)<0

 O
 β a

 x

65

 (β)  
— Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσημο σε καθένα από το διαστήματα 
στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισμού της. 
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 x

 y

 ρ5

 ρ4 ρ3

 ρ2

 ρ1

 +


 +


 +

66

 

Αυτό μας διευκολύνει στον προσδιορισμό του προσήμου της  f  για τις διάφορες 
τιμές του x. Συγκεκριμένα, ο προσδιορισμός αυτός γίνεται ως εξής: 

α) Βρίσκουμε τις ρίζες της  f. 

β) Σε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες, επιλέγου-
με έναν αριθμό και βρίσκουμε το πρόσημο της  f  στον αριθμό αυτό. Το πρό-
σημο αυτό είναι και το πρόσημο της  f  στο αντίστοιχο διάστημα. 

Για παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε το πρόσημο της συνάρτησης  

xxxf συνημ)(  ,     ]2,0[ πx . 

Αρχικά υπολογίζουμε τις ρίζες της 0)( xf  στο . Έχουμε ]2,0[ π

4
1εφσυνημ0συνημ

π
xxxxxx    ή  

4

5π
x  . 

Έτσι οι ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισμού της στα διαστήματα 








4
,0
π

, 







4

5
,

4

ππ
 και 






π
π

2,
4

5
. 

Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τα αποτελέσματα του ελέγχου του προσήμου της  f  
σε κάθε διάστημα. 

Διάστημα 






4
,0
π

 







4

5
,

4

ππ
 






π
π

2,
4

5
 

Επιλεγμένος 
αριθμός  0x 0 

2

π
 π2  

)( 0xf  1  1 1  

Πρόσημο 
 

      

Επομένως, στα διαστήματα 






4
,0
π

, 






π
π

2,
4

5
 είναι 0)( xf , ενώ στο διάστημα 









4

5
,

4

ππ
 είναι . 0)( xf
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Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών 

Το επόμενο θεώρημα αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος του Bolzano και είναι 
γνωστό ως θεώρημα ενδιάμεσων τιμών. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 
],[ βα . Αν: 

        η f είναι συνεχής στο  και ],[ βα

        )()( βfαf   

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των  και  υπάρχει ένας, τουλάχιστον )(αf )(βf

),(0 βαx   τέτοιος, ώστε 

ηf x )( 0  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουμε ότι . Τότε θα ισχύει )()( βfαf  )()( βfηαf   (Σχ. 67). Αν 

θεωρήσουμε τη συνάρτηση ηxfxg  )()( , ]β,[αx , παρατηρούμε ότι: 

 η g είναι συνεχής στο  και   ],[ βα

x0x0  x0

y

 B(β, f (β))

f (a)

f (β)

 O  β

 y=η
 η

 a  x

67

 Α(α , f (α))

 

 , 0)()( βgαg

αφού 
0)()(  ηαfαg    και 

0)()(  ηβfβg . 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του 
Bolzano, υπάρχει  τέτοιο, ώστε ),(0 βαx 

0)()( 00  ηxfxg , οπότε ηxf )( 0 .    ■ 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο 
διάστημα , τότε, όπως φαίνεται και 

στο διπλανό σχήμα, δεν παίρνει υποχρεωτι-
κά όλες τις ενδιάμεσες τιμές. 

],[ βα

 

 

 
 Με τη βοήθεια του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών αποδεικνύεται ότι: 

y

 f (a)

 f (β)

 O

 y=η
 η

 x

68

 β a
 

Η εικόνα  ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συ-)(Δf

νάρτησης  f  είναι διάστημα. 
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 y

 (  )
 O

 (α)
 β a  x

                  

 

y

 (  )
 O

 (β)
 β a  x

69

 

 

 

 y

 [  )
 O

 (γ)
 β a  x

                  

 

y

 [  ]
 O

 (δ)
 β a  x x1 x2

 Μ

 m
 m

 Μ

 
 
Στην ειδική περίπτωση που το Δ είναι ένα κλειστό διάστημα , ισχύει το 

παρακάτω θεώρημα. 

],[ βα

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής) 

Αν  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο , τότε η  f  παίρνει στο  μια μέ-],[ βα ],[ βα

γιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη τιμή m. (Σχ. 69δ) 

Δηλαδή, υπάρχουν  τέτοια, ώστε, αν ],[, 21 βαxx  )( 1xfm   και , να 

ισχύει  

)( 2xfM 

Mxfm  )( ,    για κάθε   ],[ βαx .  

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών προκύπτει ότι το 
σύνολο τιμών μιας συνεχούς συνάρτησης  f  με πεδίο ορισμού το  είναι το 

κλειστό διάστημα , όπου m η ελάχιστη τιμή και Μ η μέγιστη τιμή της. 

],[ βα

],[ Mm

 O  2π
 3π/2

 π/2  π

 1

 1

y

 x

70

 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση xημxf )(  , 

 έχει σύνολο τιμών το ]2,0[ πx ]1,1[ , αφού 

είναι συνεχής στο  με ]2,0[ π 1m 1 και M . 
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 Τέλος, αποδεικνύεται ότι: 
Aν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διά-
στημα , τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα ),( βα

),( ΒΑ  (Σχ. 71α), όπου 

)(lim xfΑ
αx 

    και   )(lim xfB
βx 

 . 

Αν, όμως, η  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο , τότε το σύνο-),( βα

λο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα  (Σχ. 71β). ),( AB

 

 y

 (  )
 O

 (α)
 β

 B

 A

 a  x

                      

 

y

 (  )
 O

 (β)
 β

 Α

 Β

 a  x

71

 
 
Για παράδειγμα, 

— Το σύνολο τιμών της 1ln)(  xxf , ),0( ex , η οποία είναι γνησίως αύξουσα 

και συνεχής συνάρτηση (Σχ. 72), είναι το διάστημα )2,( , αφού 




)(lim
0

xf
x

   και   2)(lim 


xf
ex

. 

 

— Το σύνολο τιμών της 
x

xf
1

)(  , )1,0(x η οποία είναι γνησίως φθίνουσα και 

συνεχής συνάρτηση, (Σχ. 73) είναι το διάστημα ,1(

, 

) ού , αφ




)(lim
0

xf
x

   και   1)(lim
1




xf
x

. 

Ανάλογα συμπεράσματα έχουμε και όταν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής και 
γνησίως μονότονη σε διαστήματα της μορφής ,  και . ],[ βα ),[ βα ],( βα

 

 e

 2

 O

 

 x

y
72

 

1

 1

 O  x

y
73
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Να δειχτεί ότι η εξίσωση 4συν  xx  έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο διά-
στημα . )2,( ππ

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 4συν)(  xxxf , ]2,[ ππx . Τότε: 

 Η  f  είναι συνεχής στο  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. ]2,[ ππ

 Είναι 0)2()(  πfπf , αφού 

054συν)(  ππππf    και   03242συν2)2(  ππππf . 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  
 τέτοιο, ώστε )2,(0 ππx  0)( 0 xf , οπότε 04συν 00  xx  και συνεπώς 

. Άρα, η εξίσωση 4συν 00  xx 4συν  xx  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διά-

στημα . )2,( ππ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 1. Στα παρακάτω σχήματα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις δυο συναρ-

τήσεων. Να βρείτε τα σημεία στα οποία αυτές δεν είναι συνεχείς. 

 

O

 1

 1

 3

 2

 

 2. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο  τις παρακάτω συναρτή-

σεις: 
0x

     i)  ,             αν     








2,

2,4
)(

3

2

xx

xx
xf 20 x    

 3 2  x

y

 
 O

 1

 1

 1

 2

 3,5 3 2  x

 y
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 ii) 











1,3

1,1
)(

2

xx

xx
xf ,              αν     10 x  

iii) 
















2,3

2,
2

2

)(

2

x

x
x

xx

xf ,      αν     20  x . 

 
 3. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συνρτήσεις και με-

τά να χαράξετε τη γραφική τους παράσταση, αν 

      i) 











1||,
2

1||,2
)(

2

x
x

xx
xf            ii) 

















2,5

2,
2

65

)(

2

x

x
x

xx

xf  

  iii)           iv)  . 








1,ln

1,
)(

xx

xx
xf









0,1

0,
)(

2 xx

xe
xf

x

 
 4. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις 

  i) 
















1,

1

1

1,32

)(

2

x
x

x

xx

xf           ii) 













0,συν

0,
ημ

)(

xx

x
x

x

xf . 

 
 5. Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς: 

     i)                             ii)   )ημ(συν)( xxf  )1ln()( 2  xxxf

iii) 










1

1
ημ)(

2x
xf                          iv)  xexf ημ)( 

       v)   )ln(ln)( xxf 
 
 6. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 01ημ  xx  έχει μία τουλάχιστον λύ-

ση στο διάστημα . ),0( π

 
 7. Για κάθε μία από τις παρακάτω πολυωνυμικές συναρτήσεις  f, να 

βρείτε έναν ακέραιο α τέτοιον, ώστε στο διάστημα )1,( αα  η εξίσω-

ση  να έχει μία τουλάχιστον ρίζα 0)( xf

     i)            ii)  1)( 3  xxxf 12)( 5  xxxf

  iii)                      iv) . 42)( 4  xxxf 2)( 3  xxxf
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 8. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

0))(())(())((  μxλxγνxλxβνxμxα , 

όπου  και 0,, γβα νμλ  , έχει δυο ρίζες άνισες, μια στο διάστημα 

 και μια στο . ),( μλ ),νμ(

 
 9. Να βρείτε το πρόσημα της συνάρτησης  f  για όλες τις πραγματικές 

τιμές του x, όταν: 

     i)         ii)  22)( 23  xxxxf 24 9)( xxxf 

iii) 3εφ)(  xxf ,   ),( ππx        iv) xxxf συνημ)(  ,  . ]2,0[ πx
 
10. Να βρείτε το σύνολο τιμών των συναρτήσεων 

         i) ,      1ln)(  xxf ],1[ ex             ii) 2)(  xxf ,     )2,0(x  

       iii) ,   1ημ2)(  xxf 






6
,0
π

x          iv) ,      1)(  xexf ]0,(x . 

 
B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Αν , να προσδιορίσετε το κ, ώστε η  f  

να είναι συνεχής στο 








2,5

2,))((
)(

xxκ

xκxκx
xf

20 x . 

 

 2. Αν , να βρείτε τις τιμές των 













1,

1,5

1,12

)(

22

xβxα

x

xxβxα

xf βα,  για 

τις οποίες η  f  να είναι συνεχής στο 10 x . 

 
  3.  i) Έστω μία συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο . Να 

βρείτε το , αν για κάθε  ισχύει 

00 x

)0(f *x

1συν)(  xxfx . 

      ii) Ομοίως, να βρείτε το  για τη συνάρτηση g που είναι συνεχής 

στο  και για κάθε 

)0(g

00 x x  ισχύει 

2|ημ)(| xxxxg  . 

 
 4. Αν οι συναρτήσεις  είναι ορισμένες και συνεχείς στο  και 

πληρούν τις σχέσεις 

gf ,

0(f

]1,0[

)0() g  και , να αποδείξετε ότι 

υπάρχει ένα τουλάχιστον 

)1()1( gf 
)1,0(ξ  τέτοιο ώστε )() ξg(ξf  . 

  



      1  ΟΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 200 

 5. Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις: 

α) 0
2

1

1

1 64









x

x

x

x
        β) 0

2

ln

1





 x

x

x

ex

 

έχουν μια, τουλάχιστον, ρίζα στο . )2,1(

 
 6. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδείξετε ότι οι γρα-

φικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f  και g έχουν ένα ακριβώς κοι-
νό σημείο 

  i)    και   xexf )(
x

xg
1

)(          ii) xxf ln)(     και   
x

xg
1

)(   

 
 7. i) Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα ]1,1[ , για την οποία 

ισχύει 

1)(22  xfx   για κάθε  ]1,1[x . 

      α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης 0)( xf . 
      β) Να αποδείξετε ότι η  f  διατηρεί το πρόσημό της στο διάστημα 

)1,1( . 

      γ) Ποιος μπορεί να είναι ο τύπος της  f  και ποια η γραφική της παρά-
σταση; 

    ii) Με ανάλογο τρόπο να βρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης  f  
στο σύνολο , για την οποία ισχύει 

    για κάθε  22 )( xxf  x . 
y

 Ο(0,0)

 Β(1,1)

 Α(1,0)

 Γ(0,1)

 x

 

 
 8. Δίνεται το τετράγωνο ΟΑΒΓ 

του διπλανού σχήματος και μία 
συνεχής στο  συνάρτηση  f  

της οποίας η γραφική παράστα-
ση βρίσκεται ολόκληρη μέσα 
στο τετράγωνο αυτό. 

]1,0[

     i) Να βρείτε τις εξισώσεις των 
διαγωνίων του τετραγώνου 
και 

    ii) Να αποδείξετε με το θεώρημα του Bolzano ότι η  τέμνει και τις 

δύο διαγώνιες. 
fC

y

 Μ(x, f (x))

 Α(α, f (α))

 B(β, f (β))

 O  β a
 x

 Μ0(x0,y0)

 

 
 9. Στο διπλανό σχήμα η κα-

μπύλη C είναι η γραφική 
παράσταση μιας συνάρ-
τησης f που είναι συνεχής 
στο  και το 

 είναι ένα ση-

μείο του επιπέδου,  

]β,[α

),( 00 yx0Μ
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   i) Να βρείτε τον τύπο της απόστασης )()( 0MMxd   του σημείου 

 από το σημείο  της  για κάθε ),( 000 yxM ))(,( xfxM fC x ],[ βα . 

  ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση d είναι συνεχής στο  και στη 

συνέχεια ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, σημείο της  που απέχει 

από το λιγότερο από ότι απέχουν τα υπόλοιπα σημεία της και ένα, 

τουλάχιστον, σημείο της fC  υ απέχει από το 0M  ισσότερο από 

ότι απέχουν τα υπόλοιπα σημεία της. 

],[ βα

fC

ρ

0M  

πο πε

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 
 

Ι. 

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράμμα 
Α, αν ο ισχυρισμός είναι αληθής και το γράμμα Ψ, αν ο ισχυρισμός εί-
ναι ψευδής, αιτιολογώντας συγχρόνως την απάντησή σας. 

 1. Αν xxf ln)(   και , τότε xexg )(

 α) 
x

xfg
1

))((  ,                                                          Α     Ψ *x

 β) ,   xxgf ))((  x                                                        Α     Ψ 

 2. Αν 


l
x

xf
x 1

)(
lim

1
, τότε 0)(lim

1



xf

x
.                                     A     Ψ 

 3. Είναι 0
1

lim0
1

limlim
1

lim
2020020























  xxxx
x

xx
x

xxxx
.           A     Ψ 

 4. Αν  για κάθε 1)( xf x

1

 και υπάρχει το , τότε 

κατ’ ανάγκη . 

)(lim
0

xf
x

Α    Ψ )(lim xf
0x

 5. Ισχύει:  α) 1
1

ημlim 







 x
x

x
                                                     Α     Ψ 

             β) 1
ημ

lim 
 x

x
x

.                                                         Α     Ψ 

  



      1  ΟΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 202 

 6. Αν  κοντά στο 0, τότε .                    Α     Ψ 1)(0  xf 0))((lim 2

0



xfx

x

 7. Αν 
2

1
)(

x
xf  , ),(  αx , τότε κατ’ ανάγκη θα είναι 

. 

Α    Ψ 

0)(lim xf
x

 8. Αν υπάρχει το , τότε είναι ίσο με ))()((lim
6

xgxf
x

)6()6( gf  .       Α     Ψ 

 9. Αν , τότε κατ’ ανάγκη θα είναι  1|)(|lim
0




xf
xx

1)(lim
0




xf
xx

 ή 1)(lim
0




xf
xx

.  Α    Ψ 

10.Αν , τότε 0|)(|lim
0




xf
xx

0)(lim
0




xf
xx

.                                      Α     Ψ 

11. Αν η f είναι συνεχής στο  και για 4x  ισχύει 

4

127
)(




x

xx
xf

2 
)4(, τότε το  είναι ίσο με 1. f Α    Ψ 

12. Αν η  f  είναι συνεχής στο ]1,1[  και 4)1( f , 3)1( f

)

, 

τότε υπάρχει πραγματικός αριθμός 1,1(0 x  τέτοιος, 

ώστε . 
Α    Ψ 

πxf )( 0

ΙΙ. 

Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση σε καθεμιά από τις παρακάτω πε-
ριπτώσεις 

 1. Αν , lxf
xx




)(lim
0

mxg
xx




)(lim
0

, ml, )()( xgxf και   κοντά στο , 

τότε κατ’ ανάγκη θα είναι: 

0x

 Α)                             Β) ml  ml                           Γ)  ml 

 Δ)                             Ε) ml  lm  . 

 2. Το όριο 
32

32

)1(

)21(
lim




 x

x
x

 είναι ίσο με: 

 Α) 8               Β) 1              Γ) 0                 Δ)            Ε) . 8

 3. Το 
2

2323 |1|
lim

x

xxxx
x




 είναι ίσο με: 

 Α)             Β)           Γ) 1                 Δ)   1            Ε) 0. 
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 4. Αν το 
xx

xxx
xx 


 3

23 2
lim

0

 δεν υπάρχει, τότε: 

 Α) 00 x            Β) 20 x           Γ) 10 x             Δ) 10 x . 

ΙΙΙ. 

 1. Δίνονται οι συναρτήσεις 

1
)2(

1
)(

2





x
xf       και      

1

1
)(

2 


x
xg . 

Από τους Παρακάτω ισχυρισμούς λάθος είναι ο: 

 Α) η g είναι συνεχής στο 2 

 Β) η f είναι συνεχής στο 1 

 Γ) η g έχει δυο σημεία στα οποία δεν είναι συνεχής 

 Δ) . 1)(lim 


xf
x

 2. Ποια από τα παρακάτω όρια είναι καλώς ορισμένα; 

 Α) 1lim 20

0



xx

x
                       Β) 1lim 20

0



xx

x
 

 Γ) 13lim 9 


xx
x

                     Δ) 13lim 9 


xx
x

 

 Ε)                    ΣΤ) . )]1[ln(lim 3

0



xx

x
)]1[ln(lim 3

0



xx

x

 3. Δίνεται η συνάρτηση  f η οποία είναι συνεχής στο διάστημα , 

με ,  και 

]3,0[Δ
2)0( f 1)1( f 1)3(  f . 

 Ποιος από τους παρακάτω ισχυρισμούς δεν προκύπτει κατ’ ανάγκη 
από τις υποθέσεις; 

 Α) Υπάρχει  τέτοιος, ώστε )3,0(0 x 0)( 0 xf . 

 Β) . 1)(lim
3




xf
x

 Γ) . )2()(lim
2

fxf
x




 Δ) . )(]2,1[ Δf

      Ε) Η μέγιστη τιμή της  f  στο  είναι το 2 και η ελάχιστη τιμή της 

το 

]3,0[

1 . 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Η έννοια της συνάρτησης 

Η έννοια της συνάρτησης, ως έκφραση μιας εξάρτησης ανάμεσα σε δύο 
συγκεκριμένες ποσότητες, εμφανίζεται μ’ έναν υπονοούμενο τρόπο ήδη 
από την αρχαιότητα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελούν οι πίνα-
κες χορδών της “Αλμαγέστης”, του Έλληνα μαθηματικού και αστρονόμου 
της αλεξανδρινής περιόδου Κλαύδιου Πτολεμαίου. Στη μια στήλη αυτών 
των πινάκων υπάρχουν τα μήκη των τόξων ενός κύκλου και στην άλλη τα 
μήκη των αντίστοιχων χορδών. Χρησι-
μοποιώντας την έννοια του ημιτόνου 
στον μοναδιαίο κύκλο μπορούμε να 
εκφράσουμε αναλυτικά τη “συνάρτη-
ση” των πινάκων του Πτολεμαίου ως 
εξής: 

 A

 M

 B

 Ο
 x

 
χορδή τόξου 

2
ημ2

x
2)( AMABx  . 

Με τον ίδιο υπονοούμενο τρόπο η έν-
νοια της συνάρτησης εμφανίζεται στους λογαριθμικούς πίνακες που κατα-
σκευάστηκαν στις αρχές του 170υ αιώνα. 
Τα γεγονότα που έδωσαν αποφασιστική ώθηση στην ανάπτυξη της έννοιας 
της συνάρτησης ήταν η δημιουργία της Άλγεβρας (χρήση γραμμάτων και 
ειδικών συμβόλων για την αναπαράσταση μαθηματικών πράξεων, σχέσε-
ων, αγνώστων κ.λπ.) και της αναλυτικής γεωμετρίας (χρήση του αλγεβρι-
κού συμβολισμού σε γεωμετρικά προβλήματα). Ο Descartes, στο έργο του 
“La Geometrie” (1637), παρουσιάζοντας τη μέθοδο προσδιορισμού μιας 
καμπύλης από μια εξίσωση ως προς x και y (τα οποία εκφράζουν τα ευθύ-
γραμμα τμήματα-συντεταγμένες των σημείων της καμπύλης), περιέγραψε 
για πρώτη φορά τη δυνατότητα αναλυτικής αναπαράστασης μιας σχέσης 
εξάρτησης ανάμεσα σε μεταβλητές ποσότητες:  

“Αν λοιπόν πάρουμε διαδοχικά ένα άπειρο 
πλήθος διαφορετικών τιμών για το τμήμα y 
τότε θα προκύψει ένα άπειρο πλήθος τιμών 
για το τμήμα x και επομένως μια απειρία 
διαφορετικών σημείων, με τη βοήθεια των 
οποίων μπορεί να σχεδιαστεί η ζητούμενη 
καμπύλη”. 

Ο όρος “συνάρτηση” (από το λατινικό ρή-
μα fungor, που σημαίνει εκτελώ, λειτουρ-
γώ) εμφανίστηκε για πρώτη φορά το 1673 σ’ ένα χειρόγραφο του Leibniz 
με τίτλο “Η αντίστροφη μέθοδος των εφαπτομένων ή περί συναρτήσεων” 
(Methodus tangentium inversa, seu de functionibus), στο οποίο εξετάζεται 
ο υπολογισμός των τεταγμένων y των σημείων μιας καμπύλης όταν είναι 
γνωστή κάποια ιδιότητα των αντίστοιχων εφαπτομένων. Ο όρος αυτός άρ-
χισε να αποκτά από εκείνη την εποχή μια ιδιαίτερη σημασία για την ανα-

 y

 x
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παράσταση ποσοτήτων που εξαρτώνται από άλλες μεταβλητές ποσότητες, 
ιδιαίτερα όταν η εξάρτηση αυτή μπορεί να πάρει τη μορφή μιας αναλυτι-
κής έκφρασης. Ο J. Bernoulli έδωσε το 1718 τον επόμενο γενικό ορισμό: 

“Ονομάζω συνάρτηση ενός μεταβλητού μεγέθους μια ποσότητα που σχημα-
τίζεται με οποιοδήποτε τρόπο από αυτό το μεταβλητό μέγεθος και από στα-
θερές”. 

Η αντίληψη της συνάρτησης ως “αναλυτικής έκφρασης” κυριάρχησε για 
ένα μεγάλο χρονικό διάστημα, στη διάρκεια του οποίου η μαθηματική α-
νάλυση ορίζονταν ως η γενική επιστήμη των μεταβλητών και των συναρ-
τήσεών τους. Ο επόμενος ορισμός, που ταυτίζει την έννοια της συνάρτη-
σης με αυτήν της “αναλυτικής έκφρασης”, δόθηκε από τον L. Euler το 
1748, στο έργο του “Εισαγωγή στην απειροστική ανάλυση”. 

“Συνάρτηση μιας μεταβλητής ποσότητας ονομάζεται μια αναλυτική έκφρα-
ση που σχηματίζεται με οποιοδήποτε τρόπο από αυτή τη μεταβλητή ποσότη-
τα και αριθμούς ή σταθερές ποσότητες”. 

Η παραπέρα εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης προήλθε κυρίως από την 
προσπάθεια μαθηματικής ερμηνείας φυσικών προβλημάτων, όπως π.χ. το 
πρόβλημα μιας παλλόμενης χορδής, στερεωμένης στα δυο άκρα της. Σ’ 
αυτό το πρόβλημα, που απασχόλησε ιδιαίτερα τους επιστήμονες στη διάρ-
κεια του 18ου αιώνα, ζητείται να προσδιοριστεί μια συνάρτηση της μορ-
φής  που περιγράφει το σχήμα της χορδής σε μια δεδομένη χρο-

νική στιγμή t. Το είδος όμως των συναρτήσεων που υπεισέρχονται σ’ αυ-
τό το ζήτημα είναι τόσο γενικό, που ανάγκασε τους μαθηματικούς να α-
ναθεωρήσουν την καθιερωμένη αντίληψη ότι κάθε συνάρτηση ταυτίζεται 
με μια αναλυτική έκφραση και να αναζητήσουν γενικότερους ορισμούς. Ο 
L. Euler, ήδη από το 1755 διατύπωσε ένα τέτοιο ορισμό, απαλλαγμένο 
από την άμεση αναφορά στην έννοια της “αναλυτικής έκφρασης”. 

),( txfy 

“Αν κάποιες ποσότητες εξαρτώνται από άλλες ποσότητες με τέτοιο τρόπο 
ώστε, όταν οι τελευταίες αλλάζουν συμβαίνει το ίδιο και με τις πρώτες, τότε 
οι πρώτες ονομάζονται συναρτήσεις των τελευταίων. Αυτός ο ορισμός είναι 
πολύ ευρύς και περιλαμβάνει κάθε μέθοδο με την οποία μια ποσότητα θα 
μπορούσε να προσδιοριστεί από άλλες. Αν λοιπόν το x υποδηλώνει μια με-
ταβλητή ποσότητα, τότε όλες οι ποσότητες που εξαρτώνται από το x με ο-
ποιοδήποτε τρόπο ή προσδιορίζονται από αυτό, ονομάζονται συναρτήσεις 
του x”. 

Οι νέες αυτές αντιλήψεις οδήγησαν βαθμιαία στην έννοια της συνάρτησης 
ως αυθαίρετης αντιστοιχίας ανάμεσα στα στοιχεία δυο συνόλων, που δεν 
ακολουθεί υποχρεωτικά κάποιο “νόμο”. Ο J. Fourier, το 1822, επισήμανε 
ρητά αυτό το σημείο με την εξής παρατήρηση: “Γενικά, η συνάρτηση 

 παριστάνει μια διαδοχή τιμών ή τεταγμένων, καθεμιά από τις οποίες 

είναι αυθαίρετη. Αν δοθεί μια απειρία τιμών στην τετμημένη x, θα υπάρ-
χουν ίσου πλήθους τεταγμένες . Όλες έχουν πραγματικές αριθμητικές 

τιμές, θετικές ή αρνητικές ή μηδέν. Δεν προϋποθέτουμε ότι αυτές οι τεταγ-
μένες υπόκεινται σ’ ένα κοινό νόμο

)(xf

)(xf

. διαδέχονται η μια την άλλη με οποιο-
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δήποτε τρόπο και καθεμιά από αυτές δίνεται σαν να ήταν μια μοναδική πο-
σότητα”. 

 

Η έννοια της συνέχειας 

Την περίοδο που η έννοια της συνάρ-
τησης ταυτίζονταν με αυτήν της “ανα-
λυτικής έκφρασης”, υπήρχαν δυο δια-
φορετικές αντιλήψεις για την έννοια 
της συνέχειας. Η μία από αυτές, με κα-
θαρά γεωμετρική προέλευση, εξέφραζε 
την ιδιότητα μιας καμπύλης να μη πα-
ρουσιάζει “διακοπές”. η άλλη, με 
προέλευση κυρίως από τη φυσική, εξέ-
φραζε την ιδιότητα ενός φαινομένου να 
ακολουθεί τον ίδιο “νόμο”, την ιδιότη-
τα μιας συνάρτησης να διατηρεί την ί-
δια αναλυτική έκφραση σ’ ολόκληρο 
το πεδίο ορισμού της. Σ’ αυτήν την τε-
λευταία αντίληψη περί συνέχειας ά-
σκησε έντονη κριτική ο A. L.  Cauchy 
το 1844, σημειώνοντας τα εξής: “Στα 
έργα των Euler και Lagrange, μια συ-
νάρτηση ονομάζεται συνεχής ή ασυνε-
χής ανάλογα με το αν οι διαφορετικές 
τιμές αυτής της συνάρτησης υπόκεινται 
ή όχι στον ίδιο νόμο, προκύπτουν ή όχι 
από μια μοναδική εξίσωση. Όμως αυτός 
ο ορισμός πολύ απέχει από το να θεωρηθεί μαθηματικά ακριβής . γιατί αν οι 
διαφορετικές τιμές μιας συνάρτησης εξαρτώνται από δυο ή περισσότερες 
διαφορετικές εξισώσεις, τίποτα δεν μας εμποδίζει να μειώσουμε τον αριθμό 
αυτών των εξισώσεων ή ακόμη και να τις αντικαταστήσουμε από μια απλή 
εξίσωση, της οποίας η ανάλυση θα μας έδινε όλες τις υπόλοιπες. Επομένως, 
αν κανείς θεωρήσει τον ορισμό των Euler και Langrange εφαρμόσιμο σε 
όλα τα είδη των συναρτήσεων, τότε μια απλή αλλαγή του συμβολισμού είναι 
συχνά αρκετή για να μετασχηματίσει μια συνεχή συνάρτηση σε ασυνεχή και 
αντίστροφα. Έτσι π.χ., αν το x συμβολίζει μια πραγματική μεταβλητή, τότε η 
συνάρτηση που ισούται με x  ή x , ανάλογα με το αν η μεταβλητή x είναι 
θετική ή αρνητική, πρέπει για το λόγο αυτό να τοποθετηθεί στην κλάση των 
ασυνεχών συναρτήσεων . όμως η ίδια συνάρτηση θα μπορούσε να θεωρηθεί 

ως συνεχής όταν γραφεί στη μορφή 2x (1)  . 

 O

y

 x0  x

Ασυνέχεια στο x0 λόγω δια-
κοπής της καμπύλης σ’αυ-
τό το σημείο

 

 O

y

 x0  x

Ασυνέχεια στο x0 λόγω με-
ταβολής της αναλυτικής έκ-
φρασης σ’αυτό το σημείο.

 

Έτσι, ο χαρακτήρας της συνέχειας των συναρτήσεων, θεωρούμενος από το 
σημείο όπου οι γεωμέτρες σταμάτησαν για πρώτη φορά, είναι ασαφής και 
αβέβαιος. Η αβεβαιότητα όμως θα εξαφανιστεί, αν στη θέση του ορισμού 

                                                 
(1)  Είναι φανερό ότι  ο Cauchy χρησιμοποιεί εδώ, χωρίς να την ονομάζει, τη συνάρτηση απόλυτη τιμή. 
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του Euler αντικαταστήσουμε αυτόν που έχω δώσει στο κεφάλαιο ΙΙ του έρ-
γου μου “Αλγεβρική ανάλυση” …”. 

Ο ορισμός, στον οποίο αναφέρεται εδώ ο Cauchy, αποτελεί ουσιαστικά 
την πρώτη απόπειρα μελέτης της έννοιας της συνέχειας με λογική αυστη-
ρότητα. Αποσυνδέοντας αυτήν την έννοια από κάθε γεωμετρική εποπτεία 
και εξάρτηση από την έννοια της “αναλυτικής έκφρασης”, τη μετασχημά-
τισε σε μια καθαρά αριθμητική ιδιότητα των συναρτήσεων, που μπορεί να 
γίνει αντικείμενο λογισμού. Ο ορισμός αυτός του Cauchy, που δόθηκε το 
1821, έχει ως εξής: (έναν παρόμοιο ορισμό είχε δώσει και ο B. Bolzano το 
1817). 

“Έστω  μια συνάρτηση της μεταβλητής x και ας υποθέσουμε ότι για 

κάθε τιμή του x σ’ ένα δοσμένο διάστημα η συνάρτηση αυτή έχει πάντοτε 
μια μοναδική και πεπερασμένη τιμή. Αν δώσουμε στην μεταβλητή x μια α-
πειροελάχιστη αύξηση α, η συνάρτηση θα αυξηθεί κατά τη διαφορά 

)(xf

() xf )(xf  , η οποία εξαρτάται από τη νέα μεταβλητή α και την τιμή 

που είχε το x. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση  θα ονομάζεται 

συνεχής στο διάστημα της μεταβλητής x, αν για κάθε τιμή του x σ’ αυτό το 
διάστημα, η απόλυτη τιμή της διαφοράς 

)(xf

)()( xfxf   μικραίνει επ’ άπει-

ρον μαζί μ’ αυτήν του α. Με άλλα λόγια, η  θα παραμένει συνεχής ως 

προς x, αν μια απειροελάχιστη αύξηση της μεταβλητής παράγει πάντοτε μια 
απειροελάχιστη αύξηση της ίδιας της συνάρτησης”. 

)(xf

 

Η έννοια του ορίου 

Η έννοια της συνέχειας καθώς και ορισμένες άλλες βασικές έννοιες της 
ανάλυσης που θα γνωρίσουμε στα επόμενα κεφάλαια (όπως π.χ. η παρά-
γωγος και το ολοκλήρωμα) περιείχαν, στα πρώτα στάδια της εξέλιξής 
τους, ορισμένες ασάφειες, που οφείλονταν κυρίως στην αδυναμία των μα-
θηματικών να διαπραγματευθούν με λογική αυστηρότητα την έννοια του 
απείρως μικρού και του απείρως μεγάλου. Αυτή η αδυναμία οδηγούσε 
πολλούς να αμφισβητούν τα θεμέλια πάνω στα οποία στηρίζονταν το οι-
κοδόμημα της μαθηματικής ανάλυσης και να συνδέουν τα εντυπωσιακά 
αποτελέσματά της με ορισμένες μεταφυσικές ερμηνείες. 
Οι μαθηματικοί προσπάθησαν να ξεπεράσουν αυτές τις δυσκολίες εισάγο-
ντας την ιδέα του ορίου, με την οποία, αρχικά, εκφράζονταν η δυνατότητα 
μιας μεταβαλλόμενης ποσότητας να προσεγγίζει επ’ άπειρον μια σταθερή 
ποσότητα χωρίς στην πραγματικότητα να τη φτάνει ποτέ. Ο d’ Alembert 
όρισε το 1765 αυτήν την έννοια στην “Εγκυκλοπαίδεια” του Diderot ως 
εξής: 
“΄Ενα μέγεθος ονομάζεται όριο ενός άλλου όταν το δεύτερο μπορεί να 
προσεγγίζει το πρώτο σε μια απόσταση οσοδήποτε μικρή, αν και ένα μέγε-
θος δεν μπορεί να ξεπερνά ποτέ το μέγεθος που προσεγγίζει. έτσι ώστε η 
διαφορά μιας τέτοιας ποσότητας από το όριό της να είναι εντελώς αμελητέ-
α”. 
Σύμφωνα λοιπόν μ’ αυτόν τον ορισμό, που περικλείει την έννοια της κί-
νησης ως μια διαδικασία προσέγγισης, ο αριθμός 2 είναι το όριο της ακο-
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λουθίας   1,9      1,99      1,999      1,9999 …, αλλά όχι όριο ακολουθίας 
1,9      1,99      2      2 … (γιατί αυτή “φτάνει” το 2), ούτε όριο της ακο-
λουθίας   1,9      2,01      1,9999      2,0001 …  (γιατί αυτή ξεπερνά το 2). 
Ο τρόπος με τον οποίο οι μαθηματικοί χρησιμοποιούσαν την έννοια αυτή 
του ορίου φαίνεται χαρακτηριστικά στο επόμενο παράδειγμα, στο οποίο ο 

S.F. Lacroix αποδεικνύει το 1810 ότι 





 x

x
x
lim : 

“Έστω ότι δίνεται η συνάρτηση 



x

x
, στην οποία υποθέτουμε ότι το x αυ-

ξάνεται θετικά χωρίς τέλος. Διαιρώντας αριθμητή και παρονομαστή με το x, 

βρίσκουμε 

x




1
, ένα αποτέλεσμα που δείχνει καθαρά ότι η συνάρτηση θα 

παραμένει πάντοτε μικρότερη από το α αλλά θα προσεγγίζει συνέχεια αυτήν 

την τιμή, αφού το μέρος 
x


 του παρονομαστή μειώνεται όλο και περισσότε-

ρο και μπορεί να μειωθεί όσο θέλουμε. Η διαφορά ανάμεσα στο δοσμένο 
κλάσμα και την τιμή α εκφράζεται ως 













xx

x 2

 

και επομένως γίνεται ολοένα και πιο μικρή, όσο το x γίνεται μεγαλύτερο, 
και μπορεί να γίνει μικρότερη από οποιαδήποτε ποσότητα, οσοδήποτε μι-
κρή. Συνεπώς, το δοσμένο κλάσμα μπορεί να προσεγγίζει το α όσο κοντά 

θέλουμε: άρα το α είναι το όριο της συνάρτησης 



x

x
 ως προς την αόρι-

στη αύξηση του x”. 

Για να τυποποιήσουμε αυτήν την μακροσκελή διαδικασία, οι μαθηματικοί 
προσπάθησαν να αποσυνδέσουν την έννοια του ορίου από την έννοια της 
κίνησης και να την ορίσουν με καθαρά αριθμητικούς όρους, έτσι ώστε να 
γίνει ένα αντικείμενο μαθηματικού λογισμού. Το αποτέλεσμα αυτής της 
προσπάθειας υπήρξε ο σημερινός “στατικός” ορισμός με τη βοήθεια των 
ανισοτήτων και της απόλυσης τιμής, που διατυπώθηκε από τον 
Weierstrass στα μέσα του 19ου αιώνα. Με αυτόν τον ορισμό, η έννοια του 
ορίου απογυμνώθηκε από κάθε στοιχείο εποπτείας αλλά έγινε έτσι δυνατό 
να αποδειχθούν με λογική αυστηρότητα οι ιδιότητες των ορίων και να τυ-
ποποιηθεί η διαδικασία υπολογισμού τους. 



2 ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
 

 
 
 
 

2.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 
 
 
Στιγμιαία ταχύτητα 

Ας θεωρήσουμε ένα σώμα που κινείται κατά μήκος ενός άξονα και ας υποθέ-
σουμε ότι  είναι η τετμημένη του σώματος αυτού τη χρονική στιμή t. )(tSS 

 x=S(t)

 M

 O

A

 S(t0)

 S(t)

 M0

 1

 

H συνάρτηση S καθορίζει τη θέση του σώματος τη χρονική στιγμή t και ονομά-
ζεται συνάρτηση θέσης του κινητού. 
Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι κάποια χρονική στιγμή  το κινητό βρίσκεται στη 

θέση  και ότι μετά από παρέλευση χρόνου h, δηλαδή τη χρονική στιγμή 

, βρίσκεται στη θέση Μ. (Σχ. 1). Στο χρονικό διάστημα από  έως t η 

μετατόπιση του κινητού είναι ίση με 

0t

0M

htt  0 0t

)()( 0tStS  . Άρα, η μέση ταχύτητα του 

κινητού σ’ αυτό το χρονικό διάστημα είναι 

χρόνος

μετατόπιση)()(

0

0 



tt

tStS
. 

Όσο το t είναι πλησιέστερα στο , τόσο η μέση ταχύτητα του κινητού δίνει με 

καλύτερη προσέγγιση το  ρ υ θ μ ό  α λ λ α γ ή ς  της θέσης του κινητού κοντά 
στο . Για το λόγο αυτό το όριο της μέσης ταχύτητας, καθώς το t τείνει στο , 

το ονομάζουμε στιγμιαία ταχύτητα του κινητού τη χρονική στιγμή  και τη 

συμβολίζουμε με . Δηλαδή: 

0t

0t 0t

0t

)( 0tυ

0

0

0
0

)()(
lim)(

tt

tStS
tυ

tt 





. 
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Για παράδειγμα,αν είναι η συνάρτηση θέσης ενός κινητού (Σχ.2β),  tttS 4)( 2 

 x=S(t)

t=4
 t=2

 4 3 2 1O

 t=0

 (α)           

 x=S(t)

 2  4

 4

 O

x

 t

 2

 (β)  

τότε η στιγμιαία ταχύτητα του κινητού κατά τις χρονικές στιγμές ,  

και  είναι αντιστοίχως: 

11 t 22 t
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ΣΧΟΛΙΟ 

΄Οταν ένα κινητό κινείται προς τα δεξιά, τότε κοντά στο  ισχύει 0t

0
)()(

0

0 



tt

tStS
, οπότε είναι , ενώ, όταν το κινητό κινείται προς τα αρι-

στερά κοντά στο  ισχύει 

0)( tυ

t

0

0 0
)()(

0

0





tt

tStS
, οπότε είναι 0)( 0 tυ . 

Πρόβλημα εφαπτομένης 

Είναι γνωστό από την Ευκλείδεια Γεωμετρία ότι 
εφαπτομένη ενός κύκλου σε ένα σημείο του Α ο-
νομάζουμε την ευθεία η οποία έχει με τον κύκλο 
ένα μόνο κοινό σημείο, το Α. Ο ορισμός αυτός δεν 
μπορεί να γενικευτεί για οποιαδήποτε καμπύλη, 

γιατί, με έναν τέτοιο ορισμό η παραβολή  

θα είχε στο σημείο  δύο εφαπτόμενες ε και ζ 

(Σχ. 4α), ενώ η  δεν θα είχε στο σημείο 

 καμία εφαπτομένη (Σχ. 4β).  

2xy 
)1,1(A

3xy 
)1,1(A

 O

 Α

 ε

 3
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 Ο

 ε  ζ

 x

 A(1,1)

 (α)

 y=x2

 y

                                       (β)

 Ο  x

 y=x3

y
 4

 A(1,1)

 

Επομένως, πρέπει να αναζητήσουμε έναν άλλον ορισμό της εφαπτομένης του 
κύκλου, ο οποίος να μπορεί να γενικευτεί για όλες τις καμπύλες.  

Θεωρούμε, λοιπόν, ένα άλλο σημείο Μ του 
κύκλου (Σχ. 5). Τα σημεία  ορίζουν μια 
τέμνουσα του κύκλου, την ευθεία 

MA,
AM . Κα-

θώς το σημείο Μ, κινούμενο πάνω στον κύ-
κλο πλησιάζει στο Α, η τέμνουσα ΑΜ φαίνε-
ται να έχει ως “οριακή θέση” την εφαπτομένη 
του κύκλου στο Α. 

 εφαπτομένη
     στο Α

 Α

Μ

Μ

 O

Μ

 5

 

Τη διαπίστωση αυτή θα δούμε, τώρα, πως 
μπορούμε να την αξιοποιήσουμε για να ορί-
σουμε την εφαπτομένη της γραφικής παρά-
στασης μιας συνάρτησης σε ένα σημείο της.  

 Έστω f  μία συνάρτηση και  ένα σημείο της γραφικής της παρά-

στασης. 

))(,( 00 xfxA

 ε

 xO

 Cf

 x x0

 M(x, f (x))

 A(x0, f (x0))

 y

 M

 (α)

 ε

 x x0 O

 Cf

 x

 (β)

 M(x, f (x))

y

 M

 A(x0, f (x0))

 6

 
 

Αν πάρουμε ένα ακόμη σημείο , ))(,( xfxM 0xx  , της γραφικής παράστασης 

της  f  και την ευθεία ΑΜ που ορίζουν τα σημεία Α και M, παρατηρούμε ότι: 
Καθώς το x τείνει στο 0  με 0 , η τέμνουσα ΑΜ φαίνεται να παίρνει μια 

οριακή θέση ε (Σχ. 6α). Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει και όταν το x 

x  xx 
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τείνει στο  με  (Σχ. 6β). Την οριακή θέση της ΑΜ θα μπορούσαμε να 

την ονομάσουμε εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο Α. Επειδή η 

κλίση της τέμνουσας ΑΜ είναι ίση με 

0x 0xx 

0

0 )()(

xx

xfxf




, είναι λογικό να αναμένουμε 

ότι η εφαπτομένη της  στο σημείο  θα έχει κλίση το fC ))(,( 00 xfxA

0

0 )()(

xx

xfx


lim

0

f
xx


. 



Έτσι δίνουμε τον παρακάτω ορισμό. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω  f  μια συνάρτηση και  ένα σημείο της . Αν υπάρχει το ))( 0xf,( 0xA fC

0

(

x

f


 0

0

))(
lim

x

xxf
xx

 και είναι ένας πραγματικός αριθμός λ, τότε ορίζουμε ως εφα-

πτομένη της  στο σημείο της Α, την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έ-fC

χει συντελεστή διεύθυνσης λ. 

Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο  είναι ))(,( 00 xfxA

(xfy )() 00 xxλ  , 

όπου      

                 
0

0

0

)(

x

xf
x

)1,1

)(
lim

x

xf
x

λ 



. 

 A(1,1) y=x2

 x O

y
 7

 

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση  και 

το σημείο της . Επειδή 

2)( xxf 
(A

1

1
lim

1

)1()




x

f( 2

1 


 x

xxf
x

lim
1x

  

                        2)1(lim
1

x

)1


x

, 

ορίζεται εφαπτομένη της  στο σημείο της 

. Η εφαπτομένη αυτή έχει συντελεστή διεύ-

θυνσης  και εξίσωση 

fC

)1,1(A

2λ (21 y x . 

 
Ορισμός παραγώγου συνάρτησης σε σημείο 

Στα προηγούμενα, οι ορισμοί της στιγμιαίας ταχύτητας ενός κινητού και της 
εφαπτομένης σε σημείο μιας καμπύλης μας οδήγησαν σε ένα όριο της μορφής 

0

0 )()(

xx

xfx

0
lim

f
xx


. 



Για την ιδιαίτερη περίπτωση που το παραπάνω όριο υπάρχει και είναι πραγματι-
κός αριθμός, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  του πεδίου 0x

ορισμού της, αν υπάρχει το 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




 

και είναι πραγματικός αριθμός. 
Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της f στο  και συμβολίζεται με 0x

)( 0xf  . Δηλαδή: 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





. 

Για παράδειγμα, αν , τότε στο 1)( 2  xxf 10 x  έχουμε 

2)1(lim
1

)1)(1(
lim

1

1
lim

1

)1()(
lim

11

2

11














x

x

xx

x

x

x

fxf
xxxx

. 

Επομένως, 2)1( f . 

Αν, τώρα, στην ισότητα 
0

0

0
0

)()(
lim)(

xx

xfxf
xf

xx 





 θέσουμε hxx  0 , τότε έ-

χουμε 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0





. 

Πολλές φορές το  συμβολίζεται με , ενώ το 0xxh  xΔ  )()( 00 xfhxf  

 συμβολίζεται με , οπότε ο παραπάνω τύπος γράφεται: )()( 00 xfxΔxf  )( 0xfΔ

Δx

xΔf
xf

Δx

)(
lim)( 0

0
0 
 . 

Η τελευταία ισότητα οδήγησε το Leibniz να συμβολίσει την παράγωγο στο  

με 

0x

dx

xdf )( 0  ή 
0

)(
xxdx

xdf
 . Ο συμβολισμός )( 0xf   είναι μεταγενέστερος και οφεί-

λεται στον Lagrange. 
Είναι φανερό ότι, αν το  είναι εσωτερικό σημείο ενός διαστήματος του πεδίου 

ορισμού της  f, τότε: 
0x

Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο , αν και μόνο αν υπάρχουν στο  τα όρια 0x

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx 



,    

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx 



 

και είναι ίσα. 
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Για παράδειγμα, 

 O  x

y

 y=x2

 y=x2

 8

 

— η συνάρτηση  είναι παραγω-

γίσιμη στο 0 με , αφού 








0,

0,
)(

2

2

xx

xx
xf

0)0( f

0
0

lim
)0 2

0





 x

x
x0

()(
lim

0 


 x

fxf

x
 

και 

              0
0

lim
0

)0()(
lim

2

00








 x

x

x

fxf
xx

, 

ενώ 

 O  x

y

 y=x3

 y=5x
 9

 

— η συνάρτηση  δεν είναι πα-

ραγωγίσιμη στο 0, αφού 








0,5

0,
)(

3

xx

xx
xf

0
0

lim
)0 3

0





 x

x
x0

()(
lim

0 


 x

fxf

x
 

και 

5
05

lim
)0

0





 x

x
x0

()(
lim

0 


 x

fxf

x
. 

 
ΣΧΟΛΙΑ 

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό: 

 Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγμή , είναι η παράγωγος 

της συνάρτησης θέσης  τη χρονική στιγμή . Δηλαδή, είναι  
0t

)(tSx  0t

)()( 00 tStυ  . 

 Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης ε της  μιας παραγωγίσιμης 

συνάρτησης  f, στο σημείο  είναι η παράγωγος της  f στο . Δηλα-

δή, είναι 

fC

))(,( 00 xfxA 0x

)( 0xfλ  , 

οπότε η εξίσωση της  ε φ α π τ ο μ έ ν η ς  ε  είναι: 

))(()( 000 xxxfxfy   

Την κλίση )( 0xf   της εφαπτομένης ε στο  θα τη λέμε και κλίση της 

 στο Α ή κλίση της  f  στο . 

))(,( 00 xfxA

fC x0

Κατακόρυφη εφαπτομένη 
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 Ας δούμε, τώρα, αν μπορούμε να ορίσουμε 
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης μιας 
συνεχούς συνάρτησης  f  σ’ ένα σημείο της 

, όταν η f δεν είναι παραγωγίσιμη 

στο .  

))(,( 00 xfxA

0x
 y x

 O  x

 M(x, f (x))

y
10+

 

— Έστω για παράδειγμα η συνάρτηση  

                xxf )(   (Σχ. 10).  

Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 0, αλλά 
δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, αφού 


 xx

x
xx

1
limlim

00





 x

fxf
x 0

)0()(
lim

0
. 

Παρατηρούμε όμως ότι, αν , ))(,( xfxM 0x , είναι ένα σημείο της , τότε, 

καθώς το x τείνει στο 0, η τέμνουσα ΟΜ φαίνεται να παίρνει ως οριακή θέση 
την κατακόρυφη ευθεία που περνάει από το Ο, δηλαδή τείνει να συμπέσει με τον 
άξονα . Στην περίπτωση αυτή ως εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  

f  στο  ορίζουμε την κατακόρυφη ευθεία 

fC

yy 

0,0(O ) 0x .  

 

— ΄Εστω τώρα και η συνάρτηση 

O  x

 M(x,f (x))M(x,f (x))

y
11

 +

 

||)( xxf  .       (Σχ. 11) 

Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 0, 
αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, 
αφού 








 xx

x

xx

1
limlim

00





 x

fxf

x 0

)0()(
lim

0

 
 και 


 xx

x

x

1
limlim

00





 x

fxf

xx 0

)0()(
lim

0
. 

Παρατηρούμε όμως και εδώ ότι, αν , ))(,( xfxM 0x

fC

, είναι ένα σημείο της , 

τότε, καθώς το x τείνει στο 0, η τέμνουσα ΟΜ τείνει να συμπέσει με τον άξονα 
. Στην περίπτωση αυτή ως εφαπτομένη της  στο  ορίζουμε την κα-

τακόρυφη ευθεία . 

fC

yy  )0,0(O

0x
Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 
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Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  και ισχύει μια από τις παρακάτω 0x

συνθήκες: 

α) 




0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx

  (ή )   

β) 



 0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx
   και   




 0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx
, 

γ) 



 0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx
   και   




 0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx
, 

τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη της  στο σημείο  την κατακόρυ-fC ))(,( 00 xfxA

φη ευθεία 0xx  . 

Για παράδειγμα, η γραφική παράσταση της συνάρτησης 





 


,

,
)(

x

x
xf





0

0

x

x
(Σχ. 12) 

δέχεται στο σημείο της  κατακόρυφη 

εφαπτομένη, την , αφού είναι συνεχής 
στο 0 και ισχύει 

)0,0(O

0x











 xx

x

x

fxf

xxx

1
limlim

0

)0()(
lim

000

.
1

limlim
0

)0()(
lim

000





  xx

x

x

fxf
xxx

 

 

 Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι παραγω-

γίσιμη στο  και δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

παραπάνω ορισμού, τότε δεν ορίζουμε εφαπτομένη 
της  στο σημείο . 

0x

fC ))(,( 00 xfxA

Για παράδειγμα, η γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης 






,

,
)( 2x

x
xf




0

0

x

x
, 

δεν έχει εφαπτομένη στο , αφού )0,0(O

1lim
0

)0()(
lim

00





 x

x

x

fxf
xx

, 

O  x

y
12 +

+

 O  x

y

 y=x

 y=x2

13
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ενώ 

                                       0limlim
0

)0()(
lim

0

2

00






x

x

x

x

fxf
xxx

. 

 
Παράγωγος και συνέχεια 

Έστω η συνάρτηση . Η  f  είναι συνεχής 

στο , αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, 

αφού 

||)( xxf 
00 x

 O  x

 y 14

 

1lim
)0

0


 x

x
x0

()(
lim

0 


 x

fxf

x
, ενώ 

               1lim
0

)0()(
lim

00








 x

x

x

fxf
xx

. 

 

Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι μια συνάρτηση  f  μπορεί να είναι συνεχής σ’ ένα 
σημείο  χωρίς να είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. Αν, όμως, η  f  είναι παραγω-

γίσιμη στο , τότε θα είναι και συνεχής στο , δηλαδή ισχύει το παρακάτω 

θεώρημα: 

0x

0x 0x

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο , τότε είναι και συ-0x

νεχής στο σημείο αυτό. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Για  έχουμε 0xx 

)(
)()(

)()( 0
0

0
0 xx

xx

xfxf
xfxf 




 , 

οπότε 

















)(
)()(

lim)]()([lim 0
0

0

0
0

0
xx

xx

xfxf
xfxf

xxxx
 

                                                  )(lim
)()(

lim 0
00

0

0
xx

xx

xfxf
xxxx








 

                                                  00)( 0  xf , 

αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο . Επομένως, 0x )()(lim 0
0

xfxf
xx




, δηλαδή η  f  

είναι συνεχής στο .     ■ 0x

ΣΧΟΛΙΟ 
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Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σ’ ένα σημείο , τότε, σύμφωνα με το 

προηγούμενο θεώρημα, δεν μπορεί να είναι παραγωγίσιμη στο . 
0x

0x

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Για ποιες τιμές του α , η συνάρτηση   είναι: 








0,1

0,
)(

3

22

xαxx

xαxx
xf

           i) συνεχής στο ;                    ii) παραγωγίσιμη στο ; 00 x 00 x

ΛΥΣΗ 

 i) Η  f  είναι συνεχής στο 00 x , αν και μόνο αν 

)0()(lim)(lim
00

fxfxf
xx




 

ή, ισοδύναμα, 

112  αα   ή  1α . 

ii) Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 

 Αν , η συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής και επομένως δεν είναι παρα-
γωγίσιμη. 

11,α

 Αν , η συνάρτηση γράφεται 1α









0,1

0,1
)(

3

2

xxx

xxx
xf . 

— Για , έχουμε 0x

1
)1(11

0

)0()( 2











x
x

xx

x

xx

x

fxf
, 

οπότε 

1)1(lim
0

)0()(
lim

00






x

x

fxf
xx

. 

— Για  έχουμε 0x

1
)1(11

0

)0()( 2
23











x
x

xx

x

xx

x

fxf
, 

οπότε 

1)1(lim
0

)0()(
lim 2

00






x

x

fxf
xx

. 
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Άρα 

0

)0()(
lim

0

)0()(
lim

00 






 x

fxf

x

fxf

xx
 

και επομένως, για  η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 1α 00 x . 

 Αν , η συνάρτηση γράφεται 1α









0,1

0,1
)(

3

2

xxx

xxx
xf  

— Για , έχουμε 0x

1
)1(11

0

)0()( 2











x
x

xx

x

xx

x

fxf
, 

οπότε 

1)1(lim
0

)0()(
lim

00






x

x

fxf
xx

. 

— Για  έχουμε 0x

1
)1(11

0

)0()( 2
23











x
x

xx

x

xx

x

fxf
, 

οπότε 

1)1(lim
0

)0()(
lim 2

00






x

x

fxf
xx

. 

Άρα 

0

)0()(
lim

0

)0()(
lim

00 






 x

fxf

x

fxf

xx
 

και επομένως, για  η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1α 00 x . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f  στο σημείο , όταν 0x

   i) ,     ii) 1)( 2  xxf 00 x
2

1
)(

x
xf  ,  10 x  

iii) ,   . xxf 2ημ)(  00 x

2. Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης  f  στο σημείο 
, όταν 0x
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    i)  ,     ||)( xxxf  00 x             ii) |1|)(  xxf ,                   10 x

iii) , |3|)( xxxf  2 10 x 0x

)()( xxfxg 

0

           iv) ,  . 











0,1

0,1
)(

2

xx

xxx
xf 0

3. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0, να αποδείξετε ότι η συνάρ-
τηση  είναι παραγωγίσιμη στο 0. 

4. Αφού μελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο  τις παρακάτω συναρ-

τήσεις, να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιμες στο σημείο αυτό. 
0x

i) ,  αν  











0,

0,1
)(

3

2

xx

xx
xf 0 x 1|1|)(   ii)   xxf 1x

))(,( xfxA

, αν  . 0

5. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  (αν ορίζεται) στο 

 για κάθε μία από τις συναρτήσεις των ασκήσεων 1 και 2. 
fC

00

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ||ημ2)( xxxxf   στο 

σημείο . 00 x

2. Αν για μία συνάρτηση  f  ισχύει , για κάθε 32332)1( hhhhf 
h , να αποδείξετε ότι: 

i) 2)1( f    ii) 3)1( f . 

3. Αν 













0,1ημ

0,
1

1

)(

xx

x
xxf , να αποδείξετε ότι ορίζεται εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης στο σημείο  και σχηματίζει με τον άξονα 

των x γωνία 

)1,0(A

4

π
. 

4. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης 















0,0

0,
συν1

)(

x

x
x

x

xf  στο 

. 00 x

5. Αν , για κάθε 1)(1 2  xxxfx x , να αποδείξετε ότι: 

   i)  1)0( f
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  ii) 1
)0()(

1 


 x
x

fxf
,    για 0x   και  

1
)0()(

1 


 x
x

fxf
,    για  0x

 iii) . 1)0( f

6. Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο σημείο 00 x  και για κάθε 

x  ισχύει: 
4242 ημ)(ημ xxxxfxx   

να αποδείξετε ότι 

i) 0)0( f                                ii) 1)0( f . 

7. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0 και 4
)(

lim
0


 x

xf
x

, να αποδείξετε 

ότι: 

i) 0)0( f                       ii) 4)0( f . 

8. Nα αποδείξετε ότι, αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο , 

τότε 
0x

    i) )(
)()(

lim 0
00

0
xf

h

xfhxf
h





 

  ii) )(2
)()(

lim 0
00

0
xf

h

hxfhxf
h





. 

9. Στο παρακάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρ-
τήσεων θέσεως τριών κινητών που κινήθηκαν πάνω στον άξονα  
στο χρονικό διάστημα από 0sec έως 8sec. Να βρείτε: 

xx

 8
 7 6 5

 4 2
 O

 t (sec)

 x=S(t)  κινητό Γ

 κινητό Α

 κινητό Β

 

   i) Ποιο κινητό ξεκίνησε από την αρχή του άξονα κίνησης; 

             ii) Ποιο κινητό κινήθηκε μόνο προς τα δεξιά; 
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       iii) Ποιο κινητό άλλαξε φορά κίνησης τη χρονική στιγμή sec, 
ποιο τη χρονική στιγμή 

2t
4t sec και ποιο τη χρονική στιγμή 

5t sec; 

        iv) Ποιο κινητό κινήθηκε προς τα αριστερά σε όλο το χρονικό διά-
στημα από 0sec έως 4sec; 

              v) Ποιο κινητό τερμάτισε πιο κοντά στην αρχή του άξονα κίνησης; 

             vi) Ποιο κινητό διάνυσε το μεγαλύτερο διάστημα; 

 
 

2.2  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ - 
         ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 

 Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α. Θα λέμε ότι: 

— H f είναι παραγωγίσιμη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιμη, όταν είναι παραγωγί-
σιμη σε κάθε σημείο . Ax 0

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα  του πεδίου ορι-

σμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 

),( βα

), βα(0x  . 

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  του πεδίου ορισμού 

της, όταν είναι παραγωγίσιμη στο  και επιπλέον ισχύει 

],[ βα

),( βα





 αx

αfxf
αx

)()(
lim      και     




 βx

βfxf
βx

)()(
lim . 

 Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α κα 1A  τo σύνολο των σημείων 

του Α στα οποία αυτή  είναι παραγωγίσιμη. Αντιστοιχίζοντας  x ο 

)(xf  , ορίζουμε τη συνάρ

ι 

κάθε στ

τηση  
1A  

),(

: 1

xfx

RAf




 

η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά παράγωγος της  f. H 

πρώτη παράγωγος της  f  συμβολίζεται και με 
dx

df
 που διαβάζεται “ντε εφ προς 

ντε χι”. Για πρακτικούς λόγους την παράγωγο συνάρτηση )(xfy   θα τη συμ-

βολίζουμε και με . ))((  xfy

ΑΑν υποθέσουμε ότι το 1  είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγω-

γος της , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται 

με . 

f 

f 
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Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  με , και συμβολίζεται με 

. Δηλαδή 

3ν
)(νf

][ 1)()(  νν ff ,   . 3ν

Η εύρεση της παραγώγου συνάρτησης, με βάση τον ορισμό που δώσαμε, δεν 
είναι πάντα εύκολη. Στη συνέχεια θα δούμε μερικές βασικές περιπτώσεις παρα-
γώγισης συναρτήσεων, που θα τις χρησιμοποιούμε στην εύρεση παραγώγου συ-
ναρτήσεων (αντί να χρησιμοποιούμε τον ορισμό κάθε φορά). 
 

Παράγωγος μερικών βασικών συναρτήσεων 

 ΄Εστω η σταθερή συνάρτηση cxf )( , c . Η συνάρτηση  f  είναι παραγω-

γίσιμη στο  και ισχύει 0)(  xf , δηλαδή 

0)( c  

Πράγματι, αν  είναι ένα σημείο του , τότε για 0x 0xx   ισχύει: 

0
)()(

00

0 







xx

cc

xx

xfxf
. 

Επομένως, 

0
)()(

lim
0

0

0





 xx

xfxf
xx

, 

δηλαδή .      ■ 0)( c

 Έστω η συνάρτηση . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  και 

ισχύει , δηλαδή 

xxf )(

1)(  xf

1)( x  

Πράγματι, αν  είναι ένα σημείο του , τότε για 0x 0xx   ισχύει: 

1
)()(

0

0

0

0 







xx

xx

xx

xfxf
. 

Επομένως, 

11lim
)()(

lim
00

0

0





 xxxx xx

xfxf
, 

δηλαδή .      ■ 1)( x

 Έστω η συνάρτηση , νxxf )( }1,0{ν
1

1)(  νν xνx

. Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγί-

σιμη στο  και ισχύει , δηλαδή )(  νxνxf
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Πράγματι, αν  είναι ένα σημείο του , τότε για 0x 0xx   ισχύει: 

1
00

21

0

1
00

21
0

0

0

0

0 ))(()()( 













 ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf



, 

οπότε 

1
0

1
0

1
0

1
0

1
00

21

00

0

0
)(lim

)()(
lim 





 ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
 , 

δηλαδή .      ■ 1)(  νν xνx

 Έστω η συνάρτηση xxf )( . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει ),0( 
x

xf
2

)(  1
, δηλαδή 

 
x

x
2

1



 

Πράγματι, αν  είναι ένα σημείο του 0x ),0(  , τότε για 0xx   ισχύει: 

  
    000

0

00

00

0

0

0

0 1

)()(

)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf






















, 

οπότε 

00
00

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf
xxxx









, 

δηλαδή  
x

x
2

1



. 

Όπως είδαμε στην παράγραφο 3.1 η xxf )(  δεν είναι παραγωγίσιμη       

στο 0.      ■ 

 Έστω συνάρτηση . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  και 

ισχύει , δηλαδή 

xxf ημ)( 
xxf συν)( 

xx συν)ημ(   

Πράγματι, για κάθε x   και 0h  ισχύει  

               
h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf ημημσυνσυνημημ)(ημ)()( 
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h

h
x

h

h
x

ημ
συν

)1συν(
ημ 


 . 

Επειδή  

1
ημ

lim
0


 h

h
h

   και   0
1συν

lim
0




 h

h
h

,  

έχουμε  

xxx
h

xfhxf
h

συν1συν0ημ
)()(

lim
0





. 

Δηλαδή,  xx συν)ημ(  .      ■ 

 Έστω η συνάρτηση . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  

και ισχύει , δηλαδή 

xxf συν)( 
xxf ημ)( 

xx ημ)συν(   

Πράγματι, για κάθε x  και 0h  ισχύει: 

h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf συνημημσυνσυνσυν)(συν)()( 






 

                                                             
h

h
x

h

h
x

ημ
ημ

1συν
συν 


 , 

οπότε 








 





 




 h

h
x

h

h
x

h

xfhxf
hhh

ημ
ημlim

1συν
συνlim

)()(
lim

000
 

                                             xxx ημ1ημ0συν  . 

Δηλαδή, .      ■ xx ημ)συν( 

ΣΧΟΛΙΟ 

Τα όρια 

1
ημ

lim
0


 x

x
x

,    0
1συν

lim
0




 x

x
x

, 

τα οποία χρησιμοποιήσαμε για να υπολογίσουμε την παράγωγο των συναρτήσε-
ων ,  είναι η παράγωγος στο xxf ημ)(  xxg συν)(  00 x  των συναρτήσεων 

 αντιστοίχως, αφού gf ,

)0(
0

0ημημ
lim

ημ
lim

00
f

x

x

x

x
xx








 

)0(
0

0συνσυν
lim

1συν
lim

00
g

x

x

x

x
xx









. 
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 Έστω η συνάρτηση . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει , δηλαδή 

xexf )(
xexf )(

xx ee )(  

 Έστω η συνάρτηση . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη 

στο  και ισχύει 

xxf ln)( 

),0( 
x

xf
1

)(  , δηλαδή 

x
x

1
)(ln   

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Να βρεθεί το σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
, στο οποίο η εφαπτομένη διέρχεται από την αρχή των αξόνων. xxf ln)( 

ΛΥΣΗ 

Επειδή 
x

xxf
1

)(ln)(  , η εξίσωση της εφα-

πτομένης ε της  σε ένα σημείο  

είναι 
fC ))(,( 00 xfxM

 1

 y

 O  e

 Μ

15

 

)0x(
1

ln
0

0 x
x

xy 

)0,0(O

. 

Η ευθεία ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων 
, αν και μόνο αν 

exxx
x

x  000
0

0 1ln)0(
1

ln0 . 

Άρα, το ζητούμενο σημείο είναι το . )1,(eM
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2. Στο διπλανό σχήμα οι ευθείες  και  

είναι οι εφαπτόμενες της γραφικής παρά-
στασης της συνάρτησης 

1ε 2ε

f ( xx ημ)   στα ση-

μεία  και  αντιστοίχως. Να 

βρεθούν:  

0)(0,O

 A(π,0)

y

 x

 ε2 ε1

 Β

 O(0,0)

16

 

,0)(πA

 i) Οι εξισώσεις των  και  1ε 2ε

ii) Το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματί-
ζουν οι ,  και ο άξονας των x. 1ε 2ε

ΛΥΣΗ 

 i) Επειδή xxxf συν)ημ()(  , είναι 1)0( f  και 1)(  πf  οπότε οι ,  

έχουν εξισώσεις 
1ε 2ε

xy     και   )( πxy   

αντιστοίχως. 

ii) Αν λύσουμε το σύστημα των παραπάνω δύο εξισώσεων βρίσκουμε ότι οι ευ-

θείες ,  τέμνονται στο σημείο 1ε 2ε 







2
,

2

ππ
Β . Άρα, το τρίγωνο ΟΑΒ έχει εμβαδόν 

42

1 2ππ
πΕ 

2
 . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f  στο σημείο  όταν: 0x

    i) ,                  ii) 4)( xxf  10 x xxf )( ,  90 x      

iii) , xxf συν)( 
60

π
x               iv) xxf ln)(  ,  ex 0  

   v) ,   . xexf )( 2ln0 x

2. Nα βρείτε, όπου ορίζεται, την παράγωγο των συναρτήσεων: 

      i) 











1,

1,
)(

2

xx

xx
xf             ii)  












0,

0,ημ
)(

xx

xx
xf
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      iii)      iv) . 











2,

2,
)(

4

3

xx

xx
xf












3/2,

3/2,
)(

3

2

xx

xx
xf

3. Nα αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν σημεία της παραβολής  στα 

οποία οι εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης να είναι μεταξύ τους 
παράλληλες. Ισχύει το ίδιο για τη γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης ; 

2xy 

3

πx

)( xxf 

 9 6
 4 2

 2
 2

 4

 2

 O

 y

 x

 y=f (x)

 

4. Να παραστήσετε γραφικά 
την παράγωγο της συνάρτη-
σης  f  του διπλανού σχήμα-
τος.  

 

 

 8 4 2
 1

 1
 2

 O

y

 x

 y=f ΄ (x)

 

5. Να παραστήσετε γραφικά τη 
συνάρτηση , η 

οποία είναι συνεχής, με 
, και της οποίας η πα-

ράγωγος παριστάνεται γρα-
φικά στο διπλανό σχήμα. 

]8,0[:f

0)0( f

 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να βρείτε τις τιμές των α, β για τις οποίες η συνάρτηση 

, είναι παραγωγίσιμη στο 











πxβxα

πxx
xf

,

,ημ
)( 0 . 

2. Έστω η συνάρτηση xxf )(  και το σημείο ,  της 

γραφικής παράστασης της  f. Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχε-
ται από τα σημεία  και 

))(,( ξfξA 0ξ

))(,( ξfξΑ )0,( ξΒ   εφάπτεται της  στο Α. fC

3. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 

 σε οποιοδήποτε σημείο της , 3 3 0)( xxf  ),( ααM α
C

 έχει με αυτήν 

και άλλο κοινό σημείο Ν εκτός του Μ. Στο σημείο Ν η κλίση της  

είναι τετραπλάσια της κλίσης της στο Μ. 
f

4. Έστω ε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

x
xf )( 

1
 σε ένα σημείο της 








ξ

ξM
1

, . Αν  είναι τα σημεία στα ΒΑ,
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οποία η ε τέμνει τους άξονες xx  και yy  αντιστοίχως, να αποδείξετε 

ότι 

     i) Το Μ είναι μέσο του ΑΒ. 

    ii) Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι σταθερό, δηλαδή ανεξάρτητο 

του . *ξ

 
 

2.3  ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 
 

Παράγωγος αθροίσματος 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 

Αν οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες στο , τότε η συνάρτηση  gf , 0x gf 
είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει: 0x

)((()( 000 xxxgf ) g) f   

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Για , ισχύει: 0xx 

0

0

0

0

0

(

x

xf 0(xg0

0

0 )()()()()))()())(())((

xx

xgxg

xx

xfxf

x

xgxf

xx

xgfxgf







 









. 

Επειδή οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες στο , έχουμε: gf , 0x

),()(
)()(

lim
xx

)((
lim

))(())((
lim 00

0

0

0

0

00

0

0
xgxf

xx

xgxgxxf

xx

xgfxgf
xxxx




)

0xx

f 









 

( 0xg

 

δηλαδή 
)))()( 00xgf (xf   .     ■ 

Αν οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε 

 ισχύει: 

gf ,

Δx

))(()( xxxgf (g) f  . 

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. Δη-
λαδή, αν , είναι παραγωγίσιμες στο Δ, τότε kfff ...,,, 21

)())()()( 21 xfxxxfff kk (2f1f    . 

Για παράδειγμα, 

xx exxxexx  2συν)3(())ημ()3ημ( 2 xe )x ( 2 . 

Παράγωγος γινομένου 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2 

Αν οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες στο , τότε και η συνάρτηση gf , 0x

gf   είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει: 0x

)()()()()()( 00000 xgxfxgxfxgf   

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Για  ισχύει: 0xx 

     
0

00

0

0 )()()()())(())((

xx

xgxfxgxf

xx

xgfxgf








 

             
0

0000 )()()()()()()()(

xx

xgxfxgxfxgxfxgxf




  

             
0

0
0

0

0 )()(
)()(

)()(

xx

xgxg
xfxg

xx

xfxf








 . 

Επειδή οι  είναι παραγωγίσιμες, άρα και συνεχείς στο , έχουμε: gf , 0x

0

0

0
0

00

0

00

0

0

)()(
lim)()(lim

)()(
lim

))(())((
lim

xx

xgxg
xfxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf
xxxxxxxx 













 

       )()()()( 0000 xgxfxgxf  , 

δηλαδή 

).()()()()()( 00000 xgxfxgxfxgf       ■ 

 
Αν οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε 

 ισχύει: 

gf ,

Δx
)()()()()()( xgxfxgxfxgf  . 

Για παράδειγμα, 

x
exexexexe xxxxx 1

ln)(lnln)()ln(  ,    . 0x

Το παραπάνω θεώρημα επεκτείνεται και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. 
Έτσι, για τρεις παραγωγίσιμες συναρτήσεις ισχύει: 

)()()()()()()()()())()()(( )()(])[( xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf    

        )()()()()]()()()([ xhxgxfxhxgxfxgxf   

        )()()()()()()()()( xhxgxfxhxgxfxhxgxf  . 

Για παράδειγμα, 
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)(lnημln)ημ(lnημ)()lnημ(  xxxxxxxxxxxx  

             
x

xxxxxxx
x

1
ημlnσυνlnημ

2

1
 ,    . 0x

Αν  f  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση σ’ ένα διάστημα Δ και , επειδή 
, σύμφωνα με το θεώρημα (2) έχουμε: 

c
0)( c

)())(( xfcxcf   

Για παράδειγμα, 

2233 1836)(6)6( xxxx  . 

Παράγωγος πηλίκου 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες στο  και gf , 0x 0)( 0 xg , τότε και η 

συνάρτηση 
g

f
 είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει: 0x

2
0

0000
0

)]([

)()()()(
)(

xg

xgxfxgxf
x

g

f 












 

Η απόδειξη παραλείπεται. 

Αν οι συναρτήσεις  είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ και για κάθε 

 ισχύει , τότε για κάθε 

gf ,

0Δx )( xg Δx  έχουμε: 

2)]([

)(()()(
)(

xg

xgx)fxgxf
x

g

f 












. 

Για παράδειγμα, 

2

2

2

222

)15(

5)15(2

)15(

)15()15()(

15 


















 x

xxx

x

xxxx

x

x
 

            
2

2

2

22

)15(

25

)15(

5210










x

xx

x

xxx
,     

5

1
x . 

Χρησιμοποιώντας τις προηγούμενες προτάσεις μπορούμε τώρα να βρούμε τις 
παραγώγους μερικών ακόμη βασικών συναρτήσεων. 

 Έστω η συνάρτηση , . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη 

στο  και ισχύει , δηλαδή 

νxxf )(
1)  νxνx

*ν
* (f

1)(   νν xνx  

Πράγματι, για κάθε  έχουμε: *x
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1

2

1

2)(

)(1)1(1
)( 


 














 ν

ν

ν

ν

νν

ν

ν xν
x

xν

x

xx

x
x .     ■ 

Για παράδειγμα, 

5

5144 4
44)(

x
xxx   ,     0x . 

Είδαμε, όμως, πιο πριν ότι , για κάθε φυσικό . Επομένως, αν 

, τότε 

1)(  νν xνx 1ν
}1,0{κ

1)(  κκ κxx . 

 Έστω η συνάρτήση xxf εφ)(  . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει }0συν|{  xx1
x

xf (
2συν

1
)  , δηλαδή 

x
x

2συν

1
)εφ(   

Πράγματι, για κάθε  έχουμε: 1x

x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 συν

ημημσυνσυν

συν

)συν(ημσυν)ημ(

συν

ημ
)εφ(















  

            
xx

xx
22

22

συν

1

συν

ημσυν



 .     ■ 

 Έστω η συνάρτηση xxf σφ)(  . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

 και ισχύει }0ημ|{2  xx
x

xf (
2ημ

1
)  , δηλαδή 

x
x

2ημ

1
)   σφ(

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 
1

ln
)(




x

xx
xf . 
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ΛΥΣΗ 

Έχουμε: 

22 )1(

ln)1)(1(ln

)1(

)1(ln)1()ln(

1

ln
)(






















x

xxxx

x

xxxxxx

x

xx
xf  

       
22 )1(

ln1

)1(

ln1lnln










x

xx

x

xxxxxx
 

 

2. Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

1

1
)(




x
xf  και  έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους 

σημείο  και να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης αυτής. 

1)( 2  xxxg

1)(0,A

ΛΥΣΗ 

Αρκεί να δείξουμε ότι )0()0( gf  . Έχουμε: 

22 )1(

1

)1(

)1(1)1()1(

1

1
)(





















xx

xx

x
xf  

και 

              , 12)1()( 2  xxxxg

οπότε 
1)0( f    και   1)0( g . 

Άρα 
)0(1)0( gf  . 

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο  είναι: )1,0(A

1)0(11  xyxy . 

 
Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης 

Έστω ότι ζητάμε την παράγωγο της συνάρτησης xy 2ημ , η οποία είναι σύνθε-

ση της  και της xxg 2)(  xxf ημ)(  . Επειδή xσυν2ημ xx ημ2  , έχουμε 

)συν(ημ2συν)ημ(2)συνημ2()2ημ(  xxxxxxx  

          . xxxxx συν22)ημσυν(2ημ2συν2 2222 

Παρατηρούμε ότι η παράγωγος της xy ημ2  δεν είναι η συνάρτηση , 

όπως ίσως θα περίμενε κανείς από τον τύπο 

xy 2συν
xx συν)ημ(  . Αυτό εξηγείται με το 

παρακάτω θεώρημα: 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο  και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x

)( 0xg , τότε η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει  gf  0x

)())(()()( 000 xgxgfxgf   

Γενικά, αν μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ και η  f  εί-
ναι παραγωγίσιμη στο , τότε η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο Δ 

και ισχύει 

)(Δg gf 

)())(()))((( xgxgfxgf  . 

Δηλαδή, αν )(xgu  , τότε 

uufuf  )())(( . 

Με το συμβολισμό του Leibniz, αν )(ufy   και )(xgu  , έχουμε τον τύπο 

dx

du

du

dy

dx

dy
  

που είναι γνωστός ως κανόνας της αλυσίδας. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Το σύμβολο 
dx

dy
 δεν είναι πηλίκο. Στον κανόνα της αλυσίδας απλά συμπεριφέ-

ρεται ως πηλίκο, πράγμα που ευκολύνει την απομνημόνευση του κανόνα. 

Άμεση συνέπεια του παραπάνω θεωρήματος είναι τα εξής: 

 Η συνάρτηση , αxxf )( α  είναι παραγωγίσιμη στο ),0(   και ισχύει 

, δηλαδή 1 α)(  xαxf

   (1)   )( αx 1 αxα

Πράγματι, αν  και θέσουμε xαα exy ln xαu ln , τότε  έχουμε . Επομέ-

νως,  

uey 

1ln 1
)(  ααxαuu xα

x

α
x

x
αeueey . 

 Η συνάρτηση ,  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει 

, δηλαδή 

xαxf )( 0α

α x(

ααxf x ln)( 

αα x ln)   

                                                           
1α 00 x

(1)  Αποδεικνύεται ότι, για  η  f  είναι παραγωγίσιμη και στο σημείο  και η παράγωγός 

της είναι ίση με 0, επομένως δίνεται από τον ίδιο τύπο. 
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Πράγματι, αν  και θέσουμε αxx eαy ln αxu ln , τότε έχουμε . Επομέ-

νως, 

uey 

αααeueey xαxuu lnln)( ln  . 

 Η συνάρτηση ,  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει ||ln)( xxf  *x *

x
x

1
)||(ln   

Πράγματι.  

— αν  ,  τότε 0x
x

xx
1

)(ln)||(ln  ,    ενώ  

— αν  ,  τότε 0x )ln(||ln xx  , οπότε, αν θέσουμε  )ln( xy   και xu  , έ-

χουμε . Επομένως, uy ln

xx
u

u
uy

1
)1(

1
 

1
)(ln 


  

και άρα 
x

x
1

)||(ln  . 

Ανακεφαλαιώνοντας, αν η συνάρτηση )(xfu   είναι παραγωγίσιμη, τότε έχου-

με: 

                uuαu αα  1)(             u
u

u 
2συν

1
)εφ(  

               u
u

u 
2

1
)(  u

u
u 

2ημ

1
)σφ(  

               uuu  συν)ημ(

 
               uee uu )(

uuu  ημ)συν(  

 

               uααα uu  ln)(

u
u

u 
1

)||(ln  

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓEΣ 
 

1. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 

i)            ii)            iii) 92 5)()(  3xxf 12
)(  xexg 1ln)( 2  xxh . 
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ΛΥΣΗ 

  i) Αν θέσουμε , τότε η συνάρτηση 53 2  xu )(xfy   γράφεται 

9uy  , 

οπότε έχουμε 

uuuy  89 9)(  

                 )53()53(9 282  xx

                 xx 6)53(9 82 

     . 82 )53(54  xx

Ομοίως, έχουμε 

 ii)       (θέσαμε  )1()()( 21212
  xeexg xx )12  xu

       )2(12
xe x  

       12
2  xxe

iii) )( 1
1

1
))1(ln()( 2

2

2 


 x
x

xxh   (θέσαμε 12  xu ) 

            )1(
12

1

1

1 2

22






 x

xx
 

            
1

2
)1(2

1
22 





x

x
x

x
. 

 

 Μ1(x1,y1)

 A(ρ,0) A΄(-ρ,0)

 C

y

 x

 ε

 O

17

 

2. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης ε 

του κύκλου  στο σημείο του 

. 

222: ρyxC 
),( 111 yxM

ΛΥΣΗ 

Αν λύσουμε την εξίσωση του κύκλου ως προς 
y, βρίσκουμε ότι 

22 xρy  ,  αν        και      0y 22 xρy  ,  αν  0y . 

Επομένως, ο κύκλος C αποτελείται από τα σημεία των γραφικών παραστάσεων 
των συναρτήσεων 

22
1 )( xρxf         και        22

2 )( xρxf   
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οι οποίες είναι ορισμένες στο κλειστό διάστημα ],[ ρρ  και παραγωγίσιμες στο 

ανοικτό διάστημα . ),( ρρ
Αν, τώρα, με  συμβολίσουμε εκείνη από τις παραπάνω συναρτήσεις 

στην οποία ανήκει το , τότε θα ισχύει 

)(xfy 
M ),( 111 yx

                           (1)        και                              (2) )( 1xfλε  222 )( ρxfx 

Έτσι, με παραγώγιση και των δύο μελών της (2), έχουμε 

0)()(22  xfxfx  

οπότε, για , θα ισχύει 1xx 

0)()( 111  xfxfx . 

Έτσι, λόγω της (1) θα έχουμε 

011  ελyx  

οπότε, για 01 y , θα είναι 

1

1

y

x
λ


ε . 

Άρα, η εφαπτομένη ε έχει εξίσωση: 

)( 1
1

1
1 xx

y

x
yy  , 

η οποία γράφεται διαδοχικά: 

2
11

2
11 xxxyyy   

                                            2
1

2
111 yxyyxx 

                                          ,            (3) 2
11 ρyyxx 

αφού . 22
1

2
1 ρyx 

Αν , που συμβαίνει όταν το σημείο  είναι το  ή το 

, τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι οι εφαπτόμενες της  στα σημεία 

αυτά είναι οι κατακόρυφες ευθείες 

01 y

)0,ρ
),( 111 yxM )0,(ρA

(Α fC

ρx     και   ρx   

αντιστοίχως. Και οι δυο αυτές εξισώσεις δίνονται από τον παραπάνω τύπο (3) 
για  και )0,(),( 11 ρyx  )0,(),( 11 ρyx   αντιστοίχως. 

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε την εξίσωση της εφαπτομένης οποιασδήποτε άλ-
λης κωνικής τομής. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 1. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων 

     i)                   ii) 16)( 47  xxxxf 3ln2)( 3  xxxf  

iii) x
xxx

xf 
234

)(
234

               iv) 3lnημ3συν)(  xxxf . 

 2. Ομοίως των συναρτήσεων: 

     i)                      ii)  )3)(1()( 2  xxxf xexf xημ)( 

iii) 
2

2

1

1
)(

x

x
xf




                               iv) 
x

xx
xf

συν1

συνημ
)(




  

    v) . xxxxf συνημ)( 2

 3. Oμοίως των συναρτήσεων: 

     i) 
x

e
xf

x

ln
)(                       ii) xxxf σφεφ)(   

iii) 
xe

x
xf

ημ
)(                                 iv) 

1

1

1

1
)(









x

x

x

x
xf . 

 4. Nα βρείτε, όπου ορίζεται, την παράγωγο των συναρτήσεων: 

i) 











0,612

0,32
)(

2

xxx

xxx
xf         ii) . 












0,

0,ημ
)(

2

xx

xxx
xf

 5. Nα βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της  f, στα οποία οι 
εφαπτόμενες είναι παράλληλες στον άξονα των x, όταν 

i) 
x

xxf
4

)(                ii) 
xe

x
xf )(              iii) 

x

x
xf

1
)(

2 
 . 

 6. Aν 
1

)1(2
)(





x

x
xf  και 

1

1

1

1
)(









x

x

x

x
xg , να βρείτε τις συναρτή-

σεις gf  , gf. Ισχύει  ; 
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 7. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των 

συναρτήσεων  και 2)( xxf 
2

1

2

1
)( 

x
xg  στο κοινό σημείο τους 

, είναι κάθετες. )1,1(A

 8. Δίνεται η συνάρτηση 
αx

αxα
xf




)( , . Να βρείτε τις τιμές του α, 

για τις οποίες η κλίση της  στο σημείο της  είναι ίση με 

*α

fC )1,0(A
2

1

3

. 

 9. Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

, στα οποία η εφαπτομένη είναι: 53)(  xxxf

 i) παράλληλη προς την ευθεία 19  xy  

ii) κάθετη προς την ευθεία xy  . 

10. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης 

της  η οποία άγεται από το σημείο 2 )1,0()( xxf A . 

11. Δίνεται η συνάρτηση , γxβxαxf  2)( γβα ,, . Να βρείτε τις τι-

μές των γβα ,,

)2,1(A

 για τις οποίες η , διέρχεται από το σημείο 

 και εφάπτεται της ευθείας 
fC

xy   στην αρχή των αξόνων. 

12. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

     i)             ii)  234 )43()(  xxxf 3/2)1()(  xxf

iii) 









21

1
ημ)(

x
xf             iv) 






  x

x
xf

1
ln)(  

   v) . 
2

)( xexf 

13. Nα βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f  στο σημείο  όταν: 0x

     i) 32 1)( xxxf  ,  20 x    ii) ,     3/23/1 )2()2()( xxxf  40 x

iii) ,  )(ημ)( 33 xπxxf 
6

1
0 x       iv) 

x

x
xf





2

2
)(

2

             ,    . 30 x

14. Nα βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

     i)     ii)  xxxf ln)(  352)(  xxf

iii) ,     iv)  xxxf )(ln)(  1x xexxf συνημ)( 

15. Aν , να αποδείξετε ότι    xxf 2ημ)(  2)(4)(  xfxf . 
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B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Nα αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

x
xf

1
)(   και  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο 

οι εφαπτομένες τους είναι κάθετες. 

1)(  xxxg 2

 2. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 23  xy  έχει με τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης  δύο κοινά σημεία και εφάπτεται αυτής σε 

ένα από τα σημεία αυτά. 

3)( xxf 

 3. Δίνονται οι συναρτήσεις  και 2)( 2  xβxαxf
x

xg
1

)(  . Να βρείτε 

τα βα,  για τα οποία οι γραφικές παραστάσεις τους έχουν κοινή 

εφαπτομένη στο σημείο με τετμημένη 10 x . 

 4. Δίνονται οι συναρτήσεις  και . Να αποδείξετε 

ότι η εφαπτομένη της  στο σημείο  εφάπτεται και στην . 

xexf )( xxxg  2)(

)1,0(fC A C

2)1(

g

 5. Να βρείτε πολυώνυμο τρίτου βαθμού τέτοιο, ώστε , 4)0( f

f 4)2( f )3(

1

,  και . 6)1( f

 6. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο  f  δεύτερου βαθμού του 
οποίου η γραφική παράσταση να εφάπτεται των ευθειών  xy

13

 και 

 xy )1,0(A )2,1(B στα σημεία  και  αντιστοίχως. 

 7. Αν μία συνάρτηση :f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο , 

να αποδείξετε ότι 

αx 0

   i) )()(
)()(

lim αfaαf
αx

αfαxxf
αx






 

ii) ))()((
)()(

lim αfαfe
αx

αfexfe α
αx

αx






. 

 8. Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

xxxf 2ημ22ημ)(  ,    ]2,0[ πx , 

     στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον άξονα των x. 

 9. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων 

i)  3 2)( xxf  ,   ii) 3 4)( xxf   
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και στη συνέχεια την εξίσωση της εφαπτομένης της  στο  σε 

καθεμια περίπτωση χωριστά. 
fC )0,0(O

10. Έστω  f  μια παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση για την οποία ισχύει 
 και g η συνάρτηση που ορίζεται από την ισότητα 

, 

1)1( f
2  1)1xx()(  fxg x . Να αποδείξετε οτι η εφαπτομένη της  

στο  εφάπτεται της  στο . 
fC

C ))0(,0( gB))1(f,1(A g

11. Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει 

xexf xσυν)ημ(  ,  για κάθε  x  

       i) Να βρείτε την  )0(f 

      ii) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της  στο σημείο  

σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 
fC ))0(,0( fA

 
 

2.4  ΡΥΘΜΟΣ  ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 
 
Στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, ορίσαμε τη στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού 
τη χρονική στιγμή  ως το όριο 0t

)(
)()(

lim 0
0

0

0

tS
tt

tStS
tt






. 

Το όριο αυτό το λέμε και ρυθμό μεταβολής της τετμημένης S του κινητού ως 
προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή . Γενικά, 0t

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη yx,  συνδέονται με τη σχέση )(xfy  , όταν  f  είναι 

μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο , τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του 0x

y ως προς το x στο σημείο  την παράγωγο 0x )( 0xf  . 

Για παράδειγμα, ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη 
χρονική στιγμή είναι η παράγωγος 0t )( 0tυ , της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t 

τη χρονική στιγμή . Η παράγωγος 0t )( 0tυ  λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη 

χρονική στιγμή  και συμβολίζεται με . Είναι δηλαδή 0t )( 0tα

)()()( 000 tStυtα  . 

Στην οικονομία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφρά-
ζονται συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παρά-
γωγος  παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσό-)( 0xΚ 
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τητα x, όταν x  ι λέγεται οριακό κόστος στο 0x . νάλογα, ορίζονται και 

οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 0x  και οριακό κέρδος στο 0x . 
0x  κα Α

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Ένα βότσαλο που ρίχνεται σε μία λίμνη προκαλεί κυκλικό κυματισμό. 
Μία συσκευή μέτρησης δείχνει ότι τη χρονική στιγμή  που η ακτίνα r του 

κυματισμού είναι 50 cm, ο ρυθμός μεταβολής της r είναι 20 cm/sec. Να βρε-
θεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού Ε που περικλείεται από το κυκλικό 
κύμα, τη χρονική στιγμή . 

0t

0t

ΛΥΣΗ 

Επειδή  και η ακτίνα r είναι συνάρτηση του χρόνου t, έχουμε 2rπE 

)() 2 trπt (E

)(t

, 

οπότε 
)()(2 trtrπE  . 

Επομένως, 

 (cm2/sec). ππrtrπ 200020502)(2) 0 t )( 0tE ( 0

)(x

)(xE 


 

2. Aν το συνολικό κόστος παραγωγής x μονάδων ενός βιομηχανικού προϊό-
ντος είναι  και η συνολική είσπραξη από την πώλησή τους είναι  , 

τότε  είναι το συνολικό κέρδος και 

Κ



)(xE

)()( xKxP
x

xK
x)(K μ

)(
  είναι το 

μέσο κόστος. 

 i) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους μηδενίζεται όταν ο 
ρυθμός μεταβολής του κόστους και ο ρυθμός μεταβολής της είσπραξης είναι 
ίσοι. 

ii) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους μηδενίζεται 
όταν το μέσο κόστος είναι ίσο με το οριακό κόστος. 

ΛΥΣΗ 

 i) Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι 

)()( xKxEP )(x  . 

Επομένως, 

(0)(0)( KExKEx )x)(x)(xP    .  

ii) Ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους είναι 
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2

)()(
)(

x

xKxxK
xK μ


 . 

Επομένως 

0)()(0)(  xKxxKxK μ  

        
x

xK
xK

)(
)(   

        )()( xKxK μ . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Mια σφαιρική μπάλα χιονιού αρχίζει να λυώνει. Η ακτίνα της, που  

ελαττώνεται, δίνεται σε cm από τον τύπο , όπου t ο χρόνος 
σε sec. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας Ε και του ό-

γκου V της μπάλας, όταν 

24 tr 

1t sec. (Θυμηθείτε ότι  και 24 rπE 

3

3

4
rπV  ). 

2. Ο όγκος V ενός σφαιρικού μπαλονιού που φουσκώνει αυξάνεται με 
ρυθμό 100cm3/sec. Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η ακτίνα του r τη χρονι-
κή στιγμή , που αυτή είναι ίση με 9cm; 0t

 
3. To κόστος παραγωγής, , και η τιμή πώλησης, , x μονάδων 

ενός βιομηχανικού προϊόντος δίνονται από τις συναρτήσεις 

)(xK )(xΠ

1000x60020
3

1
)( 23  xxxK  και xxΠ 420)(   αντιστοίχως. Να 

βρείτε πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους, )()) xK(xΠ(xP  , εί-

ναι θετικός. 
 
4. Δύο πλοία 1  και 2  αναχωρούν 

συγχρόνως από ένα λιμάνι Λ. Το 
πλοίο  κινείται ανατολικά με 

ταχύτητα 15km/h και το  βό-

ρεια με ταχύτητα 20km/h.  

Π Π

1Π

 Ανατολή

 Βορράς

 d=d(t)

 Λ  Π1

 Π2

 

2Π

        i) Να βρείτε τις συναρτήσεις θέ-
σεως των  και  1Π 2Π
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       ii) Να αποδείξετε ότι η απόσταση )( 21ΠΠd   των δυο πλοίων αυξά-

νεται με σταθερό ρυθμό τον οποίο και να προσδιορίσετε. 

5. Ένα κινητό Μ ξεκινά από την αρχή των αξόνων και κινείται κατά μή-

κος της καμπύλης 2

4

1
xy  , . Σε ποιο σημείο της καμπύλης ο 

ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x του Μ είναι ίσος με το ρυθμό με-
ταβολής της τεταγμένης του y, αν υποτεθεί ότι 

0x

0)(  tx  για κάθε 

. 0t

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10cm2/sec, να βρεί-
τε το ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται ο όγκος αυτής όταν 85r cm. 

2. Έστω Τ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ που ορίζουν τα σημεία , 

 και , με . Αν το x μεταβάλλεται με ρυθμό 

4cm/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Τ, όταν 
cm. 

)0,0(O

)0,(xA

5x

)ln,0( xB 1x

3. Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα 
κουτί στη ράμπα του διπλανού 
σχήματος και το κουτί κινείται 
με ταχύτητα 3m/s. Να βρείτε 
πόσο γρήγορα ανυψώνεται το 
κουτί, δηλαδή το ρυθμό μετα-
βολής του y.  

 5m y s

 

 100m

 h

θ

Π

 A

 
Φ

 x
 Σ Ο

Π
 s x

 1,6

 Κ

 8

 

4. Ένα αερόστατο Α αφήνει το έ-
δαφος σε απόσταση 100m από 
έναν παρατηρητή Π με ταχύτη-
τα 50m/min. Με ποιο ρυθμό 
αυξάνεται η γωνία θ που σχη-
ματίζει η ΑΠ με το έδαφος τη 
χρονική στιγμή κατά την οποία 
το μπαλλόνι βρίσκεται σε ύψος 
100m.  

 

5. Mία γυναίκα ύψους 
1,60m απομακρύνεται 
από τη βάση ενός φανο-
στάτη ύψους 8m με ταχύ-
τητα 0,8m/s. Με ποια τα-
χύτητα αυξάνεται ο ί-
σκιος της;  
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6. Ένα περιπολικό Α κινείται κατά μήκος 

της καμπύλης 3

3

1
xy  , 0x

)()( tαtα 

t

 πλη-

σιάζοντας την ακτή και ο προβολέας 
του φωτίζει κατευθείαν εμπρός (Σχή-
μα). Αν ο ρυθμός μεταβολής της τε-
τμημένης του περιπολικού δίνεται από 
τον τύπο 

 

να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τε-
τμημένης του σημείου Μ της ακτής 
στο οποίο πέφτουν τα φώτα του προ-
βολέα τη χρονική στιγμή κατά την οποία το περιπολικό έχει τετμημέ-
νη . 3

 
y x 

1

3
3

 
A a

a
( , )

3

3

 x

 y

Ακτή
  B  M   Ο

 

 y

 θ x

 3m

A

 ΒΟ

 

7. Μία σκάλα μήκους 3m είναι τοπο-
θετημένη σ’ έναν τοίχο. Το κάτω 
μέρος της σκάλας γλυστράει στο 
δάπεδο με ρυθμό 0,1m/sec. Τη 
χρονική στιγμή , που η κορυφή 

της σκάλας απέχέι από το δάπεδο 
2,5m, να βρείτε:  

0

 i) Το ρυθμό μεταβολής της γωνί-
ας θ  (Σχήμα). 

ii)  Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της σκάλας. 

8. Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση . Καθώς 

περνάει από το σημείο 

122  yx







 2

,
2

A
 31

, η τεταγμένη y ελαττώνεται με ρυθ-

μό 3 μονάδες το δευτερόλεπτο. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τε-
τμημένης x τη χρονική στιγμή που το κινητό περνάει από το Α. 

 
 

2.5  TO  ΘΕΩΡΗΜΑ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ 
 

Στην παράγραφο αυτή θα γνωρίσουμε ένα από τα πλέον βασικά θεωρήματα του 
Διαφορικού Λογισμού που είναι γνωστό ως Θεώρημα Μέσης Τιμής. Αρχικά 
διατυπώνουμε το Θεώρημα του Rolle, το οποίο είναι ειδική περίπτωση του Θε-
ωρήματος Μέσης Τιμής και στη συνέχεια διατυπώνουμε το Θεώρημα Μέσης 
Τιμής, το οποίο αποδεικνύεται με τη βοήθεια του Θεωρήματος του Rolle. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ (Rolle) 
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Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 

         συνεχής στο κλειστό διάστημα  ],[ βα

         παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  και ),( βα

          )()( βfαf 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε: 

0)(  ξf  

 y

 O  x β ξ΄ ξ α

 Μ(ξ,f (ξ))

 Β(β,f (β))
 Α(α,f (α))

18

 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον,  τέτοιο, ώστε η εφα-

πτομένη της  στο  να είναι 

παράλληλη στον άξονα των x.  

),( βαξ 

fC ))

54)( 2  xxxf

) 4

(,( ξfξM

 

 
 
Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 

,   .  (Σχ. 19) ]3,1[x

Επειδή η f είναι συνεχής στο , παραγω-

γίσιμη στο , με 

]3,1[

2)3,1( (  xf x  και 

, σύμφωνα με το θεώρημα 

Rolle, θα υπάρχει ένας αριθμός 

)3(f2)1(f 
)3,1(ξ  

τέτοιος, ώστε . 0)ξ(f

Για την εύρεση του αριθμού ξ, έχουμε: 

      20420)(  ξξξf . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού Θ.Μ.Τ.) 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 

          συνεχής στο κλειστό διάστημα  και ],[ βα

  παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  ),( βα

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε: 

αβ

αfβf
ξf




 )()(
)(  

 M

 B A
 2

 ξ=2 1 O

y

 3  x

19
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 Β(β,f (β))

 β ξ΄ ξ a  x

 y

 Ο

 M(ξ,f (ξ))

 A(a,f (a))

20

 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον,  τέτοιο, ώστε η εφα-

πτομένη της γραφικής παράστασης της  f  
στο σημείο  να είναι παράλληλη 

της ευθείας ΑΒ.  

),( βαξ 

))(,( ξfξM

 
 

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 

               xxf )( ,  . ]4,0[x

y x

 x

y

 Ο(0,0)  4 1

 Α(4,2)
 Μ(1,1)

21

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  και πα-

ραγωγίσιμη στο , με 

]4,0[

)4,0(
x

xf
2

1
)(  , σύμ-

φωνα με το θεώρημα μέσης τιμής, θα υπάρχει 
ένας αριθμός  τέτοιος, ώστε  )4,0(ξ

             
2

1

04

)0()4(
)( 




 ff
ξf . 

Για την εύρεση του αριθμού ξ, έχουμε: 

11
2

1

2

1

2

1
)(  ξξ

ξ
ξf . 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα αποδειχτεί ότι: 

 i) Η συνάρτηση  ,   , ικανοποιεί τις υποθέσεις 

του θεωρήματος του Rolle στο διάστημα [0, . 

xλxλxxf 1)()( 23  *λ
1]

ii) Η εξίσωση   ,    έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο 

διάστημα . 

01)(23 2  λxλx *λ
1)(0,

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 i) Η συνάρτηση  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο  

αφού 

]1,0[

 είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική ]1,0[

 είναι παραγωγίσιμη στο  με  και )1,0( )1(23)( 2  λxxλxf

 ισχύει 0)1()0(  ff . 
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ii) Αφού, λοιπόν, για τη συνάρτηση ,  ισχύουν οι 

υποθέσεις του θεωρήματος Rolle, θα υπάρχει 

xλxxλxf )1()( 23 
)1,0(

*λ
ξ

)1,0(

 τέτοιο, ώστε  ή, 

ισοδύναμα, . Επομένως, το 

0)(  ξf

0)1(23 2  λξλξ ξ  θα είναι ρίζα της εξί-

σωσης . 0)1(2  λx3 2xλ

 

2. Να αποδειχτεί ότι για τη συνάρτηση ,  και για 

οποιοδήποτε διάστημα , ο αριθμός 

γβxαxxf  2)(

),( 210 xxx

0α
],[ 21 xx  , που ικανοποιεί το 

συμπέρασμα του Θεωρήματος Μέσης Τιμής, είναι το κέντρο του διαστήμα-

τος , δηλαδή είναι ],[ 21 xx
2

21
0

x
x 

x
. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Η συνάρτηση  είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική και 

παραγωγίσιμη στο , με 

γxβxαxf  2)(

),( 21 xx f

],[ 21 xx

βxαx  2)(

), 21 x

. Επομένως, σύμφωνα με το θεώ-

ρημα μέσης τιμής υπάρχει (0 xx  , τέτοιο, ώστε 

       
12

12
0

)()(
)(

xx

xfxf
xf




 .           (1) 

Είναι όμως: 

12

121212

12

1
2
12

2
2

12

12 )())(()()(

xx

xxβxxxxα

xx

γxβxαγxβxα

xx

xfxf













 

    βxxα
xx

βxxαxx





 )(
])()[(

21
12

2112 . 

Επομένως, η σχέση (1) γράφεται: 

2
)(2 21

0210

xx
xβxxαβxα


 . 

 

3. Ένα αυτοκίνητο διήνυσε μία διαδρομή 200 χιλιομέτρων σε 2,5 ώρες. Να 
αποδειχθεί ότι κάποια χρονική στιγμή, κατά τη διάρκεια της διαδρομής, η 
ταχύτητα του αυτοκινήτου ήταν 80 χιλιόμετρα την ώρα. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω ,  η συνάρτηση θέσης του κινητού. Αρκεί να δείξουμε 

ότι υπάρχει 

)(tSx 

0

]5,2,0[t

]5,2,0[t , τέτοια ώστε 80)()( 00  tStυ

]5,2,0

. 

Η συνάρτηση S είναι συνεχής στο  και παραγωγίσιμη στο . Επο-

μένως, σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει 

[ )5,2,0(

)5,2,0(0 t  τέτοιο, ώστε 

80
5,2

0200

5,2

)0()5,2(
)()( 00 







SS
tStυ   χιλιόμετρα την ώρα. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
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Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

. Nα εξετάσετε ποιες από συναρτήσεις ικανοποιούν τις 
υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα που αναφέρεται, και 

 

1 τις παρακάτω 

στη συνέχεια, για εκείνες που ισχύει, να βρείτε όλα τα ),( βαξ   για 

τα οποία ισχύει 0)(  ξf . 

i) 2)( 2  xxxf ,0   ,        1 ]2[ ii) xxf 3ημ)(  ,     
 2π

 3
,0  

iii) ,                 iv)  xxf 2συν1)(  ],0[ π ||)( xxf  ,  

2. , ποιέ ό τις πα αρτήσεις  
υποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης Τιμής στο διάστημα που αναφέρε-

       ]1,1[ . 

Να εξετάσετε ς απ  ρακάτω συν  ικανοποιούν τις

ται και στη συνέχεια, για εκείνες που ισχύει το θεώρημα, να βρείτε 

όλα τα ),( βαξ   για τα οποία  ισχύει 
αβ

αfβf
ξf




 )()(
)( . 

  i) xf ( ,       ]4,0[                  ii) ,    





2
,0
π

    xx 2) 2  xxf 2ημ3)( 

iii) ,     ]2,3[











1,

1,22
)(

3 xxx

xx
xf   

3. Αν βα  , να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις και xexf )(  

διάστημα 

 xxg ln)(   

]  και στη ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο ,[ βα

συνέχεια ότι: 

β
αβ

αe 
ααβ

αβ

β

1lnln1





e
αβ

ee





      και     . 

 Για τη συνάρτηση xg ln)( x  υποθέτουμε επιπλέον ότι βα 0 . 

 
 ΟΜΑΔΑΣ Β΄

1. Δίνεται η συνάρτηση

η εξίσωση

 1)( 2  xxxf  2520 34  xx

 0)( xf         i) Να αποδείξετε ότι έχει μια τουλάχιστον, ρίζα 

      ii)  ότι η μια, υ-
 στο διάστημα

, 

στο διάστημα )0,1(  και μια, τουλάχιστον, στο διάστημα )1,0( . 

Να αποδείξετε  εξίσωση 0150604 23  xxx  έχει το
λάχιστον, ρίζα  )1,1( . 

2. Δίνεται η συνάρτηση xxf 1()( xημ) . τι: Να αποδείξετε ό
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       i) Η εξίσωση )(  xf λάχιστον, ρίζα στο ανοικτό0  έχει μια, του  διά-

      ii) ση έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο ανοικτό διά-

3.    i)  μια   f  με

στημα )1,0( . 

Η εξίσω εφ xx  1  

 στημα )1,0(

Δίνεται  συνάρτηση  1)(  xf  για κάθε x . Να αποδεί-

ξετε ότι η εξίσωση xxf )(  έχ λύ μια πραγματική ρίζα. 

Να αποδείξετε ότι η  

ει το πο

x
x
ημ  αληθεύει μόνο για 0x .       ii)  εξίσωση

2

4.    i) Να αποδείξετε ότι 
2

1

1 2


 x

x
x, για κάθε . 

      ii) Aν f  είναι μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο , με 
21

)(
x

x
xf


 , 

να αποδείξετε ότι για όλα τα βα,  ισχύει: 

||
2

1
|)()(| αβαfβf  . 

5. Έστω μια συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο και ισχύει ]4,0[  

5)(2  xf  για κάθε )4,0(x . Αν 1)0( f , να είξετε ότι 

. 

αποδ

21)4(9  f

6. Έστω μια συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο ]1,1[  και ισχύει 

1)(  xf  για κάθε )1,1(x . Αν 1)1( f  και )1( 1f  αποδείξε-

0)0(  , εφα ας το α την  από τα 

διαστή ]0,1  και ]1,0[ . 

Να αποδείξε  το θε μα

, να

σε καθένατε ότι f

μα

ρμόζοντ  Θ.Μ.Τ. γι   f  

τα [

7. τε με ώρη  του Rolle ότι οι γραφικές παραστάσεις 

   και   

     έχουν ακριβώς δυο κοινά 

2.6  ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΤΟΥ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 

των συναρτήσεων 
xxf ( 2)  12)( 2  xxxg  

σημεία τα .  )1,0(A , )2,1(B
 
 

         ΤHΣ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ 
 
Το Θεώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού θεωρείται μία από τις 

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν 

σπουδαιότερες προτάσεις της ανάλυσης, αφού με τη βοήθειά του αποδεικνύο-
νται πολλά άλλα θεωρήματα. Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα το Θ.Μ.Τ. για να α-
ποδείξουμε τα επόμενα δύο βασικά θεωρήματα. 
ΘΕΩΡΗΜΑ 
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      η f είναι συνεχής στο Δ και 

      0)(  xf  για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, 

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Δxx 21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf  . Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε 

Πράγματι 

 Αν 21 xx  , τότε προφανώς )()( 21 xfxf  . 

 Αν x  21 x

ς μέση

, τότε στο διάστημα η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεω-

ς, 

 ],[ 21 xx  

υπάρχει ),( 21 xxξ  ρήματο ς τιμής. Επομένω τέτοιο, ώστε 

        
12

12 )()
)(

x

xf
ξf


 .           (1) 

(

x

xf




Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει 0)(  ξf ,

εικν ετα

)

οπότε, λόγω της (1), 

είναι Αν , τότε ομοίως απ ι ό  )()( 21 xfxf  .  x  οδ ύ τι )(xf . 12 x )( 21xf

Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι ()( 21 xfxf  .      ■ 

ΠΟΡΙ

Έστω δυο συναρτήσεις gf ,  ορισμένες ημα Δ. 

ΣΜΑ 

 σε ένα διάστ Αν 

     οι gf , είναι συνεχείς στο Δ και  

     )()( xgxf   για κ   ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ,  άθε

τότε υπάρ  σταθερά c τέτοια, ώστε γιχει α κάθε Δx  να ισχύει: 

cxgxf  )()(  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Η συνάρτηση είναι συνεχής στο Δ και 

σημείο

 gf   

ερικό για κάθε εσωτ  Δx  ισχύει 

0)()(( )() 

 σταθερή  Δ. 

Άρα, υπάρχει C τέτοια, τε για 

 xg xgxff . 

Επομένως, σύμφωνα με το παραπάνω θεώρη-
μα, η συνάρτηση gf   είναι  στο

σταθερά ώσ
κάθε Δx  να ισχύει cxgxf  )()( , οπότε       

cxgxf  )()( .     

ΣΧΟΛΙΟ 

Το παραπάνω θεώρημα πόρισμά του

■ 

 καθώς και το  ισχύουν σε διάστημα και όχ
σε ένωση διαστημάτων. 

ι 

y

 O  x

y=g(x)+c

 y=g(x)

22
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Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 

. 

Παρατηρούμε ότι, αν και












0,1

0,1

x

x
)(xf

 0)(  xf  για κάθε ),0()0,( x , εντούτοις η  f  

δεν είναι σταθερή στο )( ,0()0,  . 

ΦΑΡΜΟΓH 

 
 

Ε
 

Δίνεται μία συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει 

)()( xfxf     για κάθε   x           (1) 

 i) Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση 
xe

xf
xφ

)(
)(   είναι σταθερή και 

ii) Να βρεθεί ο τύπος της  f, αν δίνεται επιπλέον ότι 1(0) f . 

ΛΥΣΗ 

 i) Για κάθε x  έχουμε: 

0
)()(

)(

)()()(
)( 




xe
x

)1(

2













xx

xx

e

xfxf

e

exfexfxf
φ , 

Επομένως, η φ είναι σταθερή στο . 

ii) Επειδή η φ είναι σταθερή, υπάρχει c για κάθε x τέτοιο, ώστε cxφ )(   

ή, ισοδύναμα, c
xf


)(

 για κάθε 
e x

x . 

για 

Επομένως 

κάθεxce   xf )(   x . 

Επειδή , έχουμε , οπότε 

  για κάθε  

 1)0( f  c1

xexf )( x . 

Μονοτονία συνάρτησης 
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Έστω η συνάρτηση )( xxf  2 . Παρατηρούμε ότι 

ισχύει

ΕΩΡΗΜΑ 

άρτηση  f, η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστημα Δ. 

y

 O  x

 y=x2

 f ΄(x)>0 f ΄(x)<0

23

 

στο διάστημα 0,( οίο η  f  είναι γνησίως 

φθίνουσα,  02)(  xxf , ενώ στο διάστημα 

),0(  , στο οποίο γνησίως αύξουσα, ι-

02)(  xxf . Βλέπουμε, δηλαδή, ότι υπάρ-

χει μια σχέση ανάμεσα στη μονοτονία και στο πρό-
σημο της παραγώγου της συνάρτησης. Συγκεκριμέ-
να ισχύει: 

 

) , στο οπ

η  f  είναι  

σχύει 

Θ

Έστω μια συν

 Αν 0)(  xf  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνη-

σίως α σε όλο το Δ. ύξουσα 

 Αν 0)(  xf  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνη-

σίως φ  σε όλο το Δ. θίνουσα

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 Αποδεικνύο  0)(  xfυμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι . 

Έστω Δxx 21 ,  με 21 xx  . Θα δείξουμε ότι ()( 21 xfxf . Πράγ τι, στο διά-μα)
στημα   f  οιεί τις προϋποθέσε . Επομένως, υπάρχει 

,( 1xξ  οιο, ώστε 

],[ 21 xx  η

)2x  τέτ

ικανοπ ις του Θ.Μ.Τ

12

12 )()(
)(

xfxf
ξf




 , οπότε έχουμε 
xx

))(()()( 1212 xxξfxfxf   

Επειδή και έχουμε 0)(  ξf   012  xx ,  0)()( 12  xfxf , οπότε

περίπτωσ υ είναι

 )()( 21 xfxf  . 

 Στην η πο 0)(f x  ερ όγως.     γαζόμαστε αναλ ■ 

ια παράδειγμα: 

 

Γ

y x

 x

y

 Ο

24

 

xxf )( , — η συνάρτηση είναι γνησίως αύ-

, αφού ξουσα στο ,0[  είναι συνεχής στο 

),0[   και  

)

 ισχύει 0
1

)(  xf  για κάθε 

) . 
2 x

,0( x
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 x 2
 1

y

 Ο

25

 y=x22x

 

 

y
x


1

 x

y

 Ο

26

 

— η συνάρτηση  είναι γνησίως 

αύξουσα στο , αφού είναι συνεχής στο 

 και  για κάθε 

, ενώ είναι γνησίως φθίνουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

xxxf 2)( 2 
)

)1(2)(  xxf

,1[

),1[ 
,1( x

]1,(

0

)
]1,(  και 

0)1(2)(  xf x  για κάθε )1,(x . 

 

— η συνάρτηση 
x

xf
1

)(   είναι γνησίως φθίνου-

σα σε καθένα από τα διαστήματα )0,( , και 

, αφού ),0(  0

)

1
)(

2


x
xf  για κάθε 

 και για κάθε )0,(x ,0( x . 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

 x

 y=x3

y

 Ο

27

 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ι-
σχύει. Δηλαδή, αν η f είναι γνησίως αύξουσα (αντι-
στοίχως γνησίως φθίνουσα) στο Δ, η παράγωγός της 
δεν είναι υποχρεωτικά θετική (αντιστοίχως αρνη-
τική) στο εσωτερικό του Δ. 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση , αν και εί-

ναι γνησίως αύξουσα στο , εντούτοις έχει παρά-

γωγο  η οποία δεν είναι θετική σε όλο το 

, αφού . Ισχύει όμως 

3)( xxf 

0)( 

23)( xxf 
)0( f 0  xf  για κάθε 

x . 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα βρεθούν τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση  

είναι γνησίως αύξουσα, γνησίως φθίνουσα. 

132)( 23  xxxf

ΛΥΣΗ 

Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη με . Το πρόσημο 

της  δίνεται στον παρακάτω πίνακα 

)1(666)( 2  xxxxxf

f 

x    0  1  
)(xf    + 0   0 +  



2  ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ       255 

Eπομένως, η συνάρτηση  f: 

— είναι γνησίως αύξουσα στο ]0,( , αφού είναι συνεχής στο ]0,(  και ισχύ-

ει  στο . 0)(  xf )0,(

— είναι γνησίως φθίνουσα στο , αφού είναι συνεχής στο  και ισχύει 

 στο . 

]1,0[ ]1,0[

0)(  xf )1,0(

— είναι γνησίως αύξουσα στο ),1[  , αφού είναι συνεχής στο ),1[   και ισχύ-

ει  στο . 0)(  xf ),1( 

Το πρόσημο της  και το είδος μονοτονίας της  f  στα διαστήματα , 

 και 

f  ]0,(
]1,0[ ),1[   συγκεντρώνονται συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα: 

x  0 1 +
f ΄(x) + 0  0 +

f (x)

 f(1)

 f(0)

 

2. i) Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση 2συν)(  xxxf , ][0,πx   είναι γνη-

σίως αύξουσα και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

ii) Να αποδειχτεί ότι η εξίσωση 2συν  xx  έχει ακριβώς μια λύση στο 
. ][0,π

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 i) Είναι 
0ημ1)2συν()(  xxxxf ,  για κάθε  . ],0[ π

Επομένως, η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο . Επειδή η  f  είναι συνεχής και 

γνησίως αύξουσα, σύμφωνα με την παράγραφο 1.8, το σύνολο τιμών της είναι 
το διάστημα 

],0[ π

]1,3[)](),0([  ππff . 

y

 O

2

 π

 y=x2 y=συνx 1

 2 π/2
 x0

 x

28

 

ii) Έχουμε: 

02συν2συν  xxxx , 

     , . 0)(  xf ],0[ πx

Επειδή το σύνολο τιμών της  f  είναι το 
διάστημα , που περιέχει το 0, θα 

υπάρχει ένα τουλάχιστον 

]1,3[  π

),0(0 πx  , τέτοιο 

ώστε . Επειδή επιπλέον η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο , η  είναι μο-

ναδική ρίζα της  στο διάστημα αυ-

0)0 

(f

(xf

],π 0x0

0

[

) x
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τό. Η ρίζα αυτή, όπως φαίνεται και στο σχήμα 28, είναι η τετμημένη του σημεί-
ου τομής της  και της 2 xy xy συν . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Αν για τις συναρτήσεις  ισχύουν: gf ,

)(xg)(xg)(xf    και  )(xf   για κάθε  x , 

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  είναι σταθερή. 22 )]([)]([)( xgxfx φ

2. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων: 

     i)      ii)  4xf 3)( 3  xx xxxxf 1232)( 23 

iii) 
1

)(
2 


x

x
x












2

4
)

2

x

x
x

f

2

 

3. Oμοίως των συναρτήσεων: 

i)       ii)  




1,

1,
(

x

x
f |1|)(  xxf

4. Oμοίως των συναρτήσεων: 

xe

x
x xf xxf )(      ii) i)  ln)(     iii) |ημ|ημ)( xxxf  ,  . ]2,0[ πx

32)(  xxxg . 5. Δίνονται οι συναρτήσεις  και 655  x)(  xxf

     i) Να αποδείξετε ότι oι  είναι γνησίως αύξουσες. gf ,

06 

   ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών τους. 
iii) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις: 

55  xx    και   032  xx  
έχουν ακριβώς μία ρίζα την 1x

ln(1e x

)1ln( x

. 

6. Να αποδείξετε ότι: 

       i) H συνάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα. )1)(  xxf

      ii) Η εξίσωση  έχει ακριβώς μία λύση την 1e x 0x . 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Αν για μία συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη σ’ όλο το  ισχύει 
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2)(|)()(| yxyfxf    για όλα τα  yx, , 

να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή. 

2.    i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο διάστημα 

αxxxf  3)( 3

]1,1[ . 

       ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f στο διάστημα ]1 . ,1[

      iii) Αν 22  α , να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση   έ-
χει ακριβώς μία λύση στο διάστημα 

033  αxx
)1,1( . 

3. Η θέση ενός κινητού πάνω σε έναν άξονα τη χρονική στιγμή t δίνεται 
από τη συνάρτηση: 

16016188)( 234  tttttSx ,   50  t . 

Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού και στη συ-
νέχεια να απαντήσετε στα ακόλουθα ερωτήματα: 

        i) Πότε το κινητό έχει ταχύτητα μηδέν;  

       ii) Πότε το κινητό κινείται προς τα δεξιά και πότε προς τα αριστερά; 

      iii) Πότε η κίνηση του κινητού είναι επιταχυνόμενη και πότε επιβρα-
δυνόμενη; 

4. Η τιμή V (σε χιλιάδες δραχμές) ενός προϊόντος, t μήνες μετά την πα-
ραγωγή του, δίνεται από τον τύπο 

2

2

)2(

25
50




t

t
V . 

Να αποδείξετε ότι το προϊόν συνεχώς υποτιμάται χωρίς, όμως, η τιμή 
του να μπορεί να γίνει μικρότερη από το μισό της αρχικής τιμής του. 

5. Να αποδείξετε ότι: 

       i) Η συνάρτηση 
1

9
)(

2

3





x

xx
xf  είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από 

τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο 
των τιμών της  f  σε καθένα από τα διαστήματα αυτά. 

      ii) H εξίσωση  είναι ισοδύναμη με την  

και στη συνέχεια ότι έχει τρεις πραγματικές ρίζες για κάθε . 

0923  αxxαx αxf )(

α

6. Να βρείτε τις τιμές του  για τις οποίες η συνάρτηση 

 είναι γνησίως αύξουσα στο . 

*α
13)(  xxxαxf 23
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7. Να αποδείξετε οτι:  

        i) H συνάρτηση xxxxf συνημ)(   είναι γνησίως αύξουσα στο κλει-

στό διάστημα 





2
,0
π

. 

       ii) 0συνημ  xxx , για κάθε 







2
,0
π

x . 

      iii) H συνάρτηση 
x

x
xf

ημ
)(   είναι γνησίως φθίνουσα στο ανοικτό 

διάστημα 







2
,0
π

. 

8.  Να αποδείξετε ότι: 

        i) H συνάρτηση xxxxf 3εφημ2)(  , 






2
,0
π

x   είναι γνησίως αύ-

ξουσα. 

       ii) ,   για κάθε   xxx 3εφημ2  






2
,0
π

x  . 

 
 

2.7  TOΠΙΚΑ  ΑΚΡΟΤΑΤΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

Η έννοια του τοπικού ακροτάτου 

Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γρα-
φική παράσταση μιας συνάρτησης  f  
σ’ ένα διάστημα . Παρατη-

ρούμε ότι στο σημείο  η τιμή 

της συνάρτησης είναι μεγαλύτερη 
από την τιμή της σε κάθε “γειτονι-
κό” σημείο του 0 . Στην περίπτωση 

αυτή λέμε ότι η  f  παρουσιάζει στο 
 τοπικό μέγιστο. Το ίδιο συμβαίνει και στα σημεία  και . Γενικά έχουμε 

τον ακόλουθο ορισμό:  

],( βα

x  0x

x

y

 O

 A(x0,f (x0))

 Cf

 a  x0  x2 x1  β
 x

29

 

0x 1x 2x

Ax 0

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση  f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο  

τοπικό μέγιστο, όταν υπάρχει , τέτοιο ώστε 0δ

)()( 0xfxf  ),( 00 δxδxAx  για κάθε     . 

Το 0  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού μεγίστου, ενώ το  τοπικό μέγι-x )( 0xf

στο της  f. 
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Aν η ανισότητα  ισχύει για κάθε )()( 0xfxf  Ax , τότε, όπως είδαμε στην πα-

ράγραφο 1.3, η  f  παρουσιάζει στο Ax 0  ολικό μέγιστο ή απλά μέγιστο, το 

. )( 0xf

Στο διπλανό σχήμα παρατηρούμε 
ότι στο σημείο  η τιμή της 

συνάρτησης είναι μικρότερη από 
την τιμή της σε κάθε “γειτονικό” 
σημείο του . Στην περίπτωση 

αυτή λέμε ότι η  f  παρουσιάζει στο 
 τοπικό ελάχιστο. Το ίδιο συμ-

βαίνει και στα σημεία  και β. Γε-

νικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό: 

0xx 

0x

0x

1x

y

 O

 Cf

 a  x0  x1  β
 x

30

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μία συνάρτηση  f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο  Ax 0

τοπικό ελάχιστο, όταν υπάρχει 0 , τέτοιο ώστε δ

)()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),( 00 δxδxAx  . 

Το  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το  τοπικό ελά-0x )( 0xf

χιστο της  f. 

Αν η ανισότητα  ισχύει για κάθε )()( 0xfxf  Ax , τότε, όπως είδαμε στην πα-

ράγραφο 1.3, η  f  παρουσιάζει στο Ax 0  ολικό ελάχιστο ή απλά ελάχιστο, το 

. )( 0xf

Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχιστα της  f  λέγονται τοπικά ακρότατα αυ-
τής, ενώ τα σημεία στα οποία η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα λέγονται θέ-
σεις τοπικών ακροτάτων. Το μέγιστο και το ελάχιστο της  f  λέγονται ολικά 
ακρότατα ή απλά ακρότατα αυτής. 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
y

 1

 1

 O

Cf

 x

31

 








αν,

1
αν,

)(

2

x
x

xx
xf





1

1
 

 παρουσιάζει:  

 i) στο  τοπικό ελάχιστο, το 0x 0)0( f , 

το οποίο είναι και ολικό ελάχιστο και 

ii) στο  τοπικό μέγιστο, το 1x 1)1( f .  

Η συνάρτηση  f  αν και παρουσιάζει τοπικό μέγιστο, εντούτοις δεν παρουσιάζει 
(ολικό) μέγιστο. 
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ΣΧΟΛΙΑ 

 i) Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο 
(Σχ.32α). 

 y

 x4 x3 x2 x1

 (a)
 O  x

               (β)

y

 O

 min

 max

 a  β
 x

32

 x4 x3 x2 x1

 

ii) Αν μια συνάρτηση  f  παρουσιάζει μέγιστο, τότε αυτό θα είναι το μεγαλύτερο 
από τα τοπικά μέγιστα, ενώ αν παρουσιάζει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το μι-
κρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. (Σχ. 32β). Το μεγαλύτερο όμως από τα τοπικά 
μέγιστα μίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε μέγιστο αυτής. Επίσης το μικρότερο 
από τα τοπικά ελάχιστα μίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συνάρ-
τησης (Σχ. 32α). 

Προσδιορισμός των τοπικών ακροτάτων 

Με μια προσεκτική παρατήρηση του σχήματος 32β βλέπουμε ότι αν σ’ ένα εσω-
τερικό σημείο  ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού της η  f  παρουσιάζει 

τοπικό ακρότατο και επιπλέον είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε στο 
σημείο  η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  είναι οριζό-

ντια, δηλαδή ισχύει . Αυτό επιβεβαιώνεται από το παρακάτω θεώρη-

μα, που είναι γνωστό ως Θεώρημα του Fermat. 

0x

( 0x )),( 0 fxA

0)( 0  xf

ΘΕΩΡΗΜΑ (Fermat) 

Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και  ένα  εσωτερικό  0x

σημείο του Δ. Αν η  f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο  και είναι παρα-0x

γωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε: 

0)( 0  xf  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
y

 O

 f (x0)

 x0δ  x0+δ x0  x

33

 

Ας υποθέσουμε ότι η  f  παρουσιάζει στο  

τοπικό μέγιστο. Επειδή το  είναι εσωτερικό 

σημείο του Δ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό το-
πικό μέγιστο, υπάρχει  τέτοιο, ώστε 

0x

0x

0δ

Δδxδx  ),( 00         και 

)()( 0xfxf  , για κάθε ),( 00 δxδxx  .     (1) 
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Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο , ισχύει 0x

0

0

00

0

0
0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx 









.           

Επομένως, 

— αν ),( 00 xδxx  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 



xx

xfxf
, οπότε θα 

έχουμε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0
0 





 xx

xfxf
xf

xx
           (2) 

— αν , τότε, λόγω της (1), θα είναι  ),( 00 δxxx  0
)()(

0

0 



xx

xfxf
, οπότε θα 

έχουμε 

   0
)()(

lim)(
0

0

0

0 




 xx

xfxf
xf

xx
.           (3) 

Έτσι, από τις (2) και (3) έχουμε 0)( 0  xf . 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.      ■ 

ΣΧΟΛΙΟ 

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, τα εσωτερικά σημεία του Δ, στα οποία η 
 είναι διαφορετική από το μηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων. Επο-

μένως, όπως φαίνεται και στα σχήματα 29 και 30, οι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς τ 
ων   τ ο π ι κ ώ ν  α κ ρ ο τ ά τ ω ν  μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα Δ είναι: 

f 

1. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η παράγωγος της  f  μηδενίζεται. 

2. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται. 

3. Τα άκρα του Δ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της). 

Τα  ε σ ω τ ε ρ ι κ ά  σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παρά-
γωγός της είναι ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ. 
Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση y

 O

 Cf

 2

 1

 1  x

34

 








,)2(

,
)(

2

3

x

x
xf








)2(2

3
)(

2

x

x
xf




1

1

x

x
. 

Η  f  είναι συνεχής στο  και παραγωγίσιμη 
στο   με }1{




1,

1,

x

x
. 

Οι ρίζες της 0)(  xf  είναι οι 0 και 2. 
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Eπειδή η  μηδενίζεται στα σημεία 0 και 2, ενώ δεν υπάρχει στο 1, τα κρίσιμα 

σημεία της  f  είναι οι αριθμοί 0, 1 και 2. Όμως, όπως φαίνεται στο σχήμα, τα 
σημεία 1 και 2 είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων, ενώ το σημείο 0 δεν είναι θέση 
τοπικού ακροτάτου. Άρα δεν είναι όλα τα κρίσιμα σημεία θέσεις τοπικών ακρο-
τάτων της  f. Επομένως, χρειαζόμαστε ένα κριτήριο το οποίο να μας πληροφορεί 
ποια από τα κρίσιμα σημεία της  f  είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων αυτής. Σχε-
τικά ισχύει το παρακάτω θεώρημα: 

f 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα , με εξαίρεση ),( βα

ίσως ένα σημείο του , στο οποίο όμως η  f  είναι συνεχής. 0x

  i) Αν  στο  και 0)(  xf ),( 0xα 0)(  xf  στο , τότε το  είναι το-),( 0 βx )( 0xf

πικό μέγιστο της  f.   (Σχ. 35α) 

 ii) Αν 0)(  xf  στο  και ),( 0xα 0)(  xf  στο , τότε το  είναι το-),( 0 βx )( 0xf

πικό ελάχιστο της  f.   (Σχ. 35β) 

iii) Aν η  διατηρεί πρόσημο στο , τότε το  δεν είναι )(xf  ),(),( 00 βxxα  )( 0xf

τοπικό ακρότατο και η  f  είναι γνησίως μονότονη στο . (Σχ. 35γ). ),( βα

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

  i) Eπειδή 0)(  xf  για κάθε ),( 0xαx  και η  f  είναι συνεχής στο , η  f  εί-

ναι γνησίως αύξουσα στο . Έτσι έχουμε 
0x

]0,( xα

          ,  για κάθε  )()( 0xfxf  ],( 0xαx .          (1) 

Επειδή 0)(  xf  για κάθε ),( 0 βxx  και η  f  είναι συνεχής στο , η  f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο . Έτσι έχουμε: 
0x

)β,[ 0x

          ,  για κάθε  )()( 0xfxf  ),[ 0 βxx .          (2) 

 y

 O

 f (x0)

 f ΄<0 f ΄>0

 β a  x0  x
                           

y

 O

 f ΄<0 f ΄>0

 β a  x0  x

35a

 f (x0)

 

Επομένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει: 

)()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),( βαx , 

που σημαίνει ότι το  είναι μέγιστο της  f  στο  και άρα τοπικό μέγι-

στο αυτής. 

)( 0xf ),( βα

 ii) Εργαζόμαστε αναλόγως. 
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 y

 O

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

y

 O

 f ΄<0  f ΄>0

 β a  x0  x

35β

 

iii) Έστω ότι 

0)(  xf ,  για κάθε  ),(),( 00 βxxαx  . 

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x

35γ

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα 

διαστήματα  και . Επομένως, για 
0x

,[ 0x],( xα )β xxx0 201   ισχύει 

)( 2xf)()( xfxf 01 
,(α

x

. Άρα το  δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f. Θα δεί-

ξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο . Πράγματι, έστω 

 με . 

)0(xf

)β

],( xα

),(, 21 βαxx 

, xx 

21x 

],( xα— Αν , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο , θα ισχύει 

. 
021

)( 2xf
0

)( 1xf

— Αν , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο , θα ισχύει 

. 

),[, 021 βxxx 
)( 2xf

),[ 0 βx

)( 1xf

— Τέλος, αν , τότε όπως είδαμε 201 xxx  )()()( 201 xfxfxf  .  

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει )()( 21 xfxf  , οπότε η  f  είναι γνη-

σίως αύξουσα στο . ),( βα

0Ομοίως, αν )( xf  για κάθε ),( βx),( 00xαx  .     ■ 

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση  που είναι ορισμένη στο . Η  

f  είναι παραγωγίσιμη στο , με . Οι ρίζες της  είναι 

 (διπλή) ή , το δε πρόσημο της 

34 4)( xxxf 
23 124)( xxx 

f

f 0)(  xf

0x 3x   φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

x    0  3  
)(xf      0   0 +  
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Σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο, η συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα 
στο διάστημα , γνησίως αύξουσα στο διάστημα ]3,( ),3[   και παρουσιάζει 

ένα μόνο τοπικό ακρότατο, συγκεκριμένα ολικό ελάχιστο για , το 
. 

3x
27)3( f

ΣΧΟΛΙΑ 

 ΄Οπως είδαμε στην απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος στην πρώτη περί-

πτωση το  είναι η μέγιστη τιμή της  f  στο , ενώ στη δεύτερη περί-

πτωση το  είναι η ελάχιστη τιμή της  f  στο . 

)( 0xf

)( 0xf

),( βα

),( βα

 Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστημα , όπως 

γνωρίζουμε (Θεώρημα § 1.8),η  f  παρουσιάζει μέγιστο και ελάχιστο. Για την 
εύρεση του μέγιστου και ελάχιστου εργαζόμαστε ως εξής: 

],[ βα

1.  Βρίσκουμε τα κρίσιμα σημεία της  f. 

2. Υπολογίζουμε τις τιμές της  f  στα σημεία αυτά και στα άκρα των δια-
στημάτων. 

3. Από αυτές τις τιμές η μεγαλύτερη είναι το μέγιστο και η μικρότερη το 
ελάχιστο της  f. 

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση , 1924152)( 23  xxxxf ]5,0[x . Έχου-

με , . Οι ρίζες της 24306)( 2  xxxf ]5,0[x 0)(  xf

1

 είναι οι , . 

Επομένως, τα κρίσιμα σημεία της  f  είναι τα 

1x 4x

x 4, x
]5,0[

. Οι τιμές της  f  στα 
κρίσιμα σημεία και στα άκρα του διαστήματος  είναι 

30)1( f ,    3)4( f ,    19)0( f    και   14)5( f . 

Άρα, η μέγιστη τιμή της  f  στο  είναι ίση με 30 και παρουσιάζεται για 

, ενώ η ελάχιστη τιμή της  f  είναι ίση με 3 και παρουσιάζεται για . 

]5,0[

1x 4x

 Για να εφαρμόσουμε το προηγούμενο θεώρημα απαιτείται να προσδιορίσουμε 
το πρόσημο της  εκατέρωθεν του . Όταν ο προσδιορισμός αυτός δεν είναι 

εύκολος ή είναι αδύνατος, τότε το παρακάτω θεώρημα, του οποίου η απόδειξη 
παραλείπεται, μπορεί να μας πληροφορήσει αν το  είναι θέση τοπικού ακρό-

τατου. 

f  x

x

0

0

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα ),(   και  ένα ση-0x

μείο του ),(   στο οποίο η  f  είναι δυο φορές παραγωγίσιμη. 

 Αν 0)( 0  xf  και , τότε το  είναι τοπικό μέγιστο. 0)( 0  xf )( 0xf

 Αν 0)( 0  xf  και , τότε το  είναι τοπικό ελάχιστο. 0)( 0  xf )( 0xf

Για παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτη-
σης 
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xxxf συν2)(  ,     )2,0[ πx . 

Έχουμε 

xxf ημ21)(      και    xxf συν2)(  , 

οπότε οι ρίζες της  είναι οι f 
6


 και 

6

5
. 

Για 
6


x , είναι 03

6







 

f , ενώ για 
6

5
x , είναι 03

6

5







 

f . 

Έτσι έχουμε 

α) 0
6







 f  και 0

6







 

f , οπότε το 







6


f  είναι τοπικό μέγιστο της  f. 

β) 0
6

5







 

f  και 0
6

5







 

f , οπότε το 







6

5
f  είναι τοπικό ελάχιστο της  f. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα βρεθεί το ]3[0,x  έτσι, ώστε το ορθο-

γώνιο ΑΒΓΔ του διπλανού σχήματος να έχει μέ-
γιστο εμβαδό.  

y

 ΔΓ

O

 y=3x2

 A(x,0) B(x,0)  x

36

 

ΛΥΣΗ 

Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι 

xxxxΔ 62)3(2) 32 AABxE )(()(  . 

Έχουμε . Οι ρίζες 

της  είναι οι , 

)1)(1(666)( 2  xxxxE

0) x 1x 1(E x . Η μονοτονία 

και τα ακρότατα της Ε φαίνονται στον παρακάτω 
πίνακα 

x 0 1 3
E΄(x) + 0 

E(x)  max

 min
 0

 4

 min
 0

 

Άρα, η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι ίση με 4 και παρουσιάζεται όταν . 1x
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2. Έστω η συνάρτηση xxxf ln1)(  . 

 i) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και 
τα ακρότατα. 

ii) Να αποδειχτεί ότι 1ln  xx , για κάθε 
. 0x

ΛΥΣΗ 

 i) Έχουμε 
x

x

x
xf

11
1)(


 , ),0( x . Η 

εξίσωση  έχει μία μόνο ρίζα, την 

. Η μονοτονία και τα ακρότατα της  f  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

0)(  xf

1x

y

 y=x1

 y=lnx

 1 O  x

37

 

x 0 1 +
f ΄(x)  0 +

f (x)

 min
 0

 
ii) Επειδή η  f  για  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, για κάθε 1x ),0( x  ισχύ-

ει: 
   0ln1)0()(  xxfxf  

            1ln  xx . 

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν 1x . 

3. Μία βιομηχανία καθορίζει την τιμή πώλησης  κάθε μονάδας ενός 

προϊόντος, συναρτήσει του πλήθους x των μονάδων παραγωγής, σύμφωνα με 
τον τύπο . Το κόστος παραγωγής μιας μονάδας είναι 4000 

δρχ. Αν η βιομηχανία πληρώνει φόρο 1200 δρχ.για κάθε μονάδα προϊόντος, 
να βρεθεί πόσες μονάδες προϊόντος πρέπει να παράγει η βιομηχανία, ώστε να 
έχει το μέγιστο δυνατό κέρδος. 

)(xΠ

xxΠ 640000)( 

ΛΥΣΗ 

Η είσπραξη από την πώληση x μονάδων παραγωγής είναι 

xxxxxΠxxE 400006)640000()()( 2  . 

Το κόστος από την παραγωγή x μονάδων είναι 

xxK 4000)(  . 

Το ολικό κόστος μετά την πληρωμή του φόρου είναι: 

xxxxK ολ 520012004000)(  . 

Επομένως, το κέρδος της βιομηχανίας είναι 

)()()( xKxExP ολ  
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         xxx 5200400006 2 

        . xx 348006 2 

Έχουμε 3480012)(  xxP , οπότε η 0)(  xP  έχει ρίζα την 2900x . 

Η μονοτονία και τα ακρότατα της Ρ στο ),0(   φαίνονται στον παρακάτω πίνα-

κα: 

x 0 2900 +
P΄(x) + 0 

P(x)  max
 50460

 

Επομένως, το μέγιστο κέρδος παρουσιάζεται όταν η βιομηχανία παράγει 2900 
μονάδες από το προϊόν αυτό και είναι ίσο με 50460 χιλιάδες δρχ. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. H παράγωγος μιας συνάρτησης  f  είναι 

)3()2()1(3)( 23  xxxxf . 

Για ποιές τιμές του x η  f  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και για ποιες 
παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο; 

 2.  α) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρ-
τήσεις: 

     i)   ii)  133)( 23  xxxxf 23)( 3  xxxg

iii) . 132)( 23  xxxh

β) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών των εξισώσεων: 

0133 23  xxx ,      ,      . 0233  xx 0132 23  xx

 3. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτή-
σεις: 
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i)    ii) . 








 1,

1,
)(

1

2

xe

xx
xf

x








1,34

1,12
)(

2

2

xxx

xxx
xg

 4. Nα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτή-
σεις: 

i)     ii) ,    . xexf x )( xxxf )( 0x

 5. Nα βρείτε τις τιμές των βα,  για τις οποίες η συνάρτηση 

 παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σημεία 

 και . Να καθορίσετε το είδος των ακροτάτων. 

13)( xxβxαxf

11 x 12 x

23 

 6. Να αποδείξετε ότι, από όλα τα οικόπεδα σχήματος ορθογωνίου με εμ-
βαδό 400m2, το τετράγωνο χρειάζεται τη μικρότερη περίφραξη. 

 7. Με συρματόπλεγμα μήκους 80m θέλουμε να περιφράξουμε οικόπεδο 
σχήματος ορθογωνίου. Να βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου που 
έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν. 

 8. Μία ώρα μετά τη λήψη x mgr ενός αντιπυρετικού, η μείωση της θερ-

μοκρασίας ενός ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση 
4

)( 2xxT 
3x

30  x

, 

. Να βρείτε ποια πρέπει να είναι η δόση του αντιπυρετικού, 
ώστε ο ρυθμός μεταβολής της μείωσης της θερμοκρασίας ως προς x, 
να γίνει μέγιστος. 

 9. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ του διπλανού 
σχήματος με πλευρά 2cm. Αν το τε-
τράγωνο ΕΖΗΘ έχει τις κορυφές του 
στις πλευρές του ΑΒΓΔ,  

 x  x

 x x

 Δ

 A  Ε

 Ζ

 B

 Θ

 H  Γ

 Ε(x)

 

       i) να εκφράσετε την πλευρά ΕΖ συ-
ναρτήσει του x. 

      ii) να βρείτε το x έτσι, ώστε το εμβα-
δόν  του ΕΖΗΘ να γίνει ελάχιστο. )(xE

10. Το κόστος της ημερήσιας παραγωγής x μονάδων ενός βιομηχανικού 

προϊόντος είναι 100060020
3

)( 23  xxxxK
1

1050  x
2

 χιλιάδες δραχμές, 

. Η είσπραξη από την πώληση των x μονάδων είναι 

 χιλιάδες δραχμές. Να βρεθεί η ημερήσια παραγωγή 

του εργοστασίου, για την οποία το κέρδος γίνεται μέγιστο. 

2x420)( xxE 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
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 1. Δίνεται η συνάρτηση 3ημ2)(  xxxf , ],0[ πx  

       i) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και ακρότατα. 

      ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
2

3

2

1
ημ  xx  έχει ακριβώς μία ρίζα  

στο . ),0( π

2.     i) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρ-
τηση 

1ln)(  xxxf  

και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της. 

       ii) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρ-
τηση 

34ln2)( 2  xxxxxφ  

      iii) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

xxxg ln)(     και   
2

3
2

2

1
)( 2  xxxh  

έχουν ένα μόνο κοινό σημείο στο οποίο έχουν και κοινή εφαπτομένη. 

 3. Να αποδείξετε ότι για κάθε  ισχύει 0x

    i) α)     ii) α) xe x 1 2

2

1
1συν xx   

           β) 2

2

1
1 xxe x             β)  3

6

1
ημ xxx   

iii) α)                 ,   xνx ν  1)1( ν   με   2ν

            β) 2

2

)1(
1)1( x

νν
xνx ν 
  , ν   με  . 3ν

 4. Να αποδείξετε ότι, αν για μια συνάρτηση  f,  που είναι παραγωγίσιμη 
στο , ισχύει 

162)(6)(2 33  xxxfxf , 

τότε η  f  δεν έχει ακρότατα. 
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 5. Στο διπλανό σχήμα έχουμε τις 
γραφικές παραστάσεις δύο πα-
ραγωγίσιμων συναρτήσεων 

 σ’ ένα διάστημα . Το 

σημείο  είναι το ση-

μείο στο οποίο η καρακόρυφη 
απόσταση  μεταξύ των  

και  παίρνει τη μεγαλύτερη 

τιμή.  

gf , ],[ βα

),( βαξ 

)(ΑΒ fC

gC

y

 O

 Cf

 Cg

g(ξ)

f (ξ)  Α

 Β

 β α  ξ  x

 

Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες των  και  στα σημεία 

 και  είναι παράλληλες. 
fC gC

))(,( ξfξA ))(,( ξgξΒ

 6. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

222 )()()()( γxβxαxxf  ,  με  γβα   

έχει τρία τοπικά ελάχιστα και δύο τοπικά μέγιστα. 

 7. Με ένα σύρμα μήκους 4m κατασκευάζουμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο 
πλευράς x m και ένα τετράγωνο πλευράς y m. 

       i) Να βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων συναρτή-
σει της πλευράς x του ισοπλεύρου τριγώνου. 

      ii) Για ποια τιμή του x το εμβαδόν γίνεται ελάχιστο. 

 8. Δίνεται η συνάρτηση xxf )(  και το σημείο 







0,
2

9
A . 

       i) Να βρείτε το σημείο Μ της  που απέχει από το σημείο Α τη μι-

κρότερη απόσταση. 
fC

      ii) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της  στο Μ είναι κάθετη στην 

ΑΜ. 
fC

 9. Όπως γνωρίζουμε, ο στίβος 
του κλασικού αθλητισμού απο-
τελείται από ένα ορθογώνιο 
και δύο ημικύκλια. Αν η περί-
μετρος του στίβου είναι 400m, 
να βρείτε τις διαστάσεις του, 
ώστε το εμβαδόν του ορθογω-
νίου μέρους να γίνει μέγιστο.  

 x

 x
 E(x)

 

10. Η ναύλωση μιας κρουαζιέρας απαιτεί συμμετοχή τουλάχιστον 100 α-
τόμων. Αν δηλώνουν ακριβώς 100 άτομα, το αντίτιμο ανέρχεται σε 
100 χιλιάδες δραχμές το άτομο. Για κάθε επιπλέον άτομο το αντίτιμο 
ανά άτομο μειώνεται κατά 500 δρχ. Πόσα άτομα πρέπει να δηλώσουν 
συμμετοχή, ώστε να έχουμε τα περισσότερα έσοδα. 
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11. Έστω Ε το εμβαδόν του κυκλικού δα-
κτυλίου του διπλανού σχήματος. Υπο-
θέτουμε οτι τη χρονική στιγμή 

 r2

 r1

0t  
είναι cm και 31 r 52 r cm και ότι για 

 η ακτίνα  αυξάνεται με σταθε-

ρό ρυθμό 0,05cm/s, ενώ η ακτίνα  

αυξάνεται με σταθερό ρυθμό 0,04 
cm/s. Να βρείτε: 

0t 1r

2r

 

       i) πότε θα μηδενιστεί το εμβαδόν του 
κυκλικού δακτυλίου και 

      ii) πότε θα μεγιστοποιηθεί το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου. 

12. 
ή 

       i) ν της 
διατομής ΑΒΓΔ είναι ίσο με 

      ii) ια τιμή του θ το εμβαδόν της κάθετης διατομής μεγιστοποι-
είται; 

13. 
α α

υμβήσει με 

       i) ανύσει τη διαδρομή ΚΜΣ του διπλανού 
σχήματος χρειάζεται χρόνο 

Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα 
κανάλι του οποίου η κάθετη διατομ

 2m2m

 2m  Β

 Γ Δ

 Α

ΑΒΓΔ φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

Να αποδείξετε ότι το εμβαδό θ  θ

 
)συν1(ημ4 θθE   

Για πο

Ένας κολυμβητής Κ βρίσκε-
ται στη θάλ σσ  100ft (1)  μα-
κριά από το πλησιέστερο 
σημείο Α μιας ευθύγραμμης 
ακτής, ενώ το σπίτι του Σ 
βρίσκεται 300ft μακρυά από 
το σημείο Α. Υποθέτουμε ότι ο κολυμβητής μπορεί να κολ

 Mx

 Κ

 Σ A

100 ft

 300 ft  

ταχύτητα 3ft/s και να τρέξει στην ακτή με ταχύτητα 5ft/s. 

Να αποδείξετε οτι για να δι

53

Για ποια τιμή του x o κολυμβητής θ

300100
)(

22 xx
xΤ





 . 

      ii) α χρειαστεί το λιγότερο δυνατό 
χρόνο για να φθάσει στο σπίτι του; 

                                                           
(1) 1ft = 30,48 cm 
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14. Ένας εργολάβος επιθυμεί 
να χτίσει ένα σπίτι στο 
δρόμο που συνδέει δύο 
εργοστάσια  και  τα 

οποία βρίσκονται σε α-
πόσταση 12km και εκπέ-
μπουν καπνό με παρο-
χές  Ρ  και    αντιστοίχως. Αν η πυκνότητα του καπνού σε μια α-
πόσταση d από ένα τέτοιο εργοστάσιο είναι ανάλογη της παροχής κα-
πνού του εργοστασίου και αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της 
απόστασης d, να βρείτε σε ποια απόσταση x από το εργοστάσιο  

πρέπει ο εργολάβος να χτίσει το σπίτι για να έχει τη λιγότερη δυνατή 
ρύπανση. (Παροχή καπνού μιας καπνοδόχου ενός εργοστασίου λέγε-
ται η ποσότητα του καπνού που εκπέμπεται από την καπνοδόχο στη 
μονάδα του χρόνου). 

1

P8

E E

E

2

1

x  Ε2 Ε1

12km
 Σ

 

 
 

2.8  KΥΡΤΟΤΗΤΑ – ΣΗΜΕΙΑ  ΚΑΜΠΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Κοίλα - κυρτά συνάρτησης 

 Έστω οι συναρτήσεις  και 2)( xxf  ||)( xxg   (Σχ. 38). 

 (a)

 x

 y

 Ο

 y=f (x)

                        

 y=g(x)

 x

y

 Ο

38

 (β)  

Οι πληροφορίες τις οποίες μας δίνει η πρώτη παράγωγος για τη συμπεριφορά 
κάθε μιας από τις δύο συναρτήσεις, όπως φαίνεται και στο σχήμα 38 είναι ίδιες. 
Δηλαδή οι συναρτήσεις, 

— είναι γνησίως φθίνουσες στο ]0,(  

— είναι γνησίως αύξουσες στο ),0[   

— παρουσιάζουν τοπικό ελάχιστο για 0x , το οποίο είναι ίσο με 0. 

Όμως, οι συναρτήσεις αυτές έχουν διαφορετικές γραφικές παραστάσεις. Δηλαδή, 
“ανέρχονται” και “κατέρχονται” με διαφορετικό τρόπο σε κάθε ένα από τα δια-
στήματα  και . Επομένως, οι πληροφορίες που μας δίνει το πρό-]0,( ),0[ 
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σημο της πρώτης παραγώγου δεν είναι ικανές για τη χάραξη της γραφικής παρά-
στασης μιας συνάρτησης. 
 
Ας θεωρήσουμε τώρα τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων 
στο διάστημα . ),0[ 

 (a)

 x

 y

 +

 Ο

 y=x2

 Καθώς το x αυξάνεται
 η εφαπτομένη  της  Cf

 στρέφεται  κατά τη θε-
 τική φορά                   

 y x

 x

y

 Ο

39

 

 (β)

 Καθώς το x αυξάνεται
 η εφαπτομένη της Cg

 στρέφεται  κατά  την
 αρνητική φορά  

 
Παρατηρούμε ότι καθώς το x αυξάνεται: 

— η κλίση )(xf   της  αυξάνεται, δηλαδή η fC f   είναι γνησίως αύξουσα στο 

, ενώ ),0[ 

— η κλίση της  της  ελαττώνεται, δηλαδή η )(xg  gC g   είναι γνησίως φθίνουσα 

στο . ),0[ 
Στην πρώτη περίπτωση λέμε ότι η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω 
στο , ενώ στη δεύτερη περίπτωση λέμε ότι η g στρέφει τα κοίλα προς τα 

κάτω στο 

),0[ 
,0[ ) . Γενικά δίνουμε τον παρακάτω ορισμό: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω μία συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστημα Δ και π α ρ α γ ω γ ί σ ι 
μ η  στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. Θα λέμε ότι: 

 Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η 
f   είναι γνησίως αύξουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 

 Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν η 
f   είναι γνησίως φθίνουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 

Εποπτικά, μία συνάρτηση  f  είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) σε ένα διάστημα 
Δ, όταν ένα κινητό, που κινείται πάνω στη , για να διαγράψει το τόξο που 

αντιστοιχεί στο διάστημα Δ πρέπει να στραφεί κατά τη θετική (αντιστοίχως αρ-
νητική) φορά. (Σχ. 40) 

fC
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 +

 y

 O  x

 Cf

 +

40

 

Για να δηλώσουμε στον πίνακα μεταβολών ότι μια συνάρτηση  f  είναι κυρτή 
(αντιστοίχως κοίλη) σε ένα διάστημα Δ, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό  (α-
ντιστοίχως  ). 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) σ’ ένα 
διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σημείο 
του Δ βρίσκεται “κάτω” (αντιστοίχως “πάνω”) από τη γραφική της παράσταση 
(Σχ. 39), με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. 

 Η μελέτη μιας συνάρτησης ως προς τα κοίλα και κυρτά διευκολύνεται με τη 
βοήθεια του επόμενου θεωρήματος, που είναι άμεση συνέπεια του προηγούμε-
νου ορισμού και του θεωρήματος μονοτονίας. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

΄Εστω μια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστημα Δ και δυο φορές παρα-
γωγίσιμη στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 

 Αν   για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι 0)(  xf

κυρτή στο Δ. 

 Αν 0)(  xf  για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι κοί-

λη στο Δ. 

 y=x3

 O  x

y 41

 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση  (Σχ. 41), 3)( xxf 

— είναι κοίλη στο , αφού ]0,( 06)(  xxf

]0,(

, για 

 και η  f  είναι συνεχής στο )0,(x   ενώ, 

— είναι κυρτή στο , αφού ),0[  06)(  xxf

),0[

, για 

 και η  f  είναι συνεχής στο ),0( x  . 
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ΣΧΟΛΙΟ 

 y=x4

 O  x

 y 42

 

Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει. Για πα-

ράδειγμα, έστω η συνάρτηση  (Σχ. 42). Ε-

πειδή η  είναι γνησίως αύξουσα στο , η 

 είναι κυρτή στο . Εντούτοις, η 

4)( xxf 
34)( xxf 

4)( xxf  )(xf   δεν 

είναι θετική στο , αφού 0)0( f . 

Σημεία καμπής 

Στη γραφική παράσταση της συνάρτησης  

(Σχ. 41) παρατηρούμε ότι, 

3x)(xf 

     (α) στο σημείο  η γραφική παράσταση της  f  έχει εφαπτομένη και )0,0(O

     (β) εκατέρωθεν του , η κυρτότητα της καμπύλης αλλάζει. 00 x
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Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η γραφική παράσταση της  f  “κάμπτεται” στο 
σημείο . Το σημείο Ο λέγεται σημείο καμπής της . Γενικά δίνουμε 

τον παρακάτω ορισμό. 

)0,0(O fC

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα , με εξαίρεση ),( βα

ίσως ένα σημείο του  . Αν 0x

    η  f είναι κυρτή στο  και κοίλη στο , ή αντιστρόφως, και ),( 0xα ),( 0 βx

    η  έχει εφαπτομένη στο σημείο , fC ))(,( 00 xfxA

τότε το σημείο  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παρά-))(,( 00 xfxA

στασης της  f. 

Όταν το  είναι σημείο καμπής της , τότε λέμε ότι η f παρουσιά-

ζει στο  καμπή και το  λέγεται θέση σημείου καμπής. Στα σημεία καμπής 

η εφαπτομένη της  “διαπερνά” την καμπύλη. Αποδεικνύεται, επιπλέον, ότι: 

))(,( 00 xfxA

0x

fC

fC

0x

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν το  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f  

και η  f  είναι δυο φορές παραγωγίσιμη, τότε 

))(,( 00 xfxA

0)( 0  xf . 

Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, τα εσωτερικά 
σημεία ενός διαστήματος Δ στα οποία η 

 y=f (x)

 x x1  x2 O

y
43

 

f   είναι 

διαφορετική από το μηδέν δεν είναι θέσεις σημείων 
καμπής. Επομένως,  ο ι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς  σ η μ 
ε ί ω ν  κ α μ π ή ς  μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διά-
στημα Δ είναι:  
 i) τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f  μη-

δενίζεται, και 
ii) τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρ-
χει η   (Σχ. 43). f 

yΓια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 








)2(
)(

4

3

x

x
xf




1,

1,

x

x
       (Σχ. 44)  

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  }1{  με 








(12

6
)(

x

x
xf




1,)2

1,
2 x

x
. 

Έτσι έχουμε τον παρακάτω πίνακα: 

 O

Cf

 2

 1

 1  x

44
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x            0                 1                2           
)(xf              0         +           +     0   + 

)(xf  κοίλη κυρτή κυρτή κυρτή 

Επειδή η  μηδενίζεται στα σημεία 0 και 2, ενώ δεν υπάρχει στο 1, οι πιθανές 

θέσεις των σημείων καμπής είναι τα σημεία 0, 1 και 2. Όμως, όπως φαίνεται 
στον παραπάνω πίνακα και στο σχήμα, τα σημεία 1 και 2 δεν είναι θέσεις ση-
μείων καμπής, αφού σ’ αυτά η  f  δεν αλλάζει κυρτότητα, ενώ το σημείο 0 είναι 
θέση σημείου καμπής, αφού στο  υπάρχει εφαπτομένη της  και η  f  

στο 0 αλλάζει κυρτότητα. Παρατηρούμε λοιπόν ότι από τις πιθανές θέσεις ση-
μείων καμπής, θέση σημείου καμπής είναι μόνο το 0, εκατέρωθεν του οποίου η 

 αλλάζει πρόσημο. Γενικά: 

f 

))0(,0( fO C

f 

f

Έστω μια συνάρτηση  f  oρισμένη σ’ ένα διάστημα  και ),( βα ),(0 βαx  . Αν 

        η f   αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του  και 0x

        ορίζεται εφαπτομένη της  στο , fC ))(,( 00 xfxA

τότε το  είναι σημείο καμπής. ))(,( 00 xfxA

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Nα προσδιορισθούν τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση 
 - 

56)( 24  xxxf , 

είναι κυρτή ή κοίλη και να βρεθούν τα σημεία καμπής της γραφικής της πα-
ράστασης. 

ΛΥΣΗ 

 i) Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο , με )1)(1(12)(  xxxf . Το πρό-

σημο της  φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα: f 

x  -1 1 +
f ΄́ (x) + 0  0 +

Σ.Κ. Σ.Κ.

 0  0 f (x)

 

Επομένως, η  f είναι κυρτή σε καθένα από τα διαστήματα ]1,(   και  και 

κοίλη στο διάστημα . 
),1[ 

]1,1[
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Επειδή η  μηδενίζεται στα σημεία f  1,1  και εκατέρωθεν αλλάζει πρόσημο, τα 

σημεία  και  είναι σημεία καμπής της . Τα συμπεράσματα αυτά 

καταχωρούνται στην τελευταία γραμμή του παραπάνω πίνακα. 

)0,1(A )0,1(B fC

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω συναρτήσεις είναι 
κυρτές ή κοίλες και να προσδιορίσετε (αν υπάρχουν) τα σημεία κα-
μπής των γραφικών τους παραστάσεων 

      i)    ii) 253)( 45  xxxf
3

2 23
)(

x

x
xg


 . 

 2. Ομοίως για τις συναρτήσεις: 

    i)     ii)  xxexf  1)( )5ln2()( 2  xxxg

iii) . 








0,13

0,13
)(

23

2

xxx

xx
xh

 3. Oμοίως για τις συναρτήσεις: 

  i)         ii) 
2

)( xexf  







2
,

2
,εφ)(

ππ
xxxg       

iii)      iv) ||)( xxxh  ||)( xxφ   

  v) 









0,

0,
)(

xx

xx
xψ . 

 4. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου 
μίας συνάρτησης  f  στο διάστημα [ ]10,1 . 

 10
 8 7 6 5 4

 2
 1  x

 y=f΄(x)

 y

 O -1
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 Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f είναι γνησίως αύξου-
σα, γνησίως φθίνουσα, κυρτή, κοίλη και τις θέσεις τοπικών ακροτά-
των και σημείων καμπής. 

 x=S(t)

x=S(t)

 O
 t2

 t3 t1  t

 

 5. Στο διπλανό σχήμα δίνε-
ται η γραφική παράσταση 
C της συνάρτησης θέσεως 

 ενός κινητού που 

κινείται πάνω σε έναν ά-
ξονα. Αν η C παρουσιάζει 
καμπή τις χρονικές στιγ-
μές  και , να βρείτε:  

)(tSx 

t1t 3

        i) Πότε το κινητό κινείται κατά τη θετική φορά και πότε κατά την 
αρνητική φορά. 

       ii) Πότε η κίνηση του κινητού είναι επιταχυνόμενη και πότε επιβρα-
δυνόμενη. 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Να βρείτε τα σημεία καμπής της γραφικής παράστασης της συνάρτη-
σης: 

1
)(

2 


x

x
xf  

 και να αποδείξετε ότι δύο από αυτά είναι συμμετρικά ως προς το τρί-
το. 

 2. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης: 

22)( xexf αx    

 έχει για κάθε τιμή του α
2 x

, ακριβώς ένα σημείο καμπής που βρίσκε-

ται στην παραβολή . 2y

 3. Να αποδείξετε ότι για κάθε )2,2(α  η συνάρτηση 

 είναι κυρτή σε όλο το . 1262)( xxxαxxf 234 

 4. Δίνεται η συνάρτηση . 23)( 23  xxxf

       i) Να αποδείξετε ότι η  f  παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπι-
κό ελάχιστο και ένα σημείο καμπής. 

      ii) Aν  είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και  η θέση 

του σημείου καμπής, να αποδείξετε ότι τα σημεία , 

 και  είναι συνευθειακά. 

21 , xx

(, 22 xfx

3x

,( 1xA ))( 1xf

))(B ))(,( 33 xfxΓ
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 5. Έστω f μια συνάρτηση, δυο φορές παραγωγίσιμη στο ]2,2[ , για την 

οποία ισχύει 

03)(2)( 22  xxfxf . 

 Να αποδείξετε ότι η  f  δεν έχει σημεία καμπής. 

 
 

2.9  ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ - ΚΑΝΟΝΕΣ  DE L’ HOSPITAL 
 

Aσύμπτωτες 

 

y
x


1

 x

y

 Ο

45

 

 Έστω η συνάρτηση 
x

xf
1

)(   (Σχ. 45). 

Όπως είδαμε: 


x

1



xf

xx
lim)(lim

00
. 

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x τείνει στο 0 από 
θετικές τιμές, η γραφική παράσταση της  f τείνει 
να συμπέσει με την ευθεία 0x

0
. Στην περίπτω-

ση αυτή λέμε ότι η ευθεία x  είναι κατακό-
ρυφη ασύμπτωτη της . Γενικά: fC

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια ,  είναι )(lim
0

xf
xx 

)(lim
0

xf
xx 

  ή , τότε η 

ευθεία  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  0xx 
f. 

 Για την ίδια συνάρτηση παρατηρούμε ότι: 

0
1

lim)(lim 
 x

xf
xx

. 

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x τείνει στο  , η γραφική παράσταση της  f 
τείνει να συμπέσει με την ευθεία 0y . Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευ-

θεία  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  στο 0y fC  . 

Επίσης παρατηρούμε ότι 

0
1

lim)(lim 
 x

xf
xx

. 

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x τείνει στο  , η γραφική παράσταση της  f τεί-
νει να συμπέσει με την ευθεία 0y . Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία 

 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  στο 0y fC  . Γενικά: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν 


)(lim xf
x

 (αντιστοίχως ))(lim 


xf
x

, τότε η ευθεία y  λέγεται ορι-

ζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο   (αντιστοίχως στο 
 ). 

 Έστω η συνάρτηση  

                 
x

xxf
1

1)(   

και η ευθεία  

1)(  xxg    (Σχ. 46). 

Επειδή 0
1

lim)]()([lim 
 x

xgxf
xx

, καθώς 

το x τείνει στο , οι τιμές της  f  προσεγγί-
ζουν τις τιμές της g. Δηλαδή, η γραφική πα-
ράσταση της  f  προσεγγίζει την ευθεία 

. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η 

ευθεία  είναι ασύμπτωτη (πλάγια) της  στο 



1 xy

y 1 x fC  . Γενικά: 

 Cf

 1

 f (x)(x1)

 1  x

y

 Ο

46

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Η ευθεία  λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο βxλy 
 , αντιστοίχως στο , αν 

0)]()([lim 


βxλxf
x

,  

αντιστοίχως 
0)]()([lim 


βxλxf

x
. 

Η ασύμπτωτη  είναι οριζόντια αν βxλy  0λ , ενώ αν 0λ  λέγεται πλά-

για ασύμπτωτη. 

Για τον προσδιορισμό των ασυμπτώτων μιας συνάρτησης ισχύει το παρακάτω 
θεώρημα, του οποίου η απόδειξη παραλείπεται. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Η ευθεία  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο , βxλy  
αντιστοίχως στο , αν και μόνο αν 




λ
x

xf
x

)(
lim   και  


βxλxf

x
])([lim , 

αντιστοίχως 




λ
x

xf
x

)(
lim   και  


βxλxf

x
])([lim . 

ΣΧΟΛΙΑ 
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1. Αποδεικνύεται ότι: 

   — Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν 
ασύμπτωτες. 

    — Οι ρητές συναρτήσεις 
)(

)(

xQ

xP
, με βαθμό του αριθμητή  μεγαλύτερο 

τουλάχιστον κατά δύο του βαθμού του παρονομαστή, δεν έχουν πλάγιες 
ασύμπτωτες. 

)(xP

2. Σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, ασύμπτωτες της γραφικής παράστα-
σης μιας συνάρτησης  f  αναζητούμε: 

    — Στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της στα οποία η  f  δεν 
ορίζεται. 

    — Στα σημεία του πεδίου ορισμού της, στα οποία η  f  δεν είναι συνεχής. 

    — Στο , , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισμένη σε διάστημα της μορ-
φής , αντιστοίχως 


,( α


) ),( α . 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Nα βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

x
xxf

1
)(  . 

ΛΥΣΗ 

Επειδή η f έχει πεδίο ορισμού το  και ειναι συνεχής σ’ αυτό, θα αναζητήσου-
με κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 0 και πλάγιες στο 

*
  και  . 

Είναι 




)(lim
0

xf
x

   και   


)(lim
0

xf
x

, 

Άρα, η ευθεία  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  
f.  

0x

Eξετάζουμε, τώρα, αν υπάρχει στο   ασύμπτωτη της μορφής . Έ-

χουμε: 

βxλy 

1
1

lim
)(

lim
2

2





 x

x

x

xf
xx

,   οπότε    1λ    και 

0
1

lim
1

lim))((lim
2














 x
x

x

x
xλxf

xxx
,   οπότε   0β . 
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Επομένως, η ευθεία xy   είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 

της  f  στο . 
Ανάλογα βρίσκουμε ότι η ευθεία xy   είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της  f  και στο . 

Κανόνες de L’ Hospital 

Έστω η συνάρτηση 
3

1
)(

x

e
xf

x 
 . Για να εξετάσουμε αν η ευθεία  είναι κα-

τακόρυφη ασύμπτωτη της , χρειάζεται να υπολογίσουμε το 

0x

fC

     
30

1
lim

x

e x

x




.            (1) 

Παρατηρούμε ότι, αν εφαρμόσουμε τον κανόνα του ορίου πηλίκου, παρουσιάζε-

ται απροσδιοριστία της μορφής 
0

0
. Οι μέθοδοι που εφαρμόσαμε στο κεφάλαιο 

του ορίου για την άρση της απροσδιοριστίας (απλοποίηση κτλ.) δεν εφαρμόζο-
νται στο πιο πάνω όριο. 

Για τα όρια πηλίκου που οδηγούν σε απροσδιόριστες μορφές 
0

0
, 




, ισχύουν 

τα επόμενα θεωρήματα (η απόδειξή τους παραλείπεται), που είναι γνωστά ως 
κανόνες de l’ Hospital. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (μορφή 
0

0 ) 

Αν 0)(lim
0




xf
xx

, , 0)(lim
0




xg
xx

},{0 x  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf
xx 




 

(πεπερασμένο ή άπειρο), τότε: 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf
xxxx 





. 

Έτσι το παραπάνω όριο (1) υπολογίζεται ως εξής: 
Έχουμε: 

0)1(lim
0




x

x
e ,    0lim 3

0



x

x

και 





 2030 3
lim

)(

)1(
lim

x

e

x

e x

x

x

x
 

Επομένως: 




 30

1
lim

x

e x

x
, 

που σημαίνει ότι η ευθεία 0x  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής πα-
ράστασης της  f. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (μορφή 


 ) 

Αν 


)(lim
0

xf
xx

, 


)(lim
0

xg
xx

, },{0 x  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf
xx 




 

(πεπερασμένο ή άπειρο), τότε: 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf
xxxx 





. 

Για παράδειγμα, ο υπολογισμός του 
x

e x

x 
lim  γίνεται ως εξής: 

Έχουμε: 




x

x
elim ,  


x

x
lim  

και 





 1
lim

)(

)(
lim

x

x

x

x

e

x

e
. 

Επομένως: 


 x

e x

x
lim . 

ΣΧΟΛΙΑ 

1. Το θεώρημα 2 ισχύει και για τις μορφές 



, 




, 



. 

2. Τα παραπάνω θεωρήματα ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούμε, αν 
χρειάζεται, να τα εφαρμόσουμε περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι 
προϋποθέσεις τους. 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓEΣ 
 

1. Δίνεται η συνάρτηση 
1

4
2)(




x

x

e

e
xxf . Να αποδειχτεί ότι: 

 i) Η ευθεία  είναι ασύμπτωτη της  στο 2 xy fC   

ii) Η ευθεία  είναι ασύμπτωτη της  στο 2-xy  fC  . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 i) Αρκεί να δείξουμε ότι 

0)]2()([lim 


xxf
x

. 
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Πράγματι, έχουμε 

0
10

04

1

4
lim)]2()([lim 










 x

x

xx e

e
xxf . 

ii) Αρκεί να δείξουμε ότι  

0)]2()([lim 


xxf
x

. 

Πράγματι, έχουμε 

0
1

4
lim

1

4
4lim)]2()([lim 















 xxx

x

xx ee

e
xxf . 

2. Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

xe

x
xf )( . 

ΛΥΣΗ 

Επειδή η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  η γραφική της παράσταση δεν έχει 
κατακόρυφες ασύμπτωτες. Θα αναζητήσουμε, επομένως, ασύμπτωτες στο  
και στο . 




 Για να είναι η  ασύμπτωτη της  στο βxλy  fC  , αρκεί τα όρια 

x

xf
λ

x

)(
lim


  και ]) xλ([lim xfβ

x



 να είναι πραγματικοί αριθμοί. Επειδή 

 fC 



x

xx
e

x

xf
lim

)(
lim , η  δεν έχει ασύμπτωτη στο  . 

 Για να είναι η  ασύμπτωτη της  στο βxλy  fC  , αρκεί τα όρια 

x

xf
λ

x

)(
lim


  και ]xλβ )([lim xf

x



 να είναι πραγματικοί αριθμοί. Έχουμε: 

0
1

lim
)(

lim 
 xxx ex

xf
λ   και 

xxx e

x
xλxfβ


 lim])([lim  

       
)(

)(
lim



















xx e

x
                                 (Κανόνας De L’ Hospital) 

     0
1

lim 
 xx e

. 

Άρα, η ευθεία , δηλαδή ο άξονας 0y xx , είναι ασύμπτωτη της  στο . fC 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Nα βρείτε (αν υπάρχουν) τις κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών 
παραστάσεων των συναρτήσεων: 

   i) 
2

1
)(




x
xf    ii) xxf εφ)(  ,    








2
,

2

ππ
x  

 iii) 
1

23
)(





x

xx
xf

2

  iv) 













0,
1

0,

)(
x

x

xx

xf . 

 2. Nα βρείτε τις οριζόντιες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των 
συναρτήσεων: 

 i) 
1

1
)(

2

2





x

xx
xf   ii) xxxf  1)( 2 . 

 3.  Nα βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτή-
σεων: 

 i) 
1

2
)(

2





x

xx
xf          ii) 

2

3
)(

2





x

x
xf          iii) xxxf  2)( . 

 4. Nα υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 

 i) 
)1ln(

ημ
lim

0  x

x
x

                ii) 
4

2

0

συν1
lim

x

x
x




         iii) 
x

xx
x συν1

ημ
lim

0 



. 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Δίνεται η συνάρτηση 22)( 2  xxxf  και οι ευθείες  

και . Να αποδείξετε ότι 

1:1  xyε

1:  xyε2

ε       i) H  είναι ασύμπτωτη της  στο 1 fC  , ενώ η  είναι ασύμπτωτη 

της  στο . 
2ε

fC 

      ii) Για κάθε x  ισχύει  και στη συνέχεια να 

αποδείξετε ότι η  βρίσκεται πάνω από την  κοντά στο  

και πάνω από την  κοντά στο 

0)1(22 22  xxx

fC

2ε
1ε 

 . 
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 2. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της  f  όταν: 

 i) 
x

x
xf

2
)(

2

    ii) 
x

x
xf

ln
)(  . 

 3. Nα βρείτε τις τιμές των βα, , ώστε η συνάρτηση 









0,

0,ημ
)(

xe

xαx
xf xβ  

να είναι παραγωγίσιμη στο 00 x . 

 4. Δίνεται η συνάρτηση 













1,1

10,
1

ln

)(

x

x
x

xx

xf . 

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) η  f  είναι συνεχής         ii) 
2

1
)1( f . 

 5. Δίνονται οι συναρτήσεις 

















1αν,0

1αν,
1

)22ln(

)(

2

x

x
x

xx

xf      και    













1αν,
ln

1

1αν,

)(

2

x
x

x

xx

xg . 

 Να αποδείξετε ότι: 

  i) Η  f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο 10 x , ενώ 

 ii) Η g είναι συνεχής αλλά μη παραγωγίσιμη στο 10 x . 

 6. Δίνεται η συνάρτηση 








  ]1,0(,ln)1(

0,0
)(

xxe

x
xf x . 

   i) Να υπολογίσετε τα όρια 

x

e x

x





1
lim

0
   και    xx

x
lnlim

0

  ii) Nα αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο 0. 

       iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο 

. 
fC

)0,0(O
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2.10  ΜΕΛΕΤΗ  ΚΑΙ  ΧΑΡΑΞΗ  ΤΗΣ  ΓΡΑΦΙΚΗΣ 
          ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ  ΜΙΑΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Στην παράγραφο αυτή θα δούμε πώς, με τη βοήθεια των πληροφοριών που απο-
κτήσαμε μέχρι τώρα, μπορούμε να χαράξουμε τη γραφική παράσταση μιας συ-
νάρτησης με ικανοποιητική ακρίβεια. Η πορεία την οποία ακολουθούμε λέγεται 
μελέτη της συνάρτησης και περιλαμβάνει τα παρακάτω βήματα: 

1ο Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f. 

2o Eξετάζουμε τη συνέχεια της  f  στο πεδίο ορισμού της. 

3ο Βρίσκουμε τις παραγώγους f   και f   και κατασκευάζουμε τους πίνακες 

των προσήμων τους. Με τη βοήθεια του προσήμου της f   προσδιορίζουμε τα 

διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της  f, ενώ με τη βοήθεια του 
προσήμου της  καθορίζουμε τα διαστήματα στα οποία η  f είναι κυρτή ή κοί-

λη και βρίσκουμε τα σημεία καμπής. 

f 

4ο Μελετούμε τη “συμπεριφορά” της συνάρτησης στα άκρα των διαστημάτων 
του πεδίου ορισμού της (οριακές τιμές, ασύμπτωτες, κτλ.) 

5ο Συγκεντρώνουμε τα παραπάνω συμπεράσματα σ’ ένα συνοπτικό πίνακα που 
λέγεται και πίνακας μεταβολών της  f  και με τη βοήθειά του χαράσσουμε τη 
γραφική παράσταση της  f. Για καλύτερη σχεδίαση της  κατασκευάζουμε έ-

ναν πίνακα τιμών της  f. 
fC

ΣΧΟΛΙΟ 

1) Όπως είναι γνωστό, αν μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α είναι             
ά ρ τ ι α, τότε η  έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα fC yy  , ενώ αν είναι π ε ρ ιτ 

τ ή, η  έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων Ο. Επομένως, για τη 

μελέτη μιας τέτοιας συνάρτησης μπορούμε να περιοριστούμε στα , με 
. 

fC

Ax
0x

2) Αν μια συνάρτηση  f  είναι  π ε ρ ι ο δ ι κ ή  με περίοδο Τ, τότε περιορίζουμε 
τη μελέτη της  σ’ ένα διάστημα πλάτους Τ. fC

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓEΣ 
 

1. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση 

114)( 34  xxxf . 
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ΛΥΣΗ 

1. H  f  έχει πεδίο ορισμού το . 

2. Η  f  είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική. 

3. Έχουμε 

)3(4 22  xx124)( 3  xxxf . 

Οι ρίζες της  είναι οι f  3x , 0x  (διπλή) 

και το πρόσημό της δίνονται στο διπλανό πί-
νακα, από τον οποίο προσδιορίζουμε τα δια-
στήματα μονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα. 

x  0 3 +
f ΄(x)  0  0 +

f (x)
Τ.Ε.
16

 Έχουμε επίσης  

)2(12  xxx2412)( 2  xxf . 
x  0 2 +

f ΄́ (x) + 0  0 +

f (x)
Σ.Κ. Σ.Κ.

 11  5

 

Οι ρίζες της  είναι οι , f  0x 2x  και το 

πρόσημό της δίνονται στο διπλανό πίνακα, 
από τον οποίο προσδιορίζουμε τα διαστήματα 
στα οποία η  f είναι κυρτή ή κοίλη και βρί-
σκουμε τα σημεία καμπής. 

4) Η συνάρτηση  f  δεν έχει ασύμπτωτες στο   και  , αφού είναι πολυωνυ-
μική τέταρτου βαθμού. Είναι όμως: 




434 lim)114(lim xxx
xx

 

και 




434 lim)114(lim xxx
xx

. 

5) Σχηματίζουμε τον πίνακα μεταβολών της  f  και χαράσσουμε τη γραφική πα-
ράσταση της  f.  
 

 

y

 -5

 -16

 11

 3 2
 O  x

47

 

x  +
f ΄(x)    +
f ΄́ (x) +  + +

f (x)

Σ.Κ.

Σ.Κ.

Τ.Ε.

 0 0
 0  0

 3  0  2

 11

 16

+ +

 5
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2. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση 

1

4
)(

2





x

xx
xf . 

ΛΥΣΗ 

1. H  f  έχει πεδίο ορισμού το  }1{ . 

2. Η  f  είναι συνεχής ως ρητή. 

3. Έχουμε 

2

2

2

22

)1(

32

)1(

4)1)(12(

1

4
)(
























x

xx

x

xxxx

x

xx
xf . 

Οι ρίζες της  είναι  και το πρό-

σημό της δίνονται στο διπλανό πίνακα, 
από τον οποίο προσδιορίζουμε τα δια-
στήματα μονοτονίας και τα ακρότατα. 

f  3,1
x  1 3 +

f ΄(x) + 0   0 +

f (x) Τ.Μ.
Τ.Ε.

 1

 3
  5

 Έχουμε επίσης 

34

22

)1(

8

)1(

)32)(1(2)1)(22(
)(








xx

xxxxx
xf . 

Η  δεν έχει ρίζες και το πρόσημό της δίνεται 

στο διπλανό πίνακα, από τον οποίο προσδιορί-
ζουμε τα διαστήματα στα οποία η  f  είναι κυρτή 
ή κοίλη.  

f 
x  +

f ΄́ (x)  +

f (x)

 1

  
4) Επειδή , 


)(lim

1
xf

x



)(lim

1
xf

x
, η ευθεία 1x  είναι κατακόρυφη ασύ-

μπτωτη της . fC

Εξετάζουμε τώρα αν υπάρχει στο   ασύμπτωτη της μορφής βxλy  . Έχου-

με: 

1
4

lim
)(

lim
2

2






 xx

xx

x

xf
xx

,    οπότε    1λ  

και 

0
1

4
lim

1

4
lim))((lim

2


















 x

x
x

xx
xλxf

xxx
,    οπότε   0β . 

Επομένως, η ευθεία xy   είναι ασύμπτωτη της  στο fC  . 

Ανάλογα βρίσκουμε ότι η ευθεία xy   είναι ασύμπτωτη της  και στο . fC 

Επίσης έχουμε: 
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 1

4
lim)(lim

2

x

xx
xf

xx
        και        





 1

4
lim)(lim

2

x

xx
xf

xx
. 

5) Σχηματίζουμε τον πίνακα μεταβολών της  f  και χαράσσουμε τη γραφική της 
παράσταση. 

 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Nα μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις: 

 i)        ii) 1193)( 23  xxxxf
1

1
)(





x

x
xf        iii) . 24 2)( xxxf 

 2. Oμοίως τις συναρτήσεις: 

 i) 
x

xxf
1

)(            ii) 
1

2
)(

2





x

xx
xf . 

 3. Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση 
 στο διάστημα [xxxf ημ)(  ],ππ . 

 O

 5

 -3
 -4

 3 1
 -1

 y=x

 x=1

 x

y
48

 

x  +
f ΄(x) +   +
f ΄́ (x)   + +

f (x)
Τ.Μ.

Τ.Ε.

 0  0
 3 1  1

 3
 5



+ +
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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Γ΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1.   i) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
x

xf
1

)(   

και , 33)( 2  xxxg ),0( x  έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο 

. )1,1(A

       ii) Να βρείτε τη σχετική θέση των  και  στο διάστημα fC gC ),0(  . 

 2. Αν  είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο , με gf ,

)0()0( gf     και   )()( xgxf     για κάθε   x , 

 να αποδείξετε ότι 

)()( xgxf    στο  )0,(   και    στο  )()( xgxf  ),0(  . 

 3. Ισοσκελές τρίγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα 1. Αν θ είναι η 
γωνία μεταξύ των ίσων πλευρών του τριγώνου, να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 
του είναι . Να βρείτε την τιμή της γωνίας θθE ημ)συν1(  ),0( πθ  για 

την οποία εμβαδόν του τριγώνου μεγιστοποιείται.  

 4. Ένα σύρμα μήκους 20m διατίθεται για 
την περίφραξη ενός ανθόκηπου σχή-
ματος κυκλικού τομέα. Να βρείτε την 
ακτίνα r του κύκλου, αν επιθυμούμε 
να έχουμε τη μεγαλύτερη δυνατή επι-
φάνεια του κήπου.  

r

Ο

θ

 
1m

 1m

 Β

 Α

 Γ  Ο

 Δ  θ

 θ

 

 5. Δύο διάδρομοι πλάτους 1m 
τέμνονται κάθετα (Σχήμα  ). 
Να βρείτε το μεγαλύτερο δυ-
νατό μήκος μιας σκάλας που 
μπορεί, αν μεταφερθεί οριζό-
ντια, να στρίψει στη γωνία.  

Υπόδειξη:  
        i) Να εκφράσετε τα ΟΑ, ΟΒ 

συναρτήσει της γωνίας θ, 
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2
0

π
θ  . 

       ii) Να αποδείξετε ότι )(
συν

1

ημ

1
)( θf

θθ
ΑΒ  . 

      iii) Να βρείτε την τιμή της γωνίας θ, για την οποία το ΑΒ γίνεται ελά-
χιστο. 

 6.    i) Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση 

x
xf )( 

xln
. 

        ii) Να αποδείξετε ότι  για κάθε . αα αα )1(1  eα 

       iii) Να αποδείξετε ότι για  ισχύει  και στη 

συνέχεια να αποδείξετε ότι η εξίσωση  έχει δύο ακριβώς 
λύσεις, τις , 

0x

4

)2()(2 2 fxfxx 
22 xx 

21 x 2 x . 

 7.   i) Αν  και για κάθε 0, βα x  ισχύει , να αποδείξετε 

ότι . 

2 xx βα

1αβ

0α     ii) Αν  και για κάθε x  ισχύει , να αποδείξετε ότι 1 xxα
eα  . 

 8.   i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  είναι κυρτή, ενώ η 

 είναι κοίλη. 

xexf )(

xxg ln)( 

     ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της  στο σημείο  και της  

στο . 
fC )1,0(A gC

)0,1(B

     iii) Να αποδείξετε ότι: 

  α)         β)  xxe x ,1 ),0(,1ln  xxx . 

             Πότε ισχύουν οι ισότητες; 

       iv) Η  βρίσκεται πάνω από την . fC gC

 9.   i) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης 

xλexf x )( ,   . 0λ

       ii) Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του  για την οποία ισχύει 0λ

xλex  ,  για κάθε  x . 

      iii) Για την τιμή του λ που θα βρείτε παραπάνω να αποδείξετε ότι η 
ευθεία  εφάπτεται της γραφικής παράστασης της συνάρτη-

σης . 

xλy 
xex )g(
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10.  Δίνεται η συνάρτηση 











0,0

0,
1

ημ
)(

2

x

x
x

x
xf . 

 y=x2

 y=x2

 O  x

y

 

       Να αποδείξετε ότι 

         i) Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 00 x αι στη συνέχεια ότι η ευθεία 

0

 κ

y ονας xx (ο άξ  ) είν  εφαπτομένη της fC  στο 0(O . 

ας

αι η

την C

)0,

παρόλο        ii) x  έχει με f  κοινά σημεία,  που 

       iii) 

Ο άξον  x  άπειρα

εφάπτεται  fC . 

Η ευθεία 

της

xy   είναι ασύμ  της fC  στο πτωτη   και στο  . 

11. A. Έστω μια  φ τέτοια, ώστε 

0

συνάρτηση

             0)0( φ ,  0)0( φ   και  )()(  xφxφ x  για κάθε         (1) 

22 )]([)]([)( xφxφx   είναι σταθερή στο  και να 

      ii) 

      Να απ τε οδείξε ότι: 

       i) Η συνάρτηση ψ

βρείτε τον τύπο

0)( xφ  για κάθε 

 της. 

x . 

      Β.  συναρτήσεις  f  και g τέτοιες ώστε: Έστω δύο

0)0( f ,  1)0( f   και  0)()(  xfxf  για x κάθε  

  1)0( g ,  g   και  0)0(  0)()(  xgxg   για κάθε x . 

      Να

xxfxφ ημ)()(

 απ τε οδείξε ότι: 

 και xxgxψ συν)()(       i)  Οι συναρτήσεις  ικανοποι-   
ούν τις υποθέσεις ατος  (1) του ερωτήμ Α. 
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      ii)  και xxf ημ)(  xxg συν)(   για κάθε x . 

12. Στο διπλανό σχήμα ο κύκλος 
έχει ακτίνα 1cm και η ε εφάπτε-
ται σε αυτόν στο σημείο Α. Το 
τόξο ΑΜ είναι θ rad και το ευθ. 
τμήμα ΑΝ είναι θ cm. Η ευθεία 
ΜΝ τέμνει τον άξονα 

y

 Ο

 Μ

 θ
 x

 Α(1,0)

 N(1,θ)

P(x,0)

 

xx  στο 
σημείο . Να δείξετε ότι:  )0,(xP

   i) )(θx

2

ημ

ημσυν

θθ

θθθ
x






 ii) . 2)(lim
0




θx
θ

 s
 l

 Π
 4 km/h

 2 km Ο

 θ
 Α

 

13. Ένας πεζοπόρος Π ξεκινάει από 
ένα σημείο Α και βαδίζει γύρω από 
μια κυκλική λίμνη ακτίνας ρ

4υ
km 

με ταχύτητα km/h. Aν S είναι 
το μήκος του τόξου ΑΠ και  το 
μήκος της απόστασης ΑΠ του πε-
ζοπόρου από το σημείο εκκίνησης 
τη χρονική στιμή t:  



 A) Να αποδείξετε ότι 

  i) 
2

S
θ    και  

2
ημ4
θ

 , 

     ii) ,    και  tS 4 tθ 2 tημ4 . 

 Β) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης . Ποιος είναι ο 

ρυθμός μεταβολής της απόστασης , όταν  





       α) 
3

2π
θ  ,             β) πθ              και             γ) 

3

4π
θ  ; 

14. Ένας αγρότης θέλει να προσλάβει εργάτες για να μαζέψουν 12500 κι-
λά ντομάτες. Κάθε εργάτης μαζεύει 125 κιλά την ώρα και πληρώνεται 
1800 δρχ. την ώρα. Για το συντονισμό και επιστασία των εργατών ο 
αγρότης θα προσλάβει και έναν επιστάτη τον οποίο θα πληρώνει 3000 
δρχ. την ώρα. Ο αγρότης, επιπλέον, θα πληρώσει στο σωματείο των 
εργατών εισφορά 3000 δρχ. για τον επιστάτη και κάθε εργάτη. Να 
βρείτε πόσους εργάτες πρέπει να προσλάβει ο αγρότης για να του κο-
στίσει το ελάχιστο δυνατόν και ποιο θα είναι το ελάχιστο κόστος. 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 
 

Ι. 

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράμμα 
Α, αν ο ισχυρισμός είναι αληθής και το γράμμα Ψ, αν ο ισχυρισμός εί-
ναι ψευδής δικαιολογώντας συγχρόνως την απάντηση σας. 

 1. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο , παραγωγίσιμη 

στο  και 

]1,0[

)1,0( 0)(  xf )1,0( για όλα τα x , τότε 

.         Α    Ψ )0(f

],[ βα

)()( αfβf  ,(αx

1() f

 2. Αν η συνάρτηση  f παραγωγίζεται στο  με 

, τότε υπάρχει )β0   τέτοιο, ώστε 

0)( 0  xf . 
Α Ψ

 3. Αν οι  είναι συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο , 

με 

gf ,

)( gα

]β

)(αf

,[α

  και )()( βgβf  , τότε υπάρχει )β,(0 αx   

τέτοιο, ώστε στα σημεία  και  οι 

εφαπτόμενες να είναι παράλληλες. 

))(xf (B,( 0xA 0 ))( 0xg,0x
Α    Ψ 

 4. Αν για κάθε )2()1()( 2  xxxf x , τότε: 

     α) το   είναι τοπικό μέγιστο της  f                                    A    Ψ )1(f

     β) το  είναι τοπικό ελάχιστο της  f                                   Α    Ψ )2(f

 5.  α) Η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης 
άρτιου βαθμού έχει πάντοτε οριζόντια εφαπτομένη. Α    Ψ 

     β) Η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης 
περιττού βαθμού έχει πάντοτε οριζόντια εφαπτομένη. Α    Ψ 

 6. Η συνάρτηση  με δxγxβxαxf  23)( δγβα ,,,  και 

 έχει πάντα ένα σημείο καμπής.  Α    Ψ 0α

0x

gfh  x

 7. Αν οι συναρτήσεις  έχουν στο  σημείο καμπής, τό-

τε και η  έχει στο  σημείο καμπής.  

gf ,

0 Α    Ψ 

 8. Δίνεται ότι η συνάρτηση  f  παραγωγίζεται στο  και ότι 
η γραφική της παράσταση είναι πάνω από τον άξονα xx . 
Αν υπάρχει κάποιο σημείο )  της f  του οποί-)(,( xfxA  C00
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ου η απόσταση από τον άξονα x x  είναι μέγιστη (ή ελάχι-
στη), τότε σε αυτό το σημείο η εφαπτομένη της  είναι 

οριζόντια. 

Α    Ψ 
fC

  9. Η ευθεία  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής 
παράστασης της συνάρτησης: 

1x

    α) 
1

23
)(

2





x

xx
xf                                                                Α     Ψ 

    β) 
2

2

)1(

23
)(





x

xx
xg                                                                Α     Ψ 

 10.Αν γραφική παράσταση της συνάρτησης   f  δίνεται από το 
παρακάτω σχήμα, τότε: 

41 O  x

 y

 

  i) το πεδίο ορισμού της 
f 
1

 είναι το                            Α     Ψ )4,1(

 ii) το πεδίο ορισμού της 
f 
1

 είναι το                            Α     Ψ ]4,1[

iii)  για κάθε 0)(  xf )4,1(x                                             Α     Ψ 

iv) υπάρχει 0)(:)4,1( 00  xfx .                                        Α     Ψ 

11. Η συνάρτηση  έχει: 1)( 3  xxxf

     α) μια, τουλάχιστον,  ρίζα στο                                     Α     Ψ )1,0(

)0     β) μια, ακριβώς,  ρίζα στο ,1(                                         Α     Ψ 

     γ) τρεις πραγματικές ρίζες                                                  Α     Ψ 

12. Αν για τις παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις  ισχύ-

ουν , , 

gf ,  
4)0( f 3)0( f 6)5( f 5)0(, g 1)0, (g  , 

, τότε  2) 4(g 0) )()(0() gf  fg                                     Α     Ψ 

 
ΙI. 

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε τη σωστή 
απάντηση 
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 1.  Το   
h

π
h

π

h

6
εφ

6
εφ

lim
0







 


   ισούται με: 

      Α) 
3

3
            Β) 

3

4
             Γ) 3             Δ) 0            Ε) 

4

3
. 

 2.  Το   
h

xhx
h

11

lim
0





   ισούται με: 

      Α) 
2

1

x
             Β) 

2

2

x
          Γ) 

2

1

x
           Δ) 

x

2
         Ε) 0 

 3.  Αν  τότε η xxf 35)(  )(xf   ισούται με: 

      Α)                     Β) 1353 xx
5ln3

53x

                   Γ)  x253 

      Δ)                       Ε).  x353  125ln53x

 4.  Αν  τότε η )1(συν)( 3  xxf )(πf   ισούται με: 

      Α)                       Β)     )1(ημ)1(συν3 3  ππ )1(συν3 2 π

      Γ)                     Δ)  )1(ημ)1(συν3 2  ππ )1(συν3 2 ππ

 5.  Αν τότε η έβδομη παράγωγος αυτής στο 0 ισούται με: 32 )1()(  xxf

      Α) 1                             Β) 1                       Γ) 0 

      Δ) 27                           Ε) δεν υπάρχει. 

 6. Αν οι εφαπτόμενες των συναρτήσεων xxf ln)(   και  

στα σημεία με τετμημένη  είναι παράλληλες, τότε το  είναι: 

22)( xxg 

0x0x

     Α) 0            Β) 
4

1
            Γ) 

2

1
            Δ) 1            Ε) 2. 

 7. Αν  και xαxβ exgexf  )(,)(
)(

)(

)(

)(

xg

xf

xg

xf














, τότε το β ως συνάρ-

τηση του α ισούται με: 

      Α) 
2

1

α

α 
                       Β) 

1

2

α
α

                    Γ) 
2

1

α

α 
 

      Δ) 
12

2

α

α
                     Ε) 

1

2

α
α

. 

 8.  Αν  για κάθε 0)(  xf ]1,1[x  και 0)0( f , τότε: 

      Α)                                         Β) 1)1( f 0)1( f       
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      Γ)                                           Δ) 0)1( f 0)1( f . 

ΙΙΙ. 

1. Να αντιστοιχίσετε καθεμιά από τις συναρτήσεις α, β, γ, δ σε εκείνη 
από τις συναρτήσεις Α, Β, Γ, Δ, Ε, Z που νομίζετε ότι είναι η παράγω-
γός της. 

____________________________________________________________ 

 (a)

 x

 y

 1

                  O  x

y  (β)

 

 O  x

 y  (γ)

                 

 O  x

y  (δ)

 

_______________________________________________________ 

 O  x

 y  (Α)

     

 O  x

y  (Β)

     

 O  x

y

 -1

 (Γ )

    

 O  x

 y  (Δ)

     

 O  x

y  (Ε)

     

 O  x

y  (Ζ)
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 2. Καθεμιά από τις παρακάτω συναρτήσεις να αντιστοιχίσετε στην ευθεία 
που είναι ασύμπτωτη της γραφικής της παράστασης στο  . 

 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ 

1. 
2

1
)(

x
xxf             Α.   2y  

2. 
xe

xxf
1

1)(   Β.    1 xy  

3. 
2

3
2)(




x
xf             Γ.  1 xy  

 
           Δ.  xy   

            Ε.  xy   
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Η έννοια της παραγώγου 

Οι αρχαίοι Έλληνες ονόμαζαν εφαπτομένη μιας καμπύλης την ευθεία που 
έχει ένα μόνο κοινό σημείο μ’ αυτήν, χωρίς να την τέμνει και την κατα-
σκεύαζαν με βάση γεωμετρικές ιδιότητες που απορρέουν απ’ αυτόν τον 
ορισμό. Έτσι ήταν γνωστός ο τρόπος κατασκευής εφαπτομένων στον κύ-
κλο και τις κωνικές τομές (έλλειψη, παραβολή, υπερβολή). Επίσης, με 
προσφυγή σε κινηματικές μεθόδους, ο Αρχιμήδης είχε επινοήσει μέθοδο 
κατασκευής της εφαπτομένης μιας καμπύλης που είναι σήμερα γνωστή ως 
“έλικα του Αρχιμήδη”. 
Η επόμενη εξέλιξη στο ζήτημα αυτό έγινε στις αρχές του 17ου αιώνα, ό-
ταν άρχισε η συστηματική εφαρμογή αλγεβρικών μεθόδων στη γεωμετρία. 
Το επόμενο παράδειγμα δείχνει τον τρόπο με τον οποίο η Άλγεβρα εφαρ-
μόζεται στον προσδιορισμό της εφαπτομένης μιας παραβολής. 

y

 x1=x0+h

 x
 Σ(x1)

 P(x0)

 ε
 Ν

 Μ

 T O

 y0

 y1

Έστω  η εξίσωση 

μιας παραβολής με κορυφή την 
αρχή των αξόνων και  

ένα σημείο της, στο οποίο ζητεί-
ται να κατασκευαστεί μια εφαπτο-
μένη ε. Η κατασκευή αυτή μπορεί 
να γίνει αν προσδιορίσουμε ένα 
άλλο χαρακτηριστικό σημείο της 
ε, όπως π.χ. το σημείο Τ στο οποίο 
τέμνει τον άξονα των τετμημένων. 

2)( xxfy 

),( 00 yxM

Θεωρούμε ένα άλλο σημείο της 
παραβολής, το ( 1xN  γειτονικό του Μ, τέτοιο ώστε hxx  01  

(το h θεωρείτα εδώ μια απειροελάχιστη μεταβολή του 0x ). Στην περί-

πτωση αυτή τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΡΤ και ΝΣΤ μπορούν να θεωρηθούν 
κατά προσέγγιση όμοια και άρα θα  κατά προσέγγιση η

), 1y , 

ι 

 

πολύ

 ισχύει  αναλογία 

ΤΡΜΡ

N 



. Αν θέσουμε sΤΡ  , τότε διαδοχικά :  θα ισχύει

      
s

hs

y

y 


0

1   ή  





 

s

h
yy 101   ή  

s

h
yyy 001    ή  

s

y

h

yy 001 


.   (1) 

Το πρώτο μέλος αυτής της κατά προσέγγιση ισότητας γράφεται: 

hx
h

xhhxx

h

xhx

h

xfhxf

h

xfxf












0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
00001 2

2)()()()()(

και έτσι η (1) γίνεται 
s

hx 0
02 

y

0h

. Αν τώρα θέσουμε, όπως οι μαθηματι-

κοί του 17ου αιώνα,  βρίσκουμε από την τελευταία ότι 
s

x 0
02 

y
 ή 
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0

0

2x
s 

y
),( 00 yxM

sTP

. Γνωρίζοντας λοιπόν το σημείο επαφής , προσδιορί-

ζουμε από την τελευταία το μήκος   που μας δίνει αμέσως το σημείο 
Τ. Η ευθεία ΜΤ είναι η ζητούμενη εφαπτομένη της παραβολής. Η προη-
γούμενη διαδικασία ήταν ένας από τους δρόμους που οδήγησαν ιστορικά, 
στην έννοια της παραγώγου. 

Κανόνες παραγώγισης 

Στο δεύτερο μισό του 17ου αιώνα, οι μαθηματικοί είχαν κατορθώσει να 
μετασχηματίσουν όλη τη μακροσκελή διαδικασία παραγώγισης σε εφαρ-
μογή ορισμένων κανόνων και τύπων, με τη βοήθεια κατάλληλα επιλεγμέ-
νων συμβόλων. Πρωτοπόροι προς αυτήν την κατεύθυνση υπήρξαν οι I. 
Newton και ο G. Leibniz. O Leibniz συμβόλιζε την απειροελάχιστη μετα-
βολή μιας ποσότητας x με dx (διαφορικό του x). έτσι, π.χ. για τη συνάρ-

τηση  του προηγούμενου παραδείγματος, η αντίστοιχη μεταβολή 

του y (διαφορικό του y) ήταν: 

2xy 

22222 )()()()( dxdxxxdxxxddy  2 2xdxx 

x

2 2xdx . 

Παραλείποντας την πολύ μικρή (συγκρινόμενη με τις άλλες) ποσότητα 

 προέκυπτε η  (εδώ η παράγωγος  ονομάζονταν “διαφο-

ρικός συντελεστής”) και τελικά η 

2)(dx xdxdy 2 2

x
dx

dy
2 , ένας συμβολισμός που διατη-

ρείται μέχρι σήμερα, χωρίς όμως να έχει νόημα πηλίκου. Με τον τρόπο 
αυτό ο Leibniz απέδειξε το 1677 τον κανόνα για τον υπολογισμό της με-
ταβολής του γινομένου δύο μεταβλητών x και y, που αποτελεί μια “πρω-
τόγονη” μορφή του σημερινού κανόνα της παραγώγου ενός γινομένου συ-
ναρτήσεων 

xydyydxxxyd  ))(()(  

dxdyydxxdyxy xy                                             

                                           dxdyydxxdy  . 

Παραλείποντας και εδώ την πολύ μικρή ποσότητα , παίρνουμε τη 

σχέση 

dxdy

ydxxdyxyd )( . 

Με την εισαγωγή και καθιέρωση αυτών των κανόνων και συμβολισμών, η 
έννοια της παραγώγου εξελίχθηκε σ’ ένα εξαιρετικά αποτελεσματικό ερ-
γαλείο και διεύρυνε σε μεγάλο βαθμό τις εφαρμογές της μαθηματικής α-
νάλυσης. Παράλληλα όμως, οι ασάφειες που επισημάναμε αποτελούσαν 
μια διαρκή πρόκληση για τους μαθηματικούς που αντιμετώπιζαν με κριτι-
κό πνεύμα τα θεμέλια της επιστήμης τους. Ο πρώτος αυστηρός ορισμός 
αυτής της έννοιας, που στηρίζεται στην έννοια του ορίου, δόθηκε για 
πρώτη φορά το 1823 από τον A.L. Cauchy: 
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“Όταν η συνάρτηση  παραμένει συνεχής σ’ ένα διάστημα της μετα-

βλητής x και δοθεί σ’ αυτή τη μεταβλητή μια τιμή που ανήκει σ’ αυτό το 
διάστημα, τότε κάθε απειροελάχιστη αύξηση της μεταβλητής παράγει μια 
απειροελάχιστη αύξηση της συνάρτησης. Συνεπώς, αν τεθεί 

)(xfy 

ix  , τότε οι 
δυο όροι του πηλίκου διαφορών 

i

xfixf

x

y )()( 





 

θα είναι απειροελάχιστες ποσότητες. Αλλά ενώ αυτοί οι δυο όροι θα προ-
σεγγίζουν επ’ άπειρον και ταυτόχρονα το όριο μηδέν, το πηλίκο μπορεί να 
συγκλίνει προς κάποιο άλλο όριο, θετικό ή αρνητικό, Αυτό το όριο, όταν 
υπάρχει έχει μια ορισμένη τιμή για κάθε συγκεκριμένο x, αλλά μεταβάλλεται 
μαζί με το x. 

Η μορφή της νέας συνάρτησης που θα εκφράζει το όριο του λόγου 

i

xfixf )()( 
 

θα εξαρτάται από τη μορφή της δοσμένης συνάρτησης )(xfy  . 

Για να ξεχωρίσουμε αυτήν την εξάρτηση, δίνουμε στη νέα συνάρτηση το 
όνομα παράγωγος συνάρτηση και τη συμβολίζουμε, με τη βοήθεια ενός 
τόνου,  ή ”. y  )(xf 

Με αφετηρία αυτόν τον ορισμό, ο Cauchy υπολόγισε τις παραγώγους των 
βασικών συναρτήσεων και απέδειξε τους κανόνες της παραγώγισης. Π.χ. 
για τον ιδιαίτερα σημαντικό κανόνα της παραγώγου μιας σύνθετης συνάρ-
τησης, έδωσε την ακόλουθη απόδειξη: 

“Έστω z μια δεύτερη συνάρτηση του x, συνδεόμενη με την πρώτη  

μέσω του τύπου . Η z ή  είναι αυτή που ονομάζεται συνάρ-

τηση μιας συνάρτησης της μεταβλητής x και αν οι απειροελάχιστες και ταυ-
τόχρονες αυξήσεις των 

)(xfy 
)(yFz  )]([ xfF

yx,  και z συμβολιστούν με x , y , z  αντίστοι-

χα, τότε θα είναι 

                           
x

y

y

yFyyF

x

yFyyF

x

z




















)()()()(

.           (1) 

Από αυτήν, περνώντας στα όρια, έχουμε 

)()]([)( xfxfFyyFz  ”(*)   

                                                 
(*) Ένα αδύνατο σημείο αυτής της απόδειξης, που αφορά την ισότητα (1), είναι ότι για μικρές, μη μηδενικές 

τιμές του x , μπορεί να ισχύει 0)()(  xfxxfy  . 
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3.1  ΑΟΡΙΣΤΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 
 
Αρχική συνάρτηση 

Πολλές φορές στην πράξη παρουσιάζονται προβλήματα, που η λύση τους απαι-
τεί πορεία αντίστροφη της παραγώγισης. Τέτοια προβλήματα είναι για παρά-
δειγμα τα παρακάτω: 

— Η εύρεση της θέσης  ενός κινητού τη χρονική στιγμή t, αν είναι γνωστή 

η ταχύτητά του  που, όπως γνωρίζουμε, είναι η παράγωγος της συνάρτησης 

θέσης . 

)(tS

)(tυ

)(tSx 

— Η εύρεση της ταχύτητας  ενός κινητού τη χρονική στιγμή t, αν είναι γνω-

στή η επιτάχυνσή του  που, όπως γνωρίζουμε, είναι η παράγωγος της συνάρ-

τησης . 

)(tυ

)(tγ

)(tυυ 

— Η εύρεση του πληθυσμού  μιας κοινωνίας βακτηριδίων τη χρονική στιγ-

μή t, αν είναι γνωστός ο ρυθμός αύξησης 

)(tN

)(tN   του πληθυσμού. 

Το κοινό χαρακτηριστικό των προβλημάτων αυτών είναι ότι, δίνεται μια συνάρ-
τηση  f  και ζητείται να βρεθεί μια άλλη συνάρτηση F για την οποία να ισχύει 

 σε ένα διάστημα Δ. Οδηγούμαστε έτσι στον παρακάτω ορισμό. )()( xfxF 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή 
παράγουσα της  f  στο Δ (1)   ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παρα-
γωγίσιμη στο Δ και ισχύει 

)()( xfxF  ,  για κάθε  Δx . 

                                                           
(1) Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα Δ έχει παράγουσα στο διάστημα αυ-

τό. 
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Για παράδειγμα, η συνάρτηση  είναι μια παράγουσα της  στο 

, αφού . Παρατηρούμε ότι και όλες οι συναρτήσεις της μορφής 

, όπου 

3)( xxF  23)( xxf 
23 3)( xx 

xFc  )( cxxG )( 3 c , είναι παράγουσες της  f  στο , αφού 

. Γενικά ισχύει το παρακάτω θεώρημα: 23x3 )( cx 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγου-
σα της  f  στο Δ, τότε 

    όλες οι συναρτήσεις της μορφής 

                            cxFxG  )()( ,    c , 

        είναι παράγουσες της f στο Δ και 

    κάθε άλλη παράγουσα  της  f  στο Δ παίρνει τη μορφή G

cxFxG  )()( ,    c . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 Κάθε συνάρτηση της μορφής cxFxG  )()( , όπου c , είναι μια παράγου-

σα της  f στο Δ, αφού 

)()())(()( xfxFcxFxG  ,  για κάθε  Δx . 

 Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της  f  στο Δ. Τότε για κάθε  ισχύουν 

 και , οπότε 

Δx
)()( xfxF  )()( xfxG 

)()( xFxG  ,  για κάθε  Δx . 

Άρα, σύμφωνα με το πόρισμα της § 2.6, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

cxFxG  )()( ,  για κάθε  Δx .    ■ 

Αόριστο ολοκλήρωμα 

Το σύνολο όλων των παραγουσών μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα Δ ονο-

μάζεται αόριστο ολοκλήρωμα της  f  στο Δ, συμβολίζεται  και διαβά-

ζεται “ολοκλήρωμα εφ του x ντε x”. Δηλαδή, 
 dxxf )(

  cxFdxxf )()( ,   c , 

όπου F μια παράγουσα της  f  στο Δ. 

Για παράδειγμα, 

  cxxdx ημσυν ,  αφού  xx συν)ημ(  . 
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Από τον τρόπο που ορίστηκε το αόριστο ολοκλήρωμα προκύπτει ότι: 

Για κάθε συνάρτηση  f,  παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ, ισχύει 

  cxfdxxf )()( ,    c  

Η διαδικασία εύρεσης του αόριστου ολοκληρώματος είναι αντίστροφη πορεία 
της παραγώγισης και λέγεται ολοκλήρωση. Η σταθερά c λέγεται σταθερά ολο-
κλήρωσης. 
Από τον πίνακα των παραγώγων βασικών συναρτήσεων βρίσκουμε τον παρακά-
τω πίνακα αόριστων ολοκληρωμάτων. 

Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διάστημα στο οποίο οι παραστάσεις 
του x που εμφανίζονται έχουν νόημα. 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

1.        dx0 c 6.  xdxημ cx  συν  

2.       dx1 cx   7.    dx
x 2συν

1
cx  εφ  

3.       dx
x

1
cx  ||ln  8.     dx

x2ημ

1
cx  σφ  

4.  dxxα c
α

xα







1

1

,  1α  
9.      dxe x ce x 

5.       xdxσυν cx  ημ  10.     dxα x c
α

α x


ln

 

Συνέπεια του ορισμού του αόριστου ολοκληρώματος και των κανόνων παραγώ-
γισης είναι οι εξής δύο ιδιότητες: 

Αν οι συναρτήσεις  f  και g έχουν παράγουσα σ’ ένα διάστημα Δ, τότε 

            ,      dxxfλdxxfλ )()( *λ

                dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( 
Σύμφωνα με τους παραπάνω τύπους έχουμε για παράδειγμα: 

   c
x

dxxdxx
3

444
3

22  

   dxexdxdxex xx 2ημ3)2ημ3(   

                        dxexdx x2ημ3

                      cex x  2συν3
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dx
x

dx
x

x
dx

x

x 1313
 

              


 dxxdxx 2

1

2

1

3  

              cxxc
xx

 2

1

2

32

1

2

3

22

2

1

2

3
3 . 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα βρεθεί συνάρτηση  f  τέτοια, ώστε η γραφική της παράσταση να 
διέρχεται από το σημείο  και να ισχύει 3)(2,A 12)(  xxf , για κάθε x . 

ΛΥΣΗ 

Επειδή 12)(  xxf , έχουμε διαδοχικά: 

              dxxdxxf )12()(

                                 ,               2
2

1)( cxxcxf  21 , cc 

 ,         12
2)( ccxxxf  21 , cc  

                 ,                      cxxxf  2)( c . 

Για να διέρχεται η f από το σημείο  πρέπει και αρκεί )3,2(A 3)2( f  ή, ισοδύ-

ναμα, , δηλαδή 3222  c 1c . Επομένως, . 1)( 2  xxxf

2. Η είσπραξη , από την πώληση x μονάδων ενός προϊόντος 

 μιας βιομηχανίας, μεταβάλλεται με ρυθμό 

)(xE

100)(0  x xxE  100)(  (σε 

χιλιάδες δραχμές ανά μονάδα προϊόντος), ενώ ο ρυθμός μεταβολής του κό-
στους παραγωγής είναι σταθερός και ισούται με 2 (σε χιλιάδες δραχμές ανά 
μονάδα προϊόντος). Να βρεθεί το κέρδος της βιομηχανίας από την παραγωγή 
100 μονάδων προϊόντος, υποθέτοντας ότι το κέρδος είναι μηδέν όταν η βιο-
μηχανία δεν παράγει προϊόντα. 

ΛΥΣΗ 

Αν  είναι το κέρδος και  είναι το κόστος παραγωγής για x μονάδες 

προϊόντος, τότε 

)(xP )(xK

)()()( xKxExP  , 
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οπότε 

xxxKxExP  982100)()()( . 

Δηλαδή 

xxP  98)( , 

οπότε 

  dxxdxxP )98()(  

και άρα 

c
x

xxP 
2

98)(
2

,    c . 

΄Οταν η βιομηχανία δεν παράγει προϊόντα, το κέρδος είναι μηδέν, δηλαδή ισχύει 
,οπότε . Επομένως, 0)0( P 0c

2
98)(

2x
xxP  . 

Άρα, το κέρδος από 100 μονάδες προϊόντος είναι 

2

100
10098)100(

2

P 480050009800   (σε χιλιάδες δραχμές). 

           

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

    i)     ii)  dxxxx )συνημ( 3 dx
x

xx


 12

      

 iii)  dxxx3      iv)  


dx
x

x

2

83

 

   v)  





  dxx

x
e x 2συν

3
   vi)  








 dx

xx 22 ημ

1

συν

1
 

      vii) dx
x

x
 


2

3
. 
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 2. Nα βρείτε τη συνάρτηση  f,  με πεδίο ορισμού το διάστημα , 

για την οποία ισχύει 

),0( 

x
xf

1
)(           και         1)9( f . 

 3. Να βρείτε τη συνάρτηση  f, για την οποία ισχύει 3)(  xf ,  

και . 

6)1( f

4)0( f

)1,1(A

 4. Να βρείτε τη συνάρτηση , για την οποία ισχύει  και 

η γραφική της παράσταση στο σημείο της  έχει κλίση 3. 

f 212)( 2  xxf

 5. Ο πληθυσμός , σε εκατομμύρια, μιας κοινωνίας βακτηριδίων, αυ-

ξάνεται με ρυθμό 

)(tN

20/

20
)( tetN  1

2

 ανά λεπτό. Να βρείτε την αύξηση 

του πληθυσμού στα πρώτα 60 λεπτά. 

 6. Μια βιομηχανία έχει διαπιστώσει ότι για εβδομαδιαία παραγωγή x ε-

ξαρτημάτων έχει οριακό κόστος  (χιλιάδες δραχμές ανά μονά-
δα προϊόντος). Να βρείτε τη συνάρτηση κόστους της εβδομαδιαίας 
παραγωγής, αν είναι γνωστό ότι τα σταθερά εβδομαδιαία έξοδα της 
βιομηχανίας, όταν δεν παράγει κανένα εξάρτημα, είναι 100 (χιλιάδες 
δραχμές). 

xx 5

 7. Μια νέα γεώτρηση εξώρυξης πετρελαίου έχει ρυθμό άντλησης που δί-

νεται από τον τύπο 2

4
1020)( tttR  3

)(tR

kt
)0(T

αT  Τ

)(xP

)(xP

, όπου  είναι ο αριθμός, 

σε χιλιάδες, των βαρελιών που αντλήθηκαν στους t πρώτους μήνες 
λειτουργίας της. Να βρείτε πόσα βαρέλια θα έχουν αντληθεί τους 8 
πρώτους μήνες λειτουργίας της. 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Η θερμοκρασία Τ ενός σώματος, που περιβάλλεται από ένα ψυκτικό 

υγρό, ελαττώνεται με ρυθμό , όπου α, κ είναι θετικές σταθε-
ρές και t ο χρόνος. Η αρχική θερμοκρασία  του σώματος είναι 

, όπου  η θερμοκρασία του υγρού η οποία με κατάλληλο μη-

χάνημα διατηρείται σταθερή. Να βρείτε τη θερμοκρασία του σώματος 
τη χρονική στιγμή t. 

eκα

0 0

 2. Ένας βιομήχανος, ο οποίος επενδύει x χιλιάδες δραχμές στη βελτίωση 
της παραγωγής του εργοστασίου του, αναμένει να έχει κέρδος . 

χιλιάδες δραχμές από αυτή την επένδυση. Μια ανάλυση της παραγω-
γής έδειξε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους , που οφείλεται 
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στην επένδυση αυτή, δίνεται από τον τύπο . Να 

βρείτε το συνολικό κέρδος που οφείλεται σε αύξηση της επένδυσης 
από 4000000 σε 6000000 δραχμές. 

2000/x

)(tK

ttK 6,0800)( 

)(tE

t3,0

8,5)( exP 

 3. Από την πώληση ενός νέου προϊόντος μιας εταιρείας διαπιστώθηκε 
ότι ο ρυθμός μεταβολής του κόστους  δίνεται από τον τύπο 

 (σε χιλιάδες δραχμές την ημέρα), ενώ ο ρυθμός με-

ταβολής της είσπραξης  στο τέλος των t ημερών δίνεται από τον 

τύπο tE 1000)(   (σε χιλιάδες δραχμές την ημέρα). Να βρείτε το 

συνολικό κέρδος της εταιρείας από την τρίτη έως και την έκτη ημέρα 
παραγωγής. 

 4. Έστω  δύο συναρτήσεις με gf , )0()0( gf  , 1)1()1(  gf  και 

))(xf (xg   για κάθε x . Να αποδείξετε ότι: 

x .   i) ( , για κάθε xxg ()xf )

       ii) Aν η συνάρτηση g έχει δύο ρίζες  με βα, α β 0

)

, τότε η συνάρ-

τηση  f  έχει μια τουλάχιστον, ρίζα στο . , β(α

 
 

3.2  MEΘΟΔΟΙ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 
 

Ο πίνακας των αόριστων ολοκληρωμάτων, που δώσαμε παραπάνω, δεν είναι αρ-
κετός για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα μίας οποιασδήποτε συνάρτησης, ό-

πως π.χ. τα ολοκληρώματα dxxx 12 2  και . Σε τέτοιες περιπτώσεις ο 

υπολογισμός γίνεται απλούστερος με τη βοήθεια των παρακάτω μεθόδων ολο-
κλήρωσης. 

 dxxe x

Μέθοδος ολοκλήρωσης κατά παράγοντες 

Η μέθοδος αυτή εκφράζεται με τον τύπο: 

   gxfxgxfdxxgxf )()()()()( dxx)(  

που είναι συνέπεια του κανόνα παραγώγισης του γινομένου δύο παραγωγίσιμων 
συναρτήσεων  σε ένα διάστημα Δ. gf ,

Πράγματι, για κάθε , έχουμε Δx

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf  , 

οπότε 

)()())()(()()( xgxfxgxfxgxf  . 
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Επομένως 

    dxxgxfdxxgxfdxxgxf )()())()(()()(  

ή, ισοδύναμα, 

     .          (1)   dxxgxfcxgxfdxxgxf )()()()()()( 
Επειδή το ολοκλήρωμα του δεύτερου μέλους της (1) περιέχει μια σταθερά ολο-
κλήρωσης, το c μπορεί να παραλειφθεί, οπότε έχουμε τον παραπάνω τύπο. ■ 

Ο παραπάνω τύπος χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων με την 
προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωμα του β΄ μέλους υπολογίζεται ευκολότερα. 

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα . Έχουμε:  dxxe x

    cexedxexedxexdxxe xxxxxx )( . 

Αν, τώρα, δοκιμάσουμε να υπολογίσουμε το παραπάνω ολοκλήρωμα, αλλάζο-

ντας τους ρόλους των x και , βρίσκουμε xe

  










 dxe

x
e

x
dxe

x
dxxe xxxx

222

222

. 

Το τελευταίο, όμως, ολοκλήρωμα είναι πιο σύνθετο από το αρχικό. 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

              i)     ii)       dxex x2 xdxxημ2

iii)       iv) .   xdxx 1)ln(4 3  xdxe xημ2

ΛΥΣΗ 

 i) Έχουμε 

    dxxeexdxexexdxexdxex xxxxxx 2)()( 22222  

        dxexeexdxexex xxxxx 22)(2 22

     . cexeex xxx  222

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε ολοκληρώματα της μορφής 
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 dxexP xα)(  

όπου  πολυώνυμο του x και . )(xP *α

ii) Έχουμε 

    cxxxxdxxxdxxxxdxx 2ημ
4

1
2συν

2

1
2συν

2

1
2συν

2

1
)2συν(

2

1
2ημ . 

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε ολοκληρώματα της μορφής 

 dxxαxP )(ημ)( ,   dxxαxP )(συν)(  

όπου  πολυώνυμο του x και . )(xP *α

iii) Έχουμε 

    dx
x

xxxxxxdxxxxdxx
1

)(ln)(ln)(ln)14( 4443  

       cx
x

xxxdxxxxx
4

ln)()1(ln)(
4

434 . 

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε ολοκληρώματα της μορφής 

 dxxαxP )ln()( ,   

όπου  πολυώνυμο του x και . )(xP *α

iv) Θέτουμε , οπότε έχουμε  dxxeI x )2(ημ

  dxxexedxxeI xxx )2(συν2)2(ημ)2(ημ)(  

         dxxexe xx )2(συν)(2)2(ημ

        xdxexexe xxx 2ημ4)2(συν2)2(ημ

      . Ixexe xx 4)2(συν2)2(ημ 

Επομένως,  

1)2(συν2)2(ημ5 cxexeI xx  , 

οπότε 

cxexeI xx  )2(συν
5

2
)2(ημ

5

1
. 

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε ολοκληρώματα της μορφής 
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 dxxβe xα )(ημ ,   dxxβe xα )(συν  

όπου . *, βα

2. Ο πληθυσμός , )(tP 200  t , μιας πόλης, που προέκυψε από συγχώνευση 

10 κοινοτήτων, αυξάνεται με ρυθμό (σε άτομα ανά έτος) που δίνεται από τον 

τύπο , 0/10t )( tetP 20 t , όπου t είναι ο αριθμός των ετών μετά τη συγχώ-

νευση. Να βρεθεί ο πληθυσμός  της πόλης t χρόνια μετά τη συγχώνευση, 

αν γνωρίζουμε ότι ο πληθυσμός ήταν 10000 κάτοικοι κατά τη στιγμή της 
συγχώνευσης. 

)(tP

ΛΥΣΗ 

Έχουμε 

  dttedttP 10/1)(  

                 tdtet )(10 10/

            dtete tt 10/10/ 1010

              , cete tt  10/10/ 10010

οπότε 

cetetP tt  10/10/ 10010)( ,  για κάποιο  c . 

Όταν , ο πληθυσμός είναι 10000. Συνεπώς: 0t

101001000010001010000)0( 00  cceeP . 

΄Αρα, ο πληθυσμός της πόλης, t χρόνια μετά τη συγχώνευση, είναι 

1010010010)( 10/10/  tt etetP . 

Ολοκλήρωση με αντικατάσταση 

Με τη μέθοδο αυτή υπολογίζουμε ολοκληρώματα που έχουν ή μπορούν να πά-

ρουν τη μορφή . Η μέθοδος ολοκλήρωσης με αντικατάσταση 

εκφράζεται με τον ακόλουθο τύπο: 
  dxxgxgf )())((

  duufdxxgxgf )()())(( , 

όπου      )(xgu        και      dxxgdu )(  

Ο παραπάνω τύπος χρησιμοποιείται με την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωμα 

 του δευτέρου μέλους υπολογίζεται ευκολότερα.  duuf )(
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Η απόδειξη του τύπου αυτού στηρίζεται στο γνωστό κανόνα παραγώγισης σύν-
θετης συνάρτησης. Πράγματι, αν F είναι μια παράγουσα της  f, τότε 

   )()( ufuF  ,            (1) 

οπότε 

))(())(( xgfxgF   

και άρα 

                   dxxgxgFdxxgxgf )())(()())((

                                          (αφού   dxxgF )))((( )())(())((( xgxgFxgF  ) 

                                  cxgF  ))((  

                                  cuF  )( ,               (όπου )(xgu   

                                                 (λόγω της (1))       ■  duuf )(

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα dxxx 12 2 . Θέτουμε 

 και , οπότε το ολοκλήρωμα γράφεται: 12  xu xdxdxxdu 2)1( 2 

 dxxx 12 2 duu  

          duu 2/1

        cu  2/3

3

2
 

        cx  2/32 )1(
3

2
 

        cx  32 )1(
3

2
. 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓEΣ 
 

1. Nα υπολογισθούν τα ολοκληρώματα 

  i)  
dx

e

e
x

x

2)(1
 ii)  . xdxεφ
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ΛΥΣΗ 

 i) Θέτουμε , οπότε . Επομένως, xeu 1 dxedxedu xx  )1(

  
 22)1( u

du
dx

e

e
x

x

 


 c
e

c
u

duu
x1

112  

ii) Έχουμε  xdxεφ  dx
x

x

συν

ημ
. Επομένως, αν θέσουμε u συνx , οπότε 

xdxημdxxdu )συν(  , έχουμε: 

 xdxεφ   cxcudu
u

|συν|ln||ln
1

. 

2. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώματα 

        i)   dx
π

x )
6

ημ(2           ii)  
dx

x21

1
          iii) .   dxxx 992 1)(

ΛΥΣΗ 

  i) Θέτουμε 
6

2
π

xu  , οπότε dxdx
π

xdu 2)
6

2(  . 

Επομένως, 

 
2

1
)

6
2(ημ dx

π
x   ududx

π
x ημ

2

1
2)

6
2ημ(  

                      c
π

xcu  )
6

2(συν
2

1
συν

2

1
. 

 ii) Θέτουμε xu 21 , οπότε dxdxxdu 2)21(  . 

Επομένως, 

  


cudu
u

dx
x

||ln
2

11

2

1

21

1
cx  |21|ln

2

1
. 

iii) Θέτουμε , οπότε 12  xu xdxdu 2 . Άρα 

  dxxx 992 )1(   cxc
u

duu 1002
100

99 )1(
200

1

1002

1

2

1
. 

3. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώματα 

 i)  


dx
xx

x

65

12
2

  ii)  


dx
xx

xx

65

73
2

2

. 
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ΛΥΣΗ 

 i) Η συνάρτηση 
65

12
)(

2 



xx

x
xf  έχει πεδίο ορισμού το  }3,2{  και γράφεται 

)3)(2(

12
)(





xx

x
xf . 

Αναζητούμε πραγματικούς αριθμούς Α, Β έτσι, ώστε να ισχύει 

32)3)(2(

12










x

B

x

A

xx

x
 , για κάθε  }3,2{x . 

Με απαλοιφή παρονομαστών έχουμε τελικά: 

123)2(  BAxBA ,  για κάθε  }3,2{x . 

Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε }3,2{x , αν και μόνο αν 











0123

02

BA

BA
      ή, ισοδύναμα,      . 











7

5

B

A

Επομένως, 

                      























dx

x
dx

x
dx

xxxx

x

3

7

2

5

3

7

2

5

65

12
2

 

                                          cxx  |3|ln7|2|ln5 . 

Με τον ίδιο τρόπο εργαζόμαστε για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων της μορ-
φής 

 


dx
γxβxα

λxκ
2

,     με      042  αγβ

ii) Αν εκτελέσουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου  με το πολυώνυμο 

, βρίσκουμε ότι 

732  xx

652  xx

65

12
1

65

73
22

2








xx

x

xx

xx
. 

Επομένως, 

                  



dx
xx

xx

65

73
2

2

 dx1  


 dx
xx

x

65

12
2

 

                 cxxx  |3|ln7|2|ln5         (λόγω του (i)). 

Mε τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε ολοκληρώματα της μορφής 

 
dx

γxβxα

xP
2

)(
, 
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όπου  πολυώνυμο του x βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2 και . )(xP 042  αγβ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

        i)                 ii)               iii)    dxex x2   dxexx x22 )123(  xdxx ln3

      iv)             v)                          vi) ,  xdxx 2ημ2 2  xdxx 2συν4  xdxln

     vii)  2

ln

x

x
dx              viii)                           ix)   xdxe x 2συν xdxe xημ

 2. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

        i)                                          ii)          xdx3ημ   dxxxx )2()7164( 32

          iii)  


dx
xx

x
42 )6(

3
                               iv)  

dx
x

x
3

2

2
 

       v) dxxx 1 . 

 3. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

         i)                      ii)  dxee xxημ  
dx

e

e
x

x

1
               iii)  dx

xx ln

1
 

       iv)  
dx

ee

e
xx

x

)1ln()1(
       v) dx

x
x








2

1
ημ

. 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

        i)  
dx

x

x
2συν1

2ημ
        ii)          iii) .  dxxx )συνln(εφ   dxex xημσυν
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 2. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα  

  i)  


dx
xx

x
43

3 11
          ii)  

dx
x

x

12
        iii)  .  dxxx )1ln( 2

 3. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

        i)                  ii)              iii) .  dxxx 22 ln dtt 2)(ln  dxee xxσυν2

 4. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

   i)    και xdxεφ  dx
x

x
2συν

 

       ii)  dx
x

x
2ημ

συν
  και  

dx
x

x
2ημ

συν1
 

      iii)   και .  xdx3ημ  xdx3συν

 5. Με τη βοήθεια των τύπων 

2

2συν1
ημ 2 α

α


     και    
2

2συν1
συν 2 α

α


  

 να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

 i)                 ii)                iii)  . xdx2ημ  xdx2συν xdxx 22 συνημ

 6. Mε τη βοήθεια των τύπων 

)(ημ)(ημσυνημ2 βαβαβα  , 

                       )(συν)(συνσυνσυν2 βαβαβα   

                                )(συν)(συνημημ2 βαβαβα   

 να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

 i)                ii)              iii)  xdxx 2συνημ xdxx 5συν3συν  xdxx 4ημ2ημ

 7. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

  i)  


dx
xx

x

23

32
2

                                 ii)  


dx
xx

x

23

23
2

 

          iii)  


dx
xx

xx

23

2
2

3

                                iv)  
dx

x 1

2
2

. 
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3.3  ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 
 

Γενικά 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι, όταν γνωρίζουμε τη συνάρτηση θέσης 
 ενός κινητού, μπορούμε να βρούμε την ταχύτητα και την επιτάχυνση  

του κινητού. Πολλές φορές, όμως, είναι γνωστή η ταχύτητα 

)(tSy 
)(tυυ   ή η επιτά-

χυνση  του κινητού και ζητείται η θέση του. Για παράδειγμα: )(tαα

— Aν ένα κινητό κινείται ευθυγράμμως με σταθερή ταχύτητα c, για να προσδιο-
ρίσουμε τη θέση του , αρκεί να λύσουμε ως προς y την εξίσωση )(tSy 

       cy  .            (1) 

— Aν σε ένα σώμα μάζας m ασκείται δύναμη )(tFF  , τότε το σώμα κινείται με 

επιτάχυνση )(tαα   η οποία, σύμφωνα με το 2ο νόμο της μηχανικής, δίνεται από 

τον τύπο  ή, ισοδύναμα, αmF ymF  , όπου )(tSy   η συνάρτηση θέσης του 

σώματος. Επομένως, για να προσδιορίσουμε τη θέση )(tSy   του σώματος, αρ-

κεί να λύσουμε την εξίσωση 

    Fym  .            (2) 

Εξισώσεις όπως οι (1) και (2) λέγονται διαφορικές εξισώσεις. Γενικά, 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Διαφορική εξίσωση λέγεται κάθε εξίσωση που περιέχει τη μεταβλητή x, μια 
άγνωστη συνάρτηση  και κάποιες από τις παραγώγους της . )(xfy  ...,, yy 

Για παράδειγμα, οι εξισώσεις 

xy 2 ,      yy 2 ,      0 yy  

είναι διαφορικές εξισώσεις. 

Η μεγαλύτερη από τις τάξεις των παραγώγων που εμφανίζονται στην εξίσωση 
ονομάζεται τάξη της διαφορικής εξίσωσης. Έτσι οι εξισώσεις  και 

 είναι διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως, ενώ η 

xy 2

0yy 2  yy  είναι δευ-

τέρας τάξεως. 
Κάθε συνάρτηση  που επαληθεύει τη διαφορική εξίσωση λέγεται λύση 

της εξίσωσης. 

)(xfy 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση  είναι μια λύση της διαφορικής εξίσωσης 

, αφού . 

2xy 

xy 2 xxy 2)( 2 
Το σύνολο όλων των λύσεων μιας διαφορικής εξίσωσης λέγεται γενική λύση 
της εξίσωσης. 
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Για παράδειγμα, η γενική λύση της εξίσωσης xy 2  είναι η , . 

Συχνά ζητάμε εκείνη τη λύση 

cxy  2 c

)(xfy   της διαφορικής εξίσωσης που ικανοποιεί 

μια αρχική συνθήκη . Για να βρούμε τη λύση αυτή, βρίσκουμε πρώ-

τα τη γενική λύση της εξίσωσης και με τη βοήθεια της αρχικής συνθήκης προσ-
διορίζουμε τη ζητούμενη λύση.  

)0x(0 fy 

Για παράδειγμα, η λύση  της διαφορικής εξίσωσης )(xfy  xy 2 , που ικανο-

ποιεί την αρχική συνθήκη 2)1( f

1

, είναι η συνάρτηση , αφού από τη 

γενική λύση , για 

12 xy

cxy  2 x  και 2y  είναι 1c . 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με δυο ειδικές μορφές διαφορικών εξισώ-
σεων πρώτης τάξεως: 

 Τις εξισώσεις με χωριζόμενες μεταβλητές και 

 Tις γραμμικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως. 

Διαφορικές εξισώσεις με χωριζόμενες μεταβλητές 

Έχει αποδειχτεί πειραματικά, ότι ο ρυθμός μεταβολής, ως προς το χρόνο, του 
πληθυσμού )(tPy   μιας κοινωνίας, η οποία δεν επηρεάζεται από εξωτερικούς 

παράγοντες, είναι ανάλογος του πληθυσμού. Δηλαδή, ισχύει 

)()( tPαtP  , 

όπου α θετική σταθερά. 
Αν ο αρχικός πληθυσμός της κοινωνίας είναι , δηλαδή , για να 

βρούμε τον πληθυσμό  ύστερα από χρόνο t, θα λύσουμε την παραπάνω δια-

φορική εξίσωση. 

0P 0)0( PP 
)(tP

Επειδή , η εξίσωση γράφεται 0)(  tPy

α
tP

tP



)(

)(
, 

οπότε ολοκληρώνοντας και τα δυο μέλη της, έχουμε διαδοχικά: 

                                              
dt

tP

tP

)(

)(
 dtα  

                                                  1)(ln ctαtP  . 

                                                     , 1)( ctαetP 

                                                     ,   με   . tαcetP )( 1cec 

Επειδή  0)0( PP  ,   είναι   , οπότε 0Pc 
αt

0 ePtP )( . 
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Η παραπάνω διαφορική εξίσωση λέγεται διαφορική εξίσωση με χωριζόμενες 
μεταβλητές. Γενικά, 

OΡΙΣΜΟΣ 

Διαφορική εξίσωση με χωριζόμενες μεταβλητές λέγεται κάθε εξίσωση της 
μορφής 

)()( xβyyα         (1),    

όπου  η άγνωστη συνάρτηση,  συνάρτηση του y και  συνάρ-)(xfy  )(yα )(xβ

τηση του x. 

Για να λύσουμε την εξίσωση αυτή ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της ως προς x. 
Έχουμε 

  dxxβdxyyα )()( . 

Επειδή , είναι )(xfy  dxydxxfdy  )( , οπότε έχουμε 

         .           (2)   dxxβdyyα )()(

Αν  είναι μια παράγουσα  και  μια παράγουσα της , τότε η 

(2) γράφεται 

)(yA )(yα )(xB )(xβ

      cxByA  )()( ,    c .                     (3) 

Από την τελευταία εξίσωση προσδιορίζουμε τη γενική λύση της διαφορικής εξί-
σωσης. 

ΣΧΟΛΙΟ 

Η ισότητα (2) μας επιτρέπει να γράφουμε τη διαφορική εξίσωση (1) στην “άτυ-
πη” μορφή της 

dxxβdyyα )()(   

και να ολοκληρώνουμε τα μέλη της, το μεν πρώτο μέλος της ως προς y, το δε 
δεύτερο μέλος της ως προς x. 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Nα λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις 

  i) ,       και   02  yxy 0x 0y

 ii)    ,      22xyy  0y

iii) ,        . 0yy-x 0y

ΛΥΣΗ 
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 i) H εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

               
x

y
y

21
  

 y>0

 O

 y

 x

 
c 

1

2

 c=1

 c=2
 1

 

              
xdx

dy

y

21
 , 

               dx
x

dy
y

21
 . 

              dx
x

dy
y

21
 

                1||ln2ln cxy  1
2ln cx  , 1c  

                   , . 2lnln 2
11

2

cxeeey xccx   0c

Άρα,            ,    όπου   ,   (Σχ. 1). 2cxy  *x 0c

 ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

 c=0

 c=1
 O

 x

y
 2

 

22xy
dx

dy
  

                xdx
y

dy
2

2
 . 

               
2y

dy
 xdx2  

                cx
y

 21
 

Άρα             
cx

y



2

1
,   όπου   c  (Σχ. 2). 

iii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

 3 2

 x

 3

 1 O

y

 c=9

 c=4

 c=1

 

               0
dx

dy
yx  

                      xdxydy 

                      xdxydy

                      1

22

22
c

xy
  

                ,      cyx  22 0c

Άρα,                 2xcy  ,      (Σχ. 3). 0c
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Γραμμικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως 

Από τη Φυσική γνωρίζουμε ότι στο διπλανό 
κύκλωμα ισχύει ο κανόνας του Kicrhhoff. Δη-
λαδή,  

                )()(
)(

tVtIR
dt

tdI
L  .               (1) 

Για να προσδιορίσουμε την ένταση, , του 

ρεύματος που διαρρέει το κύκλωμα, είναι ανά-
γκη να λύσουμε τη διαφορική εξίσωση (1). Η εξίσωση αυτή λέγεται γραμμική 
διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως. Γενικά: 

)t

 R

 4

 I

 L

 

(I

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως λέγεται κάθε εξίσωση της 
μορφής 

)()( xβyxαy  , 

όπου  είναι η άγνωστη συνάρτηση και ,  συναρτήσεις του x. )(xfy  )(xα )(xβ

Για την επίλυση της εξίσωσης αυτής: 

—  Αναζητούμε μια παράγουσα  της συνάρτησης  και έπειτα )(xA )(xα

—  Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της εξίσωσης με . )( xAe

Έτσι, έχουμε διαδοχικά 

                                      )()()( )()( xAxAxA exβyexαey 

                                     )()()( )()( xAxAxA exβyexAey 

                                       )()()( )()( xAxAxA exβyeey    

                                                    )()( )()( xAxA exβye   

                                                  dxexβdxye xAxA )()( )()(

                                                       , cxBye xA  )()(

όπου  μια παράγουσα της . )(xB )()( xAexβ

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

1. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 

22  yy . 

ΛΥΣΗ 
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Επειδή μια παράγουσα της 2)( xα  είναι η xxA 2)(  , πολλαπλασιάζουμε και τα 

δυο μέλη της εξίσωσης με . Έτσι, έχουμε διαδοχικά xe 2

                                             xxx eyeey 222 22 

                                                     )()( 22  xx eye

                                                        ceye xx  22

                                                            ,    xcey 21  c . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 1. Nα λύσετε τις διαφορικές εξισώσεις: 

   i) ,        ii) x24xyy  0y yy  ,    0y

 iii) 2
1

y
xy

      iv) . xey yσυν

 2. Να λύσετε τις διαφορικές εξισώσεις: 

        i) 32  yy       ii)  xeyy  2

 iii) xyy 2       iv) xxyy  2 . 

 3. Nα βρείτε τη λύση της διαφορικής εξίσωσης , , της 

οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο 

222 yxy 

,0(

0y

)3A . 

 4. Να βρείτε τη λύση της διαφορικής εξίσωσης yy 32   που ικανοποι-

εί τη συνθήκη . 3/2)0( y

 5. Να λύσετε τις διαφορικές εξισώσεις: 

  i) 
x

y
x

y
22 συν

1

συν

1
 ,    αν    3)0( y  

 ii) ,         αν    xyyx ln)1(  10)1( y . 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
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 1. Η ένταση του ηλεκτρικού ρεύματος Ι σε ένα ηλεκτρικό κύκλωμα ικα-

νοποιεί την εξίσωση tI
dt

dI
ημ . Αν 0)0( I

)2,2(A

, να βρείτε την ένταση 

. )(tI

 2. Να βρείτε τη λύση της διαφορικής εξίσωσης   , η οποία 

διέρχεται από το σημείο . 

xy eyye 22


 3. Να λύσετε τη διαφορική εξίσωση   xy
x

y 
1

. 

 4. Η κλίση της εφαπτομένης μιας γραμμής  με εξίσωση , 

 στο σημείο  είναι ίση με 

)(C )(xyy 
0y ),( yxM xy . Να βρείτε την εξίσωση 

της , αν είναι γνωστό ότι διέρχεται από το σημείο . ) )1,0(A

Tθ 

(C

 5. Έστω  σταθερές, με . λβα ,, 0 λα

  i) Να λύσετε την εξίσωση . tλeβyαy 

       ii) Αν  είναι μια λύση της εξίσωσης, να αποδείξετε ότι ισχύει 

. 

)(tyy 
0)( 


tylim

t

 6. Έχει αποδειχτεί πειραματικά ότι ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρα-
σίας θ ενός σώματος, όταν αυτό βρεθεί σε περιβάλλον σταθερής θερ-
μοκρασίας Τ με , είναι 

)( Τθk
dt

θd
,    . 0k

 Να βρείτε τη θερμοκρασία , αν )(tθ 0)0( θθ  . 

 7. Ο πληθυσμός  μιας χώρας μεταναστεύει με σταθερό ρυθμό 

. Δίνεται ότι ο ρυθμός αύξησης του πληθυσμού Ρ, αν δεν υπήρ-
χε η μετανάστευση, θα ήταν ανάλογος του Ρ. 

)(tPP 
0m

        i) Να δικαιολογήσετε ότι ο πληθυσμός Ρ ικανοποιεί την εξίσωση 
mkPP  ,  σταθερά. 0k

       ii) Να βρείτε τη συνάρτηση )(tPP  , αν 0)0( PP   

 iii) Να αποδείξετε ότι: 

— Aν , τότε ο πληθυσμός αυξάνεται. 0kPm 

— Aν , τότε ο πληθυσμός μειώνεται. 0kPm 
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— Aν , τότε ο πληθυσμός παραμένει σταθερός. 0kPm 

 8. Έστω  το ύψος και )(tyy  )(tVV   ο όγκος του νερού μιας δεξαμε-

νής τη χρονική στιγμή t. Η δεξαμενή αδειάζει από μια κυκλική οπή 
εμβαδού α που βρίσκεται στον πυθμένα της. Σύμφωνα με το νόμο του 
Torricelli ο ρυθμός μεταβολής του όγκου του νερού είναι  

gyα
dt

dV
2 10,  g m/s2.  

         i) Αν η δεξαμενή είναι κυλινδρική με 
ύψος 3,6m, ακτίνα 1m και η ακτίνα της 
οπής είναι 0,1m, να αποδείξετε ότι το y 
ικανοποιεί την εξίσωση  υ

 y(t) V(t)
yy

50

5
  

        ii) Να βρείτε το ύψος , αν είναι γνω-

στό ότι τη χρονική στιγμή 

)(ty

0t  η δε-
ξαμενή ήταν γεμάτη.  

       iii) Πόσος χρόνος θα χρειαστεί για να α-
δειάσει τελείως η δεξαμενή; (Δίνεται ότι ο όγκος του κυλίνδρου 

είναι ). υrπV 2

 9. Ένας βηματοδότης απο-
τελείται από μια μπατα-
ρία και έναν πυκνωτή, 
ενώ η καρδιά παίζει το 
ρόλο της αντίστασης, 
όπως φαίνεται στο σχή-
μα. ΄Οταν ο διακόπτης S 
βρίσκεται στη θέση Ρ, ο 
πυκνωτής φορτίζεται ε-
νώ, όταν βρίσκεται στη 
θέση Q, ο πυκνωτής εκ-
φορτίζεται και προκαλεί 
ηλεκτρικό ερέθισμα στην 
καρδιά. Κατά τη διάρκεια αυτή στην καρδιά εφαρμόζεται ηλεκτρεγερ

 R

καρδιά

 Q

 P  S
C

 E0

 

-
τική δύναμη Ε που ικανοποιεί την εξίσωση 

E
RCdt

dE 1
 ,    21 ttt  . 

 όπου σταθερές. Να βρείτε την , αν CR,   )(tE  01 )( EtE  . 
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10. Σύμφωνα με τον κανόνα του 
Κirchhoff για το κύκλωμα του δι-
πλανού σχήματος ισχύει 

)(tERI
dt

dI
L  . 

        i) Aν ΩR 12 , L 4H , 
V60E  ,  

            α) να βρείτε την ένταση  του ρεύματος, t sec μετά το κλείσιμο του 

κυκλώματος. 

)(tI

             β) να βρείτε το . Τί συμπεραίνετε; )(lim tI
t 

        ii) Aν στο κύκλωμα αντί για μπαταρία που δίνει σταθερή ηλεκτρεγερτική 
δύναμη Ε χρησιμοποιήσουμε μια γεννήτρια που δίνει ttE 3ημ60)(  , να 

βρείτε την ένταση . )(tI

 
 

3.4  ΟΡΙΣΜΕΝΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ  
 

Εμβαδόν παραβολικού χώρου 

Έστω ότι θέλουμε να βρούμε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης , τον άξονα των x και τις ευθείες 

 και  (Παραβολικό χωρίο Σχ. 5).  

2)( xxf 
0x 1x

 1

 Ω

 1 O x

 y
 y=x2

5

                
2
v

1
v

v
v
1

1

 1O  x

y
 6

 . . .

 y=x2

 

Μια μέθοδος να προσεγγίσουμε το ζητούμενο εμβαδόν είναι η εξής:  

Χωρίζουμε το διάστημα  σε ν ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ]1,0[
ν

xΔ
1

 , με 

άκρα τα σημεία: 
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00 x ,     
ν

x
1

1  ,     
ν

x
2

2  , ………….…., 
ν

ν
xν

1
1


 ,     1

ν

ν
xν . 

 Σχηματίζουμε τα ορθογώνια με βάσεις τα υποδιαστήματα αυτά και ύψη την 
ελάχιστη τιμή της  f  σε καθένα από αυτά. (Σχ. 6). Μια προσέγγιση του εμβαδού 
που ζητάμε είναι το άθροισμα, , των εμβαδών των παραπάνω ορθογωνίων. 

Δηλαδή, το: 
νε

 
νν

ν
f

νν
f

νν
f

ν
fεν

1112111
)0( 






 














   

     

















 
















222
2 121

0
1

ν

ν

ννν
  

                ])1(21[
1 222

3
 ν

ν
  

     
2

2

3 6

132

6

)12()1(1

ν

ννννν

ν





 . 

 Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθογώνια 
με βάσεις τα παραπάνω υποδιαστήματα και 
ύψη την μέγιστη τιμή της  f  σε καθένα απ’ 
αυτά (Σχ. 7), τότε το άθροισμα 

v
v
12

v
1
v

1

 1O  x

y
 7

 . . .

 y=x2

 

νν

ν
f

νν

112











f
νν

fΕν
11










  

των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 
μια ακόμη προσέγγιση του ζητούμενου εμ-
βαδού. Είναι όμως, 

νν

ν
f

νν

112











f
νν

fΕν
11










  

           

































222
211

ν

ν

ννν
  

           )21(
1 222

3
ν

ν
 

2

2

3 6

132

6

)12)(1(1
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Το ζητούμενο, όμως, εμβαδόν Ε βρίσκεται μεταξύ των  και . Δηλαδή ισχύ-

ει , οπότε 
νε νE

νν ΕΕε 

ν
ν

ν
ν

ΕΕε


 limlim . 

Επειδή 
3

1
limlim 

 ν
ν

ν
ν

Εε , έχουμε  
3

1
Ε . 

1

 1 ξv

f (ξk)

ξkξ2ξ1O  x

y
 8

 . . . . . .

 y=x2

 

 Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθογώνια 
με βάσεις τα παραπάνω υποδιαστήματα 

,  και ύψη την τιμή της 

συνάρτησης σε οποιοδήποτε ενδιάμεσο ση-
μείο , , καθενός διαστή-

ματος, (Σχ. 8), τότε το άθροισμα 

],[ xx νκ ...,,2,1

ν

1 κκ

κξ κ ...,,3...,,2,1

)(
1

)( 2 νξf
ν

ξ 
1

)(
1

1ν f
ν

ξf
ν

S   

των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 
μια ακόμη προσέγγιση του ζητούμενου εμ-
βαδού. Επειδή )()()( 1 κκκ xfξfxf   για 

, θα είναι νκ ...,,2,1

)(
1

)(
1

)(
1

1 κκκ xf
ν

ξf
ν

xf
ν

 , 

οπότε θα ισχύει 

ννν ΕSε  . 

Είναι όμως, . Άρα θα ισχύει ΕEε ν
ν

ν
ν




limlim ΕSν
ν




lim . 

Ορισμός εμβαδού 

Δx
β a

v 

 xν-1x2 ...x1  xν=βα=x0  ξνξk

 Ω

ξ2ξ1 O
 x

 y=f (x)
y

f(ξ1) f(ξ2)
f(ξk)

 f(ξν)

xk ... xk-1

 9

 

Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σε ένα 
διάστημα , με  για κάθε 

 και Ω το χωρίο που ορίζεται 

από τη γραφική παράσταση της  f, τον 
άξονα των x και τις ευθείες 

],[ βα 0

α

)( xf

],[ βαx

x  , 
. βx 

Για να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου 
Ω (Σχ. 9) εργαζόμαστε όπως στο προη-
γούμενο παράδειγμα. Δηλαδή: 
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 Χωρίζουμε το διάστημα  σε ν ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ],[ βα

ν

αβ
xΔ


 , με τα σημεία βxxxα x ν   ...210 . 

 Σε κάθε υποδιάστημα  επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο  και σχη-

ματίζουμε τα ορθογώνια που έχουν βάση  και ύψη τα . Το άθροισμα 

των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 

],[ 1 κκ xx  κξ

xΔ )( κξf

xΔξfξfxΔξfxΔξfxΔξfS ννν )]()([)()()( 121   . 

 Yπολογίζουμε το . ν
ν

S


lim

Αποδεικνύεται ότι το  υπάρχει στο  και είναι ανεξάρτητο από την επιλο-

γή των σημείων . Το όριο αυτό ονομάζεται εμβαδόν του επιπέδου χωρίου Ω 

και συμβολίζεται με . Είναι φανερό ότι .  

ν
ν

S


lim

)(ΩΕ
κξ

0)( ΩΕ

Η έννοια του ορισμένου ολοκληρώματος 

Έστω μια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  στο . Με τα σημεία 

 χωρίζουμε το διάστημα  σε ν ισομήκη υποδια-

στήματα μήκους 

],[ βα

]βxxxxα ν  ...210 ,[ βα

ν

αβ
xΔ


 .  

 xv-1 ξv

 y=f(x)

 ξk

2

 x
 x2  xv=β

1

 ξ ξ1  x1 a=x0O

 y
0

 
Στη συνέχεια επιλέγουμε αυθαίρετα ένα ],[ 1 κκκ xxξ  , για κάθε , 

και σχηματίζουμε το άθροισμα 

}...,,2,1{ νκ

xΔξfxΔξfxΔξfxΔξfS νκν )()()()( 21    

το οποίο συμβολίζεται, σύντομα, ως εξής: 





ν

κ
κν xΔξfS

1

)( (1)  . 

 

                                                 
(1) Το άθροισμα αυτό ονομάζεται ένα άθροισμα RIEMANN. 
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Aποδεικνύεται ότι, 

“Το όριο του αθροίσματος , δηλαδή το   (1) υπάρχει στο  

και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των ενδιάμεσων σημείων ”.  

νS 









ν

κ
κ

ν
Δxξf

1

)(lim

κξ

Το παραπάνω όριο (1) ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρωμα της συνεχούς συνάρ-

τησης  f  από το α στο β, συμβολίζεται με  και διαβάζεται “ολοκλήρω-

μα της  f  από το α στο β”. Δηλαδή, 

β

α
dxxf )(

  












α

β

ν

κ
κ

ν
xΔξfdxxf

1

)(lim)(  

Το σύμβολο οφείλεται στον Leibniz και ονομάζεται σύμβολο ολοκλήρωσης. 

Αυτό είναι επιμήκυνση του αρχικού γράμματος S της λέξης Summa (άθροισμα). 
Οι αριθμοί α και β ονομάζονται όρια της ολοκλήρωσης. Η έννοια “όρια” εδώ 

δεν έχει την ίδια έννοια του ορίου του 2ου κεφαλαίου. Στην έκφραση  

το γράμμα x είναι μια μεταβλητή και μπορεί να αντικατασταθεί με οποιοδήποτε 

άλλο γράμμα. Έτσι, για παράδειγμα, οι εκφράσεις ,  συμβολί-

ζουν το ίδιο ορισμένο ολοκλήρωμα και είναι πραγματικός αριθμός, σε αντίθεση 

με το  που είναι ένα σύνολο συναρτήσεων.  



dx


β

α
dxxf )(


β

α
dxxf )( 

β

α
dttf )(

 xf )(

Είναι, όμως, χρήσιμο να επεκτείνουμε τον παραπάνω ορισμό και για τις περι-
πτώσεις που είναι  ή βα  βα  , ως εξής: 

   
β

α

α

β
dxxfdxxf )()(

          
α

α
dxxf 0)(

Από τους ορισμούς του εμβαδού και του ορι-
σμένου ολοκληρώματος προκύπτει ότι:  

 βα

Ω

O  x

y=f (x)

y 11

 

Αν  για κάθε , τότε το ολο-

κλήρωμα  δίνει το εμβαδόν  

του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφι-
κή παράσταση της  f  τον άξονα 

0)( xf


β

α

],[ βαx

dxxf )( )(ΩE

xx  και τις 
ευθείες αx   και  (Σχ. 11). Δηλαδή, βx 

 .   
β

α
ΩEdxxf )()(

Επομένως,  

Αν   ,    τότε    . 0)( xf  
β

α
dxxf 0)(
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ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Nα αποδειχθεί ότι ,   για οποιοδήποτε    
β

α
αβcdxc )( c . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

  i) Αν , τότε . βα   
α

α
αβcααccdx )()(0

 ii) Αν , τότε, επειδή η βα  cxf )(  είναι συνεχής στο , έχουμε ],[ βα

                                   
β

α

β

α
dxxfcdx )(

          ]))()()([(lim 21 xΔξfxΔξfxΔξf ν
ν




  

          )]()()([lim 21 ν
ν

ξfξfξf
ν

αβ






  

          






 





)(lim ccc
ν

αβ
ν

  

                   )(lim αβccν
ν

αβ
ν








 





 

iii)  Αν , τότε βα 

 
α

β

β

α
αβcβαccdxcdx )()( . 

 βαO  x

y=c

y 12

 

 
ΣΧΟΛΙΟ 

Αν , τότε το  εκφράζει το εμβαδόν 

ενός ορθογωνίου με βάση 

0c 
β

α
cdx

αβ   και ύψος c 

(Σχ. 12). 

 

 
Ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος 

Με τη βοήθεια του ορισμού του ορισμένου ολοκληρώματος αποδεικνύονται τα 
παρακάτω θεωρήματα. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

Έστω   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο  και gf , ],[ βα μλ, . Τότε ισχύουν 

                
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(

                 
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

και γενικά 

                 
β

α

β

α

β

α
dxxgμdxxfλdxxgμxfλ )()()]()([ 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστημα Δ και Δγβα ,, , τότε ισχύει 

 
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  

Για παράδειγμα, αν  και , τότε 3)(
3

0 dxxf 7)(
4

0 dxxf

473)()()()()(
3

0

4

0

0

3

4

0

4

3
    dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf . 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Αν  και  (Σχ. 13), η παραπά-

νω ιδιότητα δηλώνει ότι: 

0)( xf βγα 

 βγα

 Ω2Ω1

O  x

y=f (x)

y
13

 

)( 2Ω)()( 1 ΕΩΕΩΕ 


γ

α
dxxfΩΕ )()( 1 )

 

αφού 

,    
β

γ
xfΩΕ ()( 2 dx

και 

                     . 
β

α
dxxfΩΕ )()(

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 

Έστω f μια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστημα . Αν  για ],[ βα 0)( xf

κάθε  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, ],[ βαx
τότε 

 
β

α
dxxf 0)( . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Aν ,  και , να βρείτε τα ολο-

κληρώματα: 
 

4

1
9)( dxxf  

4

3
11)( dxxf  

8

1
13)( dxxf

   i)                              ii)          
3

4
)( dxxf 

8

4
)( dxxf

iii)                            iv) . 
3

1
)( dxxf 

8

3
)( dxxf

 2. Να αποδείξετε ότι 

 
e

e
dt

t
tdt

1

1 1
lnln . 

 3. Να υπολογίσετε το κ έτσι, ώστε 

  




κ

κ

dx
x

dx
x

x

1

1

22

2

3
1

5

1

4
. 

 4. Αν  και  να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:  
3

1
5)( dxxf  

3

1
2)( dxxg

 i)     ii)  . 
3

1
))(6)(2( dxxgxf 

1

3
))()(2( dxxgxf

 
 

3.5  H ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   
x

α
dttfF(x) )(

 

Ο υπολογισμός ενός ολοκληρώματος  κατευθείαν από τον ορισμό είναι 

συνήθως μία δύσκολη και πολύ κοπιαστική διαδικασία. Στην παράγραφο αυτή 
θα αναζητήσουμε τρόπο υπολογισμού ολοκληρωμάτων χωρίς τη χρήση του ορι-
σμού. Σ’ αυτό θα μας βοηθήσει το γνωστό, ως  θ ε μ ε λ ι ώ δ ε ς  θ ε ώ ρ η μ α  
τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ω τ ι κ ο ύ  λ ο γ ι σ μ ο ύ. Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού 
στηρίζεται στο επόμενο θεώρημα, το οποίο μας εξασφαλίζει την ύπαρξη παρά-
γουσας μιας συνεχούς συνάρτησης  f  σε ένα διάστημα Δ. 


β

α
dxxf )(



         3  OΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 334 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο 
του Δ, τότε η συνάρτηση  


x

α
dttfxF )()( , Δx ,  

είναι μια παράγουσα της f στο Δ. Δηλαδή ισχύει: 

)()( xfdttf
x

a








  ,    για κάθε    Δx . 

Για παράδειγμα    

xtdt
x

2

0

2 ημημ 






     και   xtdt

x
lnln

0








  . 

ΣΧΟΛΙA 

  Εποπτικά το συμπέρασμα του παραπάνω 
θεωρήματος προκύπτει (Σχ. 14) ως εξής: 

 βxαO

 x

F(x) f (x)

y=f (x)
y

14

 





hx

x
dttfxFhxF )()()(  

                     Εμβαδόν του χωρίου Ω.  
                     hxf  )( ,    για μικρά  . 0h

Άρα, για μικρά  είναι 0h

                           )(
)()(

xf
h

xFhxF



, 

οπότε 

                  )(
)()(

lim)(
0

xf
h

xFhxF
xF

h






 

 Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα παραγώγισης σύνθετης συνάρτη-
σης προκύπτει ότι: 

)())(()( xgxgfdttf
g(x)

α








  , 

με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα έχουν νόημα. 
Για παράδειγμα, 

xxxxxxtdt
x

ln93)ln3()()(lnln 2233

0

3












  

ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού) 

Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα . Αν G είναι μια παρά-],[ βα

γουσα της  f  στο , τότε ],[ βα

 
β

α
αGβGdttf )()()(  
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, η συνάρτηση  είναι μια 

παράγουσα της  f  στο . Επειδή και η G είναι μια παράγουσα της  f  στο 

, θα υπάρχει  τέτοιο, ώστε 


x

α
dttfxF )()(

],[ βα

],[ βα c

 cxFxG  )()( .           (1) 

Από την (1), για αx  , έχουμε , οπότε .  
α

α
ccdttfcαFαG )()()( )(αGc 

Επομένως,  

)()()( αGxFxG  , 

οπότε, για , έχουμε βx 

 
β

α
αGdttfαGβFβG )()()()()(  

και άρα 

 
β

α
αGβGdttf )()()( .       ■ 

 

Πολλές φορές, για να απλοποιήσουμε τις εκφράσεις μας, συμβολίζουμε τη δια-

φορά  με , οπότε η ισότητα του παραπάνω θεωρήματος γρά-

φεται 

)()( αGβG  β
αxG )]([

β

α

β

α

β
α dxxfxGdxxf  ][ )()]([)( . 

Για παράδειγμα, 

 









3

1

3

1

2

4
2

1

2

9

2

x
xdx  

 
π π πxxdx

0 0 2συν0συν]συν[ημ  

 
e

e exdx
x1

1 11lnln][ln
1

. 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

1. Δίνεται η συνάρτηση 

dttxF
x

 
2

2 1)(  
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 i) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της F. 

ii) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα η F. 

ΛΥΣΗ 

 i) Η συνάρτηση 1)( 2  ttf  έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 

),1[]1,(  . 

Για να ορίζεται η  F, πρέπει τα άκρα 2, x του ολοκληρώματος να ανήκουν στο 
ίδιο διάστημα του πεδίου ορισμού της  f. Άρα, πρέπει ),1[ x , οπότε το πεδίο 

ορισμού της  F  είναι το σύνολο ),1[  . 

ii) Για ),1[ x  έχουμε: 

11)( 2

2

2 










  xdttxF

x

. 

Επειδή η F είναι συνεχής στο ),1[   και ισχύει 0)(  xF

)

 για κάθε , η 

συνάρτηση F είναι γνησίως αύξουσα στο 

),1( x

,1[  , οπότε παρουσιάζει ελάχιστο 

το . 0)1( F

Μέθοδοι ολοκλήρωσης 

 Ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ορισμένο ολοκλήρωμα 
παίρνει τη μορφή 

  
β

α

β

α

β
α dxxgxfxgxfdxxgxf )()()]()([)()( , 

όπου  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο . gf , ],[ βα

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα . Έχουμε: 
2/

0
συν

π
xdxxΙ

  
2/

0

2/

0

2/

0
ημ)(ημ)ημ( ][π π

π xdxxxxdxxxI  

          
2/

0

2/

0
ημημ ][ ππ xdxxx

          2/

0

2/

0
][][ συνημ ππ xxx 

         
2

2
1

2



ππ

. 

 Ο τύπος ολοκλήρωσης με αλλαγή μεταβλητής για το ορισμένο ολοκλήρωμα 
παίρνει τη μορφή 
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β

α

u

u
duufdxxgxgf

2

1
)()())(( , 

όπου  είναι συνεχείς συναρτήσεις, gf , )(xgu  , dxxgdu )(  και  

, . )(α u1 gu  )(2 βg

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 
e

dx
x

x
I

1

ln
. 

Έχουμε: 

 
e

dxxxI
1

)(lnln  

Aν θέσουμε xu ln , τότε dxxdu )(ln  , 01ln1 u  και 1ln2  eu . Επομένως, 

 









1

0

1

0

2

2

1

2

u
uduI . 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓH 
 

Nα υπολογισθούν τα ολοκληρώματα 

i) dx
x

xx 
2

1

2 1
 ii) dx

x

x 
4

1

1
            iii) . dxx

5

1
|2-|

ΛΥΣΗ 

  i) ΄Εχουμε     


2

1

2

1

2

1

2

1

22 11
dx

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

xx
 

                
2

1

2

1

2

1

1
1 dx

x
dxxdx  

              2ln
2

5
2ln1

2

1
2ln

2
2

1

2

1

2

1

2

][][ 



 xx

x
. 

 ii) Έχουμε           


4

1

4

1

4

1

11
dx

x
dx

x

x
dx

x

x
  

4

1

4

1

2/12/1 dxxdxx  

              
3

20
2

3

2

2/12/3
4

1

4

1

3

4

1

2/14

1

2/3

][ 





















 xx

xx
. 
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iii) Επειδή    , έχουμε 








2,2

2,2
|2|

xx

xx
x

   





















5

1

2

1

5

2

5

2

22

1

2

9
2

9

2

9
2

22
2)2()2(|2| x

xx
xdxxdxxdxx . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

   i)       ii)  
2

0

2 )123( dxxx  
e

dx
x

x

1
3

1
 

 iii)      iv) 
2/

0
)ημ2συν(

π
dxxx  






 

2

1

2
1

dx
x

x . 

 2. Nα αποδείξετε ότι 

  






2

1

1

2
22

3

2

3

5
2

5

7
dx

x

x
dx

x

xx
. 

 3. Να αποδείξετε ότι 

 
β

α
αfβfdxxfxf 22 ))(())(()()(2 . 

 4. Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  διέρχεται από τα σημεία 

 και , να βρείτε την τιμή του ολοκληρώματος , 

εφόσον η  είναι συνεχής στο . 

)0,0(A )1,1(B
1

f ]1,0[

 
0

)( dxxf



 5. Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων 

  i)  
x

dttxF
συν

1

21)(    ii) 
1 συν

)(
x

θd
θ

θ
xF  

 6.  i) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης )1ln()( 2  xxxf  
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 ii) Να αποδείξετε ότι  


1

0
2

)21ln(
1

1
dx

x
. 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Αν  για κάθε  
x

xxdtttg
0

64)( x , να βρείτε το . )1(g

 2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  είναι σταθερή. dtexf
x

x

tπ



1 2συν)(

 3. Αν 



2

0
)(

x

t
dt

e

t
xf , να προσδιορίσετε τα διαστήματα μονοτονίας και 

τα τοπικά ακρότατα της  f. 

 4. Aν , να βρείτε την 
x

dttxfxF
0

)()( )(xF  . 

 5. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   





x x

dt
t

dt
t

xF
1

/1

1
22 1

1

1

1
)(  είναι 

σταθερή στο  και να βρείτε τον τύπο της. ),0( 

 6. Να βρείτε το    





h

h
dtt

h

2

2

2

0
5

1
lim . 

 7. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

 i)  

6

4
2 4

dx
x

x
            ii) .  

2/

0

)]συν(ημημ)συν(ημ[
π

dxxxxxx

 8. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

   i)            ii) ,   αν  
2

0

2 )|1|( dxxx 
π

π
dxxf )(









πxx

xπx
xf

0,ημ

0,
)(

 iii)  . 
3

0

2 |23| dxxx

  9. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

   i) 
2

1

ln
e

dx
x

x
     ii)      

1

0
dxxe x

iii)    iv) 
2

.  
1

0

2 )9ln( dxxx
/

0
2συν

π
x xdxe
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10. Αν , , να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-

ματα 


2/

0

2ημ
π

xdxxI 
2/

0

2συν
π

xdxxJ

JI  ,    JI  ,    Ι,    J. 

11. Έστω μια συνάρτηση  f  με f   συνεχή και για την οποία ισχύει 

 
π

xdxxfxf
0

2ημ)()( )( . 

 Αν , με τη βοήθεια της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες, να 

υπολογίσετε το . 

1)( πf

)0(f

12. Έστω οι συναρτήσεις , με gf , f  , g   συνεχείς στο . Αν 

 και 

],[ βα

0)()(  αgαf )(( βf ) gβ  , να αποδείξετε ότι 


β

fΙ ( 
α

βgβfβx ))()()()(  g ( f ( gxxg ())( dxx)) . 

 
 

3.6  ΘΕΩΡΗΜΑ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ  ΤΟΥ 
         ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ  ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
 

Με τη βοήθεια του θεμελιώδους θεωρήματος του ολοκληρωτικού λογισμού μπο-
ρούμε, τώρα, να αποδείξουμε το παρακάτω θεώρημα που είναι γνωστό ως  Θ ε ώ 
ρ η μ α  Μ έ σ η ς  Τ ι μ ή ς  Ο λ ο κ λ η ρ ω τ ι κ ο ύ  Λ ο γ ι σ μ ο ύ. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο , τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ],[ βα

),( βαξ   τέτοιο, ώστε 

 
β

α
αβξfdxxf ))(()(  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Θεωρούμε τη συνάρτηση . Η συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσι-

μη στο  και ισχύει 


x

α
dttfxF )()(

)()( xfxF],[ βα 

ξ

. Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης 

τιμής του διαφορικού λογισμού υπάρχει ),( βα  τέτοιο, ώστε 

         
αβ

αFβF
ξF




 )()(
)( .           (1) 

Είναι όμως, 

)()( ξfξF  ,         και   . 
β

α
dttfβF )()(  

α

α
dttfαF 0)()(
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Επομένως, η ισότητα (1) γράφεται 
αβ

dttf
ξf

β

α



 )(

)(   ή, ισοδύναμα, 

 
β

α
αβξfdttf ))(()( .     ■ 

ΣΧΟΛΙΟ 

Ο αριθμός 
αβ

dxxf
ξf

β

α



 )(

)(  λέγεται μέση τιμή της συνάρτησης  f  στο  και 

συμβολίζεται με 

],[ βα

_
f . 

 β

 f

ξαO
 x

 y=f (x)

y
15

Γεωμετρικά, η μέση τιμή 
_
f

,[ βα

 μιας μη αρνητικής συ-

νάρτησης  f στο διάστημα  παριστάνει το ύψος 

του ορθογωνίου που έχει βάση το  και εμβα-

δόν ίσο με το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείε-
ται από τη γραφική παράσταση της  f, τον άξονα 

]

],[ βα

xx  
και τις ευθείες αx  και (Σχ. 15). βx 
 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Έστω η συνάρτηση xxf )( . Να βρεθεί 9)(0,ξ  έτσι ώστε 
_
fξf )( . 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε 2
9

18

9

3

2

9

9

0

2/39

0 







 xdxx_

f . 

Επομένως, αρκεί να βρεθεί )9,0(ξ  έτσι, ώστε 2)( ξf . Έχουμε 

422)(  ξξξf . 

Άρα, το ζητούμενο ξ είναι το 4. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Nα βρείτε τη μέση τιμή  της συνεχούς συνάρτησης  f  στο διάστημα 

, αν  δίνεται ότι . 

_
f

(( xf]1,0[  
1

0
0)1) dx
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 2. Αν η  f  είναι συνεχής στο , κ σταθερά και , να 

αποδείξετε ότι η μέση τιμή της  f  στο  είναι κ. 

],[ βα  
β

α
dxκxf 0))((

],[ βα

3. Να βρεθεί η μέση τιμή της μεταβλητής x στο διάστημα . ],[ βα

 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Δίνονται οι συναρτήσεις  και 2)( xxf 
2

1
)(

x
xg  , ορισμένες σ’ ένα 

διάστημα , . Να υπολογίσετε τις , ],[ βα 0α
_
f g  και να αποδείξετε 

ότι 1 g
_
f . 

 2. Η ταχύτητα υ του αίματος σ’ 
ένα αγγείο ακτίνας R και μή-
κους , σε απόσταση r από τον 
κεντρικό άξονα του αγγείου εί-

ναι 



)(
4

)(r 22 rR
n

P
υ 


, όπου Ρ 

η διαφορά πιέσεως μεταξύ των άκρων  του αγγείου και n το ιξώ-
δες του αίματος (σταθερά).  

BA,

 BA

 R  u(r) r

 l

 

 α) Να βρείτε τη μέση ταχύτητα του αίματος, όταν ],0[ Rr . 

      β) Να βρείτε τη μέγιστη ταχύτητα και να τη συγκρίνετε με τη μέση τα-
χύτητα 

 3. Έστω  f  μια παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση, με . ]1,0[  
1

0
)1()( fdxxf

 Να αποδείξετε ότι η  έχει μια, τουλάχιστον, οριζόντια εφαπτομένη. fC

 
 

3.7  EΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΟΥ  ΧΩΡΙΟΥ 
 

 Στην παράγραφο 4.4 είδαμε ότι, αν μια συ-

νάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  

και  για κάθε , τότε το εμβαδόν 

του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική πα-
ράσταση της  f , τις ευθείες 

],[ βα

0)( xf ],[ βαx

 β

Ω

αO
 x

y=f (x)

y
16

 

αx  , βx   και τον 

άξονα  (Σχ. 16) είναι xx


β

α
dxxfΩE )()(  
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1

1O
 x

y x

y
17

 

Για παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου που πε-
ρικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

xxf )( , τον άξονα  και τις ευθείες xx 0x

1x

, 

 (Σχ. 17) είναι ίσο με  

 
1

0

1

0

2/1xdxx 





1

0

2/3

3

2

3

2
xdx . 

 
 Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστημα  με 

 για κάθε  και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γρα-

φικές παραστάσεις των  και τις ευθείες 

],[ βα

0)()(  xgxf ],[ βαx
gf , αx   και βx   (Σχ. 18α). 

Ω

(α)
 O  x

 y=g(x)

y=f (x)
 y

   

Ω1

(β)
O x

y=f (x)
y

   

Ω2

(γ)
O  x

y=g(x)

y
18

 

Παρατηρούμε ότι 

   
β

α

β

α

β

α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21 . 

Επομένως, 

 

 
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  (1)  

 

 x

 y=x2

 Ω

 2  1

 y=x+2

 O

y
19

 

Για παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου Ω 
που περικλείεται από τις γραφικές παρα-
στάσεις των συναρτήσεων 2)(  xxf  και 

 (Σχ. 19) είναι ίσο με: 2)( xxg 

 
1

2
)]()([)( dxxgxfΩE  

          
1

2

2 )2( dxxx

        
2

9

3
2

2

1

2

32





 



x
x

x
. 

 Ο τύπος (1) βρέθηκε με την προϋπόθεση ότι: 
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     (i)    για κάθε )()( xgxf  ],[ βαx    και    

    (ii)   οι  είναι μη αρνητικές στο . gf , ],[ βα

Θα αποδείξουμε, τώρα, ότι ο τύπος (1) ισχύει και χωρίς την υπόθεση (ii). Πράγ-
ματι, επειδή οι συναρτήσεις  είναι συνεχείς στο , θα υπάρχει αριθμός 

 τέτοιος ώστε 

gf ,

)(

],[ βα

c 0)(  ccxf xg , για κάθε ],[ βαx . Είναι φανερό ότι το 

χωρίο Ω (Σχ. 20α) έχει το ίδιο εμβαδόν με το χωρίο Ω   (Σχ. 20β).  

 β α

 (α)

 Ω

 O x

 y

 y=g (x)

 y=f (x)

                       

 βα

(β)

Ω

O  x

y
20

 y=f (x)+c

 y=g (x)+c

 

Επομένως, σύμφωνα με τον τύπο (1), έχουμε: 

  
β

α

β

α
dxxgxfdxcxgcxfΩΕΩΕ ))()(()])(())([()()( . 

Άρα, 

 
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

 Με τη βοήθεια του προηγούμενου τύπου μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβα-
δόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τον 
άξονα , τη γραφική παράσταση μιας συ-
νάρτησης g, με  για κάθε 

xx
0)( xg ],[ βαx  

και τις ευθείες αx   και βx   (Σχ. 21). 

Πράγματι, επειδή ο άξονας xx  είναι η γρα-
φική παράσταση της συνάρτησης 0)( xf , 

έχουμε 

 
β

α
xfΩE )(()( dxxg ))(  

      . 
β

α

β

α
dxxgdxxg )()]([

 β

Ω

α
O

 x

 y=g (x)

y
21

 

Επομένως, αν για μια συνάρτηση g ισχύει 0)( xg  για κάθε ],[ βαx , τότε 


β

α
dxxgΩE )()(  
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 O

y

 y=x2+1

 x 1

 -1

 -1
 Ω

22

 

Για παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου Ω που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

 και τον άξονα 1)( 2  xxg xx  (Σχ. 22) είναι 

ίσο με 

  


1

1

1

1

22 )1()1()( dxxdxxΩE  

                             
3

4

3

1

1

3













x
x . 

 Όταν η διαφορά  δεν 

διατηρεί σταθερό πρόσημο στο [ , 

όπως στο Σχήμα 23, τότε το εμβαδόν 
του χωρίου Ω που περικλείεται από 
τις γραφικές παραστάσεις των  

και τις ευθείες 

)

], βα

()( xgxf 

α

gf ,

 y=g (x)  y=f (x)

 Ω3

 O

 Ω2

Ω1

y

 x δ  β α  γ

23

x 

,ΩΩ

 και  είναι 

ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των 
χωρίων  και . Δηλαδή,  

βx 

3Ω

)() ΩΕ

21

)(ΩΕ )(Ω(ΩΕ 321 Ε  

                     
γ

α
dxxgxf ))()((   

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxfxg ))()(())()((

                       
γ

α

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxgxfdxxgxf |)()(||)()(||)()(|

                     
β

α
dxxgxf |)()(|

y=x

 y=x3

 Ο

 -2  -1

 1  x

y
24

 

Επομένως, 

 
β

α
dxxgxfΩE |)()(|)(  

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το εμβαδόν 
του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων , 

 και τις ευθείες , 

3x
xxg )( 2x

)(xf

1x . (Σχ. 24). 

Αρχικά βρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της 
διαφοράς )()( xgxf   στο διάστημα ]1,2[ . 

Επειδή 

)1)(1()1( 23  xxxxxx)()(  xxgxf , 

έχουμε τον ακόλουθο πίνακα: 
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Λαμβάνοντας, τώρα, υπόψη τον παραπάνω πίνακα, έχουμε 
x 2   1   0  1 

)()( xgxf         0 + 0   0 

  






1

2

0

1

1

0

1

2
))()(())()(())()((|)()(|)( dxxfxgdxxgxfdxxfxgxgxfΩE   

                


 


1

2

0

1

1

0

333 )()()( dxxxdxxxdxxx

             
4

11

422442

1

0

420

1

241

2

42



































xxxxxx
. 

ΣΧΟΛΙΟ 

Σύμφωνα με τα παραπάνω το  εί-

ναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των 
χωρίων που βρίσκονται πάνω από τον άξο-
να  μείον το άθροισμα των εμβαδών των 
χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα 

 (Σχ. 25) 


β

α
dxxf )(

xx

xx

 x 
 +

 

 +  β
 a

y

Ο

25

 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. Nα βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων xxf ημ)(  , xxg συν)(   και τις ευθείες  

και 

0x

πx 2 . 

ΛΥΣΗ 

 π
 Ο

 y=συνx

 y=ημx

 π/4
 5π/4

 2π
 x

y
26

 

Αρχικά βρίσκουμε τις ρίζες και το 
πρόσημο της διαφοράς )()( xgxf   

στο διάστημα . Στο διάστημα 

αυτό έχουμε 

]2,0[ π

xxxgxf συνημ)()(   

                1εφ  x

                
4

π
x     ή   

4

5π
x   

Επομένως, για το πρόσημο της διαφοράς xxxgxf συνημ)()(   έχουμε τον α-

κόλουθο πίνακα: 
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x 0  
4

π
 

 

4

5π
 

 
π2  

)()( xgxf   

 

 
     0 + 0   

 

Λαμβάνοντας, τώρα, υπόψη τον πίνακα αυτόν, έχουμε 

 
π

dxxgxfΩΕ
2

0
|)()(|)(  

            
4/

0

4/5

4/

2

4/5
)συνημ()συνημ()συνημ(

π π

π

π

π
dxxxdxxxdxxx

         π
π

π
π

π xxxxxx 2
4/5

4/5
4/

4/

0
][][][ ημσυνημσυνημσυν 

        24212212  . 

2. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παρά-
σταση της , τον άξονα των x και την εφαπτομένη της  στο ση-

μείο . 

xxf ln)(  fC

1),(eA

ΛΥΣΗ 

 y=lnx

 ε

 e

 1

 1 Ο  x

y
27

 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της  στο ση-

μείο  είναι 
fC

)1,(eA

                     ))((1: exefyε  .       (1) 

Επειδή 
x

xxf
1

)(ln)(  , έχουμε 
e

ef
1

)(  . 

Επομένως, η (1) γράφεται: 

x
e

y
1

ex
e

y )(
1

1  . 

Το ζητούμενο εμβαδόν Ε είναι ίσο με το εμβα-
δόν του τριγώνου μείον το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη  τον άξο-

να  και τις ευθείες  και 
fC

xx 1x ex  , δηλαδή 

   















e e e

e

e

dx
x

xxx
x

e
xdxxdx

e
E

0 1 1
1

0

2 1
]ln[

2

1
ln

1
 

                                                   
2

2
ln

2

1
11

0

2

][][ 











e
xxx

x

e
ee

e

. 

3. Να υπολογιστεί το εμβαδόν Ε του κυκλικού δίσκου . 222 ρyx 
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ΛΥΣΗ 

 ρ

 ρ

 ρ

 ρ
 y ρ x 2 2

 Ο  x

 (c2)

 (c1)
 E1

y
28

 

Το ημικύκλιο  είναι γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 
1C

],[ ρρx ,)( 22 xρxf 

 222 ρyx

, 

αφού για  είναι 0y

 22 xρy  . 

Αν  είναι το εμβαδόν του ημικυκλίου, τότε 

. Επειδή  για κάθε 
1E

2E 1E 0)( xf ],[ ρρx  , 

έχουμε 

         


ρ

ρ

dxxρΕ 22
1 .           (1) 

Επειδή ρxρ  , έχουμε 11 
ρ

x
. Επομένως, υπάρχει 





2
,

2

ππ
θ  τέτοιο, 

ώστε 

θ
ρ

x
ημ .            (1) 

Έτσι, έχουμε , θρx ημ 





2
,

2

ππ
θ , οπότε θdθρdx συν . Επιπλέον, για x ρ  

είναι 
2

π
θ   και για ρx   είναι 

2

π
θ  . Επομένως, 

 


2/

2/

22

2/

2/

222
1 συνημ1συνημ

π

π

π

π

θdθθρθdθρθρρΕ  

              


2/

2/

22

2/

2/

22 συνσυνσυν
π

π

π

π

θdθρθdθθρ              (Επειδή ) 0συν θ

             
24

2ημ

22

2συν1 22/

2/

2/

2/

22
πρθθ

ρθd
θ

ρ
π

π

π

π






 


  

. 

Άρα  . 2
12 πρΕΕ 

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι το εμβαδόν της έλλειψης 1
2

2

2

2


β

y

α

x
 είναι 

ίσο με . παβ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 1. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης , τις ευθείες , 

 και του άξονα των x. 

32)( 2  xxxf 0x

2x

 2. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρα-
φική παράσταση της συνάρτησης  f, τον άξονα των x και τις ευθείες 
που δίνονται κάθε φορά: 

 i) 3)( xxf  , , 0x 27x  ii) 
x

xf
2συν

1
)(  , 0x , 

3

π
x  . 

 3. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης  και τον άξονα των x. xxxf 3)(  2

3 2

2

02  yx

 4. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γρα-

φικές παραστάσεις των συναρτήσεων  και . )( xxf 2)( xxxg

 5. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης  και την ευθεία 

. 

4)( xxf 

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 1. Έστω η συνάρτηση  23)( xxf 

        i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο της 

. 
fC

)3,1(A

       ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της  f, την εφαπτομένη της στο Α και τον άξο-
να των x. 

 2. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρα-

φική παράσταση της 











1,2

1,3
)(

xx

xx
xf

2

1, τις ευθείες x 2x,  

και τον άξονα των x. 
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 3. Nα βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης  και τον άξονα 

των x. 












2,52

2,34
)(

2

xx

xxx
xf

 4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γρα-
φικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

1)(  xxf   και  
3

1
)(




x
xg . 

 5.   i) Nα υπολογίσετε το εμβαδόν, , του χωρίου που περικλείεται 

από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

)(λE

x
xf )( ,

e

xxg ln)(  λx

 

, τον άξονα των x και την ευθεία  , . eλ 

 ii) Nα βρείτε το όριο . )(lim λΕ
λ 

 3 1 Ο  x

 y=x y=3x

 y=3

y

 

 

 
 6. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του 

γραμμοσκιασμένου χωρίου του 
διπλανού σχήματος.  

  

 

 

 

 

 A

 3 Ο  x

 y=x21

y

 y=x22x+2

 

 

 
7. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 

γραμμοσκιασμένου χωρίου του διπλα-
νού σχήματος.  
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8. Δίνεται η συνάρτηση 
 

 x

y

 A(π,0) O(0,0)

 

xxf ημ)( 

      i) Να βρείτε τις εξισώσεις 
των εφαπτομένων της 

 στα σημεία  

και . 
fC )0,0(O

)0,(πA

     ii) Να βρείτε το εμβαδόν 
του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  και 
τις εφαπτόμενες στα σημεία Ο και Α. 

 9. i) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 

γραφική πράσταση της συνάρτησης xxf )(

)1,1(

, την εφαπτόμενή της 

στο σημείο  και τον άξονα των x. 

    ii) Να βρείτε την ευθεία αx  , η οποία χωρίζει το χωρίο αυτό σε δύο 
ισεμβαδικά χωρία. 

10. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γρα-

φικές παραστάσεις των συναρτήσεων xxf ln)(  , 
x

xg ln)( 
1

2lny

)2,0(A ))(,( xfxM

32 x

 και την 

ευθεία . 

11.  i) Nα βρείτε συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση διέρχε-
ται από το σημείο  και η κλίση της στο σημείο  

είναι . 

      ii) Ποιο είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζουν η  και ο άξονας 

των x. 
fC

12.  Έστω η συνάρτηση )3)(1()(  xxxf . 

        i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστα-
σης της  f στα σημεία  που η  τέμνει τον άξονα των x. ΒΑ, fC

       ii) Αν Γ είναι το σημείο τομής των εφαπτομένων, να αποδείξετε ότι η 
 χωρίζει το τρίγωνο ΑΒΓ σε δύο χωρία που ο λόγος των εμβα-

δών τους είναι 

fC

1

2
. 
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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Γ΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

 1.   i) Να χρησιμοποιήσετε την αντικατάσταση xπu   για να αποδείξε-
τε ότι 

 
π

dxxxf
0

)ημ( 
π

dxxf
π

0
)ημ(

2
 

       ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  

π

dx
x

xx

0
2ημ3

ημ
. 

 2.    i) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  

2/1

0
2 1

1
dx

x
 

       ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
2/

3/ ημ

1
π

π

dx
x

. 

 3. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 

 
du

uu )2)(1(

1
 

 και στη συνέχεια τα ολοκληρώματα: 

 i) dx
xx

x  )2ημ)(1ημ(

συν
           ii) dx

ee

e
xx

x

  )2)(1(
. 

 4. Αν  


1

0
2

12

1
dt

t

t
I

ν

ν ,   ν , 

  i) Να υπολογίσετε το άθροισμα 1 νν ΙI , ν  

 ii) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα , , . 0I 1I 2I

 5. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο , να αποδείξετε ότι 

   









x x u

dudttfduuxuf
0 0 0

)())(( . 

 6. Δίνεται η συνάρτηση , όπου 
x

dttfxF
1

)()( duutf
t

 
1

2 1)( . 
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  i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων f και F. 

 ii) Να αποδείξετε ότι η F είναι γνησίως αύξουσα και κυρτή. 

 7. Δίνονται τα ολοκληρώματα 


x t tdtexF

0

2συν)(    και   ,    
x t tdtexG

0

2ημ)( x . 

        i) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

)()( xGxF     και   )()( xGxF   

           και στη συνέχεια τα ολοκληρώματα  και . )(xF )(xG

       ii) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 


π

π

t tdteI
2 2συν    και   . 

π

π

t tdteJ
2 2ημ

 8. Το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης  και την ευθεία 1)( xxf 2  5y



 χωρίζεται από την ευθεία 

, , σε δύο ισεμβαδικά χωρία. Να βρείτε την τιμή του α. 12 α 0αy

 9.     i) Να βρεθεί το εμβαδόν  του χωρίου που περικλείεται από τη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 

)(λΕ

2
)(

x
xf 

1

1x x

, τον άξονα των x 

και τις ευθείες , λ , . 0λ

        ii) Να βρεθούν οι τιμές του λ έτσι, ώστε 
2

1
)( λΕ . 

       iii) Nα βρεθούν τα  και . )(lim
0

λE
λ

)(lim λE
λ 

10.  Έστω  δύο συναρτήσεις συνεχείς στο . Να αποδείξετε ότι: gf , ],[ βα

       i)  Αν  για κάθε )()( xgxf  ],[ βαx , τότε .  
β

α

β

α
dxxgdxxf )()(

      ii)  Αν m η ελάχιστη και Μ η μέγιστη τιμή της  f  στο , τότε ],[ βα

 
β

α
αβMdxxfαβm )()()(  

x x     iii)  Με τη βοήθεια της ανισότητας  εφ  για κάθε 







2
,0
π

x , να 

αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
x

x
xf

ημ
)(  , 








2
,0
π

x  είναι γνησίως 

φθίνουσα και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι: 
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            α) 
πx

x

π

3ημ

2

33
  για κάθε 





3
,

6

ππ
x  και  

            β)  
3/

6/ 2

1ημ

4

3
π

π

dx
x

x
. 

       iv) Nα αποδείξετε ότι η συνάρτηση  είναι γνησίως φθίνου-

σα στο  και στη συνέχεια, με τη βοήθεια της ανισότητας 

 για κάθε 

2
)( xexf 

),0[ 

xe x 1 x , να αποδείξετε ότι: 

 α)  για κάθε 11
22  xex ]1,0[x  και 

 β)   1

0
1

3

2
dxe x . 

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ  
 

Ι. 

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράμμα Α, 
αν ο ισχυρισμός είναι αληθής και το γράμμα Ψ, αν ο ισχυρισμός είναι 
ψευδής δικαιολογώντας συγχρόνως την απάντησή σας. 

 1. Ισχύει                           Α     Ψ   











dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( 

 2. Ισχύει                              Α     Ψ   
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

 3. Αν   , τότε .                                                 Α     Ψ  



0)( dxxf

 4. Αν , τότε κατ’ ανάγκη θα είναι  



0)( dxxf 0)( xf  για 

κάθε ],[ x .  Α     Ψ 

 5. Αν  για κάθε 0)( xf ],[ x , τότε .                  Α     Ψ  



0)( dxxf
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 6. Αν   ,   τότε  κατ’ ανάγκη θα είναι      

 για κάθε 

 



0)( dxxf

0)  Α     Ψ (xf ],[ x . 

 7. , για κάθε   









dxxxdxx )1()1( 244 0 .                       Α     Ψ 

 8. .                                            Α     Ψ  
4/

0

4/

0

2 συνln2)ημ1ln(
 

xdxdxx

 9. .                                                  Α     Ψ    dxxfxxxfdxxf )()()(

10.  
e

xdx
1
ln 

1 1
ln

e
dt

t
.                                                               Α     Ψ 

11. Aν   τότε   
1

0
0)1)(( dxxf 1f .                                           Α     Ψ 

12. Αν , τότε  



0)( dxxf 0)( f  για κάποιο ),(   .              Α     Ψ 

13. Αν  και η  f  δεν είναι παντού μηδέν στο  



0)( dxxf

],[  , τότε η  f  παίρνει δυο, τουλάχιστον, ετερόσημες 

τιμές. Α    Ψ 

14. Το ολοκλήρωμα  παριστάνει το εμβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  και τον άξονα των x. 

dxxx 
1

1

3 )(

xxx  3)f ( Α    Ψ 

ΙΙ. 

Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε τη σωστή απά-
ντηση 

 1. Αν xπxf ημ)(   και 0)0( f , τότε το  ισούται με )1(f

 Α) 
π

1
 ,                  Β) 

π

1
,                  Γ) 

π

2
,                Δ) 

π

2
. 

 2.   To ολοκλήρωμα  
dx

x4

1
 στο ),4(   είναι ίσο με 
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       Α) ,                                      Β) cx  )4ln( cx  )4ln( , 

       Γ) ,                                       Δ) cx  )4ln( cx  )4ln( . 

 3.  Το ολοκλήρωμα  





  dx

x
x

2
1

 στο ),0(   είναι ίσο με 

      Α) c
x

x








 

3

1
3

,                                      Β) 





 





 

2

1
1

1
2

xx
x , 

      Γ) c
x




3

)ln1( 3

,                                     Δ) cx
x

x
 2

1

3

3

, 

      Ε) c
x

x
x







 







 

2

3

1
1

3

1

. 

 4.  Το ολοκλήρωμα  είναι ίσο με dxx |1| 2
1

1


      Α) 
3

4
,          Β) 0,          Γ) 

3

4
 ,          Δ) 

3

2
,          Ε) 

3

5
. 

 5.  Το ολοκλήρωμα  είναι ίσο με  xdxln

      Α) c
x


1
,       Β) c

x


2

ln 2

,       Γ) )1(ln xx ,       Δ) c
x


3

ln 3

. 

 6. Έστω  δυο παραγωγίσιμες συναρτήσεις με συνεχείς παραγώγους 

στο . Αν  για κάθε 

gf ,

], βα[ )()( xgxf  ],[ βαx , τότε κατ’ ανάγκη θα   

ισχύει: 

      Α) ,      )()( xgxf  ],[ βαx ,                     Β)   
β

α

β

α
dxxgdxxf )()(

      Γ)  ,  dxxgdxxf )()( ],[ βαx ,                    

Δ) .  
α

β

α

β
xgdxxf )()( dx

 x
 5 -3  O

y

 7. Το εμβαδόν του γραμμοσκια-
σμένου χωρίου του διπλανού 
σχήματος είναι ίσο με  



3  OΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ      357 

      Α) ,        Β) . 
5

3
)( dxxf 

3

5
)( dxxf

      Γ) ,                           Δ) .  


0

3

5

0
)()( dxxfdxxf  




3

0

5

0
)()( dxxfdxxf

 8. Aν  για κάθε )()( xgxf  ]1,1[x  και 2)0()0(  gf , τότε για κάθε 

 ισχύει: ]1,1[x

dt

 Α) ,           Β) . 2)()(  xgxf  
1

4))()(( dxxgxf
1

 Γ) ,    Δ) Οι ,  έχουν κοινό σημείο στο . )()( xgxf  ]1,1[x fC gC ]1,1[

 O  3

 Cf

 2

 1  x

y

 

 9. Έστω η συνάρτηση  

όπου  f  η συνάρτηση του διπλανού 
σχήματος. Τότε η  είναι ίση με 


x

tfxF
1

)()(

)1(F 

       Α)  0,     Β) 1,     Γ) 2,     Δ) 
2

1
. 

10. Έστω η συνάρτηση  f  του διπλα-
νού σχήματος. Aν 

    2)( 1 ΩE )( 2ΩΕ,  και 1 ( 3)3 ΩΕ  

 τότε το  είναι ίσο με 
β

α
dxxf )(

 O

y

 x

 α

 γ  δ

 β

 Ω3 Ω1

 Ω2

 Α) 6,          Β) ,          Γ) 4,    4
 

       Δ) 0,         Ε) 2. 

 2

1O

y

 x

11. Έστω η συνάρτηση , 

όπου f η συνάρτηση του διπλανού 
σχήματος. Τότε      


x

dttfxF
0

)()(

 Α) , 2)( xxF 
 

 Β) , 








x

xx
xF

1,2

10,2
)(

 Γ) ,                      Δ) . 








xx

xx
xF

1,2

10,
)(

2









xx

xx
xF

1,12

10,
)(

2

ΙΙΙ. 
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 1. Ποιο από τα παρακάτω σχήματα αντιπροσωπεύει τη γραφική παρά-
σταση μιας λύσης της διαφορικής εξίσωσης    yyx  ,   με   . 0, yx

O  x

 y

  O  x

y

       O  x

y

 

              (Α)                                  (Β)                              (Γ) 

 O  x

 y

                                             

 O  x

 y

 

              (Δ)                                                                     (Ε) 

 2. Ποια από τα παρακάτω ολοκληρώματα είναι καλώς ορισμένα; 

 Α)  

1

0 1

1
dx

x
,               Β)  ,               Γ)  

2/

0
ημ
π

xdx 
π

xdx
0
εφ

       Δ) ,                Ε) 
1

0
ln xdx  

2

0

21 dxx ,        Δ)  

1

0 1

1
dx

x
. 

 3. Να εντοπίσετε το λάθος στις παρακάτω πράξεις: 

  







 dx

x
x

x
xdx

x
xdx

x

111
)(

1
 

                                                       





 dx

x
x

2

1
1  

                                                       dx
x

1
1 . 

 Άρα       dx
x

dx
x

1
1

1
,    οπότε    10  ! 

 4. Να εντοπίσετε το λάθος στις παρακάτω πράξεις 
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        du
u

u

dx
x

I   














1

1
2

1

1

2

2

1
1

1

1

1

1
  

           



1

1
21

1
Idu

u
.                 (Θέσαμε

u
x

1
   οπότε )

1
2

du
u

dx  . 

 ΄Αρα II   οπότε 0I . Αυτό, όμως, είναι άτοπο, αφού 

 



1

1
2

0
1

1
dx

x
I , 

 επειδή 0
1

1
2


 x
 για κάθε ]1,1[x . 

 5. Θεωρούμε τη συνάρτηση  


x

dttfxF
0

)()( , 

 όπου f η συνάρτηση του διπλα-
νού σχήματος. Να συμπληρώσετε 
τα παρακάτω κενά. 

  

 �,     �,      )0(F )2(F )3(F �,      )4(F �,      �. )6(F

 6 4 3 2

 4

 2

 O

y  

 x

Cf
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Αρχική συνάρτηση - Αόριστο ολοκλήρωμα 

Η αυτονόητη σημασία των προβλημάτων που συνδέονται με τον υπολογι-
σμό εμβαδών και οι ιδιαίτερες δυσκολίες που παρουσιάζουν, οδήγησαν 
τους μαθηματικούς από την αρχαιότητα στην επινόηση γενικών μεθόδων 
μέτρησης εμβαδών, ιδιαίτερα επιφανειών που περικλείονται από καμπύλες. 
Καθοριστική στο ζήτημα αυτό υπήρξε η συμβολή των αρχαίων Ελλήνων 
και ιδιαίτερα του Αρχιμήδη. Οι ιδέες του Αρχιμήδη πάνω στο πρόβλημα 
του εμβαδού υπήρξαν η αφετηρία της δημιουργίας του σύγχρονου ολοκλη-
ρωτικού λογισμού. Χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί ο τρόπος υπολο-
γισμού του εμβαδού μιας επιφάνειας που περικλείεται από ένα τμήμα πα-
ραβολής και ένα ευθύγραμμο τμήμα (παραβολικό χωρίο). 

Έστω ένα παραβολικό 
χωρίο με βάση ΑΒ και 
κορυφή Ο (το σημείο 
της παραβολής που έχει 
τη μέγιστη απόσταση 
από τη βάση). Ο Αρχι-
μήδης, φέρνοντας τις 
χορδές ΟΑ και ΟΒ, δη-
μιουργεί δυο νέα παρα-
βολικά χωρία με βάσεις 
ΟΑ, ΟΒ και κορυφές , 

 αντίστοιχα. Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας γεωμετρικές ιδιότητες της 

παραβολής, αποδεικνύει ότι για τα εμβαδά των τριών τριγώνων , 
 και  ισχύει η σχέση 

1O

2O

O1

OAB
AO BOO2

 O5

 O2

 O6

 BA

 O3

 O1

 O4
O

 

                               )]()[(4)( 21 BOOAOOOAB  .                               (1) 

Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία στα νέα παραβολικά χωρία, βρίσκει ότι 

                              )]()[(4)( 14131 OOOAOOAOO                               (2) 

και 
                                    )]()[(4)( 26252 BOOOOOBOO                        (3) 

Με τον τρόπο αυτό, το εμβαδόν Ε του παραβολικού χωρίου μπορεί να προ-
σεγγιστεί (“εξαντληθεί”) από ένα άθροισμα εμβαδών εγγεγραμμένων τρι-
γώνων ως εξής: 

 )]()[()]()[()( 1411413 OOOOAOOOOAOOOABE  

                                                             )]()[( 2625 BOOOOO  
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                  )(
4

1
)(

4

1
)(

4

1
)( 21 BOOAOOOABOAB  

                  )]()[(
4

1
)(

4

1
)( 21 BOOAOOOABOAB  

                 





 )(

4

1
)(

4

1
)(

2
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Όπως είναι φανερό, πρόκειται για το άθροισμα των (απείρων) όρων μιας 
φθίνουσας γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο το )(   και λόγο 

4

1
 . Το άθροισμα αυτό δίνεται σήμερα από το γνωστό τύπο 

)(
3
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4

1
1

)(

1
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Το εμβαδόν λοιπόν του παραβολικού χωρίου είναι ίσο με τα 
3

4
 του εμβα-

δού του τριγώνου που ορίζουν τα άκρα της βάσης και η κορυφή της παρα-
βολής (*)   

Όπως στα προβλήματα ακροτάτων και εφαπτομένων έτσι και στο πρόβλημα 
του εμβαδού, οι ιδέες των αρχαίων Ελλήνων γνώρισαν παραπέρα εξέλιξη 
μετά την ανάπτυξη της Άλγεβρας και την εφαρμογή της σε γεωμετρικά προ-
βλήματα. Στη διάρκεια του 17ου αιώνα διαπιστώθηκε ότι ο υπολογισμός 
των εμβαδών μπορεί να γίνει με μια διαδικασία αντίστροφη προς αυτήν της 
παραγώγισης. 

Ορισμένο ολοκλήρωμα - Η έννοια του εμβαδού 

Χαρακτηριστικό παράδειγμα της νέας μεθόδου αντιμετώπισης προβλημά-
των υπολογισμού εμβαδών κατά τον 17ο αιώνα αποτελεί ο τρόπος με τον 
οποίο ο J. Wallis ανακάλυψε το 1655 μια νέα αναλυτική έκφραση για το 
εμβαδόν του κύκλου και τον αριθμό π. 

                                                           
(*)

  Η διατύπωση στο έργο του Αρχιμήδη “Τετραγωνισμός ορθογωνίου κώνου τομής” είναι: “παν τμάμα περιεχό-
μενον υπό ευθείας και ορθογωνίου κώνου τομάς επίτριτον εστι του τριγώνου του βάσιν έχοντος ταν αυτάν και 
ύψος ίσον τω τμάματι”. Ο Αρχιμήδης στην πραγματικότητα εργάστηκε λίγο διαφορετικά αποφεύγοντας την 
έννοια του απείρου, χρησιμοποίησε πεπερασμένο πλήθος όρων του παραπάνω αθροίσματος και έδειξε ότι το 

ζητούμενο εμβαδό ισούται με )(
3

4   αποκλείοντας (με απαγωγή σε άτοπο) τις περιπτώσεις να είναι μεγα-

λύτερο ή μικρότερο από αυτό. 
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Ο Wallis θεώρησε ένα 
ημικύκλιο διαμέτρου 

R2 , χώρισε την 
ακτίνα του ΟΒ σε ίσα 
τμήματα μήκους α και 
από κάθε σημείο διαίρε-
σης ύψωσε μια κάθετη 
(βλ. σχήμα). Όπως είναι 
γνωστό από την Ευκλεί-
δεια γεωμετρία, κάθε 
μια από αυτές τις κάθε-
τες είναι μέση ανάλογη 
των δύο τμημάτων στα οποία χωρίζει τη διάμετρο ΑΒ. Π.χ., για την κάθετη 
ΓΔ, που είναι ύψος προς την υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου ΔΑΒ, 
ισχύει 

 BA  R  O

Η
Ζ

ΘΕΓ
α

 Λ

Δ

M

 

222 ))((   RRR  

δηλ. 22   R . Όμοια προκύπτει 22 4  R , 22 9  R  
κ.ο.κ. Αφού υπολόγισε με τον τρόπο αυτό όλες τις (πεπερασμένου πλή-
θους) κάθετες που “εξαντλούν” το τεταρτημόριο ΟΜΒ, ο Wallis πραγμα-
τοποίησε μια “μετάβαση στο άπειρο” με τον εξής συλλογισμό: 

“Ο λόγος του αθροίσματος όλων αυτών των καθέτων προς το άθροισμα των 
μεγίστων τιμών τους (δηλ. των ακτίνων) είναι ίδιος με το λόγο του τεταρτη-
μορίου (το οποίο “εξαντλούν” αυτές οι κάθετες) προς το τετράγωνο με 
πλευρά την ακτίνα (δηλ. το τετράγωνο ΟΜΛΒ, το οποίο “εξαντλούν” οι α-
κτίνες-προεκτάσεις των καθέτων)”. 

Διατυπωμένο σε συμβολική γλώσσα, το συμπέρασμα αυτό του Wallis γίνε-
ται 

4
4

1

)(τετράγωνο

)(ιοτεταρτημόρ40
2

2
222222 π
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ΟΜΒ
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 (1) 

Αυτό το μίγμα Γεωμετρίας, Άλγεβρας και “πρωτόγονου” απειροστικού λο-
γισμού, ισοδυναμεί ουσιαστικά με τη σύγχρονη σχέση 

 
1

0

2

4
1


dxx . 

Πράγματι, αν θεωρήσουμε 1R  (δηλ. το μοναδιαίο κύκλο ) και 

διαιρέσουμε την ακτίνα (δηλ. το διάστημα  σε ν ίσα τμήματα μήκους 

το καθένα 

122  yx

]1,0[

v

1
, τότε το πρώτο μέλος της προηγούμενης ισότητας (1) γίνεται 
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Αυτό όμως όπως θα δούμε παρακάτω είναι το κατώτερο άθροισμα της συ-

νάρτησης 21)( xxf   (που προκύπτει από την εξίσωση του κύκλου), ως 

προς την προηγούμενη διαμέριση του διαστήματος , και το όριό του 

όταν 

]1,0[

 , είναι το 

 
1

0

21 dxx . 

Η έννοια του ολοκληρώματος, όπως και οι άλλες θεμελιώδεις έννοιες της 
ανάλυσης, έγιναν αντικείμενο συστηματικής κριτικής και ορίστηκαν με 
λογική αυστηρότητα στη διάρκεια του 19ου αιώνα. Η έννοια του ολοκλη-
ρώματος που χρησιμοποιούμε σήμερα στο σχολείο, στηρίζεται στον επό-

μενο ορισμό του συμβόλου  που έδωσε ο Β. Riemann το 1854: 



dxxf )(

“Θεωρούμε μια ακολουθία τιμών  που βρίσκονται ανάμεσα στα 

α και β κατά σειρά μεγέθους και συμβολίζουμε χάριν συντομίας το 
121 ...,,, xxx

1x  με 

1 , το 12 xx   με ...,2  το 1  x  με   και τα γνήσια θετικά κλάσματα με 

i . Τότε η τιμή του αθροίσματος 

)()()()( 133232212111    xfxfxffS   

θα εξαρτάται από την εκλογή των διαστημάτων i  και των ποσοτήτων i . 

Αν έχει την ιδιότητα, ανεξαρτήτως της εκλογής των i  και i , να τείνει 

προς ένα σταθερό όριο Α καθώς όλα τα i  γίνονται απειροελάχιστα, τότε η 

τιμή αυτή ονομάζεται . Αν δεν έχει αυτή την ιδιότητα, τότε το 

 δεν έχει κανένα νόημα”. 





dxxf )(





dxxf )(
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ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ - ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 

A΄  ΜΕΡΟΣ  (ΑΛΓΕΒΡΑ) 
 
 

1   ΠΙΝΑΚΕΣ – 
    ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

§ 1.1   A΄ Ομάδας 

 1.  i)   ii) π.χ. το στοιχείο  

μας πληροφορεί ότι η ομάδα 
«ΝΙΚΗ» έχει 6 νίκες. 

73 12α

 2. . 























0123

1012

2101

3210

A

 3. .i) , 1x 1y   ii) δεν υπάρχουν 

 4. ex  . 

 5. 
4

π
x  ,  

4

5π
x  . 

 

§ 1.2   A΄ Ομάδας 

 1.   i) ,    







 81

111











23

51

  ii) ,   







17151311

17151311

      







 1111

1111

 iii)   ,      000 12108

 iv) δεν ορίζονται. 

 v) ,  
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010

001






















1222

2122

2212

μλκ

ωyx

γβα

 

 

 

 2. 







22

146
. 

 3. 7x , 8y , 8ω . 

 4.   i) 

 ii) 

iii) . 

 5.   i)      ii) 

iii)   iv) 

 6.    i)   ii) 

 7. 

 8. 












14355

11
, 

333
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612

618

 



















4018

84

3216





















41

26

610

. 

 












13
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24

13
Χ . 









10

01
. 

,  1β ,  3γ2α ,  

 1.2   B΄ Ομάδας 

1δ . 

 

§

 1 i) 1x , 1y    2xii) ,  

 2. ,  

0y . 
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30

03
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 3. . 










313

519

 4. . 







373024

412934

 5.  i)  







1321324488

66154198220

ii) . 







1908019080636012720

9540222602862031800

 

§ 1.3   A΄ Ομάδας 

 1.     i)    ]12[ ,
















000

369

246

 ii) , . 







00

00











612

36

iii) 

,

 





















9297

2216

3143





















11315

4102

11203

 iv) , BA δεν ορίζε-

ται. 









 81718

17134

 2.     i)    ii)  
















220

101

011

















000

000

000

   iii) . 



















642

231

112

 3. Παρατηρήστε ότι οι αμοιβές στις 
δύο εταιρείες είναι: 

40.7550.60     και    40.6050.30   
αντιστοίχως 

 4. Να αποδείξετε ότι IAB  . 

 5. ,ο Β δεν αντιστρέφε-

ται 














21

321A













θθ

θθ
Γ

συνημ

ημσυν1 . 

 6.   i)  







αα

αα

ημσυν-

συνημ

       ii) Πολλαπλασιάστε και τα 2-μέλη 
της εξίσωσης, από αριστερά, με 
τον αντίστροφο του πίνακα: 

       ,οπότε έχουμε 






 
αα

αα

ημσυν

συνημ

      . 











α

α
Χ

2ημ1

2συν0

 

§ 1.3   B΄ Ομάδας 

 1. i) 5x , 0y   ii) , 









10050

50253A

   . 









500250

2501254A

 2. 3x . 

 3.    και   . 







10

11








10

11

 4. Να γίνουν οι πράξεις. 

 5.   i) Ο πίνακας Α αντιστρέφεται διότι έχει 
ορίζουσα διάφορη του μηδενός και 

είναι  






 


32

211A

ii) Aποδείξετε ότι IAA 21   . 

 6.     i) πράξεις,  ii) και iii), να χρησιμοποιή-
σετε την (i). 

 7. i)  ii) 3345 δρχ. και 2230   

δρχ. 

















49254710

36003345

22302130
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 8.  i) Παρατηρήστε ότι 33 ΑΑA νν    

        ii) ,  και ρν ΒΒ )( 2 ρν 2 ΒΒΒ ρν 2 , 

. 12  ρν

 9.  i)   ii) . IxAxΑ  )()( 0x

10.   i) Πράξεις              ii) xy   

        iii) Παρατηρήστε ότι , οπότε 

. 

)1(AM 

)1(1  AM

11.    i) ,  με 

 και  με 

IAAA 2

ρν 2
12

ρν ΑA )( 2

ΑΑ ρν )( 2 Α

 ρν . 

ii)  












11

12
Χ

 iii) . ΑΙ 56 

12. i)  












21

111A

ii) α)   β)  






 


10

11
X 













11

11
X

     γ) . 









31

14
X

13.  i) Πράξεις 

ii) Nα γράψετε:  664.31992 

                         . 663.31989 

 

§ 1.4   Α΄ Ομάδας 

 1. Οι πίνακες των γραμμικών μετα-
σχηματισμών είναι οι 









 11

11
,   και   








21

11








42

21

αντιστοίχως. 

 Το σημείο  αντιστοιχίζεται στα 

,  και  αντιστοίχως. 

)0,1(A

)1 ,1()1,1(  ,1( )2

 Όμοια: το  στα ,  και 

. 

)1,0(B )1,1( )2,1(

)4,2(

 2. i)        ii) . 






 
32

11








11

21

 3. Το  αντιστοιχίζεται στο . 

Το  στο 

)0,0(O

)4,3(A

)0,0(O

)3,10( A . 

Στη συνέχεια αποδείξετε ότι 
)()( AOOA  . 

 4     i)   ii) Aποδείξετε ότι 







1210

1320

ΓΒΔA  //  και ΓΔΒΑ  //
Δ

. Στη συ-
νέχεια δείξτε ότι η Α   δεν είναι 
κάθετη στην ΒΑ  . 

 5. i) )5,5( Α    ii) 125  yx . 

 6.    i) Στροφή περί την αρχή των αξόνων Ο 

κατά γωνία 
6

π
θ  . 

       ii) Ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των 
αξόνων Ο και λόγο . 02 λ

      iii) Συμμετρία με άξονα την xy   και 
στη συνέχεια συμμετρία ως προς κέ-
ντρο την αρχή των αξόνων Ο. 

      iv) Ομοιοθεσία με κέντρο ομοιθεσίας 
την αρχή των αξόνων Ο και λόγο 

02 λ  και στη συνέχεια συμμε-
τρία ως προς κέντρο την αρχή των 
αξόνων Ο. 

       v) Συμμετρία ως προς άξονα συμμετρί-
ας την ευθεία xy   και στη συνέ-
χεια συμμετρία ως προς άξονα συμ-
μετρίας τον άξονα των x. 

      vi) Συμμετρία ως προς κέντρο την αρχή 
των αξόνων Ο, συμμετρία ως προς 
άξονα συμμετρίας τον άξονα x και 
τέλος συμμετρία ως προς άξονα την 
ευθεία xy  . 

 

§ 1.4   B΄ Ομάδας 

 1.    i) Αρκεί να αποδείξετε ότι οι συντε-
ταγμένες της εικόνας του τυχαίου 
σημείου Μ του επιπέδου με το γραμ-
μικό μετασχηματισμό Τ επαληθεύουν 
την xy 2 . 

       ii) ),2( yy ,  y . 
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        iii) Το  δεν έχει πρότυπο διότι, αν 

είχε θα έπρεπε να επαληθεύει την 
. 

)1,1(A

x2y

 2.      i)  yxx 
            , και υπολογίστε τις αποστά-

σεις )  και . 

xy 
(ΑΒ )( ΒΑ 

         ii) Να βρείτε την εικόνα του 







 

2
,

2
2121 yyxx

M  μέσου του ΑΒ 

με το γραμμικό μετασχηματισμό Τ. 

         iii) Χρησιμοποιείστε το γνωστό τύπο 

|),det(|
2

1
)( OBOAE OAB  . 

 3.   i) ,  






 
01

11
xy

3

1
 . 

  ii) Ομοίως. 

4.  i) Υπολογίστε τις συντεταγμένες του 
),( 00 yxM 

),( 00 yxM

, συμμετρικού του 

 ως προς άξονα συμμετρί-

ας την ευθεία xy   συναρτήσει 

των . 00 , yx

       ii) . 



























y

x

y

x

00

01

      iii)  



























y

x

y

x

10

00

      iv) . 



























y

x

y

x

2/12/1

2/12/1

 5.   i) Είναι 
α

x
x


  και 

β

y
y


 , οπότε … 

     ii) |),det(|)(2)( ΓOAOΓΑΟΓBAO  . 

 

§ 1.5 – 1.6   Α΄ Ομάδας 

 3.    i)     )2,1,3( 

        ii) ),24,33(   , ω  

 iii) ,   )4,3,,2( yy y . 

 4.   i) )1,1,1(      

 ii) 






  zzz ,
3

1

3

1
,

3

1

3

2
,    z . 

iii) Αδύνατο. 

 5.   i) ,  )0,,1,1( zz x  

 ii) ),,22,333(  zzz  ,  

     όπου ωz,  

 iii) Αδύνατο. 

6.   i)               ii) Αδύνατο. )2/1,2(

 

§ 1.5 – 1.6   Β΄ Ομάδας 

 1. )1,1,2(),,(  . 

 2. . 232  xxy

 3. Nα λύσετε το σύστημα με αγνώστους 
ημ , συν , εφ . 

 4. 






  ,
2

5
,4),,( yx    ω . 

 5. 















 


z

z
X



 2/1
2

3
  z, .ω  

 6.  i) Αν 2,1 , αδύνατο. Αν 1  ή 

2 , άπειρες λύσεις. 

       ii)  Αν 3  μια λύση την: 

             
















3

10
,

3

824
,

3

162










. 

 Αν 3  και 10 , άπειρες λύσεις 

της μορφής ),24,2(   , 

ω . 

       iii) Αν 2k , αδύνατο, ενώ αν  
μοναδική λύση την . 

2k
)1,0(
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§ 1.7   Α΄ Ομάδας 

 1.   i)                ii)   0       iii) 1 3000

       iv)            v)       vi) 0. )( αβαβ  1

 2.     i)  ή 1x 1x    ii)  1x

 iii)      iv) 2,1,0x
2

 x , κ . 

 3.   i) ,     2x 3y

 ii)  ,1x 2/1y , 2/3  

iii) , z  iv) 00x 0y , 0    x . 

2 4. i) ή  ii ή

7   Β΄ Ομάδας 

     1   ) 1     2 . 
 

§ 1.

 1.   i) Αν 1κ  και 2κ , τότε έχει λύση 

την 







κ

,

 1

 κ1

1

1
0 .

      Αν

κ
,   

κ , 
2 , έχ

είναι αδύνατο, ενώ αν 
κ ει λύσεις τις )1,,2(  yy , 

y . 

      ii) Aν 1 , τότε έχει λύση την 







  2322 λλλλ

  1

,
)1(3(3 λλ

.  

                Αν





,
)1

4

λ

 1λ , έχει λύσεις τις 








 
1

y , ενώ αν 

τότε έχει λύση 


2

1
,, yy

1 , είναι

2
,   

 

 2. Αν την

λ αδύνατο. 

 1λ , 



 )0,0,0( . 

Αν 1 , έχει λύσεις τις 3( ),2,  , 

ω νώ αν 1, ε   έχ  
),

ει λύσεις τις
2,3(  , ω . 

 3.   i) Διέρχονται από το

 

 )1,1( A  

  ii) Σχηματίζουν τρίγωνο

      iii) // 21   και η 3  τέμνει αυτές στα 

σημεία 2,1( 2/1,2/1()  )  

      iv) 321 ////  . 

 4.    i) Η ορίζουσα του συστήματος είναι 
ίση με τη διακρίνουσα της εξίσω-
σης, οπότε … 

       ii) Άπειρες λύσεις. 

 5. Οι τρεις ισότητες σχηματίζουν ομογενές 
σύστημα γραμμικό του τύπου 3  με 
ορίζουσα μηδέν, οπότε … 

3

 6.    i) Λύστε το σύστημα των δυο τελευ-
ταίων εξισώσεων. 

       ii) Λύστε το σύστημα  

    . 






λyx

λyx2

 7.  i) 1  ή 1  

        ii) Αν 1 , έχει λύσεις της μορφής 
, ), y3( y y , ενώ αν 1 , έ-

χει λύσεις της μορφής , ),(y y

y . 

 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1oυ  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 

Γ΄ Ομάδας 

 1.   i) Πράξεις           ii)  )0()()( AxAxA 

 iii) Επαγωγή 

 2.  i) Πράξεις             ii) IAB   

 3.  i) Πράξεις 

 ii) Να γίνουν οι πράξεις: 

    )()( JβΙαJβΙα   

    )()( JβIαJβΙα   

 4. Να αποδείξετε ότι  






























y

x

φφ

φφ

y

x

2συν2ημ

2ημ2συν
. 

        Θέτουμε διαδοχικά όπου θ  0, το
2

π
, 

4

π
, 

4

3π
. 
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 5.  i) Αρκεί να αποδείξετε ότι οι εικόνες 
των σημείων  και  

ταυτίζονται μόνο όταν το  συμπίπτει 

με το . 

),( 111 yxΜ

1

),( 222 yxM

1M

2M

 ii)   



























y

x

δγ

βα

y

x
T 1: .

6. Η ορίζουσα του συστήματος είναι 
)(  D  κ.τ.λ. 

 7. Η ορίζουσα του συστήματος είναι 
)συν1)(ημ1)(ημσυν(  D . 

 8. Αν 1 , οι ευθείες συμπίπτουν, ενώ αν 
1 , τότε 21 //  και η 3  τις τέμνει. 

 9. Αν 1 , τότε το σύστημα έχει μοναδι-
κή λύση την , ενώ αν 1)0,0,0(  , έχει 

άπειρες λύσεις της μορφής , με 

. 

)0,0,(x

x

10. Το ομογενές σύστημα: 

  







0)1(

0)3(

yλxα

yαxλ

 έχει και μη μηδενικές λύσεις, οπότε 

032 22  D . 

11.  i) 2 x ,  y  

        ii) 1  ή    2 . 
 
 
2   ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ 
 

§ 2.1 - 2.2   Α΄ Ομάδας 

1.  α) 6        β) 
2

3
 . 

2.  α) 1x , 2y     β) –2      γ) 15x ,  

          . 27y

4.    α)          β)          γ) yy xx xy . 

5.  α) i43      β) i63      γ) 0    δ) i232    
ε) i183       στ) 25        ζ) i71 . 

6.  α) i
2

1

2

1
        β) -1      γ) 2i 

      δ) i322   ε) 1+i   στ) i
3

27

3

4
  

7.  α) αδύνατο        β) 
5

1
,

5

2
 yx  

γ) 0,
2

1
 yx  

8.  α) 0       β) 2i  

9.  α) i75      β) i94       γ)  i4

      δ) 11             ε) i                στ) 0 

10.  α) ως προς άξονα xx   β) ως προς κέντρο 
)0,0(O    γ) ως προς άξονα yy . 

11.  12 zz  . 

12.  α) 3y       β) xx  και yy       γ) διχοτό-
μοι 

      δ) 1x . 

13.  α) 1,2          β) 21 i              γ) 
2

3

2

1
i  

14.  12β ,     26γ . 

 

§ 2.1 - 2.2   Β΄ Ομάδας 

1.  0
δγ

βα
. 

2.  2 

3.  0 

4.  -2, 0, 2 

5.  α) 0, 1, i
2

3

2

1
         β) 0, 1 , i . 

6.  yixz   κτλ. 

7.  )( iβαiiαβ   κτλ. 

8.  α) yixz   κτλ. β) αρκεί να δείξετε ότι 

vvuu  ,  

9.  α) 
4

122  yx  ή yy  εκτός του 0,0(  )O
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      β) 
4

122  yx  ή  εκτός του  xx )0,0(O

 

§ 2.3   Α΄ Ομάδας 

1.  2 , 2 , 5, 5, 5, 4, 1, 8, 5, 
5

10
. 

2.  2, 1, 1, 1. 

3.  α) z      β) 
2

1
     γ) 

3

3
 

4.  α) 122  yx     β)  1)1( 22  yx

       γ)  9)2()1( 22  yx

       δ) Κυκλικό δακτύλιο 

       ε) Εκτός κύκλου . 222  yx

5.  α) Στη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα 
Α(-1,0), Β(0,2). 

       β) Στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη 
μεσοκάθετο του ΑΒ και το Β όπου Α(0,1) 
και Β(-1,0). 

6.  Ο μοναδιαίος κύκλος 

7.  2i,  6i  

8.  2|1 . | w

9.  zzz 2||  κτλ. 
 

§ 2.3   Β΄ Ομάδας 

1.  Αν yixz  , τότε xz ) , yzRe( )Im(    

       κτλ. 

2.  ww   κτλ. 

3.  ww  κτλ. 

4.  ww   κτλ. 

5.  Αρκεί  1|| w

6.   1|| z

7.  4 

8.  
8

15

4

1
 xy , 







 
34

60
,

34

15
 

9.  Αν  iyx , τότε z 222  1
35 2

2
2

2

2
2 

yx
. 

10.  α) 11|| 2  zzz     β) 1

1

1
z

z
 , 2

2

1
z

z
  

κτλ. 
 

§ 2.4   Α΄ Ομάδας 

1.  α) 









3
ημ

3
συν2

π
i

π
 

      β) 






















3

-ημ
3

-συν2
π

i
π

 

      γ) 






 
3

4
ημ

3

4
συν2

π
i

π
 

      δ) 






 
3

2
ημ

3

2
συν2

π
i

π
 

      ε)  0ημ0συν4 i  

    στ)  πiπ ημσυν4  . 

2.  α) )1(212 i  

      β)  i10

      γ)   i  

3.  α) i
2

35

2

5
   β) i6   γ) i

4

1

4

3
 . 

4.  α) i344     β) 83    γ) 1. 

5.  i . 

6.  
2

31 i
. 

7.  
6

συν2 1 νπν . 

8.  Στροφή κατά γωνία 
2

π
 . 

9.  
22

13
,

22

13 
. 

10.  2 και 
3

2π
 ή 2 και 

3

4π
. 
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§ 2.4   Β΄ Ομάδας 

1.  α) 1 και νθ      β) -1 

2.  Να γράψετε τους i1 , i1  σε τριγωνο-
μετρική μορφή. 

3.  Να εργαστείτε με διανυσματικές ακτίνες. 

4.  α) 1
3

3
 xy , 0x  

      β) 0,
2

2

2

2
 yxy  

      γ) 
4

1

2

1
2

2 





  yx , εκτός του . )0,0(O

5.  α) i5          β) i
29

105

29

100
 . 

6.  Να εφαρμόσετε το θεώρημα του De 
Moivre. 

7.  α) 2|| w     β) 22 i . 

8.  
3

3
. 

9.  Πρέπει 0 . 

 

§ 2.5   Α΄ Ομάδας 

1.  α) Κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου 
      β) Κορυφές τετραγώνου 
      γ) Κορυφές κανονικού εξαγώνου. 

2.  α) 
2

3
ημ

2

3
συν

π
i

π
i   κτλ. 

      β) 



































 

















 


4
3

4
2

ημ
4

3

4
2

συν2

π
κπ

i

π
κπ

zκ , 

           3,2,1,0κ

      γ) 



































 

















 


5
6

5
2

ημ
5

6

5
2

συν3

π
κπ

i

π
κπ

zκ  

            4,3,2,1,0κ

3.  α) 
4

ημ
4

συν
2

)1(2 π
i

πi



 κτλ. 

       β) 
3

5
ημ

3

5
συν

2

31 π
i

πi



 κτλ. 

       γ) )ημσυν(6464 πiπ  κτλ. 

4.  α) 0)84 . )(1(843 223  zzzzzz

       β) Να θέσετε , wz 2 i , . i2

5.  i2 , 
3

2
  

6.  4 

7.  Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την: 
16 x , 1x . 

8.  Οι ρίζες είναι -3 και 3i . 

 

§ 2.5   Β΄ Ομάδας 

1.  α) Είναι 






















4
ημ

4
συν21

π
i

π
i  

      β) Η εξίσωση γράφεται i
z

z












1
1

1
3

. 

2.  Η εξίσωση γράφεται 
       κτλ. 0)1)(1()1( 222  zzzzz

3.  Έχουμε πiπ  κτλ. zz ημσυν01 77 

4.  ι  

5.  1, i, -1, -i  

6.  Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών 
της εξίσωσης. 

7.  α) 2, 4, -4,    β) p=4, 16q . 

8.  α) θi
θ

εφ2
συν

1
     β) 1

22

2
2 

y
x  

9.  Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα 
0)1)( 5 x  κτλ. 1( 4 x
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 8.  Να εξισώσετε το πραγματικό και το φα-
νταστικό μέρος του αθροίσματος ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

      0...1 121  νzzz  με το μηδέν. 

1.  β) 1
11

2

2

2

2





















β

y

α

x
.  

 
 
 
 2.  122  yx . 
 
 

3.  α) 73  xy   β) 93  xy    

γ) 





 

10

9
,

10

27
A  

 
 
 
 
 
 4.  α) Τα εσωτερικά σημεία του κύκλου με 

κέντρο 







3

1
,

3

2
K  και ακτίνα 

3

5
ρ  

 
 
 
       β) Τα σημεία της παραβολής . xy 42 
 
 

6.  Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών 
της εξίσωσης. 

 
 
 

7.   α) Οι τιμές του τριωνύμου είναι ομόση-
μες του α 

 

     β) Είναι γινόμενο δύο συζυγών πα-
ραστάσεων. 

Β΄   ΜΕΡΟΣ  (ΑΝΑΛΥΣΗ) 
  4. α) 200, 69cm     β) 195,23 cm. 
1  ΟΡΙΟ -  

 5. )20(
36

3

16
)( 2

2

x
x

xE   με 
    ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

  )20,0(x . 

§ 1.1 - 1.2   Α΄ Ομάδας  6.   i) }0,2{)( Af      ii) )(Af  

 1.  i)        ii)  }2,1{A ]2,1[A  iii) ),2[)( Af    iv) . ),0[)( Af

       iii)    iv) ]1,0()0,1[ A )0,(A . 
 7.   i) είναι ίσες στο ),0[   

 2.  i)  ),3()1,( x
  ii) είναι ίσες στο  *

 ii)       iii) . )1,1(x 0x
 iii) είναι ίσες στο . ),1()1,0[ 

 3.  i)              ii) . 0x 1x
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 8. Eίναι 

 ,
)1(

21
))((,

)1(

1
))((

2

xx

x
xgf

xx
xgf







  

x

x
xfg





1

1
))(( , 

2

21
)(

x

x
x

g

f 









. 

 9. xxgf 2))((  , 
x

xgf
2

))((  , 

 
x

x
xfg

1
))((

2 
 , 

1

1
)(












x

x
x

g

f
. 

10.   i) ,   ||))(( xxgof  x

  ii) ,   |συν|))(( xxgof  x

 iii) 1))(( xgof ,  . x

11. 1))(( 2  xxgof , 

 ),1[]1,( x

 1))((  xxfog , . ),2[ x

12.   i) Είναι σύνθεση των  και 1)( 2  xxh

           . xxg ημ)( 

         ii)  Είναι σύνθεση των xxh 3)(  , 

 και . xxg ημ)(  12)( xφ 2 x

        iii) Είναι σύνθεση των συναρτήσεων 

,  και xxh 2)( 
xx ln)( 

1)(  xexg

 . 

         iv) Είναι σύνθεση των συναρτήσεων 
,  και 

. 

xxh 3)( 
2)( xx 

xxg ημ)( 

 

§ 1.1 - 1.2   Β΄ Ομάδας 

 1.   i)  








21,2

10,1
)(

xx

xx
xf

  ii)  








21,42

10,2
)(

xx

xx
xf

 iii) . 








)4,3[)2,1[,0

)3,2[)1,0[,1
)(

x

x
xf

 2. 
x

xxK
 500

8)( 2  ,   και το 

κόστος είναι 

0x

942300   δρχ. 

 3. . 










31,12

10,
)(

2

xx

xx
xΕ

 4. , 0xxxE 102)( 2  5 x , 

xxp 220)(  ,  50  x . 

 5.  i)  και  














1,

11,1

1,

)(

xx

x

xx

xf

  ).,1[)( f  

 ii)  και 








]2,(,0

],0[,ημ
)(

ππx

πxx
xf

     . ]1,0[)( Af

 6.   i)       ii) 1)( 2  xxf xxf  1)(  

 iii) xxf ημ)(    ή  . xxf ημ)( 

 7. 1 . 

 8. α) πράξεις     β) πράξεις. 

 9. i) )209(210)(  tttN      

ii) 16 χρόνια. 
 

§ 1.3   Α΄ Ομάδας 

 1.   i) γνησίως φθίνουσα στο     f ]1,(

 ii)  γνησίως αύξουσα στο . f ),2( 

 iii) f  γνησίως φθίνουσα στο . 

iv)  γνησίως φθίνουσα στο . f ]1,(

 2.  i) Είναι  και 11
3

2
)(1 
 x

xf , 

x . 

  ii) Δεν είναι . 11

 iii) Δεν είναι 11 . 
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        iv) Είναι 11  και , 

. 

31 1)( xxf 

0x

        v) Είναι 11  και , 

. 

xexf  1)(1

x

        vi) Είναι 11  και 
1

1
ln)(1




x
xf , 

. 1x

       vii) Είναι 11  και 
x

x
xf






1

1
ln)(1 , 

. )1,1(x

 viii) Δεν είναι . 11

 3. Οι συναρτήσεις ,f  και ψ αντιστρέφο-
νται, ενώ η g δεν αντιστρέφεται. 

 4. i), ii), iii) να εφαρμόσετε ιδιότητες των 
ανισοτήτων. 

 

§ 1.4   Α΄ Ομάδας 

 1.    i) 0)(lim
3




xf
x

,    2)3( f

       ii) 2)(lim
2




xf
x

, . 4)2( f

      iii) Δεν υπάρχει όριο στα 10 x , 

, , δεν ορίζεται η  f  

στο 2. 

20 x 1)1( f

      iv) Δεν υπάρχει όριο στα 10 x

1)1(

, 

 ενώ 2 , 20 x )(lim
3




xf
x

f , 

 και δεν ορίζεται στο 3. 2)2( f

 2.  i)      ii) 1      iii) δεν υπάρχει 1

 iv) δεν υπάρχει. 

 3. i) 4 και 2      ii) δεν υπάρχει. 

 4. i) ψευδής    ii) ψευδής    iii) ψευδής 

iv) Αληθής   v) ψευδής   vi) Αληθής. 

 5. 3   ή  2 . 
 

§ 1.5   Α΄ Ομάδας 

 1.  i) 5    ii)     iii)      iv) 0    v) 1 202
2

1
  

 vi) 2   vii) 3 9     viii) 0. 

 2. i) 43    ii) 
17

3
    iii) 6. 

 3. i)    ii) 3/8
2

1
   iii) 

2

1
    iv) 27. 

 4. i)    ii)   iii) 6/1 2/1
8

3
    iv) 

12

1
. 

 5. i) δεν υπάρχει    ii) 2. 

 6.  i) 3    ii) 1    iii) 2     iv) 0     v) 1 

 vi) 4. 

 7. i) 2    ii) 0     iii)  2/1 .

 8. i) 1    ii) 1. 

 9. 3/4   και  2 . 
 

§ 1.5   Β΄ Ομάδας 

 1. i)      ii) 0     iii)  12/7 2/1 .

 2. i) δεν υπάρχει    ii) 5    iii) 7     iv) 3. 

 3. i) 0      ii) 1     iii) 1. 

 4. i)       ii) 0. 2
 

§ 1.6   Α΄ Ομάδας 

 1.   i)        ii)          iii) δεν υπάρχει. 

 2.   i) δεν υπάρχει      ii) δεν υπάρχει 

 iii) δεν υπάρχει. 
 

§ 1.6   Β΄ Ομάδας 

 1.  . 

 2.   i) Αποδείξτε ότι  





2

εφlim
π

x

x  και 



2

εφlim
π

x

x . 

      ii) Ομoίως. 

 3. Για 2 , 2/3)(lim
1




xf
x

. 

 Για 0 , 2)(lim
0




xg
x

. 
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 4. i) 0          ii)            iii) . 
 

§ 1.7   Α΄ Ομάδας 

 1. i)      ii)        iii) 0     iv)  . 

 v)     vi) 0        vii) 0    viii) 2. 2/1

 2. i)      ii)        iii)     iv)   . 

 v) 0. 

 3. i) 1       ii) 0     iii)      iv) 0 1

 v)    vi) 1  . 
 

§ 1.7   Β΄ Ομάδας 

 1. i) Για 1 , , 


)(lim xf
x

          1 ,  , 


)(lim xf
x

          1 ,  . 0)(lim 


xf
x

 ii) Για 1 , , 2)(lim 


xf
x

            0 ,   και 


)(lim xf
x

     . 








 )1,0(,

),1()0,(,
)(lim

μ

μ
xf

x

 2. Για 1  , 


)(lim xf
x

       1    και 


)(lim xf
x

       1  . 2/5)(lim 


xf
x

        Ώστε )  υπάρχει στο (lim xf
x 

 μόνο 

αν  1λ

 3.   1  . 

 4. i) 1        ii) 13          iii) . 
 

§ 1.8   Α΄ Ομάδας 

 1. i) 1 και 3,5        ii) 1. 

 2. i) συνεχής  ii) συνεχής  iii) συνεχής. 

 3.   i) Μη συνεχής στο .  1

 ii) Μη συνεχής στο 2. 

iii) Μη συνεχής στο 1. 

 iv) Συνεχής. 

 4. i) Μη συνεχής στο 1   ii) συνεχής. 

 5. Είναι όλες συνεχείς ως σύνθεση συνεχών 
συναρτήσεων. 

 6. Για τη συνάρτηση 1ημ)(  xxxf  να 
εφαρμόσετε το Θεώρημα του Bolzano 
στο ],0[  . 

 7.   i) 0    ii) 1α    iii)  1α

 iv) 1 . 

 8. Να εφαρμόσετε διαδοχικά το Θεώρημα 
του Bolzano στα ],[   και ],[  . 

 9. Εργαστείτε όπως στο σχόλιο του Θεω-
ρήματος Bolzano. 

10.   i)    ii)    iii)  ]0,1[ )2,0( )2,1[

 iv) . ]2,1(

 

§ 1.8   B΄ Ομάδας 

 1. . 1

 2. )1,4(    ή )8,3(   . 

 3.  i) 0)(lim)0(
0




xff
x

 

 ii) 1)(lim
0




xg
x

, , oπότε 1)(lim
0




xg
x

 1)(lim)0(
0




xgg
x

. 

 4. Εφαρμόσετε Θεώρημα Bolzano για τη 
συνάρτηση )()()( xgxfx   στο 

. ]1,0[

 5.  α) Θεώρημα Bolzano για τη συνάρτηση 

 

στο . 

)1)(1()1)(2()( 64  xxxxxf

]2,1[

       β)Όμοια για τη συνάρτηση 

         . xxxexf x ln)1()2()( 

 6.  i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
)()( xgxf   στο  έχει μια 

ακριβώς λύση. 

),0( 
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      ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
 στο  έχει μια 

ακριβώς λύση. 

)()( xgxf  ),0( 

 7.   i) α)  ή   β) Η συνάρτηση f 
στο  δεν μηδενίζεται και είναι 

συνεχής.  

1x
1,1(

1
)

γ) 21)( xxf    ή ]1,1[x

               21)( xxf    ]1,1[x

      ii) α)   β) η f στο  συνεχής  

και δεν μηδενίζεται. Ομοίως και στο 
 γ)  ή 

0x

),0( 

)0,(

x xfxf )( x)(

|| x

 ή 

 ή . ||)(xf  x )(xf

 8.  i) , . xyOB : 1:  xy

        ii) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις 
0)(  xxf  και 01)(  xxf  

στο  έχουν κάποια λύση. ]1,0[

 9.   i) 2
0

2
0 ))(()()( yxfxxxdd  , 

],[ x . 

      ii) Να εφαρμόσετε το Θεώρημα μέγι-
στης και ελάχιστης τιμής για την d 
στο ],[  . 

 

 
2  ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 

§ 2.1   A΄ Ομάδας 

 1.   i) 0           ii)                iii) 0 2

 2.   i) 0       ii) Δεν παραγωγίζεται 

 iii) 1       iv) 1 

 3. . )0()0( fg 

 4.   i) Δεν είναι συνεχής στο 0 και άρα δεν 
παραγωγίζεται 

      ii) Δεν παραγωγίζεται στο 1. 

 5. Από την άσκηση 1 

   i)      ii)    iii) 1y 32  xy 0y . 

 Aπό την άσκηση 2 

   i) 0y           ii) Δεν ορίζεται 

 iii) 1 xy     iv) 1 xy . 
 

§ 2.1   Β΄ Ομάδας 

 1. 1)0( f . 

 2. 3)1( f . 

 3. 1)0( f . 

 4. 2/1)0( f . 

 5. Με κριτήριο παρεμβολής βρίσκουμε ότι 
1)0( f . 

 6. 0)(lim
0




xf
x

1)0(

, οπότε 0  και με 

κριτήριο παρεμβολής βρίσκουμε 

)0( f

f . 

 7.  i) 0)(lim
0




xf
x

, οπότε . 0)0( f

 8.  i) Είναι  

h

xfhxf

h

xfhxf





 )())(()()( 0000

κ.τ.λ. 

 ii) Είναι 




h

hxfhxf )()( 00  

,
)()()()( 0000

h

xfhxfxfhxf 


κ.τ.λ. 

 9.   i) το Β.        ii) το Γ.  

iii) 2t , αλλάζει το A,  το Β   και 4t

      5t  κανένα 

  iv) το Β       v) το Β      vi) το Α. 

 

§ 2.2   Α΄ Ομάδας 

 1.   i)        ii) 4 6/1  

 iii) 
2

1
      iv)         v) 2. e/1

 2.   i) Δεν παραγωγίζεται στο 1. 
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  ii) . 








0,1

0,συν
)(

x

xx
xf

 iii) Δεν παραγωγίζεται στο 2. 

 iv) Δεν παραγωγίζεται στο 2/3. 

 3.  άτοπο αφού 

, ενώ για την  υπάρ-

χουν τα , . 

2121 )()( xxxfxf 

21 xx  (xf

),( 3
11 xx ),( 3

11 xx 

3) x

 4. . 






















)9,6(,3/4

)6,4(,4

)4,2(,0

)2,0(,2

)0,2(,1

)(

x

x

x

x

x

xf

 5. Ευθ. τμήμα με κλίση 2 για , 

ευθύγραμμο τμήμα με κλίση , για 
 και ευθ. τμήμα με κλίση 1 για 

. 

]2,0[x

1
]4,2[x

]8,4[x

  

§ 2.2   B΄ Ομάδας 

 1.  1 ,     . 

 2. Η εξίσ. εφαπτ. της  στο fC ))(,(  f  

είναι 
2


2

1


 xy  η οποία διέρχε-

ται από το )0,(   . 

 3.  και )8,2( 3  )(4)2(  ff  . 

 4.    i) Είναι )0,2(  , 









 2
,0  και 







, .



 1

 

        ii) 2. 
 

§ 2.3   Α΄ Ομάδας 

 1.   i)  647)( 36  xxxf

  ii) 
x

xxf
1

6)( 2   

 iii)  1)( 23  xxxxf

        iv) xxxf συν3ημ)(   

 2.   i) . 163)( 2  xxxf

  ii) . )συνημ()( xxexf x 

 iii) 
22 )1(

4
)(

x

x
xf




 . 

 iv) 
2)συν1(

συνημ1
)(

x

xx
xf




 . 

  v) )2συν2ημ()( xxxxxf   

 3.   i) 
2)(ln

1
ln

)(
x

x
xe

xf

x 





 

 . 

  ii) 
x

x
xf

2ημ

2συν4
)(

2


 . 

 iii) 
xe

xx
xf

ημσυν
)(


 . 

 iv) 
22

2

)1(

)1(4
)(





x

x
xf . 

 4.   i) 





















,01
1

6

0,34

)( x
x

xx

xf  

   ενώ δεν παραγωγίζεται στο 0. 

  ii) . 








0,1

0,συν2
)(

x

xxx
xf

 5.   i)  και . )4,2(  )4,2(

  ii) 







e

1
,1 . 

 iii) ,  . )2,1(  )2,1(

 6. 
2)1(

4
)(





x

xf ,   }1{x  και 

2)1(

4
)(





x

xg , }1{),0[ x . 
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Οι συναρτήσεις  δεν είναι ίσες 
αφού δεν έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού. 

gf ,

 7. 1
2

1
2)1()1( 







 gf . 

 8. 2 . 

 9.   i)  και . )3,2( )7,2(

  ii) 








 
9

45310
,

3

32
 και 

      








 


9

45310
,

3

32
. 

10.   και 12  xy

 . 12  xy

11. 1 ,  1 ,  0 . 

12.   i) 
37 )43(

)1(24
)(





xx

x
xf . 

  ii) 
3 13

2
)(




x
xf ,  . ),1( x

 iii) 
222 )1(

2

1

1
συν)(

x

x

x
xf














 . 

 iv) 
)1(

)1(
)(

2

2

xx

x
xf




 . 

  v) . )2()(
2

xexf x  

13.   i) . 20)2( f

  ii) 
6

5
)4( f . 

 iii) 








 









48

36

12

1

6

1 
f . 

  iv) . 5)3( f

14.   i)
x

xxxf x 1
ln2)( ln . 

  ii) . 2ln52)( 35  xxf

 iii) 






 
x

xxxf x

ln

1
)ln(ln)(ln)( . 

  iv) . )ημσυν()( 2συν xxexf x 

15. xxf 2ημ)(     και 

 xxf 2συν2)(  , οπότε ισχύει η ισότη-
τα. 

§ 2.3   B΄ Ομάδας 

 1. Το κοινό σημείο είναι το  και ισχύει )1,1(

1)1()1(  gf . 

 2. Τα κοινά σημεία είναι  και )1,1(

)8,2(  . 

 Η 23  xy  εφάπτεται στο . )1,1(

 3. 0 ,   1 . 

 4. Η 1 xy

)0,1(

 εφάπτεται της  στο ση-

μείο . 

gC

 5. . 494)( 23  xxxxf

 6. Έστω ότι υπάρχει το 

 και καταλήγουμε 
σε αδύνατο σύστημα. 

  xxxf 2)(

 7.   i) Προσθέτουμε και αφαιρούμε στον 
αριθμητή την ποσότητα )(xf .  

ii) Προσθέτουμε και αφαιρούμε στον α-

ριθμητή την ποσότητα . Να 

λάβετε υπόψιν ότι το 

)(αfex





 


 x

ex

x
lim

xexh )(  

e
 

είναι η παράγωγος της στο 
α. 

 8. 
8


, 

8

5
, 

8

9
, 

8

13
. 

 9.    i) 
3 42

2
)(

x

x
xf  , 0x  και δεν πα-

ραγωγίζεται στο 0. Η εξίσωση της 
εφαπτομένης στο  είναι η )0,0(

0x . 



             ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ – ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ 380 

       ii) 
3 8

3

3

4
)(

x

x
xf  ,   και 

. Η εξίσωση της εφαπτο-

μένης στ )0  είναι 

0x

0)0( f

ο ,0( η 0y . 

10. Η εξίσωση της εφαπτομένης της  στο 

 είναι η 1  που εφάπτε-

ται της  στο ( . 

fC

))1(,1( fA

gC

 xy

))0(,0 g

11.  i) . 1)0( f

 ii) Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι η 
 που σχηματίζει με τους άξονες 

ισοσκελές τρίγωνο. 
1 xy

  

§ 2.4   A΄ Ομάδας 

 1. 48)1( E cm2/s 

 72)1( V  cm3/s 

 2. 
81

25
 cm/s. 

 3. 22020,22020( x ). 

 4.  i) , . ttx 15)(  tty 20)( 

 ii) km/h. 25)(  td

 5. . )1,2(

 

§ 2.4   B΄ Ομάδας 

 1. 425 cm3/s. 

 2. cm)25ln2(  2/s. 

 3. 0,75 m/s. 

 4. 0,25 rad/min. 

 5. 0,2 m/s. 

 6. 
χρόνουμονάδα

μήκουςμονάδες
2 . 

 7.  i) 
25

1
  rad/sec. 

 ii) 
25

75,2
  m/s. 

 8. 33  m/s. 
 

§ 2.5   A΄ Ομάδας 

 1.   i) 1               ii) 
6

π
   ή   

2

π
 

 iii) 
2

π
           iv) δεν ισχύει. 

 2.   i) 2              ii) 
4

π
 

 iii) )1,3( ξ  και 1ξ . 

 3. Έχουμε 
αβ

αβ

x
xg




 lnln1
)(

0
0  και 

 βxa  00  οπότε 
αxβ

111

0

 . 

 

§ 2.5   Β΄ Ομάδας 

 1.   i) Θ. Bolzano στα διαστήματα  και 

. 

]0,1[

]1,0[

      ii) Θ. Rolle στο  όπου  οι 

ρίζες της f στα διαστήματα  

και . 

],[ 21 xx 21, xx

,1( )0

)1,0(

 2.   i) Θ. Rolle στο . ]1,0[

        ii) 0)(1εφ  xfxx

)1,0(

 που έχει 

ρίζα στο . 

 3.     i) Υποθέτουμε ότι η εξίσωση 
0)(  xxf

fxg

 έχει 2 ρίζες  και 

εφαρμόζουμε Θ. Rolle για τη συνάρ-
τηση 

21, xx

xx  )(( ) , . ],[ 21 xxx

        ii) Εφαρμογή του ερωτήματος i) με 

2
ημ)(

x
xf  . 

 4.   i) 0)1|(|
2

1

1
2

2



x

x

x
. 

  ii) Θ.Μ.Τ. στο . ],[ βα

 5. Θ.Μ.Τ. στο . ]4,0[
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 6. Δείξτε ότι  και . 0 0)0( f )0( f

 7. Υποθέτουμε ότι έχουν τρία κοινά σημεία 
με τετμημένες  και εφαρμό-

ζουμε Θ. Rolle για την 
321 ρρρ 

)(xg)()( xfxφ 
],[ 21 ρρ ,[ 2ρ

 στα διαστήματα 

, . ]3ρ

 

§ 2.6   A΄ Ομάδας 

 1. , 0)(  xφ x , οπότε cxφ )( . 

 2. i)  Γνησίως αύξουσα στο . 

       ii) Γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
,  και γνησίως φθί-

νουσα στο διάστημα . 

]1,(  ),2[ 
]2,1[

      iii) Γνησίως αύξουσα στo ]1,1[  και 

γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
 και . ]1,(  ),1[ 

 4     i) Γνησίως αύξουσα στο διάστημα 
 και γνησίως φθίνουσα στο 

. 

]1,(

),1[ 

        ii) Γνησίως αύξουσα στο  και 

γνησίως φθίνουσα στο . 

]1,0(

),1[

       iii) Γνησίως αύξουσα στο 





2

,0
π

, γνη-

σίως φθίνουσα στο 





π

π
,

2
 και στα-

θερή με τιμή μηδέν στο . ]2,[ ππ

 5.   i)  και 0)1(5)( 4  xxf

     01
1

)( 
x

xg , . ),0( x

         ii) Η  f  έχει σύνολο τιμών το , ενώ η g 
το διάστημα . ),3( 

        iii) Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών των 
συναρτήσεων και είναι γνησίως αύ-
ξουσες. 

 6.   i) 0
1

1
)( 




x
exf x . 

  ii)  και η  f  γνησίως αύξουσα. 0)0( f
 

§ 2.6   Β΄ Ομάδας 

 1. Με εφαρμογή του κριτηρίου παρεμβολής 
βρίσκουμε ότι 0)( 0  xf , 0x . 

 2.    i)  για κάθε 

. 

0)1(3)( 2  xxf

)1,1(x

 ii) ]2,2[  αα  

 iii) Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της  f  
και είναι γνησίως φθίνουσα στο 

)1,1( . 

 3.    i) 1t   ή  4t . 

          ii) Αριστερά όταν  και δεξιά 

όταν 

)4,0(t

)5,4(t . 

         iii) Επιταχυνόμενη στα διαστήματα 
 και  και επιβραδυνόμενη 

στο . 

]1,0[

1(

]5,3[

)3,

 4. 0
)2(

100
)(

3





t

t
tV  

 25)(lim 


tV
t

,25(

 και το σύνολο τιμών της 

V είναι το . ]50

 5.      i) 0
)1(

)3(
)(

22

22






x

x
xf  για κάθε 

. }1,1{x

         ii) Όταν x ανήκει σε καθένα των δια-
στημάτων )1,(  , ,  

η  f  παίρνει τιμές στο  και επειδή η 
εξίσωση γράφεται ισοδύναμα 

)1,1( ),1( 

αxf )(  με α , έχει 3 ρίζες. 

 6. . 3α

 7.    i) 0ημ)(  xxxf , 







2

,0
π

x . 

         ii) Ισχύει , )0()( fxf  







2

,0
π

x  

αφού f γνησίως αύξουσα στο 






2

,0
π

. 

        iii) 0
ημσυν

)(
2





x

xxx
xf  

 λόγω του ερωτήματος ii). 
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 8.  i) 0
συν

)1συν2()1συν(
)(

2

2





x

xx
xf  

       για 







2

,0
π

x . 

 ii) Επειδή 0  και  η  f  είναι γνη-

σίως αύξουσα στο 

)0( f








2

,0
π

, ισχύει 

. )0()( fxf 
 

§ 2.7  Α΄ Ομάδας 

 1. Στο 1  τοπικό μέγιστο και στο x 3x  
τοπικό ελάχιστο . 

 2. α)   i)  Γνησίως αύξουσα στο . 

             ii) Τοπικό μέγιστο το 4)1( g

0)1(

 και 

τοπικό ελάχιστο το g . 

            iii) Tοπικό μέγιστο το 1)0( h

)1(

 και 

τοπικό ελάχιστο το 2h . 

        β)   i) Μια ρίζα στο  ως συνεχής και 
γνησίως αύξουσα. 

             ii) Μια ρίζα στο , μια στο 

 και μια στο . 

]1,( 
,1[ ]1,1[ )

1

            iii) Μια ρίζα στο . ),1[ 

 3.     i) Το 0  τοπικό ελάχιστο, το 

 τοπικό μέγιστο. 

)0( f

1) 1(f

        ii) Eλάχιστο το . 1)2( g

 4.      i) Ελάχιστο το . )0( f

         ii) Ελάχιστο το 
e

ee
f

1

11















. 

 5. , 1α 0β
3

1

, τοπικό μέγιστο το 

 και τοπικό ελάχιστο 

. 

)1(f

)1( f




 6. Είναι 






 
x

xxp
400

2)( ,   και 

ελάχιστο το . 

 7. Είναι ,  και 

μέγιστο το 

xxxE 40)( 2 

400)20(

)40,0(x

E . 

 8. 
3

4
 mgr. 

 9.  i) .     ii)  1. 442)( 22  xxEZ

10. 30 μονάδες. 

§ 2.7   Β΄ Ομάδας 

 1.    i) Γνησίως αύξουσα στο 





3

,0
π

 και 

γνησίως φθίνουσα στο 





π

π
,

3
. 

       ii) Μια ακριβώς ρίζα στο 







π

π
,

3
. 

 2.     i) H  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 
),0(  . 

        ii) Γνησίως φθίνουσα στο  και 

γνησίως αύξουσα στο . Ελά-

χιστο το 

]1,0(

),1[

0)1( φ . 

       iii) Κοινό σημείο , κοινή εφαπτο-

μένη την 

)0,1(

1 xy . 

 3.     i)  α) Η 1  είναι γνησίως 

αύξουσα στο )  οπότε 

. 

)(  xexf x

0[

)0()( fxf 
,

                β) Η 2

2

1
1)( xxexg x   είναι 

γνησίως αύξουσα στο . ),0[ 

          ii)  α) Αν 2

2

1
1συν)( xxxf  , τότε 

1συν)(  xxf  οπότε η  

γνησίως αύξουσα στο .  

f 

                    Άρα )0()( fxf  , οπότε και  f  

γνησίως αύξουσα στο . 

0x

80)20( p

                β) Με τη βοήθεια του ερωτήματος 
α) βρίσκουμε ότι η 

xxxxg  3

6

1
ημ)( ,  x
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είναι γνησίως αύξουσα στο 
),0[  . 

          iii) α) Αν 

 
τότε 

. 

xνx ν  1)1( ,

]1)1[( 1  νxν

xf  ()

)(  xf

x

0

0

                β) Με τη βοήθεια του ερωτήματος 
α) βρίσκουμε ότι η συνάρτηση 

2

2

)1(
1)1()(x  x

νν
xνxg ν 


)

 

είναι γνησίως αύξουσα στο ,0[  . 

 4. Η  είναι αδύνατη στο . 0) ( xf

 5. Θεωρούμε την )()()( xgxfxh 
)

, 

οπότε (ξ)( gξf 

)( 

 με . ),( 21 xxξ 

 6. Είναι 0)()(  fαf γfβ

,[ βα

 και Θ. 

Rolle στα διαστήματα ]  και . ],[ γβ

 7. ii) 75,0)3 x 49(
11

4
 m. 

 8.  i) xxMA 






 
2

2

2

9
)(  και . )2,4(M

 ii) 1εφ  ΑΜλλ . 

 9. 
π

200
  και  100. 

10. Οι εισπράξεις είναι 

)500000.150()( xxxΕ  . 

0)(  xE , οπότε . 150x

11.  i) s         ii) s. 200t 6,55t

12.    i) ΗΒ
ΓΔAB

E 



2

, όπου ΗΒ ύψος 

τραπεζίου. Είναι  και 

. 

θΗΒ ημ2
θΗΓ συν2

         ii) 
3

π
θ  . 

13. ii) 7,5. 

14. Η πυκνότητα του καπνού είναι  

21 rrr   

  
22 )12(

8

x

p
k

x

p
k


 , . k

Σε 4 km από το εργοστάσιο . 1Ε

 

§ 2.8   Α΄ Ομάδας 

 1.     i) Κοίλη στο ]1,( , κυρτή στο 

),1[   και το  σημείο καμπής. )0,1(

        ii) Κοίλη στα ]2,(  , , κυρτή 

στα 

]2,0(

)0,2[  και ),2[  , ενώ τα ση-

μεία καμπής είναι 






 
4

5
,2  και 





4

5




,2

),2[

. 

 2.     i) Κοίλη στο , κυρτή στο ]2,(

 , ενώ το 







e

2
,2  είναι σημείο 

καμπής. 

.       ii) Κοίλη στο , κυρτή στο , 

ενώ το )  είναι σημείο κα-
μπής. 

],0( e

3, 2ee 

),[ e

(

.       iii) Κοίλη στο ]0,(

1,0(

, , κυρτή 

στο ] , και τα ,  σημεία 

καμπής. 

),1[ 

) )3,1(1,0[

 3.      i) Kυρτή στα 












2

2
, , 











,

2

2
, 

κοίλη στο 













2

2
,

2

2
 και τα 











  2/1,

2

2
e , 










 2/1,

2

2
e  σημεία 

καμπής. 

         ii) Kοίλη στο 





 0,
2

π
 και κυρτή στο 








2

,0
π

, ενώ το  είναι σημείο 

καμπής. 

)0,0(

        iii) Κοίλη στο ]0,( , κυρτή στο 

),0[   και το  σημείο καμπής. )0,0(
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         iv) Κοίλη στο ] , κυρτή στο 

 και το  είναι σημείο 

καμπής. 

0,(
)0,0(),0[ 

          v) Kυρτή στο , κοίλη στο 

 και το  σημείο καμπής. 

]0,(

)0,0(),0[ 

 4.  - γνησίως αύξουσα στα , . ]1,1[ ]8,4[

        - γνησίως φθίνουσα στα , . ]4,1[ ]10,8[

    - κοίλη στα ,  και . ]2,0[ ]6,5[ ]10,7[

      - κυρτή στα ,  και . ]0,1[ ]5,2[ ]7,6[

    - Τα 1,8 είναι θέσεις τοπικών μεγί-
στων. 

      - Τα , 4, 10 είναι θέσεις τοπικών 
ελαχίστων. 

1

    - Τα  είναι θέσεις σημείων 
καμπής. 

7,6,5,2,0

 5.   i) Όταν ],0[ 2tt   κινείται αριστερά και 

όταν  δεξιά. ),[ 2  tt

      ii) Επιταχυνόμενη όταν  και 
επιβραδυνόμενη όταν το t ανήκει στα 
διαστήματα  και . 

],[ 31 ttt 

],[ 3 tt],0[ 1t

 

§ 2.8   Β΄ Ομάδας 

 1. 











4

3
,3A ,  και )0,0(B












4

3
,3Γ . Τα  έχουν αντίθετες 

συντεταγμένες. 

ΓA,

 2. . )2,( 2αα 

 3.  για κάθε . 0)(  xf x

 4.     i) Tοπικό μέγιστο το , τοπικό 

ελάχιστο το 2  και σημείο 

καμπής το . 

2)0( f

)2(f

)0,1(

        ii) . 2 ΑΓΑΒ λλ

 5. H f   δεν μηδενίζεται στο . ]2,2[
 

§ 2.9   Α΄ Ομάδας 

 1.    i) 2x .               ii) 
2

π
x  ,  

2

π
x  . 

 iii)  δεν υπάρχουν   iv) . 0x

 2.  i) 1y .         ii) 0y  στο . 

 3.   i) xy  ,  1x . 

  ii) 2 xy , 2x . 

 iii) 
2

1
 xy   στο     και 

              
2

1
 xy  στο  . 

 4.    i) 1.           ii) 
2

1
.         iii) 0. 

 

§ 2.9   B΄ Ομάδας 

 1.     i) 0))1()((lim 


xxf
x

0))1()((lim 

, 




xxf
x

. 

        ii) H  f  είναι κυρτή στο  και άρα 
βρίσκεται πάνω από την  κοντά 

στο 
1ε

  και πάνω από την  κο-

ντά στο 
2ε

 . 

 2.  i) 0y .            ii) 0y . 

 3. 1α , 1β . 

 4. Χρησιμοποιείστε τους κανόνες  
de L’ Hospital. 

 5. Χρησιμοποιείστε τους κανόνες  
de L’ Hospital. 

 6.    i) 1,  0.           iii) 0x . 
 

§ 2.10   Α΄ Ομάδας 

 1.    i) Είναι , )32(3)( 2  xxxf

66)(  xxf  και να κάνετε τον 
πίνακα μεταβολών της  f. 
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        ii) 
2)1(

2
)(




x
xf , 

3)1(

4
)(




x
xf , ασύμπτωτες 

,  και να κάνετε τον πί-
νακα μεταβολών της  f

1y 1x
. 

 2.      i) 
x

x
xf

1
)(

2 
 , 

3

2
)(

x
xf  , ασύ-

μπτωτες 0 και x  xy αι να κά-
νετε τον πίνακα μεταβολών της  f. 

  κ

         ii) Ομοίως. 

 3. ,  και να 
κάνετε τον πίνακα μεταβολών της  f  στο 

. 

xxf συν1)( 

],[ ππ

xxf ημ)( 

 

 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
2oυ  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 

Γ΄ Ομάδας 

 1.  i) )1()1( gf  . 

        ii) Να πάρετε τη διαφορά 
 και να εξετάσετε 

το πρόσημό της. 
)()()( xfxgxφ 

 2. Να πάρετε τη συνάρτηση 
)()()( xgxfxφ  . 

 3. . Μέγιστο το θθθE συν2συν)( 

4

33

3








 π
Ε . 

 4. Το εμβαδόν του τομέα είναι θrΕ 2

2

1
  

ή . Μέγιστο το 

. 

210)( rrrΕ 
25) 5(E

 5. iii) 
4

π
θ   και το μήκος της σκάλας 

είναι 8,222   m. 

 6.      i) 
2

ln1
)(

x

x
xf


 , 

3

3ln2
)(

x

x
xf


  

και να κάνετε τον πίνακα μεταβολών 
της  f. 

         ii) H  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
),[ e , οπότε 

αα αααfαf )1()1()( 1    

        iii) Nα λογαριθμήσετε την ισότητα 

. Η  f  είναι γνησίως αύξου-
σα στο ]

22 xx 
,( e , οπότε παίρνει την 

τιμή 2x
),[

 μια φορά. Ομοίως στο 
e  παίρνει την τιμή 4  μια 

φορά. 
x

 7.      i) Να πάρετε τη συνάρτηση 

 και να εφαρμόσετε 
το θεώρημα του Fermat. 

xx βαxf )(

         ii) Να πάρετε τη συνάρτηση 

 και να εφαρμόσετε 
το Θ. Fermat. 

1)(  xαxf x

 8.       i) , 0)(  xexf 0
1

)(
2


x
xg . 

          ii) 1 xy   και  1 xy . 

         iii) η  f  είναι κυρτή, ενώ η g είναι κοίλη. 

          iv) Να πάρετε τη διαφορά 
)()( xgxf  . 

 9.        i) )ln1( λλ  .        ii)  eλ 

          iii)Θεωρείστε τη διαφορά 

που είναι η . 

xλxg )(  

)(xf

10.      i) 0)0( f        ii) 
κπ

x
1

 ,  . *κ

         iii) 0))((lim 


xxf
x

0))((lim

 και  




xxf
x

. 

11.  Α. i) 0)(  xψ , x , οπότε cxψ )(  

             ii) 0)(  xφ   και  ,   . 0)( xφ x

         Β.  ii) Να λάβετε υπόψιν το ερώτημα Α. 
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12.   i) 0),det( PNPM . 

         ii) Να εφαρμόσετε τους κανόνες  
              de L’ Hospital. 

13.  A.  i)Αν ΟΔ το ύψος του τριγώνου ΟΠΑ, 

τότε 
42

ημ
lθ

   

              ii) , οπότε  tυS  tS 4

         B.      ttl συν4)(  . 

               α) 2 km/h    β) 0 km/h    γ) km/h. 2

14. Συνολικό κόστος  

       )1(3000
000.300

000.180)(  x
x

xK . 

Πρέπει να προσλάβει 10 εργάτες. 
 

 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ  
 
3
  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 

 3.1   A΄ Ομάδας §

 1.   i) cxx
x

 ημσυν
4

4

 

  ii) cxx
x

 ||ln
2

2

 

 iii) cx 2/5

5

6
 

  iv) cxx
x

 4
3

2
3

 

   v) cxxex  2ημ
2

1
||ln3  

  vi) cxx  σφεφ  

  vii)  cxx  |2|ln . 

 2. 52)(  xxf . 

 3. 43
2

3
)( 2  xxxf . 

 4. 

 5. 19 εκατ. 

 6. 

23)( 24  xxxxf . 

100
2

5

3
)(

23


xx

xK . 

 7. 
 

352 χιλ. 

άδας § 3.1   Β΄ Ομ

 1. 

814.400 δρχ. 

0

 2. 997.600 δρχ. 

)( TetT kt    

 3. 

 4. )()( xgxf  1c   κ.τ.λ. 

 § 3.2   Α΄ Ομάδας

 1.   i) cxxe x   )22( 2  

  ii) cxxe x  )7106(
4

1 22  

iii) c
x

xx 
16

ln
4

1 4
4  

  

   v) 

iv) cxxxx  2ημ2συν)2/1( 2  

cxxx  2συν2ημ2  

  vi) cxxx ln  

  vii) c
xx

x


1ln
 

 viii) cxxex  )2ημ2
5

2συν(
1

 

   ix) cxxex  )συνημ(
2

1
. 

 2   i) cx 3συν
3

1
 . 

  ii) cxx  42 )7164(
32

1
 

 iii) c
xx





32 )6(6

1
 

  iv) cx  2/13)2(
2

3
 

  v) cxx  )2
1

2
3()1(

5
2/3 . 

     ii)  3.   i)  cex  συν cex  )1ln(  
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 iii) cx ln2         

iv) c))  ex 1ln(ln(

   v) c
x


1
συν . 

  

§ 3.2   B΄ Ομάδας 

 1.   i) x )συν1ln( 2 c  

  ii) cx  2)]συν[ln(
2

1
 

 iii) eημ cx  . 

 2.   i) c
x

x










 12


2/3

3

3

9
 

  ii) cx 12  

 iii) cxx n(
1

 ]1)1)[l1(
2

22 . 

 3.   i) cx
x

 )
3

2
(ln

3
2

3

 

και

  ii) t ctttt  2ln2)(ln 2  

 iii) ceee xxx  συνημ . 

 4.   i)  cx  |συν|ln  

      x | cxx  συν|lnεφ  

 ii) c
x
  

ημ

1
         και

 c
x

x 
ημ

1
σφ  

  iii) cx
x

 συν
3

συν3

  και 

              c
x

x 
3

ημ
ημ

3

. 

 5.   i) cxx  2ημ
4

1

2

1

  ii) cxx  2ημ
4

1

2

1
 

 iii) cxx  4ημ
2

1

8

1
. 

 6.   i) cxx  3συν
6

1
συν

2

1
 

  ii) cxx  ημ8
16

1
ημ2

4

1
 

 iii) cxx  ημ6
12

1
ημ2

4

1
. 

 7.   i)  cxx  |23|ln 2

  ii)  cxx  |2|ln8|1|ln5

 iii) cxxx
x

 |2|ln4|1|ln3
2

2

. 

  iv) c
x

x





1

1
ln

2

1
. 

 

§ 3.3   Α΄ Ομάδας 

 1.   i) 
cx

y



22

1
    ii)  cxy  22

 iii)         iv) . 
2xcey  )ημln( cxy 

 2. i) xcey 2

2

3
    ii)  xx ceey 2 

 iii)  22  xcexy

  iv) . 2/1
2
 xcey

 3. 
12

3
2 



x

y  

 4. 
3

2
y . 

 5.   i) 
xe

y
εφ

4
1  

  ii) 
1

21ln





x

xxx
y .  
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§ 3.3   B΄ Ομάδας 

 1. tetttI 
2

1
)συνημ(

2

1
)( . 

 2. . xy 22 

 3. . cxxy  2

 4. 2

2x

ey  . 

 5. 
tt e

c

e
ty 







1
)( . 

 6. . teTTt  )()( 0

 7. ii) tκe
κ

m
p

κ

m
tP 







  0)( ,  0 . 

 8.   i) yπ
dt

dV  100  

   ii) 

2

6
100

5
)( 










 tty  

 iii) 5120t sec. 

 9. Rc

tt

eEtE
1

0)(


 . 

10.   i)  α) 
te

c
tI

3
5)(  ,       β) 5 

  ii) 
te

c
tttI

3
)3συν3ημ(

4

5
)(  . 

 

§ 3.4   A΄ Ομάδας 

 1.   i)    ii)    iii)   iv) 1 . 11 4 2 5

 2. t
t

ln1ln
1

ln  . 

 3. 4 . 

 4. i) 22        ii)  12
 

§ 3.5   A΄ Ομάδας 

 1. i) 6    ii) 
e

2
3    iii)    iv) 

 2. Eφαρμόζουμε ιδιότητες. 

 4. 1 

 5. i) |ημ|ημ xx        ii) 
x

x

2

συν
  

6. i) 
1

1
2 x

   

     ii) χρησιμοποιείστε το (i). 
 

§ 3.5   B΄ Ομάδας 

 1. 10. 

 2. 0)(  xf . 

 3. Τοπ. ελάχιστο το . 0)2( f

 4. .  
x

xxfdttf
0

)()(

 5. 0)( xF ,    ),0( x . 

 6. De l’ Hospital. 

 7. i) 3224            ii) . 1συν

 8.  i) 
3

5
   ii) 

2
2

2
    iii) 

6

11
. 

 9.  i) 4    ii) 
e

e 2
 

 iii)
2

1
9ln

2

9
10ln5  ,iv) )1(

5

1 2/  e . 

10. 
8

2
,    

2

1
,    

4

1

16

2




,    
4

1

16

2




. 

11. 1)0( f . 

12. κατά παράγοντες. 
 

§ 3.6   Α΄ Ομάδας 

 1. 1f . 

1
6

29
.  3. 

2

 
. 
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§ 3.6   B΄ Ομάδας 

 1. 
3

22  
f ,        


1

g . 

 2. α) 
nl

PR

6

2

                  β) 
nl

PR
υμεγ 4

2

 . 

 

§ 3.7   Α΄ Ομάδας 

 1. 
3

14
τ.μ.. 

 2. i) 
4

35

τ.μ.         ii) 3 τ.μ. 

 3. 
2

9
τ.μ. 

 4. 
12

37
τ.μ. 

 5. 
6

125
τ.μ. 

 

§ 3.7   B΄ Ομάδας 

 1. ,         36  xy
4

1
E τ.μ. 

 2. 2
3

8
4  τ.μ. 

 3. 
4

3
τ.μ. 

 4. 
6

1
τ.μ. 

 5. i) )1(ln1  e          ii) . 

 6. 
2

3

3ln

2
 τ.μ. 

 7. 
4

7
τ.μ. 

 8. i) xy  ,    xy     ii) 2
4

2




. 

 9. α) 
3

1
τ.μ.        β) 

3

63
x . 

10. 
2

1
2ln3  . 

11. i)         ii) 23)( 2  xxxf
6

1
τ.μ. 

12.  i) 22  xy ,    62  xy  

 ii) 
3

4
1 E ,     

3

2
2 E . 

 

 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
3oυ  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 

Γ΄ Ομάδας 

 1. ii) 3ln
4


. 

 2. i) 3ln          ii) 3ln . 

 3. cuu  |2|ln|1|ln  

  i)  cxx  |2ημ|ln|1ημ|ln

 ii) . cee xx  )2ln()1ln(

 4. i)
22

1


 

ii) 2ln
2

1
,     )2ln1(

2

1
 ,     

4

1
2ln

2

1
 . 

 τ 5. Τα μέλη ης ισότητας έχουν ίσες 
παραγώγους. 

 6. i) ),1[ fD      ),1[ FD . 

 7.  i)  xe 1)()(  xGxF , 
         

5

1
)2ημ22συν(

5
)()(  xx

e
xGxF

x

 

 ii) )1(
5

3
  eeI ,  )1(

5

2
  eeJ . 

 8. 3 4 . 
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 i) 1
1

)( 


 ,  9.  10   ,  

,  


 1
1)(          1 . 

 ii) 2          iii)   κα ι  1. 

10. i)  


0))()( dxxgxf . 


(
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