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ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΦΥΛΛΑΔΙΟ 2

(Ημερομηνία Παράδοσης: 10 Φεβρουαρίου 2014)

1. ΄Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn. ΄Εστω F ∈ Gn,k και έστω F⊥ ο ορθογώνιος υπόχωρος του
F . Δείξτε ότι (

n

k

)−1
|K ∩ F |k |PF⊥(K)|n−k 6 |K| 6 |K ∩ F |k |PF⊥(K)|n−k.

Υπόδειξη. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα Fubini γράψτε πρώτα

|K| =
∫
P

F⊥ (K)

|K ∩ (x+ F )|k dx.

2. Δίνονται x1, . . . , xm ∈ Rn (όχι αναγκαστικά διακεκριμένα) ώστε

I =

m∑
j=1

xj ⊗ xj .

(α) Δείξτε ότι
∑m
j=1 |xj |2 = n.

(β) Δείξτε ότι, για κάθε επιλογή πραγματικών αριθμών a1, . . . , am,∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

ajxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 m∑
j=1

a2j

1/2

.

3. ΄ΕστωK συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn το οποίο περιέχει την Bn2 . Υποθέτουμε ότι υπάρχουν c1, . . . , cm >
0 και σημεία επαφής u1, . . . , um των K και B

n
2 ώστε

x =

m∑
j=1

cj〈x, uj〉uj

για κάθε x ∈ Rn. Δείξτε ότι η Bn2 είναι το ελλειψοειδές μέγιστου όγκου του K.

4. ΄Εστω v1, . . . , vm ∈ Rn. Υποθέτουμε ότι το συμμετρικό κυρτό πολύεδρο

K = {y ∈ Rn : |〈y, vj〉| ≤ 1 για κάθε j = 1, . . . ,m}

ικανοποιεί την Bn2 ⊆ K ⊆ αBn2 για κάποιον α > 1. Δείξτε ότι m ≥ exp(n/(2α2)).

5. Υποθέτουμε ότι I =
∑m
j=1 cjuj ⊗ uj για κάποιους c1, . . . , cm > 0 και κάποια u1, . . . , um ∈ Sn−1. ΄Εστω

λ1, . . . , λm > 0. Θεωρούμε τη νόρμα

‖x‖2 =

m∑
j=1

cjλj〈x, uj〉2 = 〈Ax, x〉

όπου A είναι ο συμμετρικός θετικά ορισμένος πίνακας A :=
∑m
j=1 cjλjuj ⊗ uj . Δείξτε ότι η δυϊκή νόρμα της

‖ · ‖ δίνεται από την

‖y‖2∗ = inf


m∑
j=1

cj
λj
θ2j : y =

m∑
j=1

θjcjuj
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και συμπεράνατε ότι

‖y‖2∗ = 〈By, y〉,

όπου B = A−1.

6. (α) Θεωρούμε τον κύβο Qn = [−1, 1]n. Δείξτε ότι

hQn
(x) = ‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi|.

(β) ΄Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn με ελλειψοειδές μέγιστου όγκου την Bn2 . Δείξτε ότι

w(K) 6 w(Qn).

Υπόδειξη. Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν σημεία επαφής u1, . . . , um ∈ bd(K)∩Sn−1 και c1, . . . , cm > 0 τέτοια ώστε

I =

m∑
j=1

cjuj ⊗ uj .

Παρατηρήστε ότι K ⊆ S = {y ∈ Rn : |〈y, uj〉| 6 1, 1 6 j 6 m} και δείξτε ότι

hK(x) 6 hS(x) = inf


m∑
j=1

|tj | : x =

m∑
j=1

tjuj

 .

7. ΄Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn με ελλειψοειδές μέγιστου όγκου την Bn2 . Δείξτε ότι

γn(tK) 6 γn(tQn)

για κάθε t > 0, όπου γn είναι το n-διάστατο μέτρο του Gauss.

Υπόδειξη. Χρησιμοποιώντας την αναπαράσταση I =
∑m
j=1 cjuj ⊗ uj του John δείξτε ότι

1

(2π)n/2
e−|x|

2/2 =

m∏
j=1

g(〈x, xj〉)cj ,

όπου g(t) = 1√
2π
e−t

2/2
. Κατόπιν, χρησιμοποιήστε την ανισότητα Brascamp-Lieb.

8. ΄Εστω K ένα συμμετρικό κυρτό σώμα στον Rn με ελλειψοειδές μέγιστου όγκου την Bn2 . Δείξτε ότι, για
κάθε F ∈ Gn,k,

|K ∩ F |1/kk 6 2
√
n/k.

Υπόδειξη. Θεωρώντας την αναπαράσταση I =
∑m
j=1 cjuj ⊗ uj του John, παρατηρήστε ότι K ⊆ C1 όπου

C1 := {x ∈ Rn : |〈x, uj〉| 6 1, j = 1, . . . ,m} (1)

και ότι

C1 ∩ F = {x ∈ F : |〈x, vj〉| 6 tj , j = 1, . . . ,m},

όπου vj = PF (uj)/|PF (uj)| και tj = ‖PF (uj)‖−12 .
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