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Στο προηγούµενο µάθηµα αποδείξαµε ότι ισχύει η ισότητα (2) της επιµεριστικής

ιδιότητας. ΄Οπως ϕαίνεται στην απόδειξη, όταν όλοι οι παράγοντες που εµφανίζονται

είναι διάφοροι του O, αυτό το πετύχαµε γιατί η Ϲητούµενη ισότητα ισοδυναµεί µε µια

ισότητα όπου το ένα από τα σηµεία – το R – εµφανίζεται σαν µεταβλητή σε δύο απεικο-

νίσεις και απαλείφεται. Για να δείξουµε την ισότητα (3) της επιµεριστικής ιδιότητας,

η προηγούµενη µέθοδος δεν λειτουργεί. Πράγµατι, έχουµε τις ισοδυναµίες

(P + Q) · R = P · R + Q · R ⇔ hP+Q(R) = εP ·R(Q · R)

⇔ hP+Q(R) = εP ·R ◦ hQ(R)

όπου το R δεν µπορεί να απαλειφθεί, γιατί εκτός από τις µεταβλητές εµφανίζεται και

στον δείκτη της εP ·R.

Για να ξεπεράσουµε αυτή την δυσκολία ϑεωρούµε µια ευθεία ℓo ∈ J(O), ℓo , k.

Τότε S < ℓo, εποµένως υπάρχει η οµάδα H(S, ℓo). Επίσης, κάθε P ∈ R∗ αντιστοιχεί

αµφιµονοσήµαντα σε µια προσδιοριστική τετράδα (S, ℓo, I, P) που µε την σειρά της

αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα σε µια οµολογία της H(S, ℓo). Συµβολίζουµε αυτή την

οµολογία µε h
P
. ∆ηλ. έχουµε τις ταυτήσεις

h
P
≡ (S, ℓo, I, P)(1)

hP ≡ (O, ℓ, I, P).(2)

∆είχνουµε τώρα ότι τα στοιχεία των H(O, ℓ) και H(S, ℓo) µετατίθενται µεταξύ τους :

ΛΗΜΜΑ 1. Για κάθε X, Y ∈ R∗,

(3) h
X
◦ hY = hY ◦ h

X
.

Απόδειξη. Αρκεί νδο

h := (hY ◦ h
X

)−1
◦ h

X
◦ hY = (h

X
)−1
◦ (hY )−1

◦ h
X
◦ hY = id.

Θεωρούµε µια ευθεία m ∈ J(O). Παρατηρούµε ότι το O είναι κέντρο της hY , άρα

hY (m) = m. Επίσης, το O είναι σηµείο του άξονα ℓo της h
X
, άρα h

X
(O) = O και

O ∈ m ⇒ h
X

(O) = O ∈ h
X

(m),
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οπότε

h(m) = (h
X

)−1
◦ (hY )−1

◦ h
X
◦ hY (m)

= (h
X

)−1
◦ (hY )−1

◦ h
X

(m)

= (h
X

)−1
◦ h

X
(m) = m

και το O είναι κέντρο της h.

Θεωρούµε τώρα µια ευθεία n ∈ J(S). Παρατηρούµε ότι το S είναι σηµείο του

άξονα ℓ της hY , άρα hY (S) = S και

S ∈ n ⇒ hY (S) = S ∈ hY (n).
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Επειδή το S είναι κέντρο της h
X
, h

X
(hY (n)) = hY (n), οπότε

h(n) = (h
X

)−1
◦ (hY )−1

◦ h
X
◦ hY (n)

= (h
X

)−1
◦ (hY )−1

◦ hY (n)

= (h
X

)−1(n) = n

όπου η τελευταία ισότητα ισχύει διότι η n περνά από το κέντρο S της h
X
. ΄Αρα το S

είναι κέντρο της h.

Επειδή η h έχει δύο κέντρα, τα O και S, προκύπτει h = id. ✷

ΠΟΡΙΣΜΑ. Για κάθε X, Y ∈ R∗, ισχύει

(4) h
X

(Y ) = hY (X ) = Y · X.

Απόδειξη. Από τις ταυτίσεις (5) και (6) προκύπτει ότι για κάθε P ∈ R∗ είναι

h
P
(I) = hP(I) = P.

΄Αρα

Y · X = hY (X ) = hY (h
X

(I)) = h
X

(hY (I)) = h
X

(Y ). ✷

ΛΗΜΜΑ 2. Για κάθε X, Y ∈ R∗ ισχύει

εX ·Y = h
Y
◦ εX ◦ (h

Y
)−1.

Απόδειξη. Επειδή h
Y
, (h

Y
)−1
∈ H(S, ℓo) και εX ∈ ε(S, ℓ), και οι τρεις συγγραµµι-

κότητες h
Y
, (h

Y
)−1 και εX έχουν κέντρο S, άρα και η σύνθεση τους έχει κέντρο

S.

∆είχνουµε ότι η ℓ είναι άξονας της σύνθεσης : ΄Εστω P ∈ ℓ. Επειδή η ℓ περνά από

το κέντρο S της (h
Y

)−1, είναι (h
Y

)−1(ℓ) = ℓ και

P ∈ ℓ ⇒ (h
Y

)−1(P) ∈ (h
Y

)−1(ℓ) = ℓ.

Επειδή η ℓ είναι άξονας της εX και (h
Y

)−1(P) ∈ ℓ,

εX ((h
Y

)−1(P)) = (h
Y

)−1(P).

Οπότε

h
Y
◦ εX ◦ (h

Y
)−1(P) = h

Y
◦ h

Y
)−1(P) = P
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και η ℓ είναι άξονας της σύνθεσης. ΄Αρα

h
Y
◦ εX ◦ (h

Y
)−1
= εA ∈ E(S, ℓ),

για ένα A που προσδιορίζεται από την σχέση

A = εA(O) = h
Y
◦ εX ◦ (h

Y
)−1(O).

Επειδή το O είναι σηµείο του άξονα ℓo της (h
Y

)−1, µένει αναλλοίωτο από αυτήν, άρα

A = h
Y
◦ εX ◦ (h

Y
)−1(O) = h

Y
◦ εX (O) = h

Y
(X ) = X · Y

και

εA = h
Y
◦ εX ◦ (h

Y
)−1
= εX ·Y

που ολοκληρώνει την απόδειξη. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ. Για κάθε P, Q, R ∈ R, ισχύει

(P + Q) · R = P · R + Q · R.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι κανένας παράγοντας δεν είναι ίσος µε το O. ∆ηλ.

P, Q, R ∈ R∗ και P + Q , O. Παρατηρούµε ότι

(P + Q) · R = P · R + Q · R ⇔ h
R
(P + Q) = εP ·R(Q · R)

⇔ h
R
◦ εP(Q) = εP ·R ◦ h

R
(Q), ∀ Q ∈ R∗

⇔ h
R
◦ εP = εP ·R ◦ h

R

⇔ h
R
◦ εP ◦ (h

R
)−1
= εP ·R,

που ισχύει, από το Λήµµα 2.

Εξετάζουµε ιδιαιτέρως τις περιπτώσεις που κάποιος παράγοντας ισούται µε O:

Αν P = O, η Ϲητούµενη ισότητα γίνεται (O+Q)·R = O·R+Q·R, δηλ. Q·R = O+Q·R,

που ισχύει.

Παρόµοια, αν Q = O, η Ϲητούµενη ισότητα γίνεται (P +O) ·R = P ·R +O ·R, δηλ.

P · R = P · R + O, που ισχύει. Αν R = O, η Ϲητούµενη ισότητα γίνεται (P + Q) · O =

P · O + Q · O, που ισχύει.
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Αν P + Q = O, τότε Q = −P και η Ϲητούµενη ισότητα ισοδυναµεί τώρα µε

(P + Q) · R = P · R + Q· ⇔ O · R = P · R + (−P) · R

⇔ −(P · R) = (−P) · R

⇔ ε−1
P ·R(O) = h

R
(ε−1

P (O))

⇔ (h
R
◦ εP ◦ (h

R
)−1)−1(O) = h

R
◦ ε−1

P (O)

⇔ h
R
◦ ε−1

P ◦ (h
R
)−1(O) = h

R
◦ ε−1

P (O)

⇔ (h
R
)−1(O) = O,

πράγµα που ισχύει, αφού το O ανήκει στον άξονα της (h
R
)−1. ✷
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