
ΜΑΘΗΜΑ 5: ΠΛΗΡΩΣΗ – ΑΠΟΠΛΗΡΩΣΗ

΄Εστω (P,L,I) ένα ΣΕ. ΄Οπως γνωρίζουµε, η παραλληλία είναι σχέση ισοδυναµί-

ας, άρα για κάθε ℓ ∈ L, υπάρχει η κλάση ισοδυναµίας

[ℓ] = {k ∈ L | k//ℓ}.

Θεωρούµε το σύνολο όλων αυτών των κλάσεων ισοδυναµίας

ε∞ = {[ℓ] | ℓ ∈ L}

και ϑέτουµε

P+ = P ∪ ε∞,

δηλ. ϐάζουµε µέσα στο P και άλλα ¨σηµεία¨: τις κλάσεις ισοδυναµίας των παράλ-

ληλων ευθειών. Προφανώς P ∩ ε∞ = ∅.
΄Ενα στοιχείο P του συνόλου P+ λέγεται πραγµατικό σηµείο αν P ∈ P, και

ιδεατό ή κατ΄ εκδοχήν σηµείο αν P ∈ ε∞.

Για κάθε ℓ ∈ L ϑέτουµε τώρα

ℓ∗ = J(ℓ) ∪ {[ℓ]},

δηλ. στην σηµειοσειρά J(ℓ) κάθε ευθείας ℓ επισυνάπτουµε ένα ακόµη (ιδεατό) ση-

µείο, την κλάση [ℓ]. ΄Ετσι κάθε ευθεία ℓ ∈ L µεγαλώνει κατά ένα σηµείο. Θέτουµε

L+ = {ℓ∗ | ℓ ∈ L} ∪ {ε∞},

δηλ. το L∗ αποτελείται από όλες τις ¨µεγαλωµένες¨ ευθείες ℓ∗ και µια ακόµη ευθεία,

την ε∞.

Οι ℓ∗ λέγονται πραγµατικές ευθείες και η ε∞ ιδεατή ή κατ΄ εκδοχήν ευθεία.

Θεωρούµε τώρα την διµελή σχέση I+ ⊂ P+ × L+ που ορίζεται ως εξής : για ένα

Ϲεύγος (A+, k+) ∈ P+ × L+ ισχύει (A+, k+) ∈ I+, αν ισχύει µία από τις παρακάτω

συνθήκες :

(1) A+ είναι ένα πραγµατικό σηµείο A+ = A ∈ P, k+ είναι µια πραγµατική ευθεία

k+ = k∗, για κάποια k ∈ L, και (A, k) ∈ I, δηλ.

(A, k) ∈ I ⇒ (A, k∗) ∈ I+.

(2) A+ είναι ένα ιδεατό σηµείο A+ = [α], για κάποια α ∈ L, και k+ = ε∞ είναι η

ιδεατή ευθεία, δηλ.

∀ α ∈ L : ([α], ε∞) ∈ I+.
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(3) A+ είναι ένα ιδεατό σηµείο A+ = [α], για κάποια α ∈ L, και k+ είναι πραγµα-

τική ευθεία k+ = k∗, για κάποια k ∈ L, µε k//α (οπότε [k] = [α]), δηλ.

∀ k ∈ L : ([k], k∗) ∈ I+.

Συνοψίζοντας τις ανωτέρω 3 περιπτώσεις, παίρνουµε

I+ = I ∪ {([k], ε∞) | k ∈ L} ∪ {([k], k∗) | k ∈ L}.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Για κάθε ΣΕ (P,L,I), η τριάδα (P+,L+,I+) λέγεται πλήρωση του

(P,L,I).

ΘΕΩΡΗΜΑ 1. Για κάθε ΣΕ (P,L,I), η πλήρωση (P+,L+,I+) είναι ΠΕ.

Απόδειξη. Για το (ΠΕ 1): ΄Εστω P+ , Q+ ∈ P+. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

(1) Τα P+ και Q+ είναι πραγµατικά σηµεία. Τότε P+ = P ∈ P και Q+ = Q ∈ P

µε P , Q. Από το (ΣΕ 1) υπάρχει ακριβώς µία k ∈ L µε (P, k) ∈ I και (Q, k) ∈ I.

΄Αρα υπάρχει η αντίστοιχη (µεγαλύτερη) k∗ ∈ L+ µε (P, k∗) ∈ I+ και (Q, k∗) ∈ I+.

Η k∗ είναι µοναδική : ΄Εστω ℓ+ ∈ L+ µια ευθεία µε (P, ℓ+) ∈ I+ και (Q, ℓ+) ∈ I+.

Η ℓ+ δεν είναι η ιδεατή ευθεία ε∞ γιατί, όπως ϕαίνεται από τον ορισµό της I+, η

ε∞ δεν διέρχεται από κανένα πραγµατικό σηµείο. ΄Αρα η ℓ+ είναι πραγµατική, δηλ.

υπάρχει αντίστοιχη ℓ ∈ L ώστε ℓ+ = ℓ∗. Τότε (P, ℓ) ∈ I και (Q, ℓ) ∈ I, οπότε από το

µονοσήµαντο του (ΣΕ 1) προκύπτει k = ℓ, άρα και k∗ = ℓ∗.

(2) Το P+ είναι πραγµατικό, δηλ. P+ = P ∈ P και το Q+ είναι ιδεατό, δηλ.

Q+ = [k], για κάποια ευθεία k ∈ L. Μέσα στην κλάση [k] των παραλλήλων προς την

k, από το (ΣΕ 2), υπάρχει ακριβώς µία m//k που διέρχεται από το P, δηλ. (P, m) ∈ I,

οπότε (P, m∗) ∈ I+. Επίσης, επειδή k//m, έχουµε Q+ = [k] = [m] και ([m], m∗) ∈ I+.

Η m∗ είναι η µοναδική µε αυτή την ιδιότητα : ΄Εστω ℓ+ ∈ L+ που διέρχεται από το

P+ = P και το Q+ = [k]. Επειδή η ℓ+ διέρχεται από το πραγµατικό σηµείο P, η ℓ+

είναι πραγµατική, δηλ. ℓ+ = ℓ∗, για κάποια ℓ ∈ L, για την οποία ισχύει (P, ℓ) ∈ I

και ([k], ℓ∗) ∈ I+. Επειδή το µοναδικό ιδεατό σηµείο που ανήκει στην πραγµατική

ευθεία ℓ∗ είναι το [ℓ], παίρνουµε [k] = [ℓ], δηλ. ℓ//k//m. Οπότε το P ανήκει στις δύο

παράλληλες m και ℓ, απ΄ όπου προκύπτει m = ℓ και m∗ = ℓ∗.

(3) Και τα δύο σηµεία είναι ιδεατά, δηλ. υπάρχουν k, m ∈ L µε P+ = [k] και

Q+ = [m]. Τότε [k], [m] ∈ ε∞. Επειδή κάθε πραγµατική ευθεία ℓ∗ διέρχεται µόνο

από ένα ιδεατό σηµείο, το αντίστοιχο [ℓ], δεν υπάρχει πραγµατική ευθεία που να

περιέχει δύο διαφορετικά ιδεατά σηµεία και η ε∞ είναι η µοναδική µε αυτή την

ιδιότητα.

Για το (ΠΕ 2): ΄Εστω k+ , ℓ+ ∈ L+. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :
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(1) Οι k+ και ℓ+ είναι πραγµατικές ευθείες. Τότε k+ = k∗ ∈ L+ και ℓ+ = ℓ∗ ∈ L+,

για κάποιες k, ℓ ∈ L µε k , ℓ. Αν k//ℓ, έχουν κοινό σηµείο το [k] = [ℓ]. Αν k ∦ ℓ,

τότε έχουν ακριβώς ένα κοινό σηµείο P ∈ P (ϐλ. Μάθηµα 1, Πόρισµα).

(2) Η k+ είναι πραγµατική, δηλ. k+ = k∗ ∈ L+ για κάποια k ∈ L και η ℓ+ είναι

ιδεατή, δηλ. ℓ+ = ε∞. Οι ℓ∗ και ε∞ έχουν κοινό σηµείο το [ℓ].

Για το (ΠΕ 3): Αρκούν τα 4 σηµεία του P που εξασφαλίζονται από το Θεώρηµα

του Μαθήµατος 1. ✷

Θεωρούµε τώρα ένα ΠΕ (P,L,I) και επιλέγουµε µια τυχαία ℓo ∈ L. Θέτουµε :

P− = P \ J(ℓo),

δηλ. από το P αφαιρούµε τα σηµεία µιας ευθείας. Κατόπιν, για κάθε k ∈ L, µε

k , ℓo ϑέτουµε

k− = J(k) \ {k ∧ ℓo}

δηλ. από την σηµειοσειρά κάθε ευθείας k , ℓo αφαιρούµε το κοινό σηµείο µε την ℓo

και παίρνουµε

L− = {k− | k ∈ L, k , ℓo}.

Τέλος, ϑεωρούµε την διµελή σχέση I− ⊂ P− × L− που ορίζεται από την ισοδυναµία

(P, k−) ∈ I ⇔ P ∈ J(k) \ {k ∧ ℓo}.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Για κάθε ΠΕ (P,L,I), η τριάδα (P−,L−,I−) λέγεται αποπλήρωση

του (P,L,I).

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. Για κάθε ΠΕ (P,L,I), η αποπλήρωση (P−,L−,I−) είναι ΣΕ.

Απόδειξη. Για το (ΣΕ 1): ΄Εστω P , Q ∈ P− ⊆ P, δηλ. τα P, Q είναι διαφορετικά

σηµεία του αρχικού ΠΕ, που δεν ανήκουν στην ℓo. ΄Αρα υπάρχει µοναδική k ∈ L

µε (P, k), (Q, k) ∈ I, οπότε, από τον ορισµό της I−, η k− είναι η µοναδική µε

(P, k−), (Q, k−) ∈ I−.

Για το (ΣΕ 2): ΄Εστω P ∈ P− και k− ∈ L− µε (P, k−) < I−. Επειδή P ∈ P−, το

P δεν ανήκει στην ℓo, άρα δεν είναι το σηµείο k ∧ ℓo που αφαιρέθηκε από την k.

Εποµένως, P < J(k) και στο αρχικό L υπάρχει ακριβώς µία ευθεία m = P ∨ (k ∧ ℓo).

Τότε (P, m) ∈ I, άρα (P, m−) ∈ I−. Επίσης, J(m) ∩ J(k) = {k ∧ ℓo = m ∧ ℓo}, άρα

J(m−) ∩ J(k−) = ∅, δηλ m−//k−. Η m− είναι η µοναδική µε αυτή την ιδιότητα : Για

κάθε α− ∈ L− µε (P, α−) ∈ I−, η α διέρχεται από το P, άρα α , k και οι α και k

έχουν ένα µοναδικό κοινό σηµείο Q ∈ L. Αν το Q δεν ανήκει στην ℓo, τότε Q ∈ L−,
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Σχήµα 5.1

και συνεχίζει να είναι κοινό σηµείο των k− και α−, δηλ k− ∦ α−. Αν το Q ανήκει στην

ℓo, είναι το k ∧ ℓo, άρα α = P ∨ (k ∧ ℓo) = m.

Για το (ΣΕ 3): Υπάρχει µια ευθεία k ∈ L, k , ℓo, αλλιώς όλα τα σηµεία του P κεί-

ναι πάνω στην ℓo, δηλ. είναι συγγραµµικά, άτοπο. Πάνω στην k κείνται (τουλάχιστον)

3 σηµεία : το k ∧ ℓo, και άλλα δύο, έστω τα A , B. ΄Εξω από τις k και ℓo υπάρχει

P ∈ P− (ϐλ. Μάθηµα 2, Πρόταση 3). Τα A, B, P είναι τα Ϲητούµενα. ✷

ΑΣΚΗΣΗ

Να ϐρείτε την πλήρωση του ΣΕ των 4 σηµείων και την αποπλήρωση του ΠΕ του Fano.
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