
ΜΑΘΗΜΑ 10, ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

2. Να εξετάσετε αν το σηµείο [0,0,1] είναι κέντρο της συγγραµµικότητας του P2(R),
που ορίζεται από την f (x, y, z) = (x, y,2x + z).

Απάντηση. Η f είναι γραµµικός ισοµορφισµός µε πίνακα

Mf =

1 0 2
0 1 0
0 0 1


για τον οποίο παίρνουµε

(M t

f
)−1 =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1


άρα η f ορίζει συγγραµµικότητα µε

φ([x, y, z]) = [f (x, y, z)] = [x, y,2x + z],
ψ(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

f
)−1

>=< a − 2c, b, c > .

∆είχνουµε ότι το σηµείο [0,0,1] είναι κέντρο : Πράγµατι,

k =< a, b, c >∈ J([0,0,1]) ⇒ (a, b, c) ⊥ (0,0,1)
⇒ c = 0 ⇒ k =< a, b,0 >
⇒ ψ(k) =< (a, b,0) · (M t

f
)−1

>=< a, b,0 >= k,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

3. Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση f : R3 → R3 µε f (x, y, z) = (y, z, x) ορίζει
συγγραµµικότητα πού έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο. Ποιό είναι αυτό ; Είναι
κέντρο ;

Απάντηση. Παρατηρούµε ότι η f είναι γραµµικός ισοµορφισµός, άρα ορίζει συγ-
γραµµικότητα (φ,ψ) µε φ([x, y, z)] = [f (x, y, z)], για κάθε [x, y, z] ∈ P. ΄Εστω [x, y, z]
σταθερό, τότε

φ([x, y, z]) = [y, z, x] = [x, y, z] ⇒ ∃ λ , 0 : (y, z, x) = λ(x, y, z)

⇒


y = λx

z = λy

x = λz

 ⇒

y(λ3 − 1) = 0
z(λ3 − 1) = 0
x(λ3 − 1) = 0
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Αν λ , 1, τότε x = y = z = 0, άτοπο. ΄Αρα λ = 1, απ΄ όπου παίρνουµε x = y = z , 0
και [x, y, z] = [x, x, x] = [1,1,1]. Το (µοναδικό) αυτό σηµείο δεν είναι κέντρο : αν
ήταν κέντρο, ϑα υπήρχε και άξονας, άρα και τα (άπειρα) σηµεία του ϑα ήταν σταθερά.

4. ∆ίνεται η απεικόνιση f : R3 → R3 µε f (x, y, z) = (x + az, y, z) όπου a ∈ R. Να
δείξετε ότι η f ορίζει µια συγγραµµικότητα (φ,ψ) του P2(R). Να προσδιορίσετε την
µορφή των φ, ψ και να αποδείξετε ότι η (φ,ψ) έχει κέντρο το σηµείο [1,0,0] και
άξονα την ευθεία < 0,0,1 >. Τι είδους συγγραµµικότητα είναι η (φ,ψ);

Απάντηση. (i) Για a = 0, έχουµε f = idR3, οπότε η αντίστοιχη (φ,ψ) είναι η (idP, idL)
για την οποία κάθε σηµείο είναι κέντρο και κάθε ευθεία είναι άξονας.

(ii) Για a , 0, η f είναι γραµµικός ισοµορφισµός µε

Mf =

1 0 0
0 1 0
a 0 1

 και (M t

f
)−1 =

1 0 −a

0 1 0
0 0 1


οπότε η f ορίζει συγγραµµικότητα (φ,ψ) µε

φ([x, y, z]) = [x + az, y, z],
ψ(< κ, λ, µ >) =< (κ, λ, µ) · (M t

f
)−1

>=< κ, λ, µ − aκ > .

Αποδεικνύουµε ότι το σηµείο [1,0,0] είναι κέντρο :

k =< κ, λ, µ >∈ J([1,0,0]) ⇒ (κ, λ, µ) ⊥ (1,0,0)
⇒ κ = 0 ⇒ k =< 0, λ, µ >
⇒ ψ(k) =< (0, λ, µ) · (M t

f
)−1

>=< 0, λ, µ >= k.

Η ευθεία < 0,0,1 > είναι άξονας :

P = [x, y, z] ∈< 0,0,1 > ⇒ z = 0
⇒ φ(P) = [f (x, y,0)] = [x, y,0] = P.

Επειδή [1,0,0] ∈< 0,0,1 >, η (φ,ψ) είναι έπαρση.

5. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

f (x, y, z) = (x + y, x − y,2z), (x, y, z) ∈ R3
,

ορίζει συγγραµµικότητα (φ,ψ) του P2(R). Να ϐρείτε τα σταθερά σηµεία της φ. Είναι
η (φ,ψ) κεντρική/αξονική ;
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Απάντηση. Η f είναι γραµµική µε

f (x, y, z) = 0 ⇔ (x, y, z) = (0,0,0),

δηλ. είναι ισοµορφισµός του R3, άρα ορίζει συγγραµµικότητα (φ,ψ) µε

φ([x, y, z]) = (x + y, x − y,2z), (x, y, z) ∈ R3
.

΄Εστω [x, y, z] ένα σταθερό σηµείο. Τότε

φ([x, y, z]) = [x, y, z] ⇔ ∃ λ , 0 : (x + y, x − y,2z) = λ(x, y, z)

⇔


x + y = λx

x − y = λy

2z = λz

(i) Αν z , 0, τότε λ = 2, οπότε το ανωτέρω σύστηµα για x και y γίνεται

x + y = 2x
x − y = 2y

}
⇒ x = y = 0

⇒ [x, y, z] = [0,0, z] = [0,0,1].

(ii) Αν z = 0, το σύστηµα για x, y γίνεται

(1 − λ)x + y = 0
x − (1 + λ)y = 0

Για z = 0 η λύση x = y = 0 δεν είναι αποδεκτή, άρα πρέπει

det
(
1 − λ 1

1 −(1 + λ)

)
= 0 ⇒ λ = ±

√
2

Η τιµή λ =
√

2 δίνει [x, y, z] = [1 +
√

2,1,0] και η τιµή λ = −
√

2 δίναι [x, y, z] =
[1 −

√
2,1,0]. ΄Αρα υπάρχουν ακριβώς τρία σταθερά σηµεία και, όπως και στην

προηγούµενη άσκηση, δεν µπορεί να υπάρχει άξονας, άρα η (φ,ψ) δεν είναι κεντρι-
κή/αξονική.

6. Να ϐρεθούν τα σταθερά σηµεία των συγγραµµικοτήτων που ορίζονται από τους
γραµµικούς ισοµορφισµούς fi ∈ Aut(R3), i = 1,2,3,4, όπου

f1(x, y, z) = (x − y − z, x + 3y + 2z, −x − y)
f2(x, y, z) = (x + y, x + z, 2z)
f3(x, y, z) = (x, x + y, 2x − y + 3z)
f4(x, y, z) = (4x, x + 3y − z, 4z)
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Ποιές από αυτές τις συγγραµµικότητες είναι κεντρικές ; Να ϐρεθούν κέντρο και
άξονας.

Υπενθύµιση. ΄Εστω f ∈ Aut(R3), (φ,ψ) η αντίστοιχη συγγραµµικότητα του P2(R) και
[x, y, z] ένα σηµείο φ-σταθερό. Τότε

φ([x, y, z]) = [x, y, z]⇔ [f (x, y, z)] = [x, y, z]
⇔ ∃ λ , 0 : f (x, y, z) = λ(x, y, z)
⇔ λ , 0 ιδιοτιµή της f και (x, y, z) , (0,0,0) λ-ιδιοδιάνυσµα

Απάντηση. (i) Η f1 αντιστοιχεί στον πίνακα

M1 =

 1 1 −1
−1 3 −1
−1 2 0


οπότε

det(M1 − λI3) = (1 − λ)(λ2 − 3λ + 3) = 0⇔ λ = 1 ή λ = 2.

Τα φ1-σταθερά σηµεία που προέρχονται από τα µη-µηδενικά ιδιοδιανύσµατα που
αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 1, ικανοποιούν την

f (x, y, z) = (x, y, z) ⇔ x = 0 και z = −y , 0

άρα
[x, y, z] = [0, y,−y] = [0,1,−1]

Τα φ1-σταθερά σηµεία που προέρχονται από τα µη-µηδενικά ιδιοδιανύσµατα που
αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 2, άρα ικανοποιούν την

f (x, y, z) = 2(x, y, z) ⇔ z = 0 και x = −y , 0

άρα
[x, y, z] = [−y, y,0] = [−1,1,0].

∆ηλ. η (φ1, ψ1) έχει ακριβώς δύο σταθερά σηµεία, άρα δεν µπορεί να έχει άξονα,
ούτε και κέντρο.

(ii) Η f2 αντιστοιχεί στον πίνακα

M2 =

1 1 0
1 0 0
0 1 2
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οπότε

det(M2 − λI3) = (2 − λ)(λ2 − λ − 1) = 0⇔ λ = 2 ή λ =
1 ±
√

5
2

.

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 2, ικανοποιούν την

f2(x, y, z) = 2(x, y, z) ⇔ x = y = z , 0,

άρα
[x, y, z] = [x, x, x] = [1,1,1].

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 1+
√

5
2 , ικανοποιούν την

f2(x, y, z) =
1 +
√

5
2

(x, y, z) ⇔ x =
1 +
√

5
2

y , 0 και z = 0,

άρα

[x, y, z] = [
1 +
√

5
2

y, y,0] = [
1 +
√

5
2

,1,0].

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 1−
√

5
2 , ικανοποιούν την

f2(x, y, z) =
1 −
√

5
2

(x, y, z) ⇔ x =
1 −
√

5
2

y , 0 και z = 0,

άρα

[x, y, z] = [
1 −
√

5
2

y, y,0] = [
1 −
√

5
2

,1,0].

∆ηλ. η (φ2, ψ2) έχει ακριβώς τρία σταθερά σηµεία, άρα δεν µπορεί να έχει άξονα,
ούτε και κέντρο.

(iii) Η f3 αντιστοιχεί στον πίνακα

M3 =

1 1 2
0 1 −1
0 0 3


οπότε

det(M3 − λI3) = (1 − λ)2(3 − λ) = 0⇔ λ = 1 ή λ = 3.

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 1 ικανοποιούν την

f3(x, y, z) = (x, y, z) ⇔ x = 0 και y = 2z , 0,

άρα
[x, y, z] = [0,2z, z] = [0,2,1].
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Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 3 ικανοποιούν την

f3(x, y, z) = 3(x, y, z) ⇔ x = y = 0 και z , 0,

άρα
[x, y, z] = [0,0, z] = [0,0,1].

∆ηλ. η (φ3, ψ3) έχει ακριβώς δύο σταθερά σηµεία, άρα δεν µπορεί να έχει άξονα,
ούτε και κέντρο.

(iv) Η f4 αντιστοιχεί στον πίνακα

M4 =

4 1 0
0 3 0
0 −1 4


οπότε

det(M4 − λI3) = (4 − λ)2(3 − λ) = 0⇔ λ = 4 ή λ = 3.

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 3 ικανοποιούν την

f4(x, y, z) = 4(x, y, z) ⇔ x = z = 0 και y , 0,

άρα
[x, y, z] = [0, y,0] = [0,1,0].

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτηµή 4 ικανοποιούν την

f4(x, y, z) = 4(x, y, z) ⇔ x − z = y,

άρα
[x, y, z] = [x, x − z, z] µε (x, z) , (0,0).

Παρατηρούµε ότι τα σηµεία της ανωτέρω µορφής είναι άπειρα το πλήθος. ∆ύο από
αυτά είναι τα [0,−1,1], που προκύπτει από το Ϲεύγος (x, z) = (0,1), και [1,1,0],
που προκύπτει από το (x, z) = (1,0). Η ευθεία

` = [0,−1,1] ∨ [1,1,0] =< (0,−1,1) × (1,1,0) >=< −1,1,1 >

είναι άξονας :

[x, y, z] ∈< −1,1,1 >⇔ −x + y + z = 0 ⇔ x − z = y,

άρα η < −1,1,1 > περιέχει µόνο σταθερά σηµεία. Αφού υπάρχει άξονας, υπάρχει
και κέντρο A. Επειδή το σταθερό σηµείο [0,1,0] δεν ανήκει στον άξονα, κατ΄ ανάγκη
είναι το κέντρο (αλλιώς, η τετράδα (A,< −1,1,1 >, [0,1,0], [0,1,0]) προσδιορίζει
την (φ4, ψ4) = (id, id), άτοπο.
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