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Στα προηγούµενα είδαµε ότι έχοντας ένα προβολικό επίπεδο Desargues P ≡
(P,L, ∈) ορίζουµε ένα διαιρετικό δακτύλιο R ≡ (R,+, ·).

Αντίστροφα, ας ϑεωρήσουµε ένα διαιρετικό δακτύλιο R. ΄Οπως κάναµε για το
P2(R), για κάθε (x, y, z) ∈ R3 \ {0}, ϑέτουµε

[x, y, z] = {r(x, y, z) | r ∈ R∗}

και για κάθε (a, b, c) ∈ R3 \ {0},

< a, b, c >= {(x, y, x) ∈ R3 \ {0} | xa + yb + zc = 0}.

Επίσης ϑέτουµε

[x, y, z] ∈< a, b, c >⇔ (x, y, z) ∈< a, b, c > .

Παρατηρούµε ότι

[x, y, z] = [x ′, y′, z′] ⇔ ∃ r ∈ R∗ : r(x, y, z) = (x ′, y′, z′),

ενώ πρέπει

< a, b, c >=< a′, b′, c′ >⇔ ∃ r ∈ R∗ : (a, b, c)r = (a′, b′, c′),

ώστε η σχέση της σύµπτωσης να είναι καλά ορισµένη, λόγω της µη-µεταθετικότητας
του πολλαλασιασµού. Συµβολίζουµε

PR = {[x, y, z] | (x, y, z) ∈ R3 \ {0}},
LR = {< a, b, c > | (a, b, c) ∈ R3 \ {0}}.

Θέτουµε
P2(R) = (PR,LR, ∈).

ΘΕΩΡΗΜΑ 1. Για κάθε διαιρετικό δακτύλιο R, το P2(R) είναι προβολικό επίπεδο
Desargues.

Αφού το P2(R) είναι επίπεδο Desargues, µπορούµε να ϑεωρήσουµε µια ευθεία
του, να της αφαιρέσουµε ένα σηµείο και να ορίσουµε στα υπόλοιπα σηµεία την δοµή
ενός διαιρετικού δακτυλίου R′.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. Αν R είναι ένας διαιρετικός δακτύλιος και R′ είναι ο διαιρετικός
δακτύλιος που κατασκευάζεται από το P2(R), τότε οι R και R′ είναι ισόµορφοι.
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Ας ξεκινήσουµε τώρα από ένα προβολικό επίπεδο Desargues P. Κατασκευάζουµε
τον διαιρετικό δακτύλιο R που αντιστοιχεί στο P, και µετά κατασκευάζουµε το P2(R).
Ισχύει το επόµενο :

ΘΕΩΡΗΜΑ 3. Αν P είναι προβολικό επίπεδο Desargues και R ο διαιρετικός του
δακτύλιος, τότε P και P2(R) είναι ισόµορφα προβολικά επίπεδα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ΄Εστω P1, P2 προβολικά επίπεδα Desargues και R1, R2 οι διαιρετικοί τους
δακτύλιοι. Να εξετάσετε αν κάθε ισοµορφισµός προβολικών επιπέδων f : P1 → P2

εισάγει ένα ισοµορφισµό δακτυλίων F (f ) : R1 → R2 έτσι ώστε :
(i) Αν P1 = P2 και f = id, τότε F (id) = id.
(ii) Αν P3 επίσης προβολικό επίπεδο Desargues και g : P2 → P3 ισοµορφισµός

προβολικών επιπέδων, τότε F (g ◦ f ) = F (g) ◦ F (f ).

2. Να διατυπώσετε και να εξετάσετε τα προηγούµενα ερωτήµατα, αν ξεκινάµε από
ισοµορφισµό των δακτυλίων R1 και R2 και αναζητούµε ισοµορφισµό των P2(R1) και
P2(R2).
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