
ΜΑΘΗΜΑ 18

Στα δύο προηγούµενα µαθήµατα ϑεωρήσαµε µια ευθεία k, και το σύνολο των

σηµείων της, αφού αφαιρέθηκε ένα σηµείο S, δηλ. πήραµε το σύνολο

R = J(k) \ {S}.

Στόχος µας είναι να δείξουµε ότι το σύνολο R µπορεί να εφοδιαστεί µε δύο πράξεις,

῾῾πρόσθεση᾿᾿ (+) και ῾῾πολλαπλασιασµό᾿᾿ (·), ώστε να γίνει (αν αυτό αποδειχθεί δυνατόν)

ένα σώµα.

Πρώτα δείξαµε ότι το R έρχεται σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε µια (αβελιανή) οµάδα

επάρσεων, από την οποία κληρονοµεί µια πρόσθεση, ώστε (R,+) να είναι αβελιανή

οµάδα.

Κατόπιν, αφού αφαιρέσαµε το ουδέτερο της πρόσθεσης, δηλ. το σηµείο O, δεί-

ξαµε ότι το σύνολο R∗ = R \ {O} έρχεται σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε µια (όχι κατ΄

ανάγκη αβελιανή) οµάδα οµολογιών, άρα κληρονοµεί από αυτήν ένα πολλαπλασια-

σµό, έτσι ώστε (R∗, ·) να είναι οµάδα.

Η αλγεβρική δοµή του σώµατος όµως απαιτεί η δεύτερη πράξη, του πολλαπλα-

σιασµού, να ορίζεται σε όλο το σύνολο R. Γι΄ αυτό, ϑέτουµε :

(1) ∀ P ∈ R : O · P = O και P · O = O.

Θα δείξουµε τώρα ότι οι δύο πράξεις συνδέονται µεταξύ τους µε την επιµεριστική

ιδιότητα:

P · (Q + R) = P · Q + P · R και(2)

(P + Q) · R = P · R + Q · R,(3)

για κάθε P,Q, R ∈ R. Χρειαζόµαστε πρώτα µερικά ϐοηθητικά αποτελέσµατα. Υπεν-

ϑυµίζουµε ότι για µια συγγραµµικότητα (φ, ψ) χρησιµοποιούµε µόνο το γράµµα φ

και για τις δύο απεικονίσεις φ και ψ.

ΛΗΜΜΑ. Για κάθε X, Y ∈ R∗, ισχύει

(4) εX ·Y = hX ◦ εY ◦ h
−1

X .

Απόδειξη. Για ευκολία συµβολίζουµε µε φ την σύνθεση

φ = hX ◦ εY ◦ h
−1

X .

Παρατηρούµε ότι οι συγγραµµικότητες hX , εY και h−1

X έχουν άξονα ℓ, άρα και η

σύνθεση τους είναι συγγραµµικότητα µε άξονα ℓ.
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∆είχνουµε ότι το S είναι κέντρο της φ: ΄Εστω m ∈ J(S), m , ℓ. Επειδή το S είναι

σηµείο του άξονα ℓ, µένει αναλλοίωτο και από τις τρεις συγγραµµικότητες hX , εY

και h−1

X . ∆ηλ.

hX (S) = εY (S) = h−1

X (S) = S.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι το S είναι κέντρο της εY , παίρνουµε

S ∈ m ⇒ h−1

X (S) = S ∈ h−1

X (m)

⇒ εY ◦ h
−1

X (m) = h−1

X (m)

⇒ hX ◦ εY ◦ h
−1

X (m) = hX ◦ h
−1

X (m) = m.

΄Αρα για κάθεm ∈ J(S), φ(m) = m, και το S είναι κέντρο της φ. Εποµένως φ ∈ E(S, ℓ).

Για να ϐρούµε σε ποιό σηµείο P αντιστοιχεί, αρκεί να ϐρούµε το P = φ(O). Επειδή

οι hX και h
−1

X έχουν κέντρο O, έχουµε

φ(O) = hX ◦ εY ◦ h
−1

X (O) = hX ◦ εY (O) = hX (Y ) = X · Y.

∆ηλ. φ = hX ◦ εY ◦ h
−1

X = εX ·Y . ✷
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ΠΟΡΙΣΜΑ. Για κάθε P,Q ∈ R∗, ισχύει

(5) P · (−Q) = −(P · Q).

Απόδειξη. Επειδή το O είναι κέντρο των hP και h
−1

P µένει αναλλοίωτο από αυτές,

άρα

−(P · Q) = ε−1
P ·Q(O)

= (hP ◦ εQ ◦ h
−1

P )−1(O)

= hP ◦ ε−1
Q ◦ h

−1

P (O)

= hP ◦ ε−1
Q (O)

= hP(−Q) = P · (−Q)

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ. Για κάθε P, Q, R ∈ R, ισχύει

P · (Q + R) = P · Q + P · R.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι κανένας παράγοντας δεν είναι ίσος µε το O. ∆ηλ.

P,Q, R ∈ R∗ και Q + R , O. Παρατηρούµε ότι

P · (Q + R) = P · Q + P · R ⇔ hP(Q + R) = εP ·Q(P · R)

⇔ hP ◦ εQ(R) = εP ·Q ◦ hP(R), ∀ R ∈ R∗

⇔ hP ◦ εQ = εP ·Q ◦ hP

⇔ hP ◦ εQ ◦ h
−1

P = εP ·Q,

που ισχύει, από το Λήµµα.

Εξετάζουµε ιδιαιτέρως τις περιπτώσεις που κάποιος παράγοντας ισούται µε O:

Αν P = O, η Ϲητούµενη ισότητα γίνεται O · (Q+R) = O ·Q+O ·R, δηλ. O = O+O,

που ισχύει.

Αν Q = O, η Ϲητούµενη ισότητα γίνεται P ·(O+R) = P ·O+P ·R, δηλ. P ·R = O+P ·R,

που ισχύει.

Οµοίως, αν R = O, η Ϲητούµενη ισότητα γίνεται P · Q = P · Q + O, που ισχύει.
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Αν Q + R = O, τότε R = −Q και η Ϲητούµενη ισότητα ισοδυναµεί τώρα µε

P · (Q + R) = P · Q + P · R ⇔ P · O = P · Q + P · (−Q)

⇔ O = P · Q + P · (−Q)

⇔ −(P · Q) = P · (−Q)

πράγµα που ισχύει, από το Πόρισµα που προηγήθηκε. ✷
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