
ΜΑΘΗΜΑ 14

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Θεωρούµε ένα προβολικό επίπεδο P ≡ (P,L, ∈) και A, X, X ′ ∈ P, ℓ ∈ L

µε: X , A, X ′ , A, A, X , X ′ συγγραµµικά, X < ℓ, X ′ < ℓ. Η τετράδα (A, ℓ, X, X ′)

λέγεται προσδιοριστική τετράδα.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. (1) Σε µια προσδιοριστική τετράδα µπορεί A ∈ ℓ ή A < ℓ. Επίσης

µπορεί X = X ′ ή X , X ′.

(2) ΄Οπως προκύπτει από το Θεώρηµα του Μαθήµατος 8, αν υπάρχει µια συγ-

γραµµικότητα (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ) του P µε φ(X ) = X ′, τότε η (φ,ψ) προσδιορίζεται

πλήρως από την τετράδα (A, ℓ, X, X ′ = φ(X )). Αυτό όµως δεν σηµαίναι ότι αν δο-

ϑεί µια προσδιοριστική τετράδα όπως στον ανωτέρω ορισµό, κατ΄ ανάγκη µπορεί να

ϐρεθεί και µια (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ) που να δίνει φ(X ) = X ′.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. ΄Ενα προβολικό επίπεδο (P,L, ∈) λέγεται επίπεδο Desargues, αν για

κάθε προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) µε A < ℓ, υπάρχει οµολογία (φ,ψ) ∈ H(A, ℓ)

µε φ(X ) = X ′.

ΛΗΜΜΑ. Στο P2(R), για κάθε προσδιοριστική τετράδα της µορφής

([1,0, 0], < 1,0,0 >, [1,1,0], P)

υπάρχει οµολογία (φ,ψ) ∈ H([1,0,0], < 1,0,0 >) µε φ([1,1,0]) = P.

Απόδειξη. ΄Εστω P = [p, q, r]. Από τον ορισµό της προσδιοριστικής τετράδας, προκύ-

πτει :

P , [1,0,0] ⇒ (q, r) , (0,0),

P << 1,0,0 > ⇒ p , 0.

Επίσης, επειδή [1, 0,0], [1,1,0], P είναι συνευθειακά,
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= 0 ⇒ r = 0.

Συνδυάζοντας τις σχέσεις r = 0 και (q, r) , (0, 0), παίρνουµε q , 0, άρα

P = [p, q, r] = [1, q/p,0] = [1, a,0], a , 0.

Θέτουµε s = a−1
, 0 και ϑεωρούµε τον γραµµικό ισοµορφισµό f του R3 µε πίνακα
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και την αντίστοιχη (φ,ψ) ∈ H([1, 0,0], < 1,0,0 >). Τότε

φ([1,1, 0]) = [(1, 1,0) ·Mf ] = [s, 1,0] = [1,1/s,0] = [1, a,0] = P. ✷

ΘΕΩΡΗΜΑ. Το πραγµατικό προβολικό επίπεδο P2(R) είναι επίπεδο Desargues.

Απόδειξη. ΄Εστω στο P2(R) µια προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) µε A < ℓ. Θέτουµε

X = D, ϑεωρούµε δύο διαφορετικά σηµεία B , C µε B,C ∈ ℓ, έτσι ώστε τα A,B, C, D

ανά τρία να µην είναι συγγραµµικά, οπότε από το αποτέλεσµα του Λήµµατος 4 από

το Μάθηµα 11, έχουµε την ύπαρξη µιας συγγραµµικότητας (σ, τ) του P2(R) µε

σ([1, 0,0]) = A, σ([0,1,0]) = B,

σ([0,0, 1]) = C, σ([1,1,0]) = D.

Από τις ανωτέρω ισότητες προκύπτει

τ(< 1,0,0 >) = τ([0, 1,0]) ∨ [0, 0,1]) = σ([0, 1,0]) ∨ σ([0,0, 1]) = B ∨ C = ℓ.

Θεωρούµε και την αντίστροφη συγγραµµικότητα (σ, τ)−1
= (σ−1, τ−1) και την εικόνα

της στο σηµείο X ′, δηλ. το σ−1(X ′) = P. ΄Εχουµε

X ′ , A ⇒ σ−1(X ′) , σ−1(A) ⇒ P , [1,0,0],

X ′ < ℓ⇒ σ−1(X ′) < τ−1(ℓ) ⇒ P << 1, 0,0 > .

Επίσης τα σηµεία A, X = D και X ′ είναι από την υπόθεση συγγραµµικά, άρα

και οι αντίστροφες εικόνες τους [1, 0,0], [1,1, 0] και P είναι συγγραµµικές. ΄Αρα

([1,0,0], < 1,0, 0 >, [1, 1,0], P) είναι προσδιοριστική τετράδα και από το προηγού-

µενο λήµµα, υπάρχει (φo, ψo) ∈ H([1, 0,0], < 1,0,0 >) µε φo([1,1,0]) = P. ΄Οπως

στο Θεώρηµα του Μαθήµατος 12, ϑεωρούµε τον ισοµορφισµό οµάδων

h : H([1, 0,0], < 1,0,0 >) −→ H(A, ℓ) :

h((φ,ψ)) = (σ, τ) ◦ (φ,ψ) ◦ (σ, τ)−1

Τότε h(φo, ψo) ∈ H(A, ℓ) µε

σ ◦ φo ◦ σ
−1(X ) = σ(φo(σ

−1(X ))) = σ(φo([1,1,0])) = σ(P) = X ′

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο. Βλ. το αντίστοιχο σχήµα στην επόµενη σελίδα. ✷
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Τα παραπάνω είναι µια αλγεβρική προσέγγιση των επιπέδων Desargues. Για την

πληρότητα της παρουσίασης, δίνουµε (χωρίς αποδείξεις) την γεωµετρική προσέγγιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3. Σε ένα προβολικό επίπεδο (P,L, ∈) ένα τρίγωνο ABC είναι ένα σύνολο

τριών µη συγγραµµικών σηµείων A, B, C και το σύνολο των τριών ευθειών που αυτά

ορίζουν. ∆ηλ.

ABC ≡ {A,B, C} ∪ {A ∨ B,B ∨ C,C ∨ A}.

Τα σηµεία λέγονται κορυφές και οι ευθείες πλευρές του τριγώνου.

ΑΣΚΗΣΗ 1. Μπορούν οι τρεις ευθείες στον ορισµό του τριγώνου να συντρέχουν ;
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ΟΡΙΣΜΟΣ 4. ∆ύο τρίγωνα ABC και XYZ λέγονται προοπτικά ως προς κέντρο,

αν υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία π : {A,B, C} −→ {X, Y, Z } και ένα

σηµείο O ∈ P, έτσι ώστε οι τριάδες (O, P, π(P)), P = A, B, C, να αποτελούνται από

συγγραµµικά σηµεία (ϐλ. το επόµενο σχήµα).

Στο ανωτέρω σχήµα όπως και σε αυτό που ακολουθεί, έχουµε ϑέσει

A′ = π(A), B′ = π(B), C′ = π(C).

ΟΡΙΣΜΟΣ 5. ∆ύο τρίγωνα ABC και XYZ λέγονται προοπτικά ως προς άξονα,

αν υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία π : {A,B, C} −→ {X, Y, Z } και µια

ευθεία ℓ ∈ L, έτσι ώστε οι τριάδες (ℓ, A ∨ B, π(A) ∨ π(B)), (ℓ, B ∨ C, π(B) ∨ π(C)),

(ℓ.C ∨ A, π(C) ∨ π(A)) να αποτελούνται από συντρέχουσες ευθείες (ϐλ. το επόµενο

σχήµα).
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Αν παρατηρήσετε τα δύο σχήµατα ϑα δείτε ότι έχουν χρησιµοποιηθεί τα ίδια

τρίγωνα. ∆ηλ.τα τρίγωνα των σχηµάτων είναι προοπτικά και ως προς κέντρο και

ως προς άξονα. Στο παρακάτω σχήµα διαγράφονται και οι δύο προοπτικότητες των

τριγώνων ABC και A′B′C′, συγχρόνως.
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Θεωρούµε την επόµενη συνθήκη

Συνθήκη (D)
∆ύο τρίγωνα είναι προοπτικά ως προς κέντρο αν και µόνον αν

είναι προοπτικά ως προς άξονα.

Η Συνθήκη (D) είναι η γεωµετρική περιγραφή των επιπέδων Desargues, όπως

ϕαίνεται από το επόµενο

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. ΄Ενα προβολοκό επίπεδο (P,L, ∈) είναι επίπεδο Desargues αν και

µόνον αν ισχύει η συνθήκη (D). ✷

ΑΣΚΗΣΗ 2. ΄Εστω (P,L, ∈) το προβολικό επίπεδο των 7 σηµείων, A ∈ P, ℓ ∈ L.

(1) Αν A < ℓ, να υπολογίσετε την οµάδα H(A, ℓ).

(2) Αν A ∈ ℓ, να υπολογίσετε την οµάδα E(A, ℓ).

(3) Να εξετάσετε αν το (P,L, ∈) είναι επίπεδο Desargues.

ΑΣΚΗΣΗ 3. ΄Εστω (P,L, ∈) ένα προβολικό επίπεδο Desargues. Να εξετάσετε αν το

δυϊκό του είναι επίπεδο Desargues.
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