
ΜΑΘΗΜΑ 13

Θα µελετήσουµε τώρα την οµάδα των επάρσεων E([0,0,1], < 1,0,0 >). Η όλη
µελέτη γίνεται παρόµοια µε αυτήν της οµάδας H([1,0,0], < 1,0,0 >), γι΄ αυτό και
ϑα συντοµέψουµε τις αποδείξεις.

΄Εστω (φ,ψ) µια συγγραµµικότητα του P2(R) µε κέντρο [0,0,1] και άξο-
να < 1,0,0 > (έπαρση). Υποθέτουµε ότι η (φ,ψ) προέρχεται από ένα γραµµικό
ισοµορφισµό g : R3 → R3, µε πίνακα

Mg =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


τον οποίο υπολογίζουµε :

Επειδή το κέντρο [0,0,1] και το σηµείο [0,1,0] ∈< 1,0,0 > είναι σταθερά,
έχουµε

φ([0,0,1]) = [0,0,1] ⇒ (a31, a32, a33) = (0,0, λ), λ , 0
φ([0,1,0]) = [0,1,0] ⇒ (a21, a22, a23) = (0, µ,0), µ , 0,

και ο πίνακας Mg παίρνει τη µορφή

Mg =

a11 a12 a13

0 µ 0
0 0 λ

 .
Επειδή και [0,1,1] ∈< 1,0,0 >,

φ([0,1,1]) = [0, µ, λ] = [0,1,1] ⇒ λ = µ

Θεωρούµε τώρα και τα σηµεία [1,0,0] και [1,1,0], που δεν συµπίπτουν µε το
κέντρο και δεν ανήκουν στον άξονα. Τότε : τα [0,0,1], [1,0,0] και φ([1,0,0]) =
(a11, a12, a13) είναι συνευθειακά, άρα

det

a11 a12 a13

0 0 1
1 0 0

 = 0 ⇒ a12 = 0.

Επίσης, και τα [0,0,1], [1,1,0] και φ([1,1,0]) = [a11, λ, a13] είναι συνευθειακά,
άρα

det

 0 0 1
1 1 0
a11 λ a13

 = 0 ⇒ a11 = λ.
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∆ηλ. τελικά ο πίνακας Mg είναι της µορφής

Mg =

λ 0 a13

0 λ 0
0 0 λ

 .
΄Οπως γνωρίζουµε, κάθε (µη-µηδενικό) αριθµητικό πολλαπλάσιο της g ορίζει την
ίδια συγγραµµικότητα, µεταξύ των οποίων είναι και η f = λ−1

g, που ορίζεται από
τον πίνακα

(1) Mf = λ
−1
Mg =

1 0 t

0 1 0
0 0 1

 .
όπου t = λ−1

a13 ∈ R. Οπότε

(2) f (x, y, z) = (x, y, tx + z), ∀ (x, y, z) ∈ R3
.

Εποµένως έχουµε αποδείξει το επόµενο :

ΛΗΜΜΑ 1. Αν (φ,ψ) ∈ E([0,0,1], < 1,0,0 >) προέρχεται από γραµµικό ισοµορφισµό

f , τότε αυτός µπορεί να πάρει την µορφή (2), εποµένως και ο πίνακας του παίρνει την

µορφή (1), µε t ∈ R.

Ισχύει και το αντίστροφο:

ΛΗΜΜΑ 2. ΄Εστω f : R3 → R3
ισοµορφισµός µε πίνακα Mf της µορφής (1), όπου

t ∈ R. Τότε η συγγραµµικότητα (φ,ψ) που ορίζεται από την f είναι στοιχείο της οµάδας

E([0,0,1], < 1,0,0 >).

Απόδειξη. Πρώτα υπολογίζουµε τον πίνακα

(M t

f
)−1 =

 1 0 0
0 1 0
−t 0 1

 .
Το [0,0,1] είναι κέντρο : αν µια ευθεία k =< a, b, c > περνά από το [0,0,1], αυτή
µένει αναλλοίωτη. Πράγµατι,

k =< a, b, c >∈ J([0,0,1]) ⇒ c = 0 ⇒ k =< a, b,0 >
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(µε (a, b) , (0,0)), οπότε

ψ(k) =< (a, b,0) · (M t

f
)−1

>=< a, b,0 >= k.

Η < 1,0,0 > είναι άξονας : αν ένα σηµείο [x, y, z] ανήκει στην < 1,0,0 >, αυτό
µένει αναλλοίωτο. Πράγµατι,

P = [x, y, z] ∈< 1,0,0 >⇒ x = 0 ⇒ P = [0, y, z]

(µε (y, z) , (0,0)), οπότε

φ(P) = [(0, y, z) ·Mf ] = [0, y, z] = P. 2

΄Οπως και στις οµολογίες, η απαίτηση µας η (φ,ψ) να προέρχεται από κάποια f
µπορεί να παραληφθεί.

ΛΗΜΜΑ 3. ΄Εστω (φ,ψ) ∈ E([0,0,1], < 1,0,0 >). Τότε υπάρχει γραµµικός ισοµορ-

ϕισµός f του R3
, που ορίζει την (φ,ψ).

Απόδειξη. Θεωρούµε το σηµείο P = [1,0,0] και ϑέτουµε φ(P) = [p, q, r]. Επειδή
P << 1,0,0 >, έχουµε και φ(P) << 1,0,0 >. ΄Αρα

[p, q, r] << 1,0,0 >⇒ p , 0

[0,0,1], P, φ(P) συγγραµµικά ⇒ det

0 0 1
1 0 0
p q r

 = 0 ⇒ q = 0.

Θέτουµε t = r/p, οπότε

φ(P) = [p,0, r] = [1,0, r/p] = [1,0, t]

και η (φ,ψ) είναι η µοναδική συγγραµµικότητα που ορίζεται από την τετράδα

([0,0,1], < 1,0,0 >, [1,0,0], [1,0, t]).

Θεωρούµε τώρα τον γραµµικό ισοµορφισµό f του R3 µε πίνακα τον

Mf =

1 0 t

0 1 0
0 0 1

 .
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Ο f ορίζει συγγραµµικότητα (φ,ψ) µε κέντρο [0,0,1], άξονα < 1,0,0 > και µε

φ(P) = [(1,0,0)Mf ] = [1,0, t] = φ(P).

΄Αρα (ϐλ. Θεώρ. του Μαθ. 8) (φ,ψ) = (φ,ψ) και η (φ,ψ) ορίζεται από την f . 2

Συνδυάζοντας τα προηγούµενα Λήµµατα παίρνουµε το

ΘΕΩΡΗΜΑ 1. ΄Εστω (φ,ψ) µια συγγραµµικότητα του P2(R). Τότε η (φ,ψ) είναι στοι-

χείο της οµάδας E([0,0,1], < 1,0,0 >) αν και µόνον αν η (φ,ψ) ορίζεται από γραµµικό

ισοµορφισµό f του R3
, του οποίου ο πίνακας είναι της µορφής (1), µε t ∈ R. 2

Συµβολίζουµε µε M̃E το σύνολο των 3×3 πινάκων της µορφής (1). Με πράξη τον
πολλαπλασιασµό πινάκων, το M̃ είναι αβελιανή (: µεταθετική) υποοµάδα των 3×3
αντιστρέψιµων πινάκων. Πράγµατι, για κάθε t1, t2 ∈ R,

(3)

1 0 t1

0 1 0
0 0 1

 ·
1 0 t2

0 1 0
0 0 1

 =
1 0 t1 + t2
0 1 0
0 0 1

 ∈ M̃E

ενώ, για κάθε t ∈ R, 1 0 t

0 1 0
0 0 1


−1

=

1 0 −t

0 1 0
0 0 1

 ∈ M̃E.

Επίσης, γνωρίζουµε ότι το R µε πράξη την πρόσθεση είναι αβελιανή οµάδα. Παρα-
τηρούµε ότι η απεικόνιση

(4) F1 : R −→ M̃ : t 7−→ F1(t) = Mt =

1 0 t

0 1 0
0 0 1


είναι ισοµορφισµός οµάδων: είναι 1-1 και επί και

F1(s1 + s2) =

1 0 s1 + s2

0 1 0
0 0 1

 =
1 0 s1

0 1 0
0 0 1

 ·
1 0 s2

0 1 0
0 0 1

 = F1(s1) · F1(s2).

Παρατηρούµε ακόµη ότι για κάθε s ∈ R, ο αντίστοιχος πίνακας F1(t) = Mt ∈ M̃E,
ορίζει ένα γραµµικό ισοµορφισµό ft µε

ft(x, y, z) = (x, y, tx + z), (x, y, z) ∈ R3
,
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που µε την σειρά του ορίζει µια συγγραµµικότητα

(φt , ψt) ∈ E([0,0,1], < 1,0,0 >).

Θέτουµε

(5) F2 : M̃E −→ E([0,0,1], < 1,0,0 >) : Mt 7−→ F2(Mt) = (φt , ψt).

ΛΗΜΜΑ 4. Η απεικόνιση (5) είναι ισοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. Η F2 είναι 1-1: ΄Εστω Mti
∈ M̃E, i = 1,2, µε

F2(Mt1) = (φt1 , ψt1) = (φt2 , ψt2) = F2(Mt2).

Αφού φt1 = φt2, για το σηµείο P = [1,1,0], έχουµε

φt1(P) = φt2(P)⇒ [(1,1,0) ·Mt1] = [(1,1,0) ·Mt2]
⇒ [1,1, t1] = [1,1, t2]
⇒ ∃ λ , 0 : (1,1, t1) = λ(1,1, t2)
⇒ λ = 1 και t1 = t2

⇒ Mt1 = Mt2.

Η F2 είναι επί : προκύπτει από το Λήµµα 3.
Η F2 είναι µορφισµός οµάδων: Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την ισότητα (3) παίρνουµε

F2(Mt2 ·Mt1) = F2(Mt2+t1) = (φt2+t1 , ψt2+t1)
F2(Mt2) ◦ F (Mt1) = (φt2 , ψt2) ◦ (φt1 , ψt1) = (φt2 ◦ φt1 , ψt2 ◦ ψt1)

ενώ για το σηµείο P = [1,1,0] έχουµε

(φt2 ◦ φt1)([1,1,0]) = [((1,1,0) ·Mt1) ·Mt2] = [(1,1, t1) ·Mt2]
= [1,1, t2 + t1] = φt2+t1([1,1,0])

απ΄ όπου προκύπτει ότι

F2(Mt2 ·Mt1) = F2(Mt2) ◦ F (Mt1)

και η F2 είναι µορφισµός οµάδων. 2

΄Εχουµε καταλήξει εποµένως στο επόµενο
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2. Οι πραγµατικοί αριθµοί µε πράξη την πρόσθεση, οι πίνακες του συνόλου

M̃E µε τον πολλαπλασιασµό πινάκων και οι επάρσεις E([0,0,1], < 1,0,0 >) µε την

πράξη της σύνθεσης αποτελούν ισόµορφες αβελιανές οµάδες :

(R,+) � (M̃E, ·) � (E([0,0,1], < 1,0,0 >), ◦). 2

Και στην περίπτωση των επάρσεων η οµάδα E([0,0,1], < 1,0,0 >) είναι ισόµορφη
µε την αντίστοιχη E(A, `), για κάθε A ∈ P και ` ∈ L, µε A ∈ `.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3. Στο P2(R) ϑεωρούµε C ∈ P και ` ∈ L µε C ∈ `. Τότε

E(C, `) � E([0,0,1], < 1,0,0 >).

Απόδειξη. Θεωρούµε άλλο ένα σηµείο B ∈ ` µε B , C και δύο A , D, έτσι ώστε τα
A, B, C, D ανά τρία να είναι µη συγγραµµικά. Ορίζουµε την απεικόνιση

h : E([0,0,1], < 1,0,0 >) −→ E(C, `) :
h(φ,ψ) = (σ, τ) ◦ (φ,ψ) ◦ (σ, τ)−1), ∀ (φ,ψ) ∈ E([0,0,1], < 0,0 >),

όπου (σ, τ) η συγγραµµικότητα του Λήµµατος αποό το Μάθηµα 12. Τότε :
(1) Η h είναι καλά ορισµένη : Η εικόνα h(φ,ψ) είναι συγγραµµικότητα, σαν

σύνθεση συγγραµµικοτήτων. ΄Εχει κέντρο C: ΄Εστω k ∈ J(C). Τότε :

C ∈ k ⇒ σ
−1(C) = [0,0,1] ∈ τ−1(k)

⇒ ψ(τ−1(k)) = τ−1(k) (αφού [0,0,1] κεντρο της(φ,ψ))
⇒ τ(ψ(τ−1(k))) = τ(τ−1(k)) = k

΄Εχει άξονα `: ΄Εστω P ∈ ` = B ∨ C. Τότε :

P ∈ B ∨ C ⇒ σ
−1(P) ∈ τ−1(B ∨ C) = σ−1(B) ∨ σ−1(C)

⇒ σ
−1(P) ∈ [0,1,0] ∨ [0,0,1] =< 1,0,0 >

⇒ φ(σ−1(P)) = σ−1(P) (αφού < 1,0,0 > άξονας της(φ,ψ))
⇒ σ(φ(σ−1(P))) = σ(σ−1(P)) = P

(2) Η h είναι 1-1 και επί : ΄Οπως στο αντίστοιχο Υεώρηµα για οµολογίες.
(3) Η h είναι µορφισµός οµάδων : Οµοίως. 2

ΠΟΡΙΣΜΑ. Στο P2(R), για κάθε A ∈ P και ` ∈ L µε A ∈ `, ισχύει

(E(A, `), ◦) � (E([0,0,1], < 1,0,0 >), ◦) � (M̃E, ·) � (R,+).
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