
ΜΑΘΗΜΑ 9

Παρακάτω ϑα µελετήσουµε µε αλγεβρικές µεθόδους το πραγµατικό προβολικό

επίπεδο P2(R).
Η µελέτη του προβολικού επιπέδου µε αλγεβρικές µεθόδους συνιστά την λεγό-

µενη "αναλυτική" Προβολική Γεωµετρία, σε αντίθεση µε την "συνθετική" προσέγγιση
που ακολουθήσαµε µέχρι τώρα.

Στα παραδείγµατα προβολικών επιπέδων είδαµε το επίπεδο P2(R) = (P,L,I),
όπου

P = {U ≤ R3 | dimU = 1},
L = {V ≤ R3 | dimV = 2},

UIV ⇔ U ≤ V.

Θα δώσουµε παρακάτω µια ισοδύµαµη µορφή του P2(R), που καθιστά εύκολη
την αναλυτική προσέγγιση.

΄Εστω 0 , u = (a, b, c) ∈ R3. Το u ορίζει δύο υπόχωρους του R3:
(1) Τον µονοδιάστατο υπόχωρο U (: ευθεία που περνά από το 0) του οποίου το u

είναι ϐάση:
U := {λ(a, b, c) | λ ∈ R}.

Γράφουµε συµβολικά
U = [a, b, c].

Τον ίδιο υπόχωρο U ορίζει κάθε αριθµητικό πολλαπλάσιο λu, µε λ , 0,άρα

[a, b, c] = [λa, λb, λc], ∀λ , 0.

(2) Τον διδιάστατο υπόχωρο V (: επίπεδο που περνά από το 0) που είναι κάθετος

στο u = (a, b, c):
V = {(x, y, z) ∈ R3 | ax + by + cz = 0}.

Γράφουµε
V =< a, b, c > .

Παρατηρούµε ότι ο V είναι επίσης κάθετος σε όλα τα λu, µε λ , 0, άρα

< a, b, c >=< λa, λb, λc >, ∀λ , 0.

Ας πούµε τώρα ότι έχουµε ένα U = [x, y, z] ∈ P και ένα V =< a, b, c >∈ L.
Η σχέση της σύµπτωσης UIV ⇔ U ≤ V ισοδυναµεί µε το ότι το διάνυσµα
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u = (x, y, z) ∈ U (και κάθε λ(x, y, z) ∈ U ) ανήκει στον V =< a, b, c >, δηλ. είναι
κάθετο στο διάνυσµα (a, b, c). Εποµένως,

[x, y, z] I < a, b, c >⇔ ax + by + cz = 0.

Σε αυτή την περίπτωση ϑα γράφουµε

[x, y, z] ∈ < a, b, c > .

΄Ετσι, έχουµε καταλήξει στην ισοδύναµη περιγραφή του πραγµατικού προβολικού
επιπέδου:

P2(R) = (P,L,I) = (P,L, ∈),

όπου

P = { [x, y, z] | 0 , (x, y, z) ∈ R3}

L = {< a, b, c > | 0 , (a, b, c) ∈ R3}

[x, y, z] ∈ < a, b, c >⇔ ax + by + cz = 0.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Υπενθυµίζουµε ότι οι µονοδιάστατοι υπόχωροι [x, y, z] είναι σηµεία και οι διδιά-
στατοι υπόχωροι < a, b, c > είναι ευθείες του προβολικού επιπέδου P2(R).

1. Να ϐρεθεί η ευθεία που ορίζουν τα σηµεία
(α) [1,0,-2] και [-2,0,4].
(ϐ) [2,1,3] και [1,0,-1].

Απάντηση. (α) Επειδή -2(1,0,-2) = (-2,0,4), παίρνουµε ότι [1,0,-2] = [-2,0,4], άρα
δεν ορίζεται ευθεία.

(ϐ) Τα διανύσµατα (2,1,3) και (1,0,-1) δεν είναι συγγραµµικά, άρα ορίζουν δια-
ϕορετικά σηµεία [2,1,3] , [1,0,−1] ∈ P. Εποµένως, ορίζεται µια µοναδική ευθεία

< a, b, c >= [2,1,3] ∨ [1,0,−1].

Για την Αναλυτική Γεωµετρία, τα παραπάνω σηµαίνουν ότι οι µονοδιάστατοι διανυ-
σµατικοί χώροι U1 = [2,1,3] και U2 = [1,0,−1] είναι υπόχωροι του διδιάστατου
χώρου V =< a, b, c >. Από την άλλη µεριά, το διάνυσµα (a, b, c) είναι ένα µη µη-
δενικό διάνυσµα κάθετο στον V , άρα κάθετο στα (2,1,3) και (1,0,-1). ΄Ενα τέτοιο
διάνυσµα είναι το εξωτερικό γινόµενο των (2,1,3) και (1,0,-1). ΄Αρα

< a, b, c >=< [2,1,3] × [1,0,−1] >=< −1,5,−1 >=< 1,−5,1 > .

2



2. Να ϐρεθεί η ευθεία που ορίζουν τα σηµεία [0,0,1] και [1,1,1].

3. Να ϐρεθεί η τοµή των ευθειών
(α) < 2,−1,0 > και < −1, 1

2 ,0 >.
(ϐ) < 1,0,0 > και < 1,−2,1 >.

Απάντηση. (α) Παρατηρούµε ότι (2,−1,0) = 2(1,−1
2 ,0), άρα

< 2,−1,0 >=< −1,
1
2
,0 >,

και δεν ορίζεται σηµείο τοµής.
(ϐ) Τα διανύσµατα (1,0,0) και (1,-2,1) δεν είναι συγγραµµικά, άρα

< 1,0,0 >,< 1,−2,1 >

και ορίζεται µονοσήµαντα η τοµή

[x, y, z] =< 1,0,0 > ∧ < 1,−2,1 > .

Επειδή
[x, y, z] ∈< 1,0,0 > και [x, y, z] ∈< 1,−2,1 >

παίρνουµε{
x = 0

x − 2y + z = 0

}
⇒

{
x = 0
z = 2y

}
⇒ (x, y, z) = (0, y,2y)

µε y , 0, δηλ.
[x, y, z] = [0,1,2].

4. Να ϐρεθεί η τοµή των ευθειών
(α) < 1,1,−2 > και < 3,3,−6 >.
(ϐ) < 1,0,1 > και < 0,1,0 >.

5. Να ϐρεθούν τα σηµεία της ευθείας < 0,0,1 >.

Απάντηση. Επειδή

[x, y, z] ∈< 0,0,1 >⇔ 0x + 0y + 1z = 0 ⇔ z = 0,

έχουµε
[x, y, z] = [x, y,0], µε (x, y) , (0,0).
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Οπότε : για x , 0

[x, y, z] = [1, y/x, o] = [1, a,0], a ∈ R

ενώ για y , 0,
[x, y, z] = [x/y,1,0] = [a,1,0], a ∈ R.

6. Να ϐρεθούν τα σηµεία της ευθείας < 1,0,1 >.

7. Να ϐρεθούν οι ευθείες που ανήκουν στην δέσµη J([1,0,2]).

Απάντηση. ΄Εστω < a, b, c >∈ J([1,0,2]). Τότε

[1,0,2] ∈< a, b, c >⇔ 1a + 0b + 2c = 0⇔ a = −2c,

εποµένως,
< a, b, c >=< −2c, b, c >, µε (b, c) , (0,0).

Οπότε, για b , 0,

< a, b, c >=< −2c/b,1, c/b >=< −2λ,1, λ >, λ ∈ R,

και για c , 0,

< a, b, c >=< −2, b/c,1 >=< −2, λ,1 >, λ ∈ R.

8. Να ϐρεθούν οι ευθείες που ανήκουν στην δέσµη J([1,−1,0]).

9. Να ϐρεθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη για την συγγραµµικότητα τριών
σηµείων.

Απάντηση. ΄Εστω [ai , bi , ci] ∈ P, i = 1,2,3. Τα σηµεία αυτά ανήκουν σε µια
ευθεία < x, y, z > αν και µόνον αν

a1x + b1y + c1z = 0
a2x + b2y + c2z = 0
a3x + b3y + c3z = 0

Το ανωτέρω σύστηµα έχει λύση (x, y, z) , (0,0,0) (άρα είναι αόριστο), αν και µόνον
αν

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

= 0
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