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 ������ �"� ����������� �������2 ��� ��%+��1;��%� %� Γ02 �1��� /� 0� ��

�#�����" %� %�� /����� ������< $�� �0�� ���%%��� %� �� ���1� /���0������

��3��� ��� ��" ����0��� ���������2 ���� %'�� �#%+���6���������2 ��� %� �"

0���" %������ ���$������ ��%+'� �6��3� � %�� $1���� ���� ���������� ��

�#���� � � ��%+'� � �"� �0�� �� �3�� ����0�1�<

�F p0, p1, p2, ...2 ��� ����#���� 7����������� %���+�"���82

+F ¬,∧,∨,→,↔2 ��� ����#���� 7�#�$��%��8 L ���1����0� 7���"�"82 7�#;��6

3"82 7$��;��3"82 7������� ��82 7���$���%1�82

�F E 2 F2 ��� ����#���� 7�����,�����8 L ���1����0� 7�������� �����,��"8 ���

7$�3�� �����,��"8�

�� �#���� � � ����������� %���+�"��� ,� ��%+��1;��%� %�M(Γ0) ��� ,�

0�"��%�����#%� �� p, q, r, ...  � ����������� %���+�"��� ��� ��1����� ��%��

��� M(Γ0) E$"��$�  � %���+�"��� ��" %���������F�

=� �#�$��%�� ��� �� �����,����� ���%�;����� 7������ �#%+���82 ����12 '� � ,�

$�#%�2 �0��� ��,����%��� �'"%�2 ��� �� ����������� %���+�"��� ���%�;�����

7%" ������ �#%+���82 ����$� %����#� �� ��%"���,�#� %� $��/����� ��'�����

N0����� $�� ���� �1��� �� �#%+��� �"� Γ02 �� ����/�#%� ��� ���������' %�����

/�	
��� *)() 7N�/���"8 �"� Γ0 �1��� %�� ��0�#�� �������%��" ������,1�

��' �#%+��� �"�2 ����$�1�%���� 0��" → p0 ∨ ¬2 (p1 → p2� �



�" � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

.�� ��/���" �"� Γ0 ��������0�1 �� %�� ��/���" �"� ���"����� �������2 " ���1�

1� � �0�� ������������1 %� ��0�1� ����,��" ����0�� $�� ������� � ��� ���6

$������ ��/���� ��  ��/���" → p0 ∨ ¬2 ����$�1�%���� 0��"2 %����1 ��
��������0�1 ��"� 74� �'�� � & �1��� ������ � $��82 " ���1� $�� �0�� �'"%��

.� E(Γ0) ��%+��1;��%� �� �#���� � � ��/���� � �"� Γ02 ,� 0�"��%�����#%� $�

�� ���%%��� α, β, γ, ...  � ����������� %���+�"��� ��� ��1����� ��%�� ��� E(Γ0)�

5�����2 %������ %'��� ��' ��� ��/������ �"� Γ0 ,� ��13��� �� �'�� ��� ��1;���

�� ��������� �� %�� /����� ������2 ����� ��� �������/����� ��' ��� ��'���,�

����%'�

/�	
��� *)*) .�� ��/���" α ����1��� 7���������'� �#���82 ��� E$"�� �� ���

%'��� ��F

�F �1��� ���������� %���+�"�� �

+F �1��� �"� %��/�� (¬β)2 (β ∧ γ)2 (β ∨ γ)2 (β → γ)2 (β ↔ γ)2 '��� β2 γ �1���

�$" ����������%���� ����������1 �#���� �

H� %�����1 ����������1 �#���< p12 (p0 ∧ p2)2 (¬p1)2 (p3 ∨ (p5 ↔ p0))� ��6

��$�1�%���� 0��"2 �� " ���������� %���+�"�� p1 �������� ��#�� �"� ��'���"

7= 
 �1��� ������'� ���,%'�82 �'�� " (¬p1) �������� ��#�� �"� ��'���" 7= 


$�� �1��� ������'� ���,%'�8� *�1�"�2 �� " ���������� %���+�"�� p0 �������� 6

��#�� �"� ��'���" 7= & �1��� ������ ���,%'�8 ��� " p2 �"� ��'���" 7= �>	 �1���

�������� ���,%'�82 �'�� � ���������'� �#��� (p0 ∧p2) �������� ��#�� �"� ��'6

���" 7= & �1��� ������ ���,%'� ��� � �>	 �1��� �������� ���,%'�8� E �������

��������%��"� ����������� %���+�"���2 ��� �������� ��#�� ��������%��" ��'6

���" �"� ���"����� �������2 $�� �0�� �$��1���" �"%��1�2 '� � ,� �1��� ��/��

���'�����F

 �$�� �1��� '��2 0�"��%��������� �������%��� ���,�� ����������� %���+�"6

��� ��� ���$��% � E�� �������B��� ������������uF2 �#%/ �� %� �������� ���'6

��� ���������;��%� ����������#� �#���� %� ���$����� %����" ��������'�"��

E$"��$� %� ���$����� %����� ���,�� �%/��1�� � ���$��% �F ,����%�� =� ��6

���,����� ��1;��� %����� �'��2 �/�# ��,��1;��� %� %���$��' ��'�� �� �'"%�

��,� ����������# �#��� L $�� �� :���"%� ��	 ��" ����0����



��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � ��

�� �#���� � � ����������� �#� � �"� Γ0 ��%+��1;��%� %� T (Γ0)� ��

ϕ,ψ, χ, ... ,� 0�"��%�����#%�  � ����������� %���+�"��� ��� ��1����� ��%��

��� T (Γ0)� E�����0�2 ���� �� χ ��� ���� �� xuF

�������
�) ��� �����1�2 ������ /���� 0�"��%�����#%� z 2 { � { 2 } ���1 ���
E 2 F� �

 #���3" ��� ���'��� � � ����������� �#� � �1��� $����,"���� ���/����< 

�$�� �1��� '�� 3�����%� %� ���� ����������#� �#���� ��������'�"��� �2 $"��$�

��� ����������� %���+�"���2 ���2 ��� ��,� /����' ���,%' n2 �0����� ���������6

��� ����������#� �#���� ��������'�"��� ≤ n %����#%� �� ������������%�

����������#� �#���� ��������'�"��� ≤ n + 1� ��� �� ���$�13��%� %� ����6

��,� �"���� ���0����%��� '�� ����0�� �� �#���� ���'2 0����;'%���� �� �3��

+����' ��������%� ��' �" :� �1� ���'� �<

0�#���� *)() 10�#���� ��������2 4� A ��0'� �#����2 a ∈ A ��� g :

A→ A2 �'�� ����0�� f : N → A ������ ���

f(0) = a

��� f(n+ 1) = g(f(n)) ��� ��,� n ∈ N� �

��"� ���1�� �� %��2 ,� ��#%� �� �#���� P(E(Γ0)) E$"�� �� �#���� '� � � �

������'� � ��� E(Γ0)F2 �� ����0�1� ��� M(Γ0) ��� �" ������"�" h : P(E(Γ0))

→ P(E(Γ0))2 ��� ��1;����  �

h(X) = {α : α �"� %��/�� (¬β)2 (β ∧ γ)2 (β ∨ γ)2 (β → γ)2 (β ↔ γ)2

'��� β, γ ∈ X}�

�'�� ����0�� %�� ������"�" f : N → P(E(Γ0)) ������ ���

f(0) = M(Γ0)

��� f(n+ 1) = f(n) ∪ h(f(n)) ��� ��,� n ∈ N�

=� ����������1 �#��� �1���2 ����'�2 �� ����0�1� � � ���'� �M(Γ0)2 h(M(Γ0))2

h(M(Γ0) ∪ h(M(Γ0)))2 . . .2 $"��$� �� ����0�1� ��� ���'���
⋃
n∈N f(n)�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

*���$� �� T (Γ0) ��1��"�� 7���$��%���82 '��� ,����%� �� $�13��%� '�� '��� ��

����������1 �#��� �0��� %�� �$�'�"��2 $����#��%� 7���� ����82 '� � /�1�����

��' �� ��'���,� ,���"%��  ��������" �1��� ������� ������" %� '2�� ��%+�1���

����� /�����#� ���,%�#�< N�� '�� �0��%� ��1��� ���$��%��� %�� ������,1�

���,%�� a0, a1, . . .w��� ,����%� �� $�13��%� '�� '�� �� ����0�1� �"� ������,1��

(an)n∈N �0��� %�� �$�'�"��2 �'�� 0�"��%�����#%� �"� ��0� �"� ���� ���2 $"��$�

$�10���%� '�� � a0 �0�� �"� �$�'�"�� ��� '��2 ��� ��,� /����' n2 �� � an �0�� �"�

�$�'�"��2 �� 1$�� ��%+�1��� ��� ��� ��� an+1�

0�#���� *)*) 1��" ��� ������� �	� �� T (Γ0)2 4� A ⊆ T (Γ0) ������

���

�F M(Γ0) ⊆ A ���

+F ��� ��,� ϕ,ψ ∈ A2 �� (¬ϕ)2 (ϕ ∧ ψ)2 (ϕ ∨ ψ)2 (ϕ→ ψ)2 (ϕ↔ ψ) �������

��� A2

�'�� A = T (Γ0)�

�����	��) N�� A ⊆ T (Γ0)2 ��� �� ���1� ��0#��� �� �F2 +F �� ��� �

:� ��#%� �" ������"�" f : T (Γ0) → N ��� ��1;����  � �3��<

f(ϕ) = ���,%'� �%/��1�� � ���$��% � ��� ϕ2 ��� ��0'��� ϕ�

:� $�13��%� '�� A = T (Γ0)� ����%���2 ��� '�� �� A �1��� ������ ����#����

��� T (Γ0)� �'��2 �� T (Γ0) − A �1��� %" ���'2 ��'�� �� f [T (Γ0) − A] �1��� ���

%" ���' ����#���� ��� N� ('� �"� ��0�� ��� ���01���� /�����#2 ����'�2 ��

f [T (Γ0) −A] �0�� ���0���� ����0�1�2 ��� �� n� 4�' ��� ����%' �"� f 2 ����0��

ϕ ∈ T (Γ0) −A ������ ��� f(ϕ) = n� ('� �"� ��',��"� �F2 � ϕ $�� %����1 ��

�1��� ���������� %���+�"��2 ��� �1��� �"� %��/�� (¬ψ) � (ψ ∧ χ) � (ψ ∨ χ) �

(ψ → χ) � (ψ ↔ χ)� N�� '�� ���'� �1��� �"� %��/�� (¬ψ)� �'�� f(ψ) = n−12

��'�� ψ ∈ A ��� ��� (¬ψ) ∈ A E%� +��" �� +FF2 $"�� ϕ ∈ A2 ��� �1��� ������

w%��� ���������%� �� �����2 �� ���,����%� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� (ψ ∧ χ)

���� �

������	��� *)() :J ���$�13��%� '�� ��,� ���������'� �#��� �����0�� ��� 1$��

���,%' $�3��� ��� ��������� �����,��� �� N�� A �� �#���� � � ��������6



��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � ��

��� �#� � ��� �0��� ���� �"� �$�'�"��� ���/���� M(Γ0) ⊆ A E�/�# ��,�

���������� %���+�"�� �����0�� � $�3��� ��� � ��������� �����,�����F� N�� 

���� '�� ϕ,ψ ∈ A� = (¬ϕ) �0�� %�� $�3�� ��� %�� �������� �����,��" ��6

����� ��' ��� ϕ2 ��� �����0�� �� ���'� ��� 1$�� ���,%' $�3��� ��� ���������

�����,��� �2 ��'�� (¬ϕ) ∈ A� w%��� +�����%� '�� (ϕ ∧ ψ)2 (ϕ ∨ψ)2 (ϕ→ ψ)2

(ϕ ↔ ψ) ∈ A2 ��'�� A = T (Γ0)2 �#%/ �� %� �"� ��0� �"� ���� ���� �

!�����
�) w��� �/��%';��%� �"� ��0� �"� ���� ��� ��� �� T (Γ0)2 ����, �

��%� '�� 7$����#��%� %� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ8 ��� $�10���%� '��

�F ��,� ���������� %���+�"�� �0�� �"� �$�'�"�� ���

+F �� �� ����������1 �#��� ϕ2 ψ �0��� �"� �$�'�"��2 �'�� �"� �0��� ��� �� �����6

�����1 �#��� (¬ϕ)2 (ϕ ∧ ψ)2 (ϕ ∨ ψ)2 (ϕ→ ψ)2 (ϕ↔ ψ)�

��� �� +F ����, � ����0��%� %'�� $�� �����������2 $"��$� ��� �� �#�$��%� ¬
��� ��� $�,���� �#�$��%�2 ����$�1�%���� 0��" ��� ∧2 �/�# �� ��'������ ����6
������� �1��� ���'%����� �

'
��
� � ����	�����
�� *)(

?�13�� '�� ��� ��,� ���������' �#�� ϕ ��0#�� mϕ = nϕ + 12 '��� mϕ �16

��� � ���,%'� �%/��1�� � ����������� %���+�"��� ��� nϕ �1��� � ���,%'�

�%/��1�� � $�,��� � ���$��% � ��� ϕ E�� ��� �#%+��� �%/��1;���� ������

/����2 �'�� %����%� 3�0 ����� ��,� �%/����"F�

Z� �������� ��� ������� ����$�1�%���� ���$����#���� '�� � ��'��� ��� 0�"6

��%�����#%� ��� �����,����� $�� �$"��1 �� ���/����2 %� �"� ������ '�� ��� ��,�

���������' �#�� ϕ ����0�� %���$��� $��$����1� ���������� ��� ϕ ��' ��� ���6

�������� %���+�"��� ��� �%/��1;����� �J ���'�� ��� �� ���$�13��%� �� �����'�

���'2 ,� 0�������#%� �� ��'���,� ��%%��

���� *)() ��� ��0'��� ���������' �#�� ϕ ��� ��,� ��/���" α2 �� " α �1���

������ ��0��' �%�%� ��� ϕ2 $"��$� " α ��01;�� ��� ����01;�� %� �� 1$�� �#%+���

��� �0�� � ϕ2 ���� $�� ������%+���� '�� �� �#%+��� ��� ϕ2 �'�� " α $�� �1���

���������'� �#����



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

�����	��) A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

*���0��%� ����� '�� '��� �� ����������� %���+�"��� �0��� �"� �$�'�"��2 ����%�

��� ��0#�� ���/����2 $�'�� " ���� ��/���"2 ��� �������1 �� %'�� ������ ��0��'

�%�%� %��� ����������� %���+�"���2 $�� �1��� ���������'� �#����

N�� ���� '�� � ϕ �0�� �"� �$�'�"��� C�0#�� ����� '�� �"� �0�� ��� � (¬ϕ)v N�� 

α ������ ��0��' �%�%� ��� (¬ϕ)� �'�� �� α �1��� " ��/���" E � " ��/���" (¬ �
��/���" �"� %��/�� (¬β2 '��� β �1��� ������ ��0��' �%�%� ��� ϕ2 � " ��/���"
(¬ϕ� -�%�� '% � ��' ��� ��/������ ����� $�� �1��� ���������'� �#���2 �/�#
$�� ���������1 �"� �$�'�"�� ��� ����$�1�%���� ��� ������� � �������2 � (¬ϕ)

�0�� �" ;"��#%��" �$�'�"���

w%��� $�10���%� '��2 �� �� ϕ2 ψ �0��� �"� �$�'�"��2 �'�� �� (ϕ∧ψ)2 (ϕ∨ψ) ������

�"� �0��� ��1�"�� �� ;"��#%��� ������� �

0�#���� *)3) 10�#���� 4����	�� ������
	�������2 N�� �� ��6

��������� G¬ : T (Γ0) → T (Γ0)2 G∧, G∨, G→, G↔ : T (Γ0) × T (Γ0) → T (Γ0)

��� ��1;�����  � G¬(ϕ) = (¬ϕ)2 G∧(ϕ,ψ) = (ϕ ∧ ψ) ��� '%��� ��� ��� G∨2

G→2 G↔� �'��

�F �� �#���� M(Γ0) ��� �� ��$1� ��%�� � � G¬2 G∧ ���� �1��� 3��� ��� $#�

+F �� G¬2 G∧ ���� �1��� �6� ������������

�����	��) �F N�� 2 ����$�1�%���� 0��"2 '�� ��� �������� ����������#� �#6

���� ϕ2 ψ2 χ ��0#�� G¬(ϕ) = G∧(ψ,χ)2 $"��$� '�� � (¬ϕ) ����1;���� %� ���

(ψ ∧ χ)� �'��2 " ������,1� ��%+'� � ¬ϕ) ,� ����1;���� %� �"� ψ ∧ χ)2 ���

�� ����� �#%+��� ��� ����������# �#��� ψ ������ �� �1��� �� ¬2 ����%� ���
�1��� �$#���� E� ψ ,� %����#�� �� �1��� %'�� �"� %��/�� (¬ψ1)F� G��2 �� ��$1�

��%�� � � G¬2 G∧ �0��� ���� ��%��

+F w%���2 0�"��%��������� �� (�%%� ���� �

w� � ������/���%�2 �� ���"��#%��� ,���"%� �3��/��1;�� �" %���$��'�"��

��� ��'��� ���������� ��,� ����������# �#��� ��' ����������� %���+�"���

%�� � � ��������� � G¬2 G∧ ���� .J ���� �'���2 �� ��,� ���������' �#��



��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � ��

��������0�1 ��� %���$��' 7$��$��$�����%%�82 $"��$� ��� $�����%%� ��� ����6

���1;�� �"� ��������� ��� ��' ����������� %���+�"��� %� �" +��,��� � � ���$�6

�% �� .������ %����#%� �� $����%� ��� ���'��,%� ���2 $�$�%���� ��'� ���6

�������# �#���2 %�� $1��� �� %���$��' $��$��$�����%%� ��� ��� ��������0�1� =

���'��,%�� ���'� %�� ���$����#�� �" $�����/� � � �3 ������� �����,��� �

��'� �#��� ��� �" %���+��" �� ��� ����#�� ���2 �� � ��0��'� �10�  � �#��� �#�6

$��%� ��� ¬ � $�� ����#���� ���2 �� � ��0��'� �10�  � �#��� �#�$��%� �������
��' ���� ∧,∨,→,↔�  $��$����1� ����#�,��"� ��'� ����������# �#��� �1���

���1����/" ��' �" $��$����1� ���������� ���2 $"��$� ����#����� ����� ��

%��" ��� �����������"��� �������1�2 %��� ���1�� ��� �����������"��� ���6

�������1� ������2 %�0�� �� ������3��%� ���� ����������� %���+�"���2 ��' ���

���1�� �����������"�� � ���������'� �#���� �� $��$��$�����%%��� ,� %��

/���#� 0����%�2 '��� ,� %������%� ��� �" �"%���������� ������ �"� Γ0�

������	��� *)*) ���� ���������' �#�� [((p0 → p1)∨p2) ↔ (¬p3)] ��������0�1

�� ��'���,� $��$��$�����%%�<

[((p0 → p1) ∨ p2) ↔ (¬p3)]
�����

�
��

�
��

�
��

�
�

�
�

�
�

((p0 → p1) ∨ p2)

(p0 → p1)

p0

(¬p3)

p2 p3

p1

����%���2 �� $�����B��%� ��� �3 ������� �����,����� ��� ����������# �#���2

,� ����#B��� �� ����������1 �#��� ((p0 → p1)∨p2) ��� (¬p3)2 ��' ���� ���1���

�����������"�� %� 0���" ��� ↔� ����01;�����2 � (¬p3) �����������"�� ��'

��� p32 ��� �1��� ���������� %���+�"��� 4�' �"� ���" ������2 � ((p0 → p1)∨p2)

�������1,���� ����� ����������#� �#���� (p0 → p1) ��� p2 ������ �

��0��2 �� �����,����� ��� �����0�� ���� ���������'� �#��� �1��� �'�� ������

��� $�� %����#%� �#���� �� �����+��%� �" $�%� ���� ��J ���' ������1���%�

�����,�����2 �#%/ �� %� ���� ��'���,��� ���'���2 �� ���1�� �3��/��1;��� '��

$�� ,� �$"�",�#%� �� ���/���2 ��' ���� �"� �������B"<

�F =� �3 ������� �����,����� ��'� ����������# �#��� ������1�������



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

+F = �#�$��%�� ¬ ,� ��1��� ��0��'����� ��' ���� ��'������� ���$��%���

��� �� ∧,∨ ,� ��#���� ��0��'����� ��' ���� →,↔�

�F �� ∧,∨ ,� ��#���� ���$#��%� %���3# ���� ��� �� 1$�� ��0#�� ��� ��→,↔�

������	��� *)3) �#%/ �� %� ���� ������� ���'���2 ���/����� p0 ∧ p1 ��6

���#%� ��� (p0∧p1)2 ���/�����¬p0∨p1 �����#%� ��� ((¬p0)∨p1) ��� ���/�����

p2 ∧ p1 → p0 ∨ p4 �����#%� ��� (p2 ∧ p1) → (p0 ∨ p4)� �

'
��
� � ����	�����
�� *)*

����� �1��� � ���������'� �#���2 � ���1��2 %��� ��' �������B" �����,�6

�� �2 ���/����  � p1 ∧ p0 → (¬p2 ∨ p3 ↔ p1)v I��1�� �� $��$��$�����%%�

����# ��� �#����

4� $�#%� ���� ���� ���'��� ��'$��"� 7��%�� ���,����8 �� ��,� ���������'

�#�� �"� Γ0�

/�	
��� *)3) 74���1%"�"8 E� 7���1%"�"8F ����1��� %�� ������"�" a : M(Γ0)

→ {A,Ψ}2 '��� �� A,Ψ ����#���� 7��%�� ���,����8 ��� ��������0�#� ���� ��6

����� 7��",��82 7B��$��8� �

!���	#
�	�)

�F .�����1 ������/�1� 0�"��%�����#� �� �2 � � �� T 2 F ���1 ��� �� 42 D�

+F 4�' ��� ���"��#%��� ����%' /�1����� '�� �������;'%���� �� $1��%" �������

4��1 ��� $#�2 ,� %����#��%� �� �����%� 	2 ! � ������� ��%�� ���,����2 �����

'% � �� ���������� $� ,� %�� ����0������� ��,'���� ��"� ����#%��" 746

��/�8 � 7jlUU|8 (�����2 �� ��%�� ���,���� �1��� ���,%�1 ��� $����"%� z�2�{2 $"6

��$� ��� �#���� � � ����%������ ���,%�� x ��� ���� ���1��� ��0#�� 0 ≤ x ≤ 1�

�

w��� %�� �0�� $�,�1 %�� ����1%"�" a2 �1��� $����,"���� ���/���� '�� %����#%�

�� ���$����%� %�� ��%� ���,���� �� ��,� ���������' �#��2 $"��$� �� ��16

���%� %�� ������"�" a : T (Γ0) → {A,Ψ}2 �#%/ �� %� ���� ���'���67�1�����



��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � ��

���,����8 ������� �

a(ϕ) a(¬ϕ)

A Ψ

Ψ A

a(ϕ) a(ψ) a(ϕ ∧ ψ) a(ϕ ∨ ψ) a(ϕ→ ψ) a(ϕ↔ ψ)

A A A A A A

A Ψ Ψ A Ψ Ψ

Ψ A Ψ A A Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ A A

C$��1���" �����0� 0����;���� ��� �" ����" ��� ��������0�1 ��"� ������� ��2

$�'�� � ��'��� ��� 0����;'%���� �� �#�$��%� 7�� ���2 �'�� ��� 8 ���� /������

������� �1��� ������� ��� $�� �1��� ��/�� �� ���� ��%� ���,���� �$"��12 '��� "

��',��"2 $"��$� " ��'���" %��� �� 7��82 �1��� B��$���

 ����"�� ��'$��3" '�� ��,� ����1%"�" a ������1����� %� %���$��' ��'�� ��

%�� ������"�" a ��� T (Γ0) ��"�1;���� ��� �����'� '�� �� �#���� T (Γ0) ��1��"��

���$��%��� ��' �� M(Γ0) %� �" +��,��� �"� ������"�"� h ����2 ���� �� ��0#��

" %���$��� ����� ��%'�"�� ����������� �#� ��  ��'$��3" %���;�� %J ���1�"

��� ,� ��%���� ���$��%�� ��� �� N L ������1���%� �"� a ����� ��� �#����

h(M(Γ0))2 ���'��� ��� h(M(Γ0) ∪ h(M(Γ0))) ������2 ��1������� �" ;"��#%��"

������"�"  � '��� ����� �"� ������,1�� ��������� �� ?"��$�2 �� �1;����� ���

��%�� ���,���� � � ����������� �#� �2 %����#%� �� +��#%� ��� ��%�� ���,����

� � ����������� �#� � %� ��������'�"�� �2 %� ��������'�"�� � ����

0�#���� *)5) N�� a ��0�#�� ����1%"�"� @���0�� %���$��� ������"�" a :

T (Γ0) → {A,Ψ} ������ ���

�F " a �1��� �������" �"� a ���

�F ��� �������$����� ����������#� �#���� ϕ2 ψ ��0#��

a(¬ϕ) = F¬(a(ϕ))2

a(ϕ ∧ ψ) = F∧(a(ϕ), a(ψ))2

a(ϕ ∨ ψ) = F∨(a(ϕ), a(ψ))2 a(ϕ↔ ψ) = F→(a(ϕ), a(ψ))2

a(ϕ↔ ψ) = F↔(a(ϕ), a(ψ))2

E�F



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

'��� F¬ : {A,Ψ} → {A,Ψ} ��� F∧, F∨, F→, F↔ : {A,Ψ}2 → {A,Ψ} ��
����������� ��� ��������0�#� ����� ���"��#%����� �1����� ���,�����

�����	��) -���#%� 7���$���� ������"�"8 ��,� ������"�" b : T → {A,Ψ}
������ ��� M(Γ0) ⊆ T ⊆ T (Γ0) ��� ��0#��� �� �F �� ��� ��� ��

	F ��� �������$����� ����������#� �#���� ϕ2 ψ2 �� ¬ϕ,ϕ ∧ ψ,ϕ ∨ ψ,ϕ →
ψ,ϕ ↔ ψ ∈ T 2 �'�� �� ����������1 �#��� ϕ,ψ ������� ��� ��� ��0#���

�� ���"��#%���� �0����� E�F�

@���0�� �����0���� %�� ������ ������"�"2 " a� :� ��#%� ���� �� �#���� '� �

� � ���$����� ��������� � ��� ,����%� a =
⋃{b : b ∈ A}� .� ������,� 6

�"���� ���0����%���2 0�"��%��������� �� ,���"%� %���$���� ����� ��%'�"���2

%����#%� �� ���$�13��%� '�� �� �#���� a �1��� " %���$��� ���$���� ������"�"

%� ��$1� ����%�# �� T (Γ0)� �

w��� �0��%� %�� ����1%"�" a ��� ���� ���������' �#�� ϕ2 ��� �� +��#%� �"�

a(ϕ)2 ����, � 0�"��%�����#%� �� $��$��$�����%%� ��� ϕ %� ��� �3�� ��'��<

���/��%� ���J ��0�� ��� ��' ��,� ���������� %���+�"�� �"� ��%� ���,����2

��� �"� ��������0�1 " a� ��" ����0���2 %� +��" ���� �1����� ���,���� � � ���$�6

�% �2 ������1;��%� ��� ��%�� ���,���� � � ����#� � ��� ϕ '�� ��� %����#���"�

��������'�"���2 %�0�� �� /�����%� ���� 1$�� �� ϕ�

������	��� *)5) 4� a ����1%"�" ������ ��� a(p2) = a(p4) = A ��� a(p0) =

a(p1) = a(p3) = Ψ2 +�1����%� �"� a((p0 → p1 ∨ p2) ↔ ¬p3 ∧ p4)  � �3��<



��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � � �!

A

(p0 → p1 ∨ p2) ↔ ¬p3 ∧ p4

A
¬p3 ∧ p4

A
p0 → p1 ∨ p2

��������

�
��

�
��

�
��

	
		







�
�

�
�

�
�
��

Ψ
p0

A
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A
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p1

A

p2 Ψ
p3

��� �����1�2 ���/��%� %'�� ��� ����������� %���+�"��� ��� ���� ���$��%���<
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A
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��

Ψ
p0

A
∨

A
¬

A

p4

Ψ
p1

A

p2 Ψ
p3

��� %����#���" �����1�2 ��%���;��%� �� $��$��$�����%%�2 �������� �� %�� %'��

���%%�<

Ψ A Ψ A A A A Ψ A A

E p0 → p1 ∨ p2 F ↔ ¬ p3 ∧ p4

�



�" � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

'
��
� � ����	�����
�� *)3

:� ��#%� ��� ���������' �#�� p1∧p0 → ¬p2∨(p3 ↔ p1) ��� �"� ����1%"�" a

������ ��� a(p1) = a(p3) = A2 a(p0) = a(p2) = Ψ� I��1�� �"� ��%� ���,����2

��� " a ��������0�1 ���� ���������' �#�� ���'�

?����,"����2 �1��� ���/���� '�� " ��%� ��� $1��� %�� ����1%"�" a ���� ��0'���

���������' �#�� ϕ �3������� %'�� ��' ��� ��%�� ���,���� ��� " a ��������0�1

���� �������%���� �� ���,�� ����������� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ��� ϕ�

4���"�� ��'$��3" ��� �� �����'� ���' %����1 �� $�,�1 %� 0���" �"� ��0�� �"�

���� ����

+��
���	����� *)(

4��$�13�� '�� ��� ��,� ���������' �#�� ϕ ��� �����%����� a1, a22 �� ��

a1, a2 ��%/ ��#� ���� ����������� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ��� ϕ2 �'��

a1(ϕ) = a2(ϕ)�

4�����2 '% �2 �1��%� ��� �"� Γ0� 4� $�#%� ��� %����#%� �� �"� 0�"��%�����6

���%� ��� �" %����" ���$�13� ��

!���,�

���� ������� � �� �	&
��� ��� � ���� "�

�� �� �� 
��$��� ��� ���&�� �����


�� �/� ��� �� $�
� 
 "���	����� � �������� ��%	�
��� �� �����	�
����� �

�	���
��� ��� ��������� "�

��. ��� 
 ������ �&���� �� "&����� � ����
��&�

��
� ���� ���*���� 
��� ��%	�
��� � ���� �� $�
� �&����� �� ��	�"	�%� � ��

	��� ��� 
 �$���� 
 ���
��� ��� � ����� "�

��.



��� � � � � �  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � ��

	�	 ������������ ����������

!��"��

�	����� 
����� 
��� ������� � �� �&��� � ��	� 
&�
� ��� 
���
����"����

�	�
�""�
�� �� ���"�� ��� �"� 	������ ���� ������	������� ��*� ��� ���

	���� $�
���� ��������� ���. '�&
��� *� ��*��� ��	���&"���� �"� 	�� �������

	������� ��*� ��� ���� ������"�� $�
��� ����� ��� �	���
����� ��"����.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� � �� ��� �������� *� ���	�&�� ��2

3 ����
�� �/��� �&����� ���*���� �	���
���� ������

3 ���"���� �� ������ ����	�
���� 
����� �	���
���� ����� 
 ����"����

�� ����"��� ������ �	���
���� �����

3 ���%�	��� ��	���� �� ����"&�� ��� ���� � ��� �	���
����� ��"����.

%���	��&���	�	�

• ���������
��� 
����� �	���
���� ������

• �� ����"��� 
 ����"�"��

• �� ����"��� �
�������� �	���
����& ������

• �� ����"&��

• ���&%�
��

• 
 ���"����

• ����� �	���
����� ��"����.

�	
����	�$� �������
�	�

���%��� �� �� 
���
����"��� �	�
�""�
�� ��� �����&	��� �&��� �"� 	�� ���� ��


 ���	�
�� �&��� ���V ���"��� ���*�� ���� +����- ��  ��*�
��� "&������ ����

*�&�. '� $�$��� �� ����
*������ ������� ��� ���*���� ��� �� ����� � �&������

��
� ���� ����&��
��.



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

��� 
�$�	� �	����� �� *� ��� ���
����
��� �&��� �� �!��2 '&��� � ����

�� ���"!� �� �������
������ �� ��� ������ 
����� �	���
���� ����� a

 ��*�
��� ������ ��"���� �� 
 ���	�
��� ���� �	���
����� �����c

/�	
��� *)5) N�� T ⊆ T (Γ0)2 ϕ ���������'� �#��� ��� a ����1%"�"� :�

��%� �� �3��<

�F 7 ����1%"�" a ���������1 �� ϕ82 ��� a(ϕ) = A ��� 7" ����1%"�" a

���������1 �� T82 ��� " a ���������1 ��,� ����0�1� ��� T �

+F 7�� T �1��� �����������%�82 ��� ����0�� %�� ����1%"�" ��� �� ���������1�

�F = ϕ �1��� 7��������1�82 ��� ��,� ����1%"�" ���������1 ��� ϕ�

$F = ϕ �1��� 7���1/��"82 ��� � ¬ϕ �1��� ��������1��

'
��
� � ����	�����
�� *)5

���� ��' �� ��'���,� �#���� �1��� �����������%� ��� ����1v

M(Γ0)2 T (Γ0)2 {p0, p0 → p1,¬p1}2 {pi → pi+1 : i ∈ N}�

/�	
��� *)6) N�� T ⊆ T (Γ0) ��� ϕ ���������'� �#���� :� ��%� '�� 7�� T

����������� ����������� ��� ϕ8 ��� ,� ���/��%� T |= ϕ2 ��� ��,� ����1%"�"2

��� ���������1 �� T 2 ���������1 ��� �� ϕ� :� ���/��%� T 
|= ϕ2 '��� $�� ��0#��

T |= ϕ� �

 �$�� �1��� '�� " ������ 7�� T ����������� ����������� ��� ϕ8 �������� ��#��

�"� ������ 7�� ��%�����%� ϕ ���$����#����2 %� �" �"%���������� ������2 ��'

��� ���,����� T8�

�������
�	�)

�F ���/���� T |= ϕ ��� ��,� ϕ ∈ T � ����%���2 �� %�� ����1%"�" ���������1



��� � � � � �  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � ��

�� T 2 �'�� ���������1 ��,� ����0�1� ����

�F 4/�# ��,� ����1%"�" ���������1 �� ∅2 ��� ��,� ���������' �#�� ϕ �0��%�<

∅ |= ϕ2 ��� � ϕ �1��� ��������1��

����%���2 ��� '�� ∅ |= ϕ2 ���� � ϕ $�� �1��� ��������1�� �'��2 ����0��

����1%"�" a ��� $�� ���������1 �� ϕ� w% �2 " a ���������1 E�����%%���F �� ∅2
�/�# $�� ����0�� ����0�1� ��� ∅2 �� ���1� $�� ���������1��� ��' �"� a� *�1�"�2
��,� ����1%"�" ��� ���������1 �� ∅ ���������1 ��� �� ϕ� G�� " a ���������1 ���
ϕ2 $"��$� ������ w%��� ����0��%� '��2 �� � ϕ �1��� ��������1�2 �'�� ∅ |= ϕ�

	F 4� �� T �1��� %" �����������%�2 �'�� T |= ϕ2 ��� ��,� ���������' �#�� ϕ�

����%���2 ��� '�� �� T �1��� %" �����������%�2 ���� ����0�� ���������'�

�#��� ϕ ������� ��� T 
|= ϕ� �'��2 ����0�� ����1%"�" ��� ���������1 �� T ����

'0� ��� ��� ϕ� G�� ����0�� ����1%"�" ��� ���������1 �� T 2 $"��$� ������ �

! �.��	
���)

�F 4� T = {ψ} ��� T |= ϕ2 �'�� ���/��%� ���� ψ |= ϕ ��� ��%� '�� 7� ψ

����������� ����������� ��� ϕ8�

+F 4� ϕ |= ψ ��� ψ |= ϕ2 �'�� ���/��%� ϕ ≡ ψ ��� ��%� '�� 7�� ϕ2 ψ �1���

����������� ���$#��%��8� �

.�� �"%������ �������"�" �1��� '��2 �� �� %�� ��������1� ��������������%�

'��� ��� ����������� %���+�"��� �"� %� ��0'���� ����������#� �#����2 �'�� �

���� ���������'� �#��� �1��� ��1�"� ��������1�� 4��' �/�1����� ��� '�� ��� %��

���������� %���+�"�� ��� ���� ���������'� �#��� ������/����� %�� ��' ���

��%�� ���,���� 42 D2 ���� �" $��$����1� ����$�����%�# �"� ��%�� ���,���� ��'�

����������# �#����



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

+��
���	����� *)*

N�� ϕ0, ϕ1, . . . ������,1� ����������� �#� �� ��� ��0'��� ���������'

�#�� ϕ2 ��%+��1;��%� %� ϕ∗ ��� ���������' �#�� ��� ��1����%�2 ������,�6

������� �"� p0 %� ϕ02 �"� p1 %� ϕ1 ����

�F N�� a %�� ����1%"�"� ��1����%� %�� ����1%"�" b ������ ��� b(pi) =

a(ϕi)2 ��� i = 0, 1, 2, . . . ?�13�� '�� b(ϕ) = a(ϕ∗)�

+F ?�13�� '��2 �� � ϕ �1��� ��������1�2 �'�� � ϕ∗ �1��� ��������1��

�� ��'���,� ,���"%� $�10��� '�� " ����,"� �"%���������� %�,�$�� �"� 7��

����� ���� ���8 %���/������ ��� ���1��' %���

0�#���� *)6) ��� ��,� T ⊆ T (Γ0)

T |= ϕ2 ��� �� T ∪ {¬ϕ} $�� �1��� �����������%��

�����	��) (⇒)N�� '�� T |= ϕ2 ���� �� T ∪{¬ϕ} �1��� �����������%�� �'��2
����0�� ����1%"�" a2 ��� ���������1 �� T ∪ {¬ϕ}� N0��%� ������3�� ���� ��
�����2 $�'�� ������ a(ϕ) = A2 �/�# " a ���������1 �� T ��� T |= ϕ2 ��� ����'6

0���� a(ϕ) = Ψ2 �/�# " a ���������1 ��� ¬ϕ� �������2 ��0#�� �� ;"��#%����
(⇐) N�� '�� �� T ∪{¬ϕ} $�� �1��� �����������%�2 ���� T 
|= ϕ� �'�� ����0��

����1%"�" a ��� ���������1 �� T 2 ���� $�� ���������1 �� ϕ� G�� ����0�� ����16

%"�" ��� ���������1 �� ��� ��� ¬ϕ2 $"��$� �� T ∪ {¬ϕ}2 ����%� �$#����� ��
;"��#%��� ������� �

�������� ��� ,� ��%���� ����# �1��� '�� �� �� ����3��%� ���� �'��� �� ���,�6

���� ������������ ����������� �� ��%�����%� ϕ �1��� ���$#��%� %� �� �� ����6

3��%� �� ����0�� ����1%"�"2 ��� ���������1 �� �#���� T ∪ {¬ϕ}�
@���0�� ����� ��'���2 ��� $�$�%��� T ��� ϕ2 �� ����3��%� ��"� ���3" �� T |=
ϕ � '0�v H��2 ����0��2 %'�� '% � ��� �"� ���1�� �" ��� �� T �1��� �������%����

4� �� T �1��� ������2 �0��%� %�� %���� +��,��� ��' �� ��'���,� ,���"%� ���

,J ���$�13��%� ���'����<



��� � � � � �  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � ��

0�#���� *)7) 10�#���� ! �����	�� �����
	��� ���	��2 N�� T

������ �#���� ����������� �#� �� 4� ��,� �������%��� ����#���� ��� T

�1��� �����������%�2 �'�� �� T �1��� �����������%�� �

w% �2 " +��,��� ���� �1��� ,� �"����2 �/�# $�� �1��� ���� $����' �� ����3��%�

'�� �� �������%��� ����#���� ��� E�������F ���'��� T ∪ {¬ϕ}2 �� �1��� ���6
��������%� � '0��

��" ����0���2 ,� $�#%� ��� ���'��,%�2 %� +��" ��� ���1� ���/��1;��%� �� ���

�������%��� �#���� ����������� �#� � ����������� ����������� ���� �����6

����' �#�� � '0�� N�� 2 ����'�2 '�� �0��%� ��� �������%��� T ⊆ T (Γ0) ���

���� ���������' �#�� ϕ� �#%/ �� %� �" ?����"��'�"�� ���2 %�� ��$��/�����

%'�� �� ��%�� ���,����2 ��� %�� ����1%"�" ��������0�1 ���� ����������� %���6

+�"��� ��� �%/��1;����� ��� ����0�1� ��� T ∪ {ϕ}� N�� 2 '�� n $��/��������
����������� %���+�"���2 n ∈ N − {0}2 �%/��1;����� ��� ����0�1� ��� T ∪ {ϕ}�
-��������;��%� ���� �1���� ���,���� %� 2n ������ E�/�# ��,� ����������

%���+�"�� %����1 �� ����� $�� ��%��2 ����0��� 2 · 2 · · · 2 = 2n $�����1 ���$��6

�%�1 ��%�� ���,���� ��� ��� n ����������� %���+�"���F ��� m ������2 '��� m �

���,%'� � � $��/�������� ����������� �#� �2 ��� �%/��1;����� ��� $��$��$��6

���%%��� � � ����0�1 � ��� T ∪{ϕ}� ��� �� �1%���� �1������ '�� ,� ���#B��%�
'���� ���� $�����#� ���$���%�#� ��%�� ���,���� � � ����������� %���+�"���2

��%��"�����%� ��� ������ ����  � �3��< ��"� ����" ����" +�;��%� ���� ������

2n−1 = 2n

2 ���%%�� ��%� A ��� ���� ��'������ ��%� D� ��" $�#���" ����" +�6

;��%� ����� 2n−2 = 2n

4 ��%�� A2 %��� 2n−2 = 2n

4 ��%�� D2 %��� 2n−2 = 2n

4 ��%��

A ��� ����� 2n−2 = 2n

4 ��%�� D� ����01;����� ����2 ,� /�����%� ��" ����" �"�

�������1�� %���+�"���2 '��� ,� ��%��"�����%� ��� ��%�� A ��� D ������3 %�0��

������� 4/�# ����$���1���%� ��� ��%�� ���,���� �J '��� ��� ������2 �3���;��%�

��� ������2 ��� �� $�#%� �� ��,� ����1%"�" ��� ���������1 �� T ���������1 ���

�� ϕ � '0��

������	��� *)6) :� $�13��%� '�� {p → (q → r), q} |= p→ r�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

p q r q → r p→ (q → r) p→ r

A A A A A A

A A Ψ Ψ Ψ Ψ

A Ψ A A A A

A Ψ Ψ A A Ψ

Ψ A A A A A

Ψ A Ψ Ψ A A

Ψ Ψ A A A A

Ψ Ψ Ψ A A A

4�' �" $�#���"2 �"� ��%��" ��� �"� ���" ����" +�����%� '�� � p → r ��1����

��%� ���,���� A ��,� /��� ��� �� p → (q → r) ��� q ��1����� ��%� A2 ��'��

��0#�� �� ;"��#%���� �

�������� �� �����'� '�� � ���������'� �#��� ��1���� ��%� ��� �� �����������

��� ���� �����0����� ��' ���� p→ (q → r) ��� q ��1���� ��%� Ψ2 $� %�� �/����

w%��� ����0��%�2 �� ���� ���������'� �#��� �1��� ��������1��

������	��� *)7) :� $�13��%� '�� � ���������'� �#��� ¬(p ∧ q) ↔ ¬p ∨ ¬q
�1��� ��������1��

p q ¬p ¬q p ∧ q ¬(p ∧ q) ¬p ∨ ¬q ¬(p ∧ q) ↔ ¬p ∨ ¬q
A A Ψ Ψ A Ψ Ψ A

A Ψ Ψ A Ψ A A A

Ψ A A Ψ Ψ A A A

Ψ Ψ A A Ψ A A A

4�' �"� �������1� ����" +�����%� '�� � ���������'� �#��� ��� %�� ��$��/����

��1���� ����� ��%� A2 ��� �1��� ��������1�� �

.������ /���� %����#%� �� ����3��%� '�� ���� ���������'� �#��� �1��� � $��

�1��� ��������1�2 0 �1� �� ������������%� '�� ��� �1���� ���,���� ���� 4�

$�#%� $#� ������ ����$�1�%����



��� � � � � �  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � ��

������	��� *)8) ��� �� $�#%� '�� � ���������'� �#���

p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

�1��� ��������1�2 ����;'%����  � �3��<

�F @��,����%� ���J ��0�� '�� " p �0�� ��%� ���,���� A� �'�� +�����%� '��

� ���������'� �#��� ��1���� ��%� A2 0 �1� �� 3����%� �1���� ��� ��� ��%��

� � q2 r�

�F ��" ����0��� ���,����%� '�� " p �0�� ��%� ���,���� Ψ� 4��' $�� ����1 ���

�� +��#%� �� ��%� ��1���� '��� � ���������'� �#���� ��J ���' ���,����%�

'�� ��� " q �0�� ��%� ���,���� Ψ2 ��'�� � ���������'� �#��� ��1���� ��%�

A�

	F �����2 ���,����%� '�� " p �0�� ��%� Ψ ��� " q ��%� A� ('� ��%%���1�� � �

q ��� r2 �� ���,����%� '�� " r �0�� ��%� Ψ2 �'�� �1%���� ��"� ���1�� �"

�F� ��J ���' ���,����%� '�� " r �0�� ��%� A� �'�� � ���������'� �#���

��1���� ���� ��%� A� �0"%�����<

p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

A A A A A A A A

Ψ Ψ Ψ Ψ A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ A A A A A Ψ A A A Ψ A A

�

'
��
� � ����	�����
�� *)6

*3������ �� � ��,���� ��' ���� ������� ����������#� �#���� �����������

����������� ��� ����<

p0 ↔ (p1 ↔ p2)2 (p0 ∧ (p1 ∧ p2)) ∨ (¬p0 ∧ (¬p1 ∧ ¬p2))�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

������	��� *)9) N�� ���� '�� ,����%� �� $�13��%� '�� � ���������'� �#���

(p∧q → r) → (p∨q → r) $�� �1��� ��������1�� 4���1 �� +��#%� %�� ����1%"�"

��� �J ��������0�1 ���� �#�� ���' �"� ��%� Ψ� .�� ������ ����1%"�" ,� $1���

���� p ∧ q → r ��%� A ��� ���� p ∨ q → r ��%� Ψ� ����01;����� ����2 +�1����%�

'�� %�� ����1%"�" a2 ��� �"� ���1� a(p) = A2 a(q) = a(r) = Ψ2 $1��� ���� ��0��'

���������' �#�� ��%� Ψ� �

'
��
� � ����	�����
�� *)7

*1��� � ���������'� �#��� ((p0 → p1) → p0) → p0 ��������1�v

N��� ��������� %� �� ���� ��������1��2 ��� ����#���� 7�'%�� �"� �����������

�������82 �1��� � �3��<

H'%�� ����%���,����'�"���< p ∧ q ↔ q ∧ p
p ∨ q ↔ q ∨ p

H'%�� ��������������'�"���< p ∧ (q ∧ r) ↔ (p ∧ q) ∧ r
p ∨ (q ∨ r) ↔ (p ∨ q) ∨ r

H'%�� ���%�������'�"���< p ∧ (q ∨ r) ↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
p ∨ (q ∧ r) ↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

H'%�� $����� ���"�"�< ¬¬p↔ p

H'%�� ���"�"� ������� ���< ¬(p→ q) ↔ p ∧ ¬q
H'%�� \Q ]W^_YT< ¬(p ∧ q) ↔ ¬p ∨ ¬q

¬(p ∨ q) ↔ ¬p ∧ ¬q
H'%�� ��������%�# ��1���< p ∨ ¬p
H'%�� ����,����������/��< (p → q) ↔ (¬q → ¬p)
H'%�� �3�� ���< (p ∧ q → r) ↔ (p → (q → r))

H'%�� ������������"�< (p → q) ↔ (¬p ∨ q)
(p ↔ q) ↔ (p→ q) ∧ (q → p)

(p ∨ q) ↔ ¬(¬p ∧ ¬q)
(p ∧ q) ↔ ¬(¬p ∨ ¬q)�

4� �����"������ ���������� ���� �'%��� ����#�2 ,� $����������� '�� ��

������'����� �1��� �������� �'% � ��� ��0#��� ��� ��� ������,� �"����� E�

���,%"�����F ���3��� L ,�%",�1�� �"� ���B" �"� ����+����� �0���� (������2



��� � � � � �  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � �!

��� ���/��,"�� ��� ����� ��/������ =� �#�$��%�� ¬,∧,∨ �1��� ��������

E���1����0�F � � ������,� �"����� ���3� � ′ E��%���� %�F2 ∩ E��%�F ��� ∪
E�� �"F� ����%���2 ��� ��0'��� �#���� X,Y 2 �� �#���� X ′2 X ∩ Y 2 X ∪ Y

��1;����� ���1����0�  � {x| $�� ��0#�� x ∈ X}2 {x|x ∈ X ��� x ∈ Y }2 {x|x ∈ X

� x ∈ Y }2 ��'�� ��,1������ �%��" " ���0����" � � ���3� � ′,∩,∪ %� E��� ��3���
7$��82 7 ���82 7�8 ��� ��� %�F ���� ���$��%��� ¬,∧,∨� N���2 ����$�1�%����
0��"2 � ������ �'%�� ���%�������'�"��� ��������0�1 ��� ������,� �"���' �'%�

X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)2 ��� � ������ �'%�� \Q ]W^_YT �0��  �

������,� �"���' ���1����0W ��� (X ∩ Y )′ = X ′ ∪ Y ′�

!���	#
�	�)

�F �"%������1 �1��� ��� �� 7�'%�� �����'/"�"�8 L $�� G��"�" ��&�

+F .� +��" �� �'%� ��������������'�"���2 �� �� ������ ���������' �#�� ����6

0�� %'�� � �#�$��%�� ∧ E� � ∨F2 $� 0����;����� ��,'��� �� �����,������
�F 4�����1 ��' ���� ������� �'%��� ������#�����2 %� �"� ������ '�� ��0#���

��� �����$����� �������%��� ���,�� ����������� %���+�"��� ���1 ��� � � 	

%���+�"���� ����$�1�%���� 0��"2 ��0#��� �� �'%��

¬(p ∧ q ∧ r) ↔ ¬p ∨ ¬q ∨ ¬r
p ∧ (q ∨ r ∨ s) ↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) ∨ (p ∧ s)� �

.� +��" �" ?����"��'�"�� ���2 ��' ���� ������� �'%��� %����#%� �� �����%�

�����2 ������,�������� ��� ����������� %���+�"��� %� �������$����� ��������6

��#� �#���� ,����%�� N���2 ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ �� �1;��%�

'��

|= ¬¬ϕ↔ ϕ2 |= ¬(ϕ ∨ ψ) ↔ ¬ϕ ∧ ¬ψ2 |= (ϕ→ ψ) ↔ (¬ψ → ¬ϕ) ����

�"%������%� '��2 %� +��" �"� G��"�" ��	2 ��' ���� �'%��� ����#� ����#�����

;�#�" ����������� ���$#��% � ����������� �#� �2 ����$�1�%���� 0��" ��

¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ2 ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ�

N�� ���� �"%�����' ��������%� �1��� � �3�� 7�'%�� ������������"�8<

4� �� ������ ���������' �#�� ϕ ��������������%� ���� ����#�� ��� %� ��6



�" � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

����� ����������� ���$#��%� ���������' �#��2 �'�� � ���������'� �#��� ���

����#���� �1��� ����������� ���$#��%�� %� �� ϕ� E?�� �0����� �"� G��"�" ��)�F

G%��" �������� ��� �����'��� ����# �1��� '�� %����#%� �� ��������#%� �����6

�����#� �#����2 ������,�������� �%�%��� ���� %� ����2 ��� �1��� �������6 ����

���$#��%� ���� �� ��0���2 %� +��" �'%��� �"� ����������� ��������

������	��� *):) :� �����������%� ��� ���������' �#��

((ϕ ∧ ¬ψ) ∨ (¬ϕ ∧ ψ)) ∨ (¬ϕ ∧ ¬ψ)�

N0��%� ����'� '��

((ϕ ∧ ¬ψ) ∨ (¬ϕ ∧ ψ)) ∨ (¬ϕ ∧ ¬ψ)

≡ (ϕ ∧ ¬ψ) ∨ ((¬ϕ ∧ ψ) ∨ (¬ϕ ∧ ¬ψ)) E�'%�� ������>�'�"���F

≡ (ϕ ∧ ¬ψ) ∨ (¬ϕ ∧ (ψ ∨ ¬ψ)) E�'%�� ���%�������'�"���F

≡ (ϕ ∧ ¬ψ) ∨ ¬ϕ E�'%�� ��������%�# ��1���

��� �'%�� �����'/"�"�F

≡ (ϕ ∨ ¬ϕ) ∧ (¬ψ ∨ ¬ϕ) E�'%�� ���%�������'�"���F

≡ ¬ψ ∨ ¬ϕ E�'%�� ��������%�# ��1���

��� �'%�� �����'/"�"�F

≡ ¬(ψ ∧ ϕ) E�'%�� iQ ]W^_YTF

�

'
��
� � ����	�����
�� *)8

A�"��%��������� �'%��� �"� ����������� �������2 ����������� ��� ��'6

���,� ���������' �#��<

[p1 ∧ ((p1 ∧ p2) ∨ (p1 ∧ ¬p2))] ∨ ¬(p3 ∨ ¬p1)�
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 ����"�"�� ��� ��*��� ����

��"�	�*���� �� $�
� ��� ���&� ���"�� �� �� ��� � ��� ����	�
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�����

 ��*�
��� ���"�& �� ��"��� �"� 	� �	��� 
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 ���	�
��. '�&
��� ��*���

���� ������"�� �� $�
����� ���� � ��� �	���
����� ��"���� ��� ��	����"��

�%�	��"�� �� � "�� ��� ������&�
� ���� �	���
����� ���� .
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���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� � �� ��� �������� *� ���	�&�� ��2

3 ����
�� �/��� ��� �������� ���/� ����� ��	%� ���� ����� ������ �	��

��
����� ���� �

3 ���%�	��� ��	���&"���� 
 ����� 
 ���
���� �� �&��� ���	�� ��� ���

���� �� ��� �&����

3 ������������ ��� ��� 
����� 
 ���
��� �&��� ���	���
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���� ����� �� ��	����� 
 ���
�� � ��� ��� ���	�� 
�����
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• 
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• ���	�� +� ���	���- 
����� 
 ���
���.
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 ��

�	
����	�$� �������
�	�

�� *��	�
� �� ��� � ���� "�

�� �� ���� "�� 
��$��� ��� �	���
����� ���

��$������ ��� ��	��*�
��� ��� ��	����� ��� �� � ����� 
 ���
�� �� &
�� ��/&

�� ��	����� ���� �� ��� ��� ���&�� �� 
����� ��� �	���
���� ����� �	&/��

��� �� ��	����� �	���� ���� ���&�� ��� Γ0. d	�"�� � ��� � �� "�

� �&���


���
����"��� ��� 
����	� ��� �� Γ0� %������	� ��� �� Γ0 � �
������� ��

�� Γ0c (����� ���*���� ��� ��*� �	���
����� ����� ��� Γ0 �&��� �� ����"���

�
�������� �� ������� �	���
���� ���� ��� ���� "�

��c W 
����� ��� 
V

� �� ��� ������� �&��� �V ������
� �� 
V � �� ��� �	��
�.

-��J ��0�� 0����;'%���� ���� ����%'�

/�	
��� *)7) N�� k ∈ N� 7������"�" VWWXQ %� k + 1 %���+�"���8 ����1���

��,� ������"�" f : {A,Ψ}k+1 → {A,Ψ}2 '��� {A,Ψ}k+1 �1��� �� ���������'

���'%��� {A,Ψ} × · · · × {A,Ψ} Ek + 1 /����F2 $"��$� �� �#���� %� ����0�1�

'��� ��� $������ k + 16�$�� < τ1, . . . , τk+1 >2 '��� τi �1��� 4 � D� �

*1��� ���/���� '�� �� ��,� ���������' �#�� %� k + 1 $��/�������� �����6

������ %���+�"��� ��������0�1 %�� ������"�" VWWXQ %� k+ 1 %���+�"���� ����6

%���2 ��� ϕ ��0�� ���������'� �#��� %� k + 1 ����������� %���+�"���� -�6

�������;��%� ��� �1���� ���,���� ��� ϕ ��� ���'��� ��1;��%� �" ������"�"

fϕ : {A,Ψ}k+1 → {A,Ψ} %� fϕ(τ1, . . . , τk+1) = ��%� ���,���� ��� ϕ2 '���

�� ����������� %���+�"��� ��� ������ ��%�� τ1, . . . , τk+1� C�0#�� %�� � ��� ��

���1,���v  �����"�" �1��� 7���82 '� � /�1����� ��' �� ��'%��� ,���"%��

0�#���� *)8) 4� f �1��� %�� ������"�" VWWXQ %� k + 1 %���+�"���2 k ∈ N2

�'�� ����0�� ���������'� �#��� ϕ2 ���� ���1� �%/��1;����� �� p02 ���2 pk2 �������

��� ��� ��,� ����1%"�" a �� ��0#��

a(ϕ) = f(a(p0), ..., a(pk))2

$"��$� � �1����� ���,���� ��� ϕ �� �������/�� ���� � �"� f �

���� ��' �"� ��'$��3" ��� ,� ��%����2 �� $�#%� ��� ����$���%� ��� �����0��

��� +������ �$��� �"� ��'$��3"��



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

������	��� *)(;) N�� f " ������"�" VWWXQ %� ����� %���+�"���2 ��� ��1;�6

���  � �3��<

f(Ψ,Ψ,Ψ) = Ψ f(A,Ψ,Ψ) = A

f(Ψ,Ψ, A) = A f(A,Ψ, A) = Ψ

f(Ψ, A,Ψ) = A f(A,A,Ψ) = Ψ

f(Ψ, A,A) = Ψ f(A,A,A) = A�

E��� ���'�"��2 ���/��%� f(Ψ,Ψ,Ψ) ���1 ��� f(< Ψ,Ψ,Ψ >) ����F�

����$���1;��%� ���J ��0�� �� ����0�1� ��� {A,Ψ}32 ��� ���1� " f ��������0�1

�"� ��%� A� 4��� �1��� �� �3��<

< Ψ,Ψ, A >2 < Ψ, A,Ψ >2 < A,Ψ,Ψ >2 < A,A,A > E†F�

�� ��,�%1� ��' ����� ��� $�������%���� ����$�� ��������0�#%� ���� ���������'

�#��2 ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� p0, p1, p2  � �3��<

4� �� ����� ����0�1� �"� ����$�� �1��� A2 �'�� ��1����%� �"� p02 ��� �� �1���

Ψ2 ��1����%� �"� ¬p0� w%���2 ��� �� ���� $#� ����0�1� �"� ����$�� ��� ������

��1����%� �" �#;��3" � � ����� ����0�� $�� ����������� �#� � ��� ����#6

������

N���2 ��"� ����$� < Ψ,Ψ, A > ��������0�1 � ���������'� �#��� ¬p0 ∧¬p1 ∧ p2�

 $��;��3" � � ����������� �#� �2 ��� ��������0�#� ���� $�������%���� ����$��

E†F2 �1��� � ���������'� �#���

(¬p0 ∧ ¬p1 ∧ p2) ∨ (¬p0 ∧ p1 ∧ ¬p2) ∨ (p0 ∧ ¬p1 ∧ ¬p2) ∨ (p0 ∧ p1 ∧ p2)2

��� ���1�� � �1����� ���,���� ����%��� �������/�� ���� � �"� f � �

!�����
�) 4��1 ��� ��� ����������� %���+�"��� p0, p1, p22 ,� %����#��%� ��

�10�%� 0�"��%�������� ������$����� ����� %���+�"���� *�1�"�2 $�� ��1;�� �'��

%� ���� ����� ,� �����%� ���� �������� '���� �"� $��;��3"� E%� +��" '��

���/��,"��� %��� ��� �������� � � �'% � ��"� ���"��#%��" ��'�"��F� �

4� ���1���%� ���� ��"� ��'$��3" ��� ,� ��%�����



��� �  � � � � � 
 �  � � � 
 # � � 	 � 
 ��

�����	��) ?����1���%� $#� ������������

����" ���1�� �"< N�� '�� �� ��$1� ��%�� �"� f �1��� �� {Ψ}� �'�� � �1�����
���,���� ���

(p0 ∧ ¬p0) ∨ (p1 ∧ ¬p1) ∨ ... ∨ (pk ∧ ¬pk)

�������/�� ���� � �"� f �

?�#���" ���1�� �"< N�� '�� ����0��� ������� $�������%���� k + 16�$��2 ���

���1�� " f ��������0�1 ��� A� ?����#����� '� � ��� ����$���%�2 ��1;��%� ���

���������' �#�� ϕ �� �1��� � ψ0 ∨ ψ1 ∨ ... ∨ ψn2 '��� ψi = χi0 ∧ ... ∧ χik2

i = 0, ..., n ���

χij =




pj, �� τij = A

¬pj, �� τij = Ψ.

*���",�#���� '�� � ϕ �0�� �"� �$�'�"�� ��� ,����%�� �

�������
�	�)

�F w��� � �1����� ���,���� ��� ϕ �������/�� ���� � �" ������"�" VWWXQ f 2

,� ��%� '�� 7� ϕ �������� ��#�� �"� f8�

+F ��� ����� %���� �"� ��'$��3"� ������� 2 ,� %����#��%� �� �10�%� �����

 � ���������' �#�� ϕ ������$����� ��' ���� p0∧¬p0, . . . , pk∧¬pk � ��'%" ���
�����$����� ���1/��"� w% �2 �����3�%� �� ��������%��� �#��2 ��� �� ����0��

�%���%��/1� %� ��� ���������' �#�� ��� $�#����� %�����2 ���� ���1� �%/��16

;����� '��� �� p0, . . . , pk�

�F ����� ����0��� ������'����� ��' ���� ����������1 �#���2 ��� �������� 6

��#��� �"� 1$�� ������"�" VWWXQ f L �� � ϕ �������� ��#�� �"� f 2 �'�� ��,�

���������'� �#���2 ����������� ���$#��%�� %� ��� ϕ2 ��1�"� �������� ��#��

�"� f � ��� ����$���%� ��� ������/���%�2 � p0 ↔ (p1 ↔ p2) ��1�"� �������6

� ��#�� �"� f � �



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

'
��
� � ����	�����
�� *)9

N�� f " ������"�" ��� ��1;����  � �3��<

f(Ψ,Ψ,Ψ) = A f(Ψ, A,A) = Ψ f(A,A,Ψ) = Ψ

f(Ψ,Ψ, A) = A f(A,Ψ,Ψ) = Ψ f(A,A,A) = Ψ

f(Ψ, A,Ψ) = A f(A,Ψ, A) = Ψ�

I��1�� ���� ���������' �#�� �� �������� $��;������� %��/� ��� �������� 6

��#�� �"� f � @���0�� �����%'����� ���������'� �#��� ��� �������� ��#��

�"� f v

/�	
��� *)8) :� ��%� '�� ���� ���������'� �#��� �1��� �� 7�������� $��;��6

����� %��/�82 ��� �0�� �" %��/� ��� �1$�%� ��"� ���"��#%��" ��'$��3"2 $"��$�

�1��� �"� %��/�� ψ0 ∨ψ1 ∨ ...∨ψn2 '��� ψi = χi0 ∧ ...∧χik2 i = 0, ..., n2 ��� χij
�1��� %�� ���������� %���+�"�� � ���"�" ����������� %���+�"���� �

'
��
� � ����	�����
�� *):

I��1�� ���� ���������' �#�� �� �������� $��;������� %��/�2 ��� �1��� ���6

�������� ���$#��%�� %� ��� ���������' �#��

p0 → ((p2 → ¬p0) ∨ p3)�

G%��" �������� ��� :� ��%���� ��� �1��� �� ��'���,� �'���%��

���	
�� *)() -�,� ���������'� �#��� �1��� ����������� ���$#��%�� %� ����

���������' �#�� �� �������� $��;������� %��/��

�����	��) N�� ϕ ��0�� ���������'� �#���� :� ��#%� �" ������"�" VWWXQ

fϕ2 ��� ��������0�1 ���� E�1���� ���,���� ���F ϕ� 4�' �� :���"%� ���2 ����0��

���������'� �#��� ϕ∗ �� �������� $��;������� %��/�2 ��� ���1�� � �1�����

���,���� �������� ��#�� �"� fϕ� �'��2 ϕ ≡ ϕ∗ ��� � ϕ∗ �1��� �"� %��/�� ���

,����%�� �
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 ��

���� �1%���� �� ,��" �J ���������%� ��� ����"%� ��� ,���%� ��"� ��0� �"�

��'�"��� �� $#� �����������2 �"� ���1�� �" '��� ��1����%� ���� ����� ��0���#�

���$��%��� %�;1 %� �������� ����� ��� �"� ���1�� �" '��� ��1����%� %'�� %�6

����#� ��' ���� ��0���#� ���$��%����

����" ���1�� �"< N�� ����'� '�� ��1����%�2 ���'� ��' ���� ��0���#� ���$�6

�%���2 ��� ��� ��� �#�$��%� � ��� �����#����%� �" ��� ������ Γ′
02 '� � �"� Γ0

E$"��$� $1���%� ����%' ��� ���� ����������#� �#����2 ��,��1;��%� ��� �1����

���,���� ��� � ����F�

N�� ���� ϕ# ��0�� ���������'� �#��� �"� Γ′
0� = �1����� ���,���� ��� ����6

���/���� ���� � ��' %�� ������"�" VWWXQ2 ��� �"� f � �#%/ �� %� �� :���"%�

���2 ����0�� ���������'� �#��� ψ �"� Γ0 E��� %������ �� �������� $��;�������

%��/�F ��� �������� ��#�� �"� f � �������2 �� ϕ#2 ψ �0��� ����+�� ��� 1$��

�1���� ���,����2 ��'�� �1��� ����������� ���$#��%���

G�� " Γ′
0 �1��� ����������� ���$#��%" %� �"� Γ0� 5�����2 �� 1$�� ��0#�� ��� ��

�����%� ������'������ ��' ��� ����� ���$��%����

?�#���" ���1�� �"< �#%/ �� %� �� �'���%� ���2 �� ��������%� %'�� ����

¬,∧,∨2 �0��%� �"%���������� ���$#��%" ������� w� � ,� $�#%�2 %����#%� ��
��������%� ���'������� ��� �� ���0 �����%�2 '% �2 0����;'%���� ���� ����%'�

/�	
��� *)9) N�� C �#���� ���$��% �� :� ��%� '�� �� C �1��� 7������8 E�

7�������8F2 ��� ��,� ���������'� �#��� �1��� ����������� ���$#��%�� %� ����

���������' �#��2 ��� �����0�� %'�� ���$��%��� ��� ������� ��� C � �

 �$�� �1��� '�� ��� �#���� ���$��% � C �1��� ������2 �� �� ����� ��0���1

�#�$��%�� %����#� �� ��/�����#� %�� � � ����0�1 � ��� C �

w� � �1$�%�2 �� {¬,∧,∨} �1��� ������� ������1������ ��� ��' ���� ∧,∨2
�0��%� ���� ��� ������ �#�����

�����
� *)() �� {¬,∧}2 {¬,∨} �1��� ����"�

�����	��) :� $�13��%� '�� �� {¬,∧} �1��� ������ L " ��'$��3" ��� �� {¬,∨}
�1��� '%����

N�� ����'� ϕ ��0�� ���������'� �#���� .� +��" �� �'���%� ���2 ����0��

���������'� �#��� ϕ∗2 ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� ¬,∧,∨2 ������� ���



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

ϕ ≡ ϕ∗�

= ��1��� �'%�� �"� ������������"� $1��� ψ ∨ χ ≡ ¬(¬ψ ∧ ¬χ)� �������2

3��������� ��' �� %���'���� ��%%��� ��� ϕ∗2 ��� ���1� �%/��1;���� � ∨2 ���
���0 ������ �� %����#����2 %����#%� �J ��������#%� ��' ��� �%/��1����

��� ���$��%�� ����# ��� ϕ∗� ?"��$� ������,����#%� ����#���� ��� ϕ∗2 ���

�����0��� ��� ∨2 %� ����������� ���$#��%��� ����������#� �#���� ��� $�� ���
�����0���� N���2 ��1����%� ���� ���������' �#�� ϕ∗∗2 ���� ���1� �%/��1;�����

%'�� �� ¬,∧2 ������ ��� ϕ ≡ ϕ∗∗� =� ϕ2 ϕ∗∗ �1��� ����������� ���$#��%�� %�

+��" �"� G��"�" ��)� �

�������
�	�)

�F ��� �� $����%� %�� ����"�� ��'$��3" �"� ���"��#%��"� ��'���"�2 ������

�� 0�"��%��������%� �"� ��0� �"� ���� ��� ��� �� T (Γ0)2 ������"�� �����6

���"%��" E$"��$� ���1 ��� �� T (Γ0) ,� ��0#�� ��� �� �#���� T ′(Γ0) '� � � �

����������� �#� �2 ����� ���1��� �%/��1;����� %'�� �� ¬,∧,∨F� ?"��$� ��
$�13��%�2 %� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ2 '�� ��� ��,� ���������' �#��

ϕ2 ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� �#�$��%�� ¬,∧,∨2 ����0�� ���������'� �#6
��� ϕ∗∗2 ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� ¬,∧2 ������� ��� ϕ ≡ ϕ∗∗�

+F ('� �"� ��'���"� ���2 ,� %����#��%� �� �����%� %'�� $#� ���$��%��� ��'

�"� ��0� ��� �� ���������%� ���� ������ �����  � �����%����/1��2 ��� �'����

�����1��� �

N0����� ��� ������ �#���� ���$��% � C ��� ���� ���������' �#�� ϕ2 ��� ��

+��#%� ���� ���������' �#��2 ��� �����0�� ���$��%��� %'�� ��' �� C ��� �1���

����������� ���$#��%�� %� ��� ϕ2 0�"��%�����#%� ���� �'%��� ������������"�2

������,����� �" $��$����1� �"� ��'$��3"� �"� ���"��#%��"� ��'���"��

������	��� *)(() :� +��#%� ���� ���������' �#�� ���� ���1� �%/��1;�����

%'�� �� ¬,∨ ��� � ���1�� �1��� ����������� ���$#��%�� %� ��� p∨ q → (q ↔ r)�

�0"%����� ���0 ��#%�  � �3��<

p ∨ q → (q ↔ r)

≡ p ∨ q → (q → r) ∧ (r → q) ��� �'%�� �����>����"�

≡ p ∨ q → (¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ��� �'%�� �����>����"�



��� �  � � � � � 
 �  � � � 
 # � � 	 � 
 �!

≡ p ∨ q → ¬(¬(¬q ∨ r) ∨ ¬(¬r ∨ q)) !�� �'%�� �����>����"�

≡ ¬(p ∨ q) ∨ ¬(¬(¬q ∨ r) ∨ ¬(¬r ∨ q)) ��� �'%�� �����>����"��

�

'
��
� � ����	�����
�� *)(;

I��1�� ���� ���������' �#��2 ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� ¬,∧ ��� �

���1�� �1��� ����������� ���$#��%�� %� ���

p0 → ((p2 → ¬p0) ∨ p3)�

�� �� $�13��%� '�� ��� �#���� ���$��% � C $�� �1��� ������ �1��� ��� $#�����

��' �� �� $�13��%� '�� �1����  %�,�$�� ��� ������,�#%� �1��� " �3��< ?�16

0���%� '�� � �1����� ���,���� ��,� ����������# �#���2 ��� �����0�� ���$��%���

%'�� ��' �� C 2 �0�� ������ �$��%��/1�� -��'���2 +�1����%� ���� ���������'

�#��2 ��� �����0�� ��� �#�$��%�2 ��� $�� ������ ��� C ��� ��� ���1�� � �1�����

���,���� $�� �0�� ���� �"� �$��%��/1��

������	��� *)(*) :� $�13��%� '�� �� {∧,→} $�� �1��� �������
�����"��#%� '�� ��,� ���������'� �#���2 ��� �����0�� %'�� ���� ���$��%���

∧,→2 ��1���� ��%� A2 '��� '��� �� ����������� %���+�"���2 ��� �%/��1;����� �J

���'�2 ��1����� ��%� A� 4��' �/�1����� ���������� ����� �1����� ���,���� � �

���$��% � ����� ��� %����#%� �� �� $�#%� ���������;����� %�����#� �1�����

���,���� ����� � ����������� �#� �� E��� �� �� ���$�13��%�2 ������ �� 0�"6

��%��������%� �"� ��0� �"� ���� ��� ��� �� �#���� � � ����������� �#� �2

����� ���1��� �%/��1;����� %'�� �� ∧,→�F ��� ��� ���������' �#�� ¬p0 '% �

$�� ��0#�� ���'2 $"��$� � �#�$��%�� ¬ $�� ��/��;���� %�� � � ∧,→� �������2

��0#�� �� ;"��#%���� �

:� ���1���%� �"� �������/� %� %�� ��;��"�" �0����� %� n6,������ ���$��%���2

��� n ≤ 22 ��� ,� %����#��%� �� ,� �����%�� ���/����2 � �1����� ���,����

��'� n6,����� ���$��%�� �������/���� ���� � ��' %�� ������"�" VWWXQ %� n

%���+�"���� 4���2 �� ���,�� ����� � ��������� � �1��� 22n
2 �/�# �� ��$1�

����%�# %��� ������� ������"�"� �0�� 2n ����0�1� ��� �� ��%�� �"� ��%�1������

��� �#���� {A,Ψ}� G��2 ����0��� 22n
��,���1 n6,����� �#�$��%���

n = 0� @���0��� $�� �6,����� �#�$��%��2 �� � ��� ⊥2 ��� �������#� ��' %'���
���� ����������#� �#���� �������� ��� ��� ��,� ����1%"�" a< a(�) = A ���



�" � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

a(⊥) = Ψ�

n = 1� @���0��� �������� �6,����� �#�$��%��< �� $#� ��������0�#� ���� ���,����

����������� %� ��%� A2 Ψ ���1����0�2 ���� ��������0�1 ��"� ��������� ������"�"

��� � �������� �1��� � ¬2 ��� �0��%� �$" $���
n = 2� @���0��� �) $�����1 �6,����� �#�$��%��2 ��' ���� ���1��� %'�� �� ��

�1��� ���������� $�,����� L �� ��'������ �1��� ���������� �6,����� � �6,������

*��'� ��' ����#� ��� �0��%� $��2 ������ �J ���/����%� ���� +2 ↓2 |2 ��� ����6
����0�#� ���� ���"����� ��/������ EE��� � ��� ���� '0� ��� �� $#� E������������

$��;��3"F2 7�#�� ��� �#�� ���82 7$�� ��� � $�� ���8 ��� �0��� ���� �3�� �1�����

���,����<

a(ϕ) a(ψ) a(ϕ+ ψ) a(ϕ ↓ ψ) a(ϕ|ψ)

A A Ψ Ψ Ψ

A Ψ A Ψ A

Ψ A A Ψ A

Ψ Ψ Ψ A A

������	��� *)(3) �� {|} �1��� ������ E���,����%� '�� �0��%� ������������
��� ����%' ��� ���'��� � � ����������� �#� � ����F�

���/���� ��� ��,� ϕ2 ψ �0��%�

¬ϕ ≡ ϕ|ϕ ��� ϕ ∨ ψ ≡ (ϕ|ϕ)|(ψ|ψ)�

4/�# �� {¬,∨} �1��� ������2 �� 1$�� ��0#�� ��� ��� �� {|}� �

'
��
� � ����	�����
�� *)((

?�13�� '�� �� {↓} �1��� �������

*1$�%� '�� ������� ���$���%�1 $�,��� � ���$��% � $�� �������#� ����" �#6

����2 ��� ��,���� ��' ���� |, ↓ �������1 %'��� ��� ������ �#����� G����2

����0�� ����� $�,����� �#�$��%�� ∗2 ������� ��� �� {∗} �� �1��� ������v 

�����"�" �1��� 7'0�8 ��� ���' ���$����#���� '� � �������
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�����
� *)*) ��� ��,� $�,���� �#�$��%� ∗ $��/������' ��' ���� |2 ↓2 �� {∗}
$�� �1��� �������

�����	��) N�� ∗ $�,����� �#�$��%�� ������� ��� �� {∗} �1��� ������2 ����
� ∗ �1��� $��/������'� ��' ���� |, ↓�
4� ∗(A,A) = A2 �'�� ��,� ���������'� �#���2 ���� ���1� �%/��1;���� %'�� �

∗2 ,� ������� ��%� A2 '��� '��� �� ����������� %���+�"��� ��� �������� ��%� A�
w% �2 � ¬p0 $�� �0�� ���� �"� �$�'�"��� G�� ∗(A,A) = Ψ�

w%��� +�����%� '�� ������ �� ��0#�� ∗(Ψ,Ψ) = A� ��� ��� ��%�� ∗(A,Ψ)2 ∗(Ψ, A)

�0��%� �������� �������� �����������<

�F A2 A +F A2 Ψ �F Ψ2A $F Ψ2 Ψ�

*���$� W ∗ �1��� $��/������'� ��' ���� |, ↓2 �� ����������� �F ��� $F $�� %����1
�� ��0#���� 4� ��0#�� " �F2 �'�� ∗(ϕ,ψ) ≡ ¬ϕ� 4� ��0#�� " +F2 �'�� ∗(ϕ,ψ) ≡ ¬ψ�
�� ��,� ���1�� �"2 ����'�2 � ∗ ,� %����#�� �� ������1 ��' ��� ¬� w% �2 ��
{¬} $�� �1��� ������2 ��� �� {∗} $�� �1��� ������� �

�������
�	�)

�F 4� ��' ���� �� 
������� $�,������ ���$��%��� �3�������%� ���� ↔2 +2

������$����� ��' ���� ��'������� 
 �������1 %�;1 %� ��� ¬ ������ �#�����
+F ������ �� �"%������%� '�� " ��"�'�"�� � � ������'��� � ���'� � ���$�6

�% � $�� �0�� �������'2 ���� ,� �"���' ��$��/����� ����$�1�%���� 0��"2 $��

�0�� �'"%� �� 0�"��%��������%� �"� ��"�'�"�� ��� ���'��� {↓}2 ��� �� %���6
���B��%� ��,� ���������' �#�� ���� ����������� ���$#��%' ���2 ��� �����0��

%'�� ↓2 �/�# ���� ,� 0����%� �� ��������"%� �� +�����%� ��� ��0��' �#�� %�� 
� � ����� ���$��% �2 ��� %�� �1��� ���# ��� ����1�� ��' '�� � ↓� 4�' �"� ���"
������2 " ��"�'�"�� ��� {↓} �������1 ��� ��%B' ,� �"���' ��������%��

+��
���	����� *)3

I��1�� ���� �1����� ���,���� � � ����� $�,��� � ���$��% � ��� $�� �0��%�

���/�����
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�������. ]� �	�
��& ��� ������ ������!��� �� �!�	����� ���� ��� ��

��	%� ��� �	���
���� ������ ��� *� ��*��� ��	���&"���� ������� �����&�

!���. 0����� *� �������*��� *��	������ �� �%�	��� �� 
�
���� � �� ���

��� ������ � ��� ����
�� � ������� �����&!���.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� ��� ������� � ��� *� ���	�&�� ��2

3 ����	&���� �� ���� �	���
����� ����� �&��� � ��� �!&��� �� �	���
�����

��"�
����

3 ����
�� �/��� �����&!��� 
�� ���&
�� �� �	���
����� ��"�
����

3 �%�	��/��� $�
��� *��	����� �� �%�	��� 
��� �	���
���� ��"�
��.

%���	��&���	�	�

• �!&���� • ������������ ��������

• �!�������� 
����� • 75OJE I5CACE�

• � ���� ������!�� • � ���� *�	����

• 
 ����� 
����� �	���
���� ������ • *�	��� ���"�"���

• ����%����� 
����� �	���
���� �����.
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'&��� � ���� �� 
 
����������*��� �� �� ����"&��� ������ �� $	�*��� ���


����� $�
��� �� ����"�� ��� ��� 
����� �������� ������ 
�� ��*� �� ���

��"&� �� ���	�& �� ��	��*�& ��� ��� $�
���� �� �%�	��"�� ��� �������c

\ ������
� �&��� T���U� "�� ��� ������!� ���� ������&��� �	���� �� ����.

 ������ ��� 7�3� %�����#8 � 7����� ����#8 �����%���� �1��� �����'���"2 �$�

'% � %�� ��$��/���� ��� ���1��� �"� ����������� �������� *�� ��� �" �"%����6

������ ,���"�" �"� ������� �"� ��'$��3"� �������� �"%��1� �0�� " $�����"�"

�"� ���,���� ��' ��� ���,����� ��� ��%�����%�2 " ���������� ,���"�" �/���

������������ ��" %��/� � � ���,��� � ��� ��� ��%�����%����2 �� �0��" %�

�" %��/� � � 7�3� %�� �82 $"��$� � � ����������� �#� � ��� ,� ��#����

 � ��0���12 ��� �� �0��" %� ���� 7���$�������#� ���'���82 $"��$� ��� %"0�6

����� $��$����1��2 %� +��" ��� ���1�� %���+�1���%� ��' ����������#� �#����

�� ������ ����������#� �#�����  ��������" %���;�� %� '2�� ��%+�1��� ���

�����2 ����$�1�%���� 0��"2 '��� 3��������� ��' %�� ��������%��" ��������"

/�����%�2 %�� ������ � ��� ��,��1;����� ��' ������+�1� ���'���2 ��� �����

��,� ����1$���

/�	
��� *):) N�� 7�3� %����' E� �����'F �#��"%� ��� ��� ���������' ����6

�%'8 �������1��� ��' �� �3��<

�F ��� �#���� ����������� �#� � A ���

+F ��� �#���� K %� ����0�1� E$�%���1�F �0����� ���%��� �� �#���� �����6

������ �#� � ��� ����������#� �#�����

�� ����0�1� ��� A ����#���� 7�3��%���8 ��� ���� ��� K ����#���� 7���$�����6

��1 ���'���8� 4� κ ∈ K ��� ϕ1, ..., ϕn, ϕ �1��� ����������1 �#��� ������� ���

< {ϕ1, ..., ϕn}, ϕ >∈ κ2 �'�� ��%� '�� 7� ϕ �1��� �%��" �������� � � ϕ1, ..., ϕn

%� +��" ��� κ8� �

/�	
��� *)(;) N�� A =< A,K > ��� �3� %����' �#��"%� ��� ��� �����6

����' �����%'2 T �#���� ����������� �#� � ��� ϕ ���������'� �#����

�F 7������ ��'$��3" ��� A ��' �� T8 ����1��� ��,� �������%��" ������,1�

����������� �#� � ϕ1, ..., ϕn ������ ��� ��� ��,� i = 1, ..., n
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�F ϕi ∈ A ∪ T �

�F � ϕi �1��� �%��" �������� ���"��#%�� � ����������� �#� � %� +��"

������� ���$������' ���'���

w��� T = ∅2 ���1 ��� 7������ ��'$��3" ���A ��' �� ∅82 ��%� ���� 7������
��'$��3" ��� A8�

+F (�%� '�� 7� ϕ ���$����#���� ������ ��� A ��' �� T82 ���/����� T �A ϕ2

��� ����0�� %�� ������ ��'$��3" ϕ1, ..., ϕn ��� A ��' �� T ������ ����

ϕn = ϕ�

w��� T �A ϕ2 �� ����0�1� ��� T ����#���� 7���,�����8 ��� � ϕ ����1���

7��%�����%�8�

4� T = ∅ ��� T �A ϕ2 �'�� ���/��%� ���� �A ϕ ��� ��%� '�� 7� ϕ �1���

�����' ,���"%� ��� A8� �

�������
�	�)

�F *$� ������ �� �������1 " $��/��� ���%��� �� 7������ ,� ��%���8 ��� 7,�6

 ��%���8� N�� �����' ,���"%� �1��� ��/���" %��� ������� �������2 ��� ���

,���"%� �1��� ��/���" �"� %���6�������� 4�����" �1��� " $��/��� ���%���

�� %�� 7������ ��'$��3"8 ��� %�� 7��'$��3"8�

�F =� ������� ���$�13��� ��� A2 ��� %����#%� �� ������������%�2 ��������0�#�
�� ���$�13���2 ��� %����#%� �� �����%� %� ��������� �"� ���"����� ��������

4��'� �1��� � �'��� ��� 0�"��%�����#%� �"� ��/���" 7���������'� �����%'�8�

	F *1��� /����' '��2 �� T �A ϕ2 �'�� T ′ �A ϕ ��� ������ �������%��� T ′ ⊆ T �

����%���2 �� T �A ϕ2 �'�� ����0�� ������ ��'$��3" ϕ1, . . . , ϕn = ϕ ��� A ��'

�� T � :� ������ �� �#���� � � ����0�1 � ��� T 2 ��� ����0��� ��"� ������,1�

ϕ1, . . . , ϕn ��1����%� ��� �������%��� �#���� T
′ ⊆ T ������ ���� T ′ �A ϕ�

!F *�1�"�2 �1��� ���/���� '�� T �A ϕ ��� ��,� ϕ ∈ T � ����%���2 �� ϕ ∈ T 2

�'�� " ������,1� ϕ �������1 %�� �����%%��" ������ ��'$��3" ��� ϕ ��' �� T ���

A�
&F 4� T �A ϕ2 �'�� ���/���� T ′ �A ϕ ��� ��,� T ⊆ T ′� ����%���2 ��� '��

ϕ1, . . . , ϕn = ϕ �1��� %�� ������ ��'$��3" ��� A ��' �� T ��� T ⊆ T ′� ��

����0�1� ��� T 2 ��� �%/��1;����� ��"� ������,1� ϕ1, . . . , ϕn2 �1��� ��� ����0�1�

��� T ′2 ��� " ������,1� ���� �������1 ������ ��'$��3" ��� ϕ ��� A ��' �� T �

�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

.��� ��' ����� ��� �����'�"���2 �� $�#%� ���� �1��� �� �3� %����' �#��"%�

ΠΛ =< A0,K0 >2 ��� ,� �3������%� E�( �1��� �����%����/1� �"� ��/���"�

7���������'� (����%'�8F�

A0 �1��� �� �#���� %� ����0�1� '���� ���� ����������#� �#����2 ��� $1���� ��

7�3� %����� �0�%���8

AΣ1. ϕ→ (ψ → ϕ)

AΣ2. (ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ→ ψ) → (ϕ→ χ))

AΣ3. (¬ϕ→ ¬ψ) → ((¬ϕ→ ψ) → ϕ)�

������ �� �������1 '�� �� ϕ,ψ %����1 �� �1��� 
�

���
�� ����������1 �#���

L �� �������B��� ������������u

K0 �1��� �� �#���� %� %���$��' ����0�1� ��� ���$������' ���'�� 7��'����"�8

� E����, �F 7]Wilm dWTQTm8 EMP F2 ��� �������/����  � �3��<

]Wilm dWTQTm
ϕ→ ψ2 ϕ

ψ

= ���'��� MP %�� $1��� �" $����'�"�� �� ��%����1���%� ��� ��0'��� ���6

������' �#�� ψ ��' ���� ����������#� �#���� ϕ → ψ ��� ϕ2 '��� ϕ �1���

������$����� ���������'� �#���� Z� �#����2 � ���'��� ���'� ��1;����  � �3��<

MP = {< {ϕ→ ψ,ϕ}, ψ >: ϕ,ψ ��0'���� ����������1 �#��� }�

 ������� � � �3� %�� � ��� ��� ���$�������# ���'�� �1��� ����2 %� �"� ������

'�� �� �3��%��� �1��� ��������1�� ��� � ���'��� MP $���"��1 �"� �����������

������� �� L $�� G��"�" ����

������	��� *)(5)  ��'���," ������ ��'$��3" $�10��� '�� ��� ��,� �����6

����' �#�� ϕ< �ΠΛ ϕ → ϕ� �"%������%� '�� ��� �����1�2 '��� �0��%� %��

������ ��'$��3" ϕ1, ..., ϕn ��� ΠΛ2 ���/��%� ���� ����������#� �#���� ��� ���

��� ��' ��� ����2 %� ��1,%"�" �������� ��� ���3"������ $�3��� ������ ��

�������1 '�� ��� ��,� 0���" � � �3� %������ �0"%�� � ��� ��,� �/��%��� ���

���'��MP %����#%� �� ��1����%� ��,�1������ ����������#� �#���� ��" ,��"

� � ϕ,ψ, χ�



��� � � � � � � � � � � �  � � � � 	 � � ��

�� [ϕ → ((ϕ → ϕ) → ϕ)] → [(ϕ → (ϕ → ϕ → (ϕ → ϕ)]

E����%���2 � ���������'� ���'� �#��� ����#���� ��' �� �0�%�

AΣ22 �� +����%� ��� ���������' �#�� ϕ → ϕ ��" ,��" ���

ψ ��� ��� ���������' �#�� ϕ ��" ,��" ��� χF

AΣ2

�� ϕ → ((ϕ → ϕ) → ϕ) E����%���2 � ���������'� �#��� ���'�

����#���� ��' �� AΣ12 �� +����%� ��� ���������' �#�� ϕ→
ϕ ��" ,��" ��� ψF

AΣ1

	� (ϕ → (ϕ → ϕ) → (ϕ → ϕ) E����%���2 � ���������'� �#���

���'� ����#���� ��' ���� �#���� � ��� � %� +��" ��� ���'��

MP 2 '��� ��" ,��" ��� ϕ �0��%� +���� ��� ���������' �#��

ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕF ��� ��" ,��" ��� ψ ��� (ϕ→ (ϕ→ ϕ→
(ϕ→ ϕ)F

�2 �2 MP

!� (ϕ → (ϕ → ϕ)) E����%���2 � �#��� ���'� ����#���� ��' ��

4��2 �� +����%� ��� ���������' �#�� ϕ ��" ,��" ��� ψF

AΣ1

&� ϕ→ ϕ 	2 !2 MP

E����%���2 � ���������'� �#��� ���'� ����#���� ��' ���� �#6

���� 	 ��� ! %� +��" ��� ���'��MP 2 '��� ��" ,��" ��� �#���

ϕ �0��%� +���� ��� ϕ → (ϕ → ϕ) ��� ��" ,��" ��� ψ �0��%�

+���� ��� ϕ→ ϕF�

�

.�� �#���" ����1� ��� $"%������1��� �1��� " �3��< .�� � �� �����'� '�� ���

�3� %����� �0�%��� ��� ���� ���$������' ���'�� ���ΠΛ �%/��1;�����  � �#����

�#�$��%�� %'�� �� ¬,→ ������1;�� ��� $����'�"��� ��� �����%����v  �����"�"

�1��� 7'0�8 ��� � �'��� �1��� '��2 '� � �1$�%� ��"� ���"��#%��" ��'�"��2 ��

�#���� {¬,→} �1��� ������� ?"��$� ��,� ���/��� �� ��0'��� ���������'

�#�� ϕ2 ���� ���1� �%/��1;����� ��� ����� �#�$��%��2 ������1 ���/��� ����

���������' �#�� ϕ∗2 ��� �1��� ����������� ���$#��%�� %� �� ϕ ��� ���� ���1�

�%/��1;����� %'�� �� �#�$��%�� ¬,→�

��� �����1�2 ��� ��'%��� ,� ���������%� �" 0���" %��� �� ������� ���$�16

3��� ��� ������� ,� �"%�� �� N���2 %��� �� %�� ������ ��'$��3" %����#%� ��

0�"��%��������%� ��� ���������' �#�� ϕ → ϕ2 ���/������� ���  � 7�����'

,���"%�82 0 �1� �� 0����;���� �� ����,����%� �"� ������� ������ ��'$��3�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

����

4�' �� ���"��#%��� ����$���%� /�1����� '�� " ��������� ������� ���$�13� �2

��'%" ��� ����� ����������� �#� �2 ������1 %����" �/�������'�"��2 �1��� ���6

�'� �%��" " �����" �� +��,�#� %�,�$�� ������1"�"� �"� ���;��"��� ����� 

��������" %���;�� %� �� ��� �����%� ���$�13��� ��� ���"����2 �/�# ���� $��

���/����%� ��� �� +�%���2 ������,����� �� ������3��%� �� �3��%���2 ����

����"%����� ����'%���� �� ,� ��%��� ��� �1��� �$" �� ���� ��"� ����#,���"

���� ����0��� %����� +����� ,� ��%���2 %� �� ���1� ,� ��0��",�#%� ��"

����0����

0�#���� *)9) 10�#���� �������2 ��� ��,� T ⊆ T (Γ0)

�� T ∪ {ϕ} �ΠΛ ψ2 �'�� T �ΠΛ ϕ→ ψ�

�����	��) N�� '�� T ⊆ T (Γ0) ��� T ∪ {ϕ} �ΠΛ ψ� A�"��%��������� �"

E����,"F ��0� ������� ���� ���2 ,� $�13��%� '�� ��� ��,� /����' ���,%' n2

�� ����0�� %�� ������ ��'$��3" ψ1, . . . , ψn = ψ ��� ΠΛ ��' �� T ∪ {ϕ}2 �'��
T �ΠΛ ϕ→ ψn�

����� +�%�< n = 1� ?����1���%� $�� �����������<

�F ψ1 ∈ A0 ∪ T �
�'�� T �ΠΛ ϕ→ ψ12 '� � /�1����� ��' �"� ��'���," ������ ��'$��3" ��� ΠΛ

��' �� T <

�� ψ1 → (ϕ→ ψ1) 1

�� ψ1 ����0�1� ��� A0 ∪ T
	� ϕ→ ψ1 �2 �2 ]�d�

+F ψ1 = ϕ�

4�' �� ���"��#%��� ����$���%�2 3����%� '�� �ΠΛ ϕ→ ϕ� G�� T �ΠΛ ϕ→ ϕ2

$"�� T �ΠΛ ϕ→ ψ�

?�#���� +�%�< N�� '�� ��� ��,� k2 1 < k < n2 ��0#�� T �ΠΛ ϕ → ψk� :�

$�13��%� '�� T �ΠΛ ϕ→ ψn� ?����1���%� ���� $#� ������������

�F ψn ∈ A0 ∪ T ∪ {ϕ}�
�'�� ��1����%� �� ;"��#%��� '� � �����

+F = ψn �1��� �%��" �������� $�� �#� � ψj 2 ψl2 ��� ��������%��� j, l < n2



��� � � � � � � � � � � �  � � � � 	 � � �!

%� +��" ��� ���'�� MP E��'�� � ψl �1��� �"� %��/�� ψj → ψnF� ('� �"�

���� ����� ��',��"�2 �0��%� '��

T �ΠΛ ϕ→ ψj ��� T �ΠΛ ϕ→ (ψj → ψn)�

-��������;��%� ���� %�� ������ ��'$��3" ��� ΠΛ ��' �� T  � �3��<

1. .....

.. .....

λ. ϕ→ ψj



������ ��'$��3" ��' �� T ��� ΠΛ

.. .....

.. .....

µ. ϕ→ (ψj → ψn)



������ ��'$��3" ��' �� T ��� ΠΛ

µ+ 1. (ϕ → (ψj → ψn)) → ((ϕ→ ψj) → (ϕ→ ψn)) AΣ2

µ+ 2. (ϕ → ψj) → (ϕ→ ψn) µ2 µ+ 12 MP

µ+ 3. ϕ→ ψn λ2 µ+ 22 MP

�������2 T �ΠΛ ϕ→ ψn ��� " ��'$��3" �1��� ����"�� �

�������
�	�)

�F �� ,���"%� ���� ��� ��������0�1 ��"� �3�� ��0���� ��'$��3"� ��" %���6

������< w��� ��' ��� ���,����� Y ������,�#%� �J ���$�13��%� '�� A ⇒ B2

������,�#%� �J ���$�13��%� �� B %� ���,����� Y ∪ {A}�
+F 4� 0�"��%��������%� �� ,���"%� ���' ��� �� $�13��%� '�� �ΠΛ ϕ→ ϕ� 4���1

�� $�13��%� '�� ϕ �ΠΛ ϕ2 ����%� ��� �1��� ���/����2 �/�# ����#���� ��' �"�

�����%%��" ������ ��'$��3"

�� ϕ ��',��"�

�����1������ �"� ���������" ���� %� �"� ��1���" ��������� �"� ������� ��'$��6

3"� ��� ����$���%� ���!2 +�����%� �'�� ��0��' �1��� �� :���"%� 4��� ����

�

4� $�#%� ���� ��� ����$���%� �/��%���� ��� :� ��%���� 4��� ����



�" � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

������	��� *)(6) :� $�13��%�2 %� 0���" ��� :� ��%���� 4��� ���2 '�� ���

��,� ���������' �#�� ϕ �0��%� �ΠΛ ¬¬ϕ→ ϕ�

4���1 �� ���$�13��%� '�� ¬¬ϕ �ΠΛ ϕ2 ����%� ��� ����#���� ��' �"� ��'���,"

������ ��'$��3"<

�� ¬¬ϕ ��',��"

�� ¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬¬ϕ) 4��

	� ¬ϕ→ ¬¬ϕ �2 �2 MP

!� (¬ϕ→ ¬¬ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ) 4�	

&� (¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ 	2 !2 MP

)� ¬ϕ→ ¬ϕ ����$���%� ���!

�� ϕ &2 �2 MP �

�

'
��
� � ����	�����
�� *)(*

?�13��2 0 �1� 0���" ��� :� ��%���� 4��� ���2 '�� ��� ��,� ���������'

�#�� ϕ< �ΠΛ ¬¬ϕ→ ϕ�

���# 0����%�� ��������� ��� ���"��#%���� ,� ��%���� �1��� �� �0����� ���

$1������ ��' �� ������� �'���%�<

���	
�� *)*) ERF {ϕ→ ψ,ψ → χ} �ΠΛ ϕ→ χ�

ERRF {ϕ→ (ψ → χ), ψ} �ΠΛ ϕ→ χ�

�����	��) ERF 4���12 �#%/ �� %� �� :���"%� 4��� ���2 �� $�13��%� '��

{ϕ→ ψ,ψ → χ,ϕ} �ΠΛ χ�

4��'2 '% �2 �� �3��/��1;�� " ��'���," ������ ��'$��3"<



��� � � � � � � � � � � �  � � � � 	 � � ��

�� ϕ→ ψ ��',��"

�� ψ → χ ��',��"

	� ϕ ��',��"

!� ψ �2 	2 MP

&� χ �2 !2 MP

ERRF w%���� �

N�� ���� �"%�����' �'���%� ��� :� ��%���� 4��� ��� ������,�1�

0�#���� *):) 10�#���� ���	<������
�����2 ��� ��,� �#����

����������� �#� � T ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ

T ∪ {ϕ} �ΠΛ ¬ψ2 ��� T ∪ {ψ} �ΠΛ ¬ϕ�

�����	��) I���� G��"�" ����� �

��� �3�� ,� 0�"��%�����#%� �� ,� ��%��� ��� ���$�13�%� ��� ����'%���" ����6

��� ���$�13� � ��� ΠΛ� ����$�1�%���� 0��"2 �� ���� �"� ��������� �������

������� ��'$��3"� �0��%� �$" ���B�� ���� �#���� ϕ→ ψ2 ψ → χ2 �'�� %����#%�

�� ���B��%� ��� ϕ → χ %� $��������1� 7�'���%� ���82 ���1 �� �������+��%�

�"� ���1����0" ������ ��'$��3"� .����1�� ���� �� �/��%'���� ��"� ��'%��"

$����"��'�"�� �� ,� ��%��� ��� �1$�%��

+��
���	����� *)5

?�13�� '�� ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ �� ��'���,�� ����������1

�#��� �1��� ������ ,� ��%��� ��� ΠΛ<

ERF ¬ϕ→ (ϕ→ ψ)

ERRF (¬ψ → ¬ϕ) → (ϕ→ ψ)

ERRRF ϕ→ (¬ψ → ¬(ϕ→ ψ))�

����01;��%� %� ��� ,���"%�2 ��� �1��� �� ���������' ���1����0� �"� %�,'$��

�"� 7�� ����� ���� ���82 " ���1� 0�"��%�����1��� ���# ��0�� ��"� ���������



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

���$�13� �� ���� $�#%� �� ,���"%�2 ,� ��1���%� %�� ��� �������

/�	
��� *)(() N�� T �#���� ����������� �#� �� :� ��%� '��

�F �� T �1��� 7�������82 ��� $�� ����0�� ���������'� �#��� ϕ ������� ����

T �ΠΛ ϕ ��� T �ΠΛ ¬ϕ ���

+F �� T �1��� 7����/����'82 ��� �� T $�� �1��� �������� �

!�����
�) 4� �� T �1��� ����/����'2 �'�� T �ΠΛ ψ ��� ��,� �#�� ψ� ����%���2

��� '�� �� �1��� ����/����'2 $"��$� ��� ������ �#�� ϕ ��0#�� '�� T �ΠΛ ϕ ���

T �ΠΛ ¬ϕ� �'��2 0�"��%��������� �� �����' ,���"%� ¬ϕ → (ϕ → ψ) E$��

?����"��'�"�� ��!F2 %����#%� �� ������������%� %�� ������ ��'$��3" ��� ψ

��' �� T 2 ��� ��0'��� �#�� ψ� �

0�#���� *)(;) 10�#���� ��� 
� ����� �������2 ��� ��,� �#����

����������� �#� � T ��� ��� ��,� ���������' �#�� ϕ

�� �� T ∪ {ϕ} �1��� ����/����'2 �'�� T �ΠΛ ¬ϕ�

�����	��) N�� '�� �� T ∪ {ϕ} �1��� ����/����'� �'�� ��� ������ ψ ��0#��

T ∪ {ϕ} �ΠΛ ψ ��� T ∪ {ϕ} �ΠΛ ¬ψ�

G��2 �'� ��� :� ��%���� 4��� ���2

T �ΠΛ ϕ→ ψ ��� T �ΠΛ ϕ→ ¬ψ�

A�"��%��������� ���� �� �����' ,���"%� (ϕ → ψ) → ((ϕ → ¬ψ) → ¬ϕ)

EG��"�" ����F2 %����#%� �� ������������%� %�� ������ ��'$��3" ��� ΠΛ2 ���

�� $�10��� '�� T �ΠΛ ¬ϕ� �

?� ,� ����01���%� �" %����" ������� ���$�13� � ��� ΠΛ2 ��� ���� �3�� �'����<

�F �� ΠΛ $�� �������1 �� ������"�� ��'+�,�� ��� �" %����" ���$�13� �2

�/�# " Γ0 �0�� ��������%���� $����'�"����



��� � � � � � � � � � � �  � � � � 	 � � ��

+F @���0�� �����'����� ��'��� ��' �"� ��������� ������� ���$�13� � ���

ΠΛ2 ��� �� ����0��%� �� ������� ���������'� �#��� �1��� �����' ,���"%�

��� ΠΛ< � ����0�� �� ���'� � �#��� �1��� ��������1� L �� �����'� ���'

������ ��' ,� ��%��� ��� ,� $�#%� ��"� ��'%��" ��'�"���

:� ���1���%� �"� ��'�"�� ���/������� �� �#���� �3� %�� � A′
02 A

′′
0 2 ��,���

��' �� ���1� %����#%� �� �����%� ��" ,��" ��� A02 0 �1� �J ����3�� �1����2

$"�� �� �����%��� ΠΛ2 ΠΛ′ =< A′
0,K0 > ��� ΠΛ′′ =< A′′

0 ,K0 > �0��� �� 1$��

������ ,� ��%����

�� ����0�1� ��� A′
0 �1��� '��� �� ����������1 �#���2 ��� $1���� �� ��'���,�

�3� %����� �0�%��� E'��� ,� ��#����  � ��0���1 %'�� �� �#�$��%�� ¬,∨F<

AΣ1′� ϕ ∨ ϕ→ ϕ

AΣ2′� ϕ→ ϕ ∨ ψ
AΣ3′� ϕ ∨ ψ → ψ ∨ ϕ
AΣ4′� (ψ → χ) → (ϕ ∨ ψ → ϕ ∨ χ)�

�� A′′
0 �0�� ����0�1� '���� ���� ����������#� �#���� �"� %��/��

({[(ϕ → ψ) → (¬χ→ ¬θ)] → χ} → τ) → [(τ → ϕ) → (θ → ϕ)]�

!���,�

���� ������� � �� �	&
��� ��� �!�������� 
�
���� "�� �� ��"��� �	���
����

�
��� ��	���&"���� �����&!��� 
�� ���&
�� �� ��� �����&!��� ��	��� *��

�	������ �� ��	��� � �
� 	� �	"���&� "�� �� 
 ����� 
� �����&!��� 
��


�
���� � ��.
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	�& '����$���� ��� ����$����

!��"��

W $�
���� 
����� ��� 
��� ������� � �� �&��� �� �����&!� �� ��� �� �!�����

���� 
�
���� �� *��	�
��� 
��� �	��"������ ������� ���� ��� ��������� �� 

*��� ��� ������ �� �� ����"&�� ��� ����� � ��� �������������� 
�� ���&
��

�� . (����	�� 
����� �&��� �� �����&!� �� �� 
�������� *�	��� 
 ���"�����

�� ���%�	*��� 
��� ������� Z.Z.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� � �� ��� �������� *� ���	�&�� ��2

3 ���"���� �� ���� �	���
����� ����� �&��� � ���� *�	��� �� �!�������

��� 
 
������� "�� ��� �	���
���� ��"�
���

3 ������������ ��� ��� ����	�
���� 
����� �	���
���� ����� �&��� 
 �

������ ������ ��� ������������� ��� � �� ������ ���&%�
��

3 �	�
�������&�� �� *�	��� 
 ���"����� "�� �� ��&!��� ��� ��� ����	�


����� �	���
���� ����� �&��� ���������
���.

%���	��&���	�	�

• �"� 	����� �	���
����� ��"�
����

• ���	����� �	���
����� ��"�
���.

�	
����	�$� �������
�	�

���� ������� � �� *� ����� ��� 
�� �!�������� 
�
���� ΠΛ 
 �� ��������

���� �� �� ����"&��. e�������	�� �� �� 
 ���	�&�� �� �	���
������ ���� �

��� ���� � 
���
����"��� �&��� �
������� �� �� �� �� � 
 ���	�&�� �� 
 ����

����� 
�� ΠΛ. 0� "�"���� � �� ��%	�/� ��� ��"����� ��� �� ΠΛ �&��� T�"� 	�U�



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ��

������ ��*� � ���� *�	��� �� �&��� �� ����"&�� ��� T���	��U� ������ ��*�

�� ����"&� �&��� � ���� *�	��� �� .

�#%/ �� %� �� ��������%��� �"� ��'�"��� ��	2 %����#%� �� ���,����%� '��

����� ����������#� �#���� �%/��1;����� %'�� �� �#�$��%�� ¬,→ ��� '�� " ��0�

�"� ���� ��� ��0#�� %� �"� ������"�" �������1"�"�

��� �J ���$�13��%� �� +����' ,���"%�2 0����;'%���� ��� ��%%�2 �� ���1� ���/�6

����� ��� �3�� �����'�< ��� ��0'��� ���������' �#�� ϕ2 ��,� ����� ��� �1����

���,���� ��� ϕ ������%��� �� %�� ������ ��'$��3" ��� ϕ � ��� ¬ϕ2 �� ,� ��6
���%�  � ���,����� ��� ����������� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���� ϕ � ���

�������� ����2 ������� %� ��� ��%�� ���,���� ��" ����� �����

���� *)*) N�� ϕ ���������'� �#��� ������� ���� '��� �� ����������� %���6

+�"���2 ��� �%/��1;����� ���� ϕ2 �� �1��� ���%��� ���� p0, ..., pk ��� a ��0�#��

����1%"�"� =�1;��%� ���� ����������#� �#���� ϕ2 p0, . . . , pk  � �3��<

ϕ =




ϕ, �� a(ϕ) = A

¬ϕ, ������
pi =




pi, �� a(pi) = A

¬pi, ������
i = 0, 1, . . .

�'�� ��0#�� {p0, ..., pk} �ΠΛ ϕ�

E��� �� �1%���� ��'���� ����+�1�2 ������ �� 0�"��%��������%� ��� $�1��" ����

��� ����%' ��� 7�������8 −2 ��� �� ���/��,�#%� ��"� ����1%"�" ��' �"� ���1�
�3�������� w% �2 ��" ����0��� �1��� ��/�� �� ���� ����1%"�" ���/��'%����2

��'�� ��������#%� �� ��%+����%'�F

�����	��) A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

�F 4� � ϕ �1��� ������ ���������� %���+�"��2 �'�� �� ;"��#%��� ��0#�� ���/�6

����

�F N�� 2 ����'�2 '�� �� ;"��#%��� ��0#�� ��� ���� ����������#� �#���� ϕ2 ψ�

4�����1��� �� $�13��%� '�� ��0#�� ��� ��� ���� ����������#� �#���� ¬ϕ2 ϕ→ ψ�

:� $����%� �"� ��'$��3" %'�� ��� ��� ¬ϕ2 �/������� �"� ���" ���1�� �"  �
?����"��'�"���

���/����2 �� ����������� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ����� ϕ2 ¬ϕ �1��� ��

1$���2 ��� '�� �1��� %���3# � � p02 ���2 pk� :� ��#%� %�� ��0�#�� ����1%"�" a�

4�' �"� ���� ���� ��',��"2 ��0#�� {p0, ..., pk} �ΠΛ ϕ�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

4� a(ϕ) = A2 �'�� a(¬ϕ) = Ψ2 ��'�� ¬ϕ = ¬¬ϕ� 4��� �ΠΛ ϕ→ ¬¬ϕ2 ��' �"�
G��"�" ������ ������� {p0, ..., pk} �ΠΛ ¬ϕ�
4� a(ϕ) = Ψ2 �'�� a(¬ϕ) = A2 ��'�� ϕ = ¬ϕ ��� ¬ϕ = ¬ϕ� G��
{p0, ..., pk} �ΠΛ ¬ϕ�
�� ��,� ���1�� �"2 ����'�2 ��0#�� ��� ��� ¬ϕ ���' ��� ,����%�� �

+��
���	����� *)6

4��$�13�� '��2 �� �� ����������1 �#��� ϕ2 ψ �0��� �"� �$�'�"�� ��� ���"��#6

%���� ��%%����2 �'�� ��� � ���������'� �#��� ϕ→ ψ �0�� �"� �$�'�"�� �����

���� �0��%� '2�� 0����;����2 ��� �J ���$�13��%� �� +����' ,���"%� '�� ��,�

��������1� �1��� �����' ,���"%� ��� ΠΛ�

0�#���� *)(() ��� ��,� ���������' �#�� ϕ2

�� |= ϕ2 �'�� �ΠΛ ϕ�

�����	��) N�� '�� |= ϕ ��� '�� �� ����������� %���+�"��� ��� �%/��1;�����

���� ϕ �1��� ���%��� ���� p0, ..., pk � A �1� +��+" �"� �����'�"���2 %����#%� ��

���,����%� '�� k > 0�

('� ��� (�%%���� ���2 ��� ��0�#�� ����1%"�" a ��0#��

{p0, ..., pk} �ΠΛ ϕ E�/�# a(ϕ) = AF�

4� a1 �1��� %�� ����1%"�" ������ ���� a1(pk) = A2 �'��

{p0, ..., pk−1, pk} �ΠΛ ϕ�

��1������� %�� ����1%"�" 2 ������ ��� a2(pk) = Ψ ��� a2(pi) = a1(pi) ���

i = 0, ..., k − 12 �0��%�

{p1, ..., pk−1,¬pk} �ΠΛ ϕ�

�"%������%� '�� � �������� − �0�� �"� 1$�� $���" ��� ���� %���+�"��� p0, . . . ,

pk−12 ���3���"�� ��' �� �� �/��%';���� ��� �"� ����1%"�" a1 � �"� a2�



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ��

�������2 �#%/ �� %� �� :���"%� 4��� ���2

{p0, ..., pk−1} �ΠΛ pk → ϕ E�F ���

{p0, ..., pk−1} �ΠΛ ¬pk → ϕ E�F�

������������ ���� $#� ������� ���$�13���2 ���� ���1�� ��"�1;����� �� E�F2 E�F

��� 0�"��%��������� �� $F �"� G��"�"� ����2 ���������;��%� �"� �3�� ������

��'$��3"<

�����

�����

pk → ϕ

�����

�����

¬pk → ϕ

(pk → ϕ) → ((¬pk → ϕ) → ϕ)

(¬pk → ϕ) → ϕ

ϕ

N0��%� ���� �������� '�� ��� �����$����� ����1%"�" a ��0#��

{p0, ..., pk−1} �ΠΛ ϕ�

����01;����� ����2 �����1/��%� '���� ���� ����������#� �#���� p0, ..., pk−1 ���

��%����1���%� '�� �ΠΛ ϕ� �

�����'����2 ���$����#���� �� ��'���,��

0�#���� *)(*) 10�#���� ���������� �����
	���� ���	
���2

��� ��,� �#���� ����������� �#� � T ��� ��,� ���������' �#�� ϕ

�� T |= ϕ2 �'�� T �ΠΛ ϕ� �

 ��'$��3" ��� ,� ��%���� ����# �1��� ���# ��0���� ��� �� $�,�1 ����2 ,�

������,��%� �J ����� ���'����2 ��� ���1��� ��� ���1����0�� ,� ��%���� ��� �"

������ ���"���"%�� ��

w� � ������/���%�2 ��0#�� ��� �� ���1����/� ��� :� ��%���� ��"�'�"���2

$"��$� �� �3��<



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

0�#���� *)(3) ��� ��,� ���������' �#�� ϕ

�� �ΠΛ ϕ2 �'�� |= ϕ� �

�� �� ��� ,���"%� �3��/��1;�� '�� �� A0 $�� �1��� ����/����' �#���� ���6

�������� �#� �� ����%���2 ��� '�� ����0� ������� ���������'� �#��� ϕ ���

��� ���1� ��0#�� �ΠΛ ϕ ��� �ΠΛ ¬ϕ� �'�� ,� 1�0�� |= ϕ ��� |= ¬ϕ2 ����%�
�$#�����

:� ���$�13��%� �� ��'���,� �����'���� ,���"%��

0�#���� *)(5) 10�#���� ��� ������� �����
	���� ���	
���2 ���

��,� �#���� ����������� �#� � T ��� ��,� ���������' �#�� ϕ

�� T �ΠΛ ϕ2 �'�� T |= ϕ�

�����	��) N�� '�� T �ΠΛ ϕ� �'�� ����0�� %�� ������ ��'$��3" ϕ1, ..., ϕn =

ϕ ��� ΠΛ� w% �2 %� +��" �"� G��"�" ���2 ��,� �31 %� ��� ΠΛ �1��� ��������1�

��� � ���'��� MP $���"��1 �"� ����������� ������� ��� A�"��%��������� ��

�����'� ���'2 %����#%� �� $�13��%� %� ���� �� '�� T |= ϕi2 ��� ��,� i =

1, ..., n� G�� T |= ϕn2 $"��$� T |= ϕ� �

�������� � � :� �"%�� � *����'�"��� ��� ��"�'�"��� �1��� '�� " ����������

������ 7������� �#����8 �1��� ���$#��%" %� �" �"%���������� ������ 7�����6

������%� �#����8� �� ��� %���� �"� ���$���%1�� ���$����#���� ��� ��'%���

����$���%�2 ��� �� ���� �/������  � ���"�" EG��"�" ���!F�

������	��� *)(7) :� $�13��%� '�� ��� ��,� �#���� ����������� �#� � T 2 ��

�� T �1��� �������2 �'�� �� T �1��� �����������%��

N�� 2 ����'�2 '�� ����0�� ������� �#���� ����������� �#� � T 2 ��� $�� �1���

�����������%�� �'�� ��0#�� T |= p0 ��� T |= ¬p0 L $�� �������"�" 	 %���

��� =���%' ��& E��"� ����%����'�"��2 ��0#�� T |= ϕ ��� T |= ¬ϕ ��� ��,�

���������' �#�� ϕF� .� +��" �� :���"%� ���� ����#���� '�� T �ΠΛ p0 ���

T �ΠΛ ¬p02 $"��$� �� T $�� �1��� �������2 ��� �1��� ������ �



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � �!

'
��
� � ����	�����
�� *)(3

*1��� ������� �� �#����

{¬p2 ∧ p3 → p1, p2 → (¬p1 → p3), p1 ↔ ¬p3}v

Z� �'���%� � � :� �"%�� � ��"�'�"��� ��� *����'�"��� �0��%� �� :���"%�

��%�������2 ��� ���/���%� ��"� ��'�"�� ���2 %� ��'$��3" �"� �3��<

N�� '�� T �1��� ��� ������ �#���� ����������� �#� �2 ��� �� ���1� ��,�

�������%��� ����#���' ��� �1��� �����������%�2 ���� �� 1$�� �� T $�� �1���

�����������%�� �'�� T |= p0 ∧ ¬p0 E�������"�" 	 %��� ��� =���%' ��&F� G��2

T �ΠΛ p0 ∧ ¬p0 E:���"%� ��"�'�"���F2 ��'�� ����0�� ������ �������%���

T ′ ⊆ T ������ ���� T ′ �ΠΛ p0 ∧ ¬p0 E�������"�" 	 %��� ��� =���%' ����F�

�'��2 �#%/ �� %� �� :���"%� *����'�"���2 ,� ��0#�� T ′ |= p0 ∧¬p02 ��� �1���

�$#����2 �/�# �� T ′ �1��� �����������%� E,� ������ " ����1%"�" ��� ���������1

�� T ′ �� ���������1 ��� ��� p0 ∧ ¬p0F� �

('� � � :� �"%�� � ��"�'�"��� ��� *����'�"���2 ����0�� ���'��,%�� ��� �J

���/��1;��%� �� � ϕ ���$����#���� ������ � '0� ��� ΠΛ ��' ��� �������%���

�#���� T ⊆ T (Γ0)< � ���'��,%�� ��� �J ���/��1;��%� �� T |= ϕ � '0��

���� ���"���"%����' �����%'2 '� � ,� $�#%� ��" ����0���2 �� ����%��� $��

�1��� �'�� ����2 ���J '�� ��� ��� ���1 ��0#�� �� ,���"%� ��"�'�"����

!���,�
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A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

4� � ϕ �1��� ���������� %���+�"��2 �'�� mϕ = 1 ��� nϕ = 02 ��'�� ��0#��

���/���� " ��'�"�� mϕ = nϕ + 1�

N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� (¬ψ)2 '��� � ψ �0�� �"� �$�'�"��2 $"��$� mψ =

nψ +1� �'�� '% � mϕ = mψ ��� nϕ = nψ 2 ��'�� ��0#�� " ��'�"�� mϕ = nϕ+1�

N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� (ψ ∧ χ)2 '��� �� ψ,χ �0��� �"� �$�'�"��2

$"��$� ��0#��� ��

mψ = nψ + 1 ��� mχ = nχ + 1. E���F

w% � mϕ = mψ +mχ ��� nϕ = nψ + nχ + 12 ��'��2 �'� � � ���2

nϕ + 1 = (nψ + nχ + 1) + 1 = (nψ + 1) + (nχ + 1) = mψ +mχ = mϕ2

$"��$� ��� � ϕ �0�� �" ;"��#%��" �$�'�"���

Ew%��� $����#��%� �� � ϕ �1��� �"� %��/�� (ψ ∨ χ) � (ψ → χ) � (ψ ↔ χ)�F

!"��	�) 4� �#���� �"� ���"�"2 ���#  ��1�2 ����������� �%�� � �"� �/��6

%��� �"� ���� ��� ��"� ��������'�"�� � � ����������� �#� �� 4� $�� ��

����/�����2 $�� �����;��2 " ��0� ���� ��� ��� �#���� � � ����������� �#� �

$�� �1��� �'�� ����2 '�� " ����,"� ��0� ���� ��� ����� /�����#��

'
��
� *)*)

= ���������'� �#��� ��� ;"��%� �1��� �

((p1 ∧ p0) → (((¬p2) ∨ p3) ↔ p1))�

.� +��" ��� ���'�� �������B"� �����,��� � �F2 ���'� %����1 �� ���/�1  �

(p1 ∧ p0) → (((¬p2) ∨ p3) ↔ p1)2

� ���1��2 %� +��" ��� ���'�� +F2 %����1 �� ���/�1  �

p1 ∧ p0 → (¬p2 ∨ p3 ↔ p1)�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

���� �������1� ���������' �#�� $�� %����#%� �� ������1B��%� ��� �����,�6

����2 $�'�� ������2 �'� ��� ���'�� �F2 $�� ,� �1��� ��/�� ���� �1��� �� ��$1�

�/��%���� � � ���$��% �→,↔�

�� $��$��$�����%%� ��� ����������# �#��� �1��� �� ��'���,��

((p1 ∧ p0) → (((¬p2) ∨ p3) ↔ p1))
�

��
�����

(p1 ∧ p0) (((¬p2 ∨ p3) ↔ p1)

p1 p0 ((¬p2) ∨ p3) p1

�
�

�







	
		

�
�

�

(¬p2) p3

�
�

�

�
�

�

p2






!"��	�) 4� �� ����/�����2  ��1�� 4�����2 ���' ,� ���� �� 3������/��1��

���� ���'��� �������B"� �����,��� �2 %��� �� ����$���%� ����

'
��
� *)3)

p1 ∧ p0 → ¬p2 ∨ (p3 ↔ p1)
A

�
��

�����

p1 ∧ p0 ¬p2 ∨ (p3 ↔ p1)
Ψ A

p1
A

p0
Ψ

¬p2
A

p3 ↔ p1
A

�
�

�
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�
�
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�

�

p2
Ψ

p3
A

p1
A

��%���;����� �� $��$��$�����%%� �� %�� ���%%� �0��%�



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ��

p2¬→p0∧p1

ΨAAΨΨA

∨ ( p3 ↔ p1 )
A A A A

!"��	�) 4� +������ �" � ��� ��%� ���,����2 ���# ����2 �0��� ���������� '0�

%'�� ���� �1����� ���,���� � � ���$��% �2 ���� ��� ���� ���'��� �������B"�

�����,��� �� 4� ���� ������ ��,��2 %�� � ���' �/�1����� ��� '�� $� +������

�� � ��' $��$��$�����%%�v

'
��
� *)5)

�F �� �#���� � � ����������� %���+�"��� �1��� �����������%�2 �/�# ����6

0�� " ����1%"�" a %� a(p) = A ��� ��,� ���������� %���+�"�� p2 ��� $1���

��%� ���,���� �� '�� �� ����0�1� ����

+F �� �#���� T (Γ0) $�� �1��� �����������%�2 �/�# �����0�� �����0����� ����

���������' �#�� ϕ ��� �"� ���"�� ��� ¬ϕ L $�� �1��� $����' %�� ����1%"�"
�� $���� ��%� ����'0���� ���� ϕ ��� ���� ¬ϕu

�F N�� '�� ����0�� ����1%"�" a ������ ��� a(p0) = A2 a(p0 → p1) = A

��� a(¬p1) = A� �'��2 �'� � � ����� � ���,���� � � ���$��% � ¬,→2

,� 1�0�� ��� a(p1) = Ψ ��� a(p1) = A2 ����%� �$#����� G�� �� �#����

{p0, p0 → p1,¬p1} $�� �1��� �����������%��

$F @���0�� ����1%"�" a ������ ��� a(p0 → p1) = a(p1 → p2) = a(p2 →
p3) = . . . = A� ����%���2 �� a(pi) = A ��� ��,� i ∈ N � a(pi) = Ψ ���

��,� i ∈ N2 �'�� " a ���������1 �� �#���� {pi → pi+1 : i ∈ N}�

!"��	�) 4� +������ �� �#���� ��� �1��� �����������%�2  ��1�u 4� '0�2 �1 $��

���� ����v  ��������"��%'�"�� �3��/��1;���� �� +��#%� ����1%"�" ��� $1���

��%� �� '�� �� ����0�1� ��� ���'���� .�� � ������,����� �� $�13��� '�� '���

�� �����%����� ���������#� �� �#����v

'
��
� *)6)

-��������;��%� �1���� ���,���� ��� ���� ����������#� �#���� ����#�2 ��%6

+��1;����� �� $�#���� %� ϕ2 ��� �3���;��%� ���� �'��

�F ��,� /��� ��� � ������ ��1���� ��%� A2 ��1���� ��� � $�#����� �"� 1$�� ��%�

���



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

+F ��,� /��� ��� � $�#����� ��1���� ��%� A2 ��1���� ��� � ������ �"� 1$�� ��%��

p0 p1 p2 p1 ↔ p2 p0 ↔ (p1 ↔ p2)

A A A A A

A A Ψ Ψ Ψ

A Ψ A Ψ Ψ

A Ψ Ψ A A

Ψ A A A Ψ

Ψ A Ψ Ψ A

Ψ Ψ A Ψ A

Ψ Ψ Ψ A Ψ

¬p0 ¬p1 ¬p2 p1 ∧ p2 p0 ∧ (p1 ∧ p2) ¬p1 ∧ ¬p2 ¬p0 ∧ (¬p1 ∧ ¬p2) ϕ

Ψ Ψ Ψ A A Ψ Ψ A

Ψ Ψ A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ A A Ψ Ψ A Ψ Ψ

A Ψ Ψ A Ψ Ψ Ψ Ψ

A Ψ A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

A A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

A A A Ψ Ψ A A A

?����������%�2 ����'�2 '��

�F '��� �� p0, p1, p2 ��1����� ��%�� E���1����0�F A2 D2 D E��"� ������" ���%%�

� � ����� �F2 � ������ ���������'� �#��� ��1���� ��%� A2 ��� � $�#�����

��1���� ��%� D ���

+F '��� �� p0, p1, p2 ��1����� ��%�� E���1����0�F D2 D2 D E��"� '�$�" ���%%�

� � ����� �F2 � $�#����� ���������'� �#��� ��1���� ��%� A2 ��� � ������

��1���� ��%� D�

�������2 ������� ��' ���� $�� ����������#� �#���� $� ����������� �������6

���� ��� �����

!"��	�) 4� +������ �"� �����"�"2 ������ ���� $������� 4� '% � ���� $��

���� ����2 ���/,�1�� ���� ��� ����%' �"� ������������ ������� ����



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ��

'
��
� *)7)

N�� '�� � ((p0 → p1) → p0) → p0 $�� �1��� ��������1�2 $"��$� ����0��

����1%"�"2 " ���1� ��� ��������0�1 ��%� Ψ� �'�� � (p0 → p1) → p0 ��1���� ��%�

A ��� � p0 ��%� Ψ E�'� ��� �1���� ���,���� ��� →F� w% �2 �'�� ,� ������ �

p0 → p1 �� ��1���� ��%� Ψ E������ $�� ,� ������� � (p0 → p1) → p0 ��%� AF2

����%� �$#����2 �/�# � p0 ��1���� ��%� Ψ� �������2 � ((p0 → p1) → p0) → p0

�1��� ��������1��

= �1����� ���,���� ��� ����������# �#��� ����# �1��� � ��'���,���

p0 p1 p0 → p1 (p0 → p1) → p0 ((p0 → p1) → p0) → p0

A A A A A

A Ψ Ψ A A

Ψ A A Ψ A

Ψ Ψ A Ψ A

!"��	�) �����# '�� $�� �10��� $�����1�� �$�� 4�2 '% �2 �����%����� ��

$����B��� %� �1���� ���,����2 ������,���� �� �� 3��������� %� �" %�,�$�

��� ����$�1�%���� ��
�

'
��
� *)8)

[p1 ∧ ((p1 ∧ p2) ∨ (p1 ∧ ¬p2))] ∨ ¬(p3 ∨ ¬p1)

≡ [p1 ∧ (p1 ∧ (p2 ∨ ¬p2))] ∨ ¬(p3 ∨ ¬p1) E�'%�� ���%��>�"���F

≡ (p1 ∧ p1) ∨ ¬(p3 ∨ ¬p1) E�'%�� ��������%�#

��1��� ��� �'%�� �����'/"�"�F

≡ p1 ∨ (¬p3 ∧ ¬¬p1) E�'%�� �����'/"�"�

��� �'%�� iQ ]W^_YTF

≡ p1 ∨ (¬p3 ∧ p1) E�'%�� $����� ���"�"�F

≡ p1 E�'%�� �����'/"�"�2

�/�# ¬p3 ∧ p1 |= p1F

!"��	�) 4� ������3��� ���� ���������' �#�� p12 ���#  ��1�2 $�� ���� �#�����

4� '0�2 ,� ���� ���' �� 3���$�1�� ���� �'%��� �����'/"�"� EG��"�" ��&F�

'
��
� *)9)

�� ����0�1� ��� ��$1�� ����%�#2 ��� ���1� " f ��������0�1 ��%� A2 �1��� �� �3��<

< Ψ,Ψ,Ψ >2 < Ψ,Ψ, A >2 < Ψ, A,Ψ >�



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

��� ����� ��������0�1 � ���������'� �#��� ¬p0 ∧ ¬p1 ∧ ¬p22 ��� $�#���� �

¬p0∧¬p1∧p2 ��� ��� ��1�� � ¬p0∧p1∧¬p2� = ���������'� �#��� �� ��������

$��;������� %��/�2 ��� �������� ��#�� �"� f 2 �1��� ����'� �

(¬p0 ∧ ¬p1 ∧ ¬p2) ∨ (¬p0 ∧ ¬p1 ∧ p2) ∨ (¬p0 ∧ p1 ∧ ¬p2)�

?����#����� '� � ��� ����$���%� ���2 %����#%� �� �����������%� ��� �����6

����' �#�� ���'  � �3��<

(¬p0 ∧ ¬p1 ∧ ¬p2) ∨ (¬p0 ∧ ¬p1 ∧ p2) ∨ (¬p0 ∧ p1 ∧ ¬p2)

≡ ((¬p0 ∧ ¬p1) ∧ (¬p2 ∨ p2)) ∨ (¬p0 ∧ p1 ∧ ¬p2) E�'%�� ���%�6

������'�"���F

≡ (¬p0 ∧ ¬p1) ∨ (¬p0 ∧ p1 ∧ ¬p2) E�'%�� ��������%�# ��1���

��� �'%�� �����'/"�"�F

≡ ¬p0 ∧ (¬p1 ∨ (p1 ∧ ¬p2)) E�'%�� ���%�������'�"���F

≡ ¬p0 ∧ ((¬p1 ∨ p1) ∧ (¬p1 ∨ ¬p2)) E�'%�� ���%�������'�"���F

≡ ¬p0 ∧ (¬p1 ∨ ¬p2) E�'%�� �����'/"�"�F

!"��	�) *��1; �� %"� �10��� ��'+�"%� %� �� ����� %����2 ������ $��+����

���� �� ����$���%� ����� �� $�#���� %���� ���� �1�� $�����'����2 ����v 4� ���

/��"�� ���# $#�����2 ���' ,� ���� �� 3���$�1�� ���� �'%��� ��� �� ����$���%�

����

'
��
� *):)

-��������;��%� ���J ��0�� ��� �1���� ���,���� ��� ����������# �#���2 ��� ��

$�#%� ��� ����� ����$�� ��%�� � � %���+�"��� ��� ��1���� ��%� A�

p0 p2 p3 ¬p0 p2 → ¬p0 (p2 → ¬p0) ∨ p3 p0 → ((p2 → ¬p0) ∨ p3)

A A A Ψ Ψ A A

A A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

A Ψ A Ψ A A A

A Ψ Ψ Ψ A A A

Ψ A A A A A A

Ψ A Ψ A A A A

Ψ Ψ A A A A A

Ψ Ψ Ψ A A A A



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ��

G�� � ;"��#%���� ���������'� �#��� �1��� � �3��<

(p0 ∧ p1 ∧ p2) ∨ (p0 ∧ ¬p1 ∧ p2) ∨ (p0 ∧ ¬p1 ∧ ¬p2) ∨ (¬p0 ∧ p1 ∧ p2)

∨(¬p0 ∧ p1 ∧ ¬p2) ∨ (¬p0 ∧ ¬p1 ∧ p2) ∨ (¬p0 ∧ ¬p1 ∧ ¬p2)�

!"��	�) 4� +������ � ������,����� �� +����� ���� ���������' �#��2 ����

���1� �%/��1;����� �� ����������� %���+�"��� p0, p2, p32 $�� �����;��� w� �

���/��,"��2 $�� �0�� ���������� �"%��1� ����� %���+�"��� ,� 0�"��%�����6

���%�2 ����1 �� �1��� $��/���������

'
��
� *)(;)

p0 → ((p2 → ¬p0) ∨ p3)

≡ ¬p0 ∨ ((¬p2 ∨ ¬p0) ∨ p3) E��� �'%�� ������������"�F

≡ ¬p0 ∨ (¬(p2 ∧ p0) ∨ ¬¬p3) E�'%�� iQ ]W^_YT

��� �'%�� $����� ���"�"�F

≡ ¬p0 ∨ ¬((p2 ∧ p0) ∧ ¬p3) E!�� �'%�� ������������"�F

≡ ¬(p0 ∧ (p2 ∧ p0) ∧ ¬p3) E!�� �'%�� ������������"�F

!"��	�) 4� ������,����� ���" ����� ������������"� � � �����,#%"� �

���$��% �2 $�� ����0�� ��'+�"%� L '� � �� ����� �����������2 ����0��� ���6

��1 ��'��� �� �$"�",�1 ������� ��� ��������%�� 4�2 '% �2 $�� ����/����� ��

/������ �� ���������' �#�� %'�� %� ���� ���$��%��� ¬,∧2 �'�� ���' ,� ����
�� 3���$�1�� ���� �'%��� ������������"��

'
��
� *)(()

��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ ��0#���

¬ϕ ≡ ϕ ↓ ϕ2 ϕ ∧ ψ ≡ (ϕ ↓ ϕ) ↓ (ψ ↓ ψ)�

4/�# �� {¬,∧} �1��� ������2 �� 1$�� ��0#�� ��� ��� �� {↓}�

!"��	�) 4� ���#0���2  ��1�2 ���/������ �3����� ��"� ���1�� �" ��� $����6

���������2 1� � 3�0����� ���� ��/���" �"� ���"����� ������� ��#+���� �1� 

��' �� �#�$��%� {↓}�

'
��
� *)(*)

�� ;"��#%��� ����#���� ��' �"� ��'���," ������ ��'$��3"<



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

�� ¬ϕ→ ¬ϕ ���� ,���"%�

�� (¬ϕ→ ¬ϕ) → (¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬ϕ)) 4��

	� ¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬ϕ) �2 �2 MP

!� (¬ϕ→ ¬¬ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ) 4�	

&� [(¬ϕ→ ¬¬ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ)] →
[¬¬ϕ→ ((¬ϕ→ ¬¬ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ))] 4��

)� ¬¬ϕ→ ((¬ϕ → ¬¬ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ)) !2 &2 MP

�� [¬¬ϕ→ ((¬ϕ→ ¬¬ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ))] →
[(¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬¬ϕ)) → (¬¬ϕ→ ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ))] 4��


� [¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬¬ϕ)] → [¬¬ϕ→ ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ)] )2 �2 MP

�� ¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬¬ϕ) 4��

��� ¬¬ϕ→ ((¬ϕ → ¬ϕ) → ϕ) 
2 �2 MP

��� [¬¬ϕ→ ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ϕ)] →
[(¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬ϕ)) → (¬¬ϕ→ ϕ)] 4��

��� (¬¬ϕ→ (¬ϕ→ ¬ϕ)) → (¬¬ϕ→ ϕ) ��2 ��2 MP

�	� ¬¬ϕ→ ϕ 	2 ��2 MP

�"%������%� '��2 �� 7������%1���%�8 �"� ������ ��'$��3" ��� ����$�1�%����

���&2 '� � %�� ���+����� " ��'$��3" ��� :� ��%���� 4��� ���2 ,� �����%�

%�� ������ ��'$��3" ��� �����0�� �"� ������� ��� ����� �������� ����������#�

�#���� E�� ���1�� $�� �1��� �����1�"���F�

!"��	�) 4� ������������� �"� ������� � %�� ���" ������ ��'$��3"2 %���+�2

�0��� �3����� ,�1 �� %����� +�,%' %� �� �3� %����' �#��"%� ΠΛ� 4� $�� ��

����/�����2 $�� �����;��2 �10��� $#����" $�������

'
��
� *)(3)

�� ����"%� �1��� ���$#��%� %� �� ���� �'�� �� �#���� ���' �1��� �����������%��

N�� '�� ����0�� ����1%"�" a ��� �� ���������12 $"��$�

a(¬p2 ∧ p3 → p1) = A E���F

a(p2 → (¬p1 → p3)) = A E��	F

���

a(p1 ↔ ¬p3) = A. E��!F



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � �!

('� �"� ��!2 ,� ��0#��� ��

a(p1) = A, a(p3) = Ψ E��&F

�

a(p1) = Ψ, a(p3) = A. E��)F

=� ��& ��%+�+�;����� %� ��� ���2 ��	2 $�'�� ��' ��� ��& ����#����� �� a(p1) = A2

a(¬p1 → p3) = A� G��2 �� �#���� �1��� �����������%��

!"��	�) 4� ������+��� '�� ������ �� 0�"��%��������� �"� ���$#��%" ������

�"� ��������"��%'�"���2 ���#  ��1�� 4�2 '% �2 ������,����� �� $�13��� '�� $��

����0�� ������ ��'$��3" %��� ���1/��"� ��' ��� ���,����� �����2 ���/������

� ���2 ���� $�� ����0� $����'�"�� ��������%�����# ����0��2 �/�# �� �#����

� � ������� ���$�13� � �1��� �������



�" � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

��
�	� +��
���	�����

+��
���	����� *)()

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

4� ���,����%� '�� � ϕ �1��� ���������� %���+�"��2 ��� " pi� �'�� ���

������$����� �����%����� a12 a22 �� ����� ��%/ ��#� ��"� ��%� ��� $1���� ��"�

pi2 �'�� ���/���� a1(ϕ) = a2(ϕ)�

N�� ���� '�� � ���������'� �#��� ϕ �0�� �"� �$�'�"�� ��� ,����%� �� $�13��%�

'�� ��� � ¬ϕ �0�� �"� �$�'�"��� :� ��#%� $�� ��0�#��� �����%����� a12 a2 ���

��%/ ��#� ���� ����������� %���+�"��� ��� ¬ϕ� �'�� �� a12 a2 ��%/ ��#� ����

����������� %���+�"��� ��� ϕ� �������2 �'� �"� ���� ����� ��',��"�2 ��0#��

a1(ϕ) = a2(ϕ)� w% �2 a1(¬ϕ) = F¬(a1(ϕ)) ��� a2(¬ϕ) = F¬(a1(ϕ))2 ���%�� �

a1(¬ϕ) = a2(¬ϕ)2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

w%��� $�10���%� '�� �� �� ϕ,ψ �0��� �"� �$�'�"��2 �'�� �"� �0��� ��� �� ϕ ∧ ψ2
ϕ ∨ ψ ������

+��
���	����� *)*)

�F A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�  �$�'�"�� ��� %��

��$��/���� �� $�13��%� '�� �0��� '��� �� ����������1 �#��� �1��� " �3��<

��� '��� ��� �����%����� a, b2 �� " b ��1;���� %�� �"� a ��� � ���������'�

�#��� ϕ∗ ��1;���� ��' ��� ϕ '� � ��" $���#� �" �"� $����"��'�"���2 �'��

b(ϕ) = a(ϕ∗)� E@���1,���� '�� %�� �0�� $�,�1 %�� ��������%��" ������,1�

����������� �#� � ϕ0, ϕ1, . . . �F

N�� ���J ��0�� '�� � ϕ �1��� ���������� %���+�"��2 �� ��#%� " pi� �'��

ϕ∗ �1��� � ���������'� �#��� ϕi ��� " ��'�"�� b(ϕ) = a(ϕ∗) ��0#�� ���6

/����2 �'� ��� ����%�# �"� ����1%"�"� b�

4� ���,����%� ���� '�� � ϕ �0�� �"� �$�'�"�� ��� ,����%� �� $�13��%�

'�� �"� �0�� ��� � ¬ϕ� �����"��#%� '�� � (¬ϕ)∗ �1��� � 1$��� %� ���

(¬ϕ∗)2 �/�# " ������������" ����������� %���+�"��� �1����� %��� ����

ϕ� *�1�"�2 b(¬ϕ) = F¬(b(ϕ)) ��� a(¬ϕ∗) = F¬(a(ϕ∗))� G�� b(¬ϕ) =

a((¬ϕ)∗)2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

w%��� $�10���%� '�� �� ϕ∧ψ2 ϕ∨ψ ������ �0��� �"� �$�'�"��2 '��� �� ϕ,ψ
�0��� �"� �$�'�"���



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 ��

+F N�� '�� � ϕ �1��� ��������1�� :����%� �� $�13��%� '�� ��� � ϕ∗ �16

��� ��������1�� :� ��#%� ����'� ��0�#�� ����1%"�" a ��� ��1;��%� �"�

����1%"�" b2 '� � ������� � �'��2 b(ϕ) = a(ϕ∗) ��� b(ϕ) = A2 �/�# �

ϕ �1��� ��������1�� G��2 a(ϕ∗) = A2 ��� �1��� �� ;"��#%����

+��
���	����� *)3)

��� �����%1�2 ���/��%� ∗k ���1 ��� a(ϕ ∗k ψ)2 k = 1, 2, . . . , 9�

a(ϕ) a(ψ) ∗1 ∗2 ∗3 ∗4 ∗5 ∗6 ∗7 ∗8 ∗9

A A A A A A Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

A Ψ A A A Ψ A A Ψ Ψ Ψ

Ψ A A Ψ Ψ A Ψ Ψ A A Ψ

Ψ Ψ A A Ψ Ψ A Ψ A Ψ Ψ

+��
���	����� *)5)

ERF 4���12 %� +��" �� :���"%� 4��� ���2 �� $�13��%� '�� {¬ϕ,ϕ} �ΠΛ ψ2

����%� ��� ����#���� ��' �"� ��'���," ������ ��'$��3"<

�� ¬ϕ ��',��"

�� ϕ ��',��"

	� ¬ϕ→ (¬ψ → ¬ϕ) 4��

!� ¬ψ → ¬ϕ �2 	2 MP

&� ϕ→ (¬ψ → ϕ) 4��

)� ¬ψ → ϕ �2 &2 MP

�� (¬ψ → ¬ϕ) → ((¬ψ → ϕ) → ψ) 4�	


� (¬ψ → ϕ) → ψ !2 �2 MP

�� ψ )2 
2 MP

ERRRF 4���12 %� +��" �� :���"%� 4��� ���2 �� $�13��%� '��

{ϕ,¬ψ} �ΠΛ ¬(ϕ→ ψ)�

.� +��" �� :���"%� 4���,����������/��2 ����1 �� $�13��%� '��

{ϕ,ϕ → ψ} �ΠΛ ¬¬ψ�

4��'2 '% �2 ����",�#���� �#����<



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

�� ϕ ��',��"

�� ϕ→ ψ ��',��"

	� ψ �2 	2 MP

!� ψ → ¬¬ψ G��"�" ���� E%���� �FF

&� ¬¬ψ 	2 !2 MP �

+��
���	����� *)6)

4� ���,����%� '�� �� ����������� %���+�"���2 ��� �%/��1;����� ��� ϕ2 �1���

%���3# � � p0, ..., pk ��� ����� ��� �%/��1;����� ���� ψ �1��� %���3# � � p0, ..., pl2

'���2 0 �1� +��+" �"� �����'�"���2 ��0#�� k ≥ l� ���/����2 �� �����������

%���+�"��� ��� �%/��1;����� ���� ϕ→ ψ �1��� %���3# � � p0, ..., pk � :� ��#%�

%�� ����1%"�" a� 4�' �"� ���� ���� ��',��"2 ��0#��� ��

{p0, ..., pk} �ΠΛ ϕ E���F

{p0, ..., pl} �ΠΛ ψ. E��
F

('� �"� �������"�"� &F %��� ��� =���%' ����2 ��' �"� ��
 ������ "<

{p0, ..., pk} �ΠΛ ψ. E���F

4� a(ϕ→ ψ) = Ψ2 ��'�� a(ϕ) = A ��� a(ψ) = Ψ2 ,� �0��%�

ϕ→ ψ = ¬(ϕ→ ψ), ϕ = ϕ ��� ψ = ¬ψ. E����F

w% � ��' �� ERRRF �"� ?����"��'�"��� ��!2 �0��%� '��

�ΠΛ ϕ→ (¬ψ → ¬(ϕ→ ψ)). E����F

4�' ��� ���2 ���2 ���� ��� ���� ��%����1���%� '��

{p0, ..., pk} �ΠΛ ϕ→ ψ2

$"��$� '�� ��0#�� �� ;"��#%����

4� a(ϕ→ ψ) = A2 ��'�� a(ϕ) = Ψ � a(ψ) = A2 ,� �0��%�

ϕ→ ψ = ϕ→ ψ, ϕ = ¬ϕ � ψ = ψ. E����F

4� ��0#�� a(ϕ) = Ψ2 �'�� �� ;"��#%��� ������ ��' ��� ���2 ���� ��� �� �����'�

'�� �ΠΛ ¬ϕ→ (ϕ→ ψ) E$�� ?����"��'�"�� ��!F�



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 ��

4� ��0#�� a(ψ) = A2 �'�� �� ;"��#%��� ������ ��' ��� ���2 ���� ��� �� �����'�

'�� �ΠΛ ψ → (ϕ→ ψ) E$�� AΣ1F�

�� ��,� ���1�� �"2 ����'�2 ��0#�� �� ;"��#%����



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

�
�
�	� �����������
��

'
��
� *)() N�� f, g : T (Γ0) → N �� ����������� ��� ��1;�����  � �3��<

f(p) = 0 g(p) = 0

f(¬ϕ) = f(ϕ) + 1 g(¬ϕ) = g(ϕ) + 1

f(ϕ ∨ ψ) = f(ϕ) + f(ψ) + 1 g(ϕ ∨ ψ) = max(g(ϕ), g(ψ)) + 1

��� '%��� ��� ���� ∧,→,↔ ���1 ��� ∨�
�F I��1�� ���� ���,%�#� f(((p1 → p2) ∧ ((¬p2) → p0)))2 g(((p1 ∨ (p2 → p3)) ∧
(¬p3)))�

+F ?�13�� '�� ��� ��,� ���������' �#�� ϕ ��0#�� g(ϕ) ≤ f(ϕ)�

E��������� ��� ��0'��� ���������' �#�� ϕ2 " ��%� g(ϕ) $�10��� �� 7+�,��8 ���

$��$��$�����%%���� ��� ϕ2 ��� " ��%� f(ϕ) $�10��� �"� ��������'�"�� ��� ϕ2

$"��$� �� ���,�� � � �%/��1�� � ���$��% � ���� ϕ�F

'
��
� *)*) ��%��"����� �"� ��'$��3" ��� :� ��%���� ��!2 ���$����#�����

'��<

�F �� �#���� a �1��� ������"�"2

+F �� ��$1� ����%�# �"� a �1��� �� T (Γ0)2

�F " a �1��� ���$���� ������"�" ���

$F " a �1��� " %���$��� ���$���� ������"�" %� ��$1� ����%�# �� T (Γ0)�

'
��
� *)3) 4��$�13�� '�� ��� ��,� ϕ,ψ ∈ T (Γ0)2 Σ ⊆ T (Γ0) ��0#���

�F Σ ∪ {ϕ} |= ψ2 ��� Σ |= ϕ→ ψ

+F ϕ ≡ ψ2 ��� |= ϕ↔ ψ�

'
��
� *)5) 4��$�13�� �"� ��'���," �� � �
� !�"��
#<

N�� '�� ���� ���������' �#�� ϕ $�� �%/��1;����� �#�$��%�� $��/�������1 ��'

���� ¬,∨,∧� N�� ϕ∗ � ���������'� �#��� ��� ��1����%� ��' �� ϕ �������6

������ �� ∧,∨ ��� ������,�������� ��,� ���������� %���+�"�� %� �"� ���"��

�"�� �'�� ¬ϕ ≡ ϕ∗�



� � � � � � � � � 
 � � � � �  � � � � � � ��

'
��
� *)6) 4��$�13�� ���� $��
�% ��
���&���%2 $"��$� '�� ��� ��0'����

����������#� �#���� ϕ,ψ ��0#���

�F �� ϕ |= ψ2 �'�� ϕ ∧ ψ ≡ ϕ

+F �� ϕ |= ψ2 �'�� ϕ ∨ ψ ≡ ψ�

E��������� =� �'%�� ����1 ��������0�#� ���� �3�� ������,� �"����� ��0��<

�F �� X ⊆ Y 2 �'�� X ∩ Y = X

+F �� X ⊆ Y 2 �'�� X ∪ Y = Y �F

'
��
� *)7) ��� ��0'��� ���������' �#�� ϕ ��1;��%� ���$��%��� �� �#����

� � 7�������������� �#� � ��� ϕ82 ��%+����� @��EϕF2  � �3��<

@��(p) = {p}
@��(¬ϕ) = @��(ϕ) ∪ {¬ϕ}
@��(ϕ ∧ ψ) = @��(ϕ)∪@��(ψ) ∪ {ϕ ∧ ψ}

��� '%��� ��� ∨,→,↔ ��" ,��" ��� ∧�
N�� ���� ϕ,ψ, χ ����������1 �#��� %� χ ∈@��(ϕ)� =�1;��%� ��� ���������'

�#�� ϕ[χ/ψ]  � ���' ��� ����#���� ��' ��� ϕ2 �� ��������������%� ��� χ2 '���

�%/��1;���� ���� ϕ2 %� ��� ψ� ?�13�� '�� �� χ ≡ ψ2 �'�� ϕ ≡ ϕ[χ/ψ]�

'
��
� *)8) ?�13�� '�� �� �#���� {¬,→} �1��� �������

'
��
� *)9) ?�13�� '�� �� {+,↔} $�� �1��� �������

'
��
� *):) *���3�� '��

�F '�� �� �3��%��� �1��� ��������1�� ���

+F � ���'���MP $���"��1 �"� ����������� ������� ��2 $"��$� ��� �����$�6

���� �#���� ����������� �#� � ��� �������$����� ����������#� �#����

ϕ,ψ2 �� T |= ϕ→ ψ ��� T |= ϕ2 �'�� T |= ψ�

'
��
� *)(;) 4��$�13�� �� :���"%� 4���,����������/���



�� � � � �  � � � �� � � � � � � � � � �  � � � � �

'
��
� *)(() ?�13�� '�� ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ �� ��'���,��

����������1 �#��� �1��� ������ ,� ��%��� ��� ΠΛ<

�F ϕ→ ¬¬ϕ
+F (ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ¬ϕ)

�F (ϕ→ ψ) → ((ϕ → ¬ψ) → ¬ϕ)

$F (ϕ→ ψ) → ((¬ϕ→ ψ) → ψ)�

'
��
� *)(*) *���3�� '�� ����%��� �� �����%��� ΠΛ2 ΠΛ′ �1��� ���$#��%�2

$"��$� �0��� �� 1$�� ������ ,� ��%����

'
��
� *)(3) ��� ��0'� �#���� ����������� �#� � T 2 %� T ��%+��1;��%� ��

�#���� {ϕ ∈ T (Γ0) : T �ΠΛ ϕ}� ?�13�� '�� ��� ��0'��� T,Σ ⊆ T (Γ0) ��0#���

�� �3��<

�F T = T +F T ∩ Σ ⊆ T ∩ Σ

�F T ∪ Σ ⊆ T ∪ Σ $F T (Γ0) − T ⊆ T (Γ0) − T �

I��1�� ����$�1�%��� ���'� � T,Σ ��� �� ���1� ��0#�� ⊂ E������ ����#����F

��� +F6$F�

'
��
� *)(5) ?�13�� '�� ��� ��,� �#���� ����������� �#� � T 2 �� �� T �1���

�����������%�2 �'�� �� T �1��� ��������

'
��
� *)(6) ?�13�� '�� �� �3�� ����������1 �#��� �1��� ������ ,� ��%���

��� ΠΛ<

(ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ→ χ) ∧ (ψ → χ) → χ2 [ϕ→ (ψ → χ)] ↔ (ϕ ∧ ψ → χ)�
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z�{ �� ."���1$"�< ��� �� ��"��� 
�� ��"��� �	�"	������
�� ��� ��� H6595;2

-��$�%1���2 4,���2 �����

z�{ .� .�'�������< ��"��� ��� ������!�2 ���"2 :�������1�"2 ���&�

z	{ 4� �;��+����< ������&� ,�*�������� ��"����2 ���"2 :�������1�"2 ��
��

z!{ p� \� fSSRT_hYlm2 b� jXlr � n� shWrYm< >8?@A78?<=89 :5;<=2 g�^RT_Q^6

cQ^XY_2 �Qq �W^o2 ���!�

z&{ p� V� fTiQ^aWT< B 78?@A78?<=89 <C?65OJ=?<5C ?5 95;<=2 [eYiQrRe d^Qmm2 �Qq

�W^o2 �����

z){ b� p� OYXXRQ^< :5;<= F56 P57IJ?A6 h=<AC=A2 b� nRXQ| � gWTm2 �Qq �W^o2 ��
��

z�{ f� ]QTiQXmWT< iC?65OJ=?<5C ?5 >8?@A78?<=89 :5;<=2 nYimqW^ah � V^WWom>`WXQ2

VQXrWTa2 `YXRyW^TRY2 ��
��
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 �������� ��!���� ���� �"��� 
�� �	��"������ ��%������ ���� ��� �� ��%	�
����

���� T"�� ��*�U� T ��	���U� ��� �� ��%	�
��� �� ��%	�/� � ���������. �%��

��*�& ���� "������ �	�
��� ��� �	���
���� ��*� ��� ���� �	�
��� ���*���� "��

������� "�

��� *� �
����*���� �� �� 
���
����"��� ���� 
� ������	�������

������ ��� ���"�� �"� 	������ �� $�
� ��� ���*��� ��� �	���
��� �� ������

������ 
V � ��. ��� 
 ������� *� �
����*���� �� �� �	���� �� ��*� �����

���	�& �� ��*�& 
� �������� ��	%�� 
��� ���&� ��%��&/����� ���� ��	��� ���

�� 
��$��� 
 ���
��� ��� ��
�������� ���V �����"&� �	�� �� *�	��� �����

����� ���/� ������ ��	%��� ��� *� �
� �� ��	���&"���� �����	���� �����


� �������� ��	%�. )������ *� �	&
� �� ��� *� ������
� �� ��� �!��������


�
����� 
�� ���&
�� �� ���&� "&������ �� �	��� �����"� � ��� �� �&����


��� ������� Z.j� �������� ��	�"�"� �	���
���. 0����� *� ���%�	*���� 
���

�
�� ���&� ��� 
���
����"���� ��� ��� 
 ��������� �	�
�""�
�� ��� 
��� $��


���� ����� ��� ������!�� �� 
��������� � ��� �������
�����.
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3 ���%�
&/��� �� ��� ����� *&� 
 �$���� �&��� ����� � ����

3 �%�	��/��� ��� �	�� ��� ���"�"�� "�� �� ��&!��� ��� ��� �������� �
����

"�� ��� � �� � ���� ��

3 �&���� ��	���&"���� ����� ��� ��"��� ���*� ������

3 �	&/��� �	����&�� "�� ���%�	�� � ����� "�

���

3 ���"���� �� ���� ����� ���*���� � ��� 
� ������ �	����&��

3 $	&
���� ��� �������� ��	%� �� �&��� ��"��� �
������� �� ���� �����

3 ���%�
&/��� �� ���� ����� �&��� � ��� �!&��� �� ����"�	�������� ���

"�
����

3 ���"���� �� ��� ����� *&� ����� �������& � ��� � ���� ������!��

3 ����
�� �/��� �����&!��� 
�� ���&
�� �� ����"�	�������� ��"�
����

3 �%�	��/��� $�
��� *��	����� �� �
��� � "�� ��� ����"�	������� ���

"�
���

3 ���%�	��� ��� ��	��� ����� 
��� ���&�� 
��	&/���� � �"� 	����� ��� � ����

	����� �� ����"�	�������� ��"�
���.

%���	��&���	�	�

• �	���$�*��� "�

�� • �	���

• ������ • �����

• ����*�	� ��%���
� ����$������ • �	���
��

• ����&��
�� • ��������

• �	�
��� ���*���� �� L86Ek<� • ��"��� 
 ����"�"��
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����� ������

• ��"��� �
�������� ������ • 
 ���"����
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���� • ��"��� �!������
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• "��&�� 
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 �������
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��*�	�� RACk<C.

�	
����	�$� �������
�	�

\ � ���� "�

� �� �&���� 
�� �	��"������ ��%����� ���� ���� ��	��	��


����� ��%	�
����� � ����������  ��	��� ������ ���"�� ���/���
�� � ����

"��

�� 
��� ���&�� ���	��� �� �����	�
��*��� �� ��"�����	� ��	&$��� ����

���	����� ��� % 
��� "��

�. �� ����� ��� ��	����"�� ������	������ 
��

��������� �� ���&� ���� ���������
�� �� �"� 	�� � �"� 	����� �� ���&� ����

��� �	������� �� �� ����"	��� �� 
�� "�

� Γ02

)�*� ���	���� +�	�*���- �&��� �	�"������� +�	�*���-.

W −8 �&��� ���	���� +�	�*���-.

� ����� � −8 �&��� �	�"������� +�	�*���-.

�%�� 
��� �	���
��� �� ������	������ ��� ��%��&/����� 
 �������� ��!���� �

�����	�
��
� �� � 
�� Γ0 ���	�& �� "&��� ���� ��� �	���
����� ����$������

�� ����� ��� p, q, r ���&
�����. 0��� ���� �� �����&	��� � �� ���� �� ��	%�

p

q

r
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� ���&� $�$��� ��� �&��� �"� 	� ������	������� ��	%�� ������ ��� �
���� ��� ��

�	���
����& ����� p, q 
 ����"����� ����� �� ����"��� ��� �	���
���� ����

r.

b 
���� � �"� 	����� �� �	����� ������	������ 
��	&/���� 
�� "�"���� ��� ��

�	���
��� �� ���%�	����� �� 
 "���	����� �	��� 
� ��� ���������. ��� 
 ���

���� *� �
����*���� �� � ����� "�

��� �� ��� ��	��� � �� � �������� ��

�����
� �� �� ��� �	��� � ������ ������	�����. 1��� ��� 
��� �	���
����

��"���� � 
���
����"��� *�	�
� "&����� �� $�
� � ����� �	����&��� ������ ����

����� �� � 
 �������� �� $�
� ������� �� �%�	��� 
��� ����� ������ 
���

�
���	��� �� ��	%�. W� ��� �	�
�""&
��� �&��� �
��������� ���� � ������!� ���

� �� �
���� �&��� ���� � 
������	� ��� � �� �� ���&
����� �������
�����

"�� ��� �	���
���� ��"���.



��� � � � � � $ � % 	 � � � �  � � � � � !�

��� �����(�)"��� �������

!��"��

�	����� 
����� �&��� �� ��*�& "������ �	�
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�� �� �	�
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����������� "�� ��� ����"�	������� ��"���� ��� ��%	�
��� ������� "��

��

�� ����
������� 
� �	���
��� ��� ��������� "�

��. (����	�� 
����� �&���

�� ��*�	�
���� �� �	����&�� 
�� ���&
�� ��� ���&�� �� ��%	�
��� ��� "��

�

� �� �������� �����. 0������ 
����� �&��� �� ��*��� �� ������� �� $�
�

�� � ���&� � ��� �	���
� ���	�& �� ��	����	�
��& �� ���*�� � �� ���.
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�	
����	�$� �������
�	�

1��� �	����%�	*���� � � ���� "�

� ��� �	���
����� ��"���� ����	���� ���

���� ����	�������� ���� 
� ������	������. e�� �������	� ���� 
� ������&�

��� � �	�
� ���� � ����� "�

��� � ���&� �&��� �� � �������� �����	�
��
��

��%	�
��� �� ����� � ��
�� ���� ��� ��� $�
���� ����� T^����&���� �

)���"�	���U 
� �	���
��� ��� ��������� "�

��. 0������ � ����� "�

��

����/� � �� "�

�� �� �	�
������������ ��	���
���� 
�� ,�*������� ���

��� � ��� ��	��� ����"�	&�� 
 �$����2 � �� �� �%�	��� ���� 
�� ��"����

������ �� "�����  ��$�*	� ���� 
�� ������	������� ��� � �� �� �%�	���


�� 
 "���	����� ����� �������� ��	���&"����� ��	� ��� ��������� �� �	&/��

���� ��
� ��� �	�
*�
��� �� ���l
��� ��� ��� ������	������ 
�����&�� m� Y


�� ���&
�� ��� % 
��� �	�*��.

W� "�

�� �� *� ��� ���
����
� �� �� ���&�� ������������ T�	���$�*����U

+*� ����� �	"���	� "���&-� ��� � ��	�$� �� &��� 
��$��� ��� �	��� �����

"�	&��2 ����$������ 
 ������� 
��$���� 
��$��� �
������� 
��$��� ��
������

��� 
���&� 
�&!��. W� ����$�����  ���&*���� ��� ��� � �� ����� 
�����&� ���

���� 
 ���� a �	�
���� � %�
� �� � �&��� 	�/��� ���%�	����� ��� ���&�� ���

�	���
���� ����$����. 0� 
��$��� �
������ �����	�
������ �� 
��
� �� �

������� 
�� ��������� �� �� 
��$��� ��
������ ����
������� 
��� ��%	�
���

T"�� ��*�U� T ��	���U ��� ��������� "�

��. 0� 
 ������� 
��$��� ��� ��


���&� 
�&!�� �	�
������������ ��	�$� ���� 
��� �	���
���� ��"���.

��� ��� ���� ��� 	�� ��� �	���$�*��� "�

� ���� 
��$��� �� �����	��


����� � ���������� �������&
��� ��� ������	����� 
�����&�. '�  ��	�� �

����	�� � ���������� �����"� �� �� ���&
�� 
�� ���&� *��� �� �� ���%�	��

��� � � ���� "�

�. ��	���&"����� ��	�� ���	�& ��  ��	�� � ���� 
��$���

��������� � 
��$��� �������&
��� � ... ,� �� 
��$��� ���� �	���$�*���� "�
�


�� ����
�� �/����� ��%	�
��� �� ����
������� 
� �	���
��� ��� ���������

"�

��� ��*��&� ��� ��� ���&�� ���	�& �� ���� ���� �&� ��� ��� ��� � �����

����� ���*����� ���� ��� 
��� �	���
���� ��"���. )�*� ������ ��%	�
� ���

��
�� �/���� �� �������� �	��� ��� 
���������� 
 ��
�
��. \ ����
��&��
�

����� ���*���� 
� ��� ��%	�
� �� ����� �	���$�*���� "�

�� �&��� ������

��
&� � 
��
���� ��� 
��*��� ��� ���� �&���� 
�� �	��"������ ��%����� a

� 	���� ��� 
 ������� ��!��� �&��� � &����� ���� � ���	!� ���� 
 �$����

����/�� 
�������� ��� ����
��
�.
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4� ��01���%� %� �� �#%+��� %��� �� ��+�,%��� �������<

�F x0, x1, x2, ...2 ��� ����#���� 7%���+�"���82

+F �� �#�$��%�� �"� Γ02

�F �� �����,����� �"� Γ02

$F ≈2 ��� ����1��� 7��'�"��82

�F ∀2 ��� ����1��� 7��,����'� ����$�1��"�82 ��� ∃2 ��� ����1��� 7����3���'�
����$�1��"�82

;F ��� �#���� E1� � ���'F {Pi|i ∈ I}2 �� ����0�1� ��� ���1�� ����#���� 7��6
�"���"%����� �#%+���82

"F ��� �#���� E1� � ���'F {fj |j ∈ J}2 �� ����0�1� ��� ���1�� ����#����

7������"����� �#%+���82

,F ��� �#���� E1� � ���'F {ck|k ∈ K}2 �� ����0�1� ��� ���1�� ����#����
7�#%+��� E���%����F ���,����8�

�� ��,� ���"���"%����' �#%+��� ��������0�1 ���� /����'� ���,%'� n ≥ 12 �

���1�� $�10��� �'��� ,����� %���+�"��� �0�� �� �#%+��� ���' L ��%� '�� ��

�#%+��� �1��� 7n6%����8� w%���2 �� ��,� ������"����' �#%+��� ��������0�1

���� /����'� ���,%'� m ≥ 1 L ��%� '�� �� �#%+��� �1��� 7m6,����8�

:� 0�"��%�����#%� �� �#%+��� Γ1 ��� %�� ��0�#�� �� ��+�,%�� �������

��%+��1;��%� �� �#���� � � ��%+'� � ���,���� �"� Γ1 %� Στ(Γ1) ��� � �

%���+�"��� �"� %� M(Γ1)�

*�1�"� 0�"��%�����#%� ��� �3�� ����������� %���+�"���<

x, y, z, ... %� ��%�� %���+�"��� �"� Γ1

P,Q,R, ... %� ��%�� ���"���"%����� �#%+��� �"� Γ1

f, g, h, ... %� ��%�� ������"����� �#%+��� �"� Γ1

c, d, e, ... %� ��%�� �#%+��� ���,���� �"� Γ1�

�������
�	�)

�F �� �#%+��� � � ���"������ +F � � �F ����#���� 7������ �#%+���82 $�'��

�0��� ����� �� 1$�� �'"%�2 ��� ��"�1;���� ��" $����,"���� (�����2 ��� ���1��
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� � ;F � � ,F ����#���� 7%" ������ �#%+���8 ��� %����#� �� ��%"���,�#� %�

$��/����� ��'����� �� �#%+��� � � ���"������ �F � � �F �1��� ����� �J '��� ���

�� ��+�,%��� �������� ������ �� �������1 '�� %�� �� ��+�,%�� ������ %����1

�� %"� �0�� ��,'��� ���"���"%����� � ������"����� �#%+��� � �#%+��� ���6

,����2 ������ '% � �� �0�� �����0����� ��� ���"���"%����' � ������"����'

�#%+����

�F .�����1 ������/�1� ������%+����� �� �#%+��� ≈ ��� %" ������ �#%+���2

���' '% � $�� ���/���� ����������� $��/���� ��"� ������3" ��� ���"���"%�6

����# �����%�#� *�1�"� %�����1 ������/�1� ,� ��#� �� �#%+��� ���,����  �

�6,���� ������"����� �#%+����

	F :� %����#��%� �� ������B��%� �"� #���3" �6,��� � ���"���"%������ ��%6

+'� �2 �� ���1� ,� ��������0�#��� ���� ����������� %���+�"��� �"� Γ0� N���2

,� ������0���%� ��� %�� �" ��� ����������# �����%�# ���� ���"���"%����'

�����%' L ,� ������ +�+��� �� �����%� ������"��� ������������� �� '2�� ���6

���,�12 ���1 � ����� =���%�#� 	�! ��� 	��� �

���/���� %�� �� ��+�,%�� ������ �1��� ��,����%��"2 '��� �1��� ��,����%���

�� %" ������ �"� �#%+���� ����, � �� �� ��+�,%��� ������� ��� %�� ��$��/�6

���� �0��� �������%��� ���,�� ��%+'� � � � ���"������ ;F � � ,F�

������������ 3)()

�F  ������ Γκλ1 ��� ��,���# ���"���"%�����# �����%�# �0�� %'�� ���"���"6

%����� �#%+��� Pi2 %� i ∈ N2 ��� �#%+��� ���,���� c1, c2, c3, ...�  �$�� �1���

'�� " ������ ���� �/��� %'�� �$�'�"��� ��� $�������%��� ����0�1� �� �������

�����' ���1���� ������ ���� � �� ���/����%� '�� �� ������"����� �#%+���

%����#� �� ,� �",�#�  � ���"���"%����� �#%+��� ��$���# �#��� L ���' �16

����� �#���� ������"�'2 �� ,�%",�#%� '��2 ��' ������,� �"���� ���B"2 ��,�

������"�" �1��� �0��"�

+F  ������ Γθσ1 �"� ,� �1�� ���'� � �0�� %'�� ��� $�%���� ���"���"%����'

�#%+���2 �� '� E.�����1 ������/�1� �����%�#� " Γθσ1 �� �0�� ��� ��� �#%+���

���,���� ∅�F ��" ������ ���� %����#%� �� %������B��%� ��������� �"� ���"6
����� ������� ��� �/���#� ��" ,� �1� ���'� � L ����$���%� ,� $�#%� ���'6

�����

�F  ������ Γθα1 �"� ,� �1�� ���,%�� �0�� ��� %���,���� ������"����' �#%6
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+��� ′2 $#� $�,���� ������"����� �#%+��� ⊕,� ��� ��� �#%+��� ���,���� ��

E.�����1 ������/�1� �����%�#� " Γθα1 �� �0�� ��� ��� $�%���� ���"���"%����'

�#%+��� ≺�F  ������ ���� %����1 �� 0�"��%����",�1 ��� �" %����" ���0��6

�"%�� � ��� �/���#� ����� /�����#� ���,%�#�� �

��� ��'%��� ,� %���%� ������ ��� %�� �� ��+�,%�� ������ Γ12 ���'� �� ���/�6

���%� %�� ��������%��"�

/�	
��� 3)() 7N�/���"8 �"� Γ1 ����1��� ��,� �������%��" ������,1� ��'

�#%+��� �"� Γ1� �

����$�1�%���� 0��"2 �� ������,1��< ∀x0 ≈ x0x12 (x1 → ¬ �1��� ��/������

�"� Γ1�

A�"��%�����#%� �� α, β, γ, ...  � ����������� %���+�"��� %� ��%�� ��� �#���� � �

��/���� � �"� Γ1�

4� $�#%� ���� ����� ��/������ �"� Γ1 ,� �1��� /���1� ���%����� =� �0�����1

����%�1 ,� �1���� ���$��%���2 '� � ��� �"� Γ02 �0��%� '% � ������'���" $��6

����2 �/�# ����0��� ����� ��� �#%+���� = ������ %�� ����%'� �/��� ���

��'%��� ��� ,� ����0��� ��� $��/��� ������1%��� L ��" Γ0 +�+��� $�� �10�%�

�#%+��� ��� %�� ��������� ���������� ���%�� ��

/�	
��� 3)*) :� ��%� '�� " ��/���" α �1��� 7'���82 ��� E$"�� �� ��� %'��

��F

�F α ∈M(Γ1) ∪ Στ(Γ1) �

�F " α �1��� �"� %��/�� fβ1...βn2 '��� f �1��� n6,���� ������"����' �#%+���

��� β1, ..., βn �1��� �$" ����������%���� '���� �

H� %�����1 '��� �"� Γ12 '��� f2 �1��� �6,���� ������"����' �#%+���2 f1 �1���

�6,���� ������"����' �#%+��� ��� c3, c5 �1��� �#%+��� ���,���� �"� Γ1<

c52 x32 f1x1x52 f2f1x1c3�
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�� �#���� � � '� � �"� Γ1 ��%+��1;��%� %� O(Γ1)� �� t, r, s, ... 0�"��%�6

����#����  � ����������� %���+�"��� %� ��%�� ��� O(Γ1)�

!���	#
�	�)

�F ��� �����1�2 ,� ���/��%� f(t1, ..., tn) ���1 ��� ft1...tn2 '��� f �1��� n6,����

������"����' �#%+��� ��� t1, ..., tn �1��� '����

+F 4� " Γ1 $�� �����0�� ������"����� �#%+���2 �'�� �� %'��� '��� �"� �1��� ��

%���+�"��� �"� ��� �� �#%+��� ���,���� �"� E�� �0��uF� �

 �$�� �1��� '�� '��� �1��� '��%� �������%����� =� ��/������ ��� ���������6

;����� %� 0���" ������"������ ��%+'� �2 %� +��" �� %���� �F ��� ������� 

����%�# %����#� �� ,� �",�#�  � 7�������%��� �������%�8 L ��� ��� ����,"

�������%� 0�"��%�����#���� �� ����������� �"� ��'�,��"�2 ��� ���>�%�# ����2

�$� ����0�� $����'�"�� 0���"� ������ ������"������ ��%+'� ��

����01;��%� ���� %� ��� ����%' ��/���� � ��� ��������0�#� ����� ��������6

��#� �#����� -������ ��' ����� �1��� ����0���$���2 �� ��������01� %� ��� �����6

������ %���+�"���2 ��� �� ��'������ ���������;����� ��' ����� %� 0���" � �

���$��% � ��� � � ����$�������

/�	
��� 3)3) :� ��%� '�� " ��/���" α �1��� 7�#���82 ��� " α �1��� �"� %��/��

�F ≈ t1t22 '��� t1, t2 �1��� '���2 �

�F Pt1...tn2 '��� P �1��� n6%���� ���"���"%����' �#%+��� ��� t1, ..., tn �1���

'���2 �

	F (¬β) � (β∧γ) � (β∨γ) � (β → γ) � (β ↔ γ)2 '��� β, γ �$" ����������%�6

��� �#���2 �

!F ∀xβ � ∃xβ2 '��� β �$" ����������%���� �#��� ��� x %���+�"���

N��� �#��� ����1��� 7���%��'�82 ��� �1��� �"� %��/�� �F � �F� �

.�����1 �#��� �"� Γ12 '��� P2 �1��� �6%���� ���"���"%����' �#%+���2 f3 �1���

�6,���� ������"����' �#%+��� ��� c1 �#%+��� ���,���� �1��� �� �3��<
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≈ c1f3x1x52 (¬(≈ c1x2 → P2c1x5))�

�� �#���� � � ���%���� �#� � �"� Γ1 ��%+��1;��%� %� AT (Γ1) ��� � �

�#� � %� T (Γ1)� �� ϕ,ψ, χ, ... 0�"��%�����#����  � ����������� %���+�"���

%� ��%�� ��� T (Γ1)�

!���	#
�	�)

��� �����1�2

�F ,� ���/��%� P (t1, ..., tn) ���1 ��� Pt1...tn2 '��� P n6%���� ���"���"%����'

�#%+���2 ���

+F ,� 0�"��%�����#%� z 2 { ��� { 2 } ���1 ��� E 2 F�
*�1�"� ��� �����1�2 ,� ���/��%�

t1 ≈ t2 ���1 ��� ≈ t1t22 t1 
≈ t2 ���1 ��� (¬ ≈ t1t2)

x(y ���1 ��� (xy2 x 
'y ���1 ��� (¬'xy)

�����2 ,� 0�"��%�����#%� ����$�����' ������"����' ��%+����%' ��� '���� �"�

Γθα1 2 ����$�1�%���� 0��" t′1 ���1 ��� ′t12 (t1 ⊕ t2) ���1 ��� ⊕t1t2 ����2 ����,���6
���� �����,����� '��� 0����;����� �

 �$�� �1��� '�� �� ���%���1 �#��� ��/��;��� '�� ������ ������1%��� ����1;�����

� �0��� ������ �$�'�"��2 ��� �� %" ���%���1 �#��� ��������0�#� �� �#�,����

��������� �"� ���"����� �������2 ��� ����#��%� ������� %� ��� �$�'�"��� ���

��� �0����� ����'�"��� ���� ���1�� ���/�������2 ��,�� ��� ��� ���$������ ���

��������� ��/������ ��� �����0���� ����$�1�%���� 0��"2 � �#���

∀x1∀x2[x1 ≈ x2 ↔ ∀x3(x3'x1 ↔ x3'x2)]

�"� Γθσ1 �������� ��#�� �"� ��'���" 7?#� �#���� �1��� 1��2 �� ��� %'��� ��

�0��� �� 1$�� ����0�1�82 $"��$� �"� ��'���" 7��� $#� ��0'��� �#����2 ����

�1��� 1��2 �� ��� %'��� �� ��,� ����0�1� ��� ������ �1��� ��� ����0�1� ���

$�#����� ��� ���1����/�8� *$� ������ �� �"%������%� '�� ����0��� ����, �

������ $"� ����� ��������� �"� ���"����� ������� ��� �������� ��#����� ��'

��� 1$�� �#��� 4��' %����1 �� ��%+�1 ��� $�� �'����<
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�F '� � ��,� /����� ������2 " ���"���� ����/���� %������ $����'�"���

7����/���"�82 $"��$� ��/���"� ��� 1$��� ���%���� %� $��/�������� ��6

3��� ���

+F ��,� �#��� %����1 �� ��������� ����� $��/������� ���%���2 �������

%� �"� ��%"��1� ��� ,� $����%� ��� %" ������ �#%+��� �"� ������� EL

�����%������ �� �1��F�

��� �"� #���3" � � ���'� � O(Γ1)2 AT (Γ1) ��� T (Γ1) %����#%� �� �����%�

�0'��� ������� %� ���� ��� ������ ��� $�#���� ��/�����2 �� �0��" %� �� �#6

���� � � ����������� �#� �� *���$� �� �#���� O(Γ1) ��� T (Γ1) ��1��"���

���$��%���2 ��0#�� " ��'���," ��0��

0�#���� 3)() 1��" ��� �������2 �F 4� A ⊆ O(Γ1) ������ ���

�F M(Γ1) ∪ Στ(Γ1) ⊆ A ���

+F f(t1, ..., tn) ∈ A2 ��� ��,� n6,���� ������"����' �#%+��� f ��� ��,�

t1, ..., tn ∈ A2

�'�� A = O(Γ1)�

�F 4� A ⊆ T (Γ1) ������ ���

�F AT (Γ1) ⊆ A ���

+F �� �#��� (¬ψ)2 (ψ∧χ)2 (ψ∨χ)2 (ψ → χ)2 (ψ ↔ χ)2 ∀xψ2 ∃xψ ������� ���
A2 ��� ��,� ψ,χ ∈ A ��� x %���+�"��2

�'�� A = T (Γ1)� �

!���	#
�	�)

�F w� � ��� ��� -�/����� �2 '��� �/��%';��%� �"� ��0� �"� ���� ��� ��� ��

O(Γ1) E���1����0� �� T (Γ1)F2 ��%� '�� 7$����#��%� %� ���� �� ��"� �������6

�'�"�� ��� t E���1����0� ��� ϕF8�  �$�� �1��� '�� �1� ��' �"� ������� ��0�

+�1������ " ���",��%��" ��0� ���� ���2 �/�# " ������"�" 7��������'�"���8

f : T (Γ1) → N %�

f(ϕ) = ���,%'� �%/��1�� � ���$��% � ��� ����$������ ��� ϕ
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%�� ��������� �� %���%� ��� /�����#� ���,%�#�2 ���1 ��� �#�����

��� �"� ���1�� �" � � �#� �2 $�10���%� '��

�F ��,� ���%��'� �#��� �0�� �"� �$�'�"�� ���

+F �� �� �#��� ψ,χ �0��� �"� �$�'�"��2 �'�� �"� �0��� ��� �� �#��� (¬ψ)2 (ψ∧χ)

����

��� �� +F ����0��%� %'�� ����� �����������< ��� �� �#�$��%� ¬2 ��� ��� $�,����
�#�$��%� ��� ��� ���� ����$�1��" L �� ��'������ ����������� �1��� ���'%����

E$�� ��� ��'�"�� 	�	F�

�F �0����� %� �� +F �"� ��0�� �"� ���� ��� ��� �� T (Γ1)2 ,� ���,����%� '�� ��,�

�#��� %���'���"� ��������'�"��� ��' ���� (¬ψ)2 (ψ∧χ), . . .2 ∀xψ2 ∃xψ �0�� �"�
�$�'�"��2 '0� %'�� �� �#��� ψ ��� χ� 4��� " $��/��� $�� �0�� ���������� �"%��1�

��� �#���� �"� %��/�� (¬ψ) � (ψ∧χ) � . . .2 �0�� '% � %����" �"%��1� ��� �#����

�"� %��/�� ∀xψ � ∃xψ2 $�'�� %����1 �� 0�������#%� �"� ���� ���� ��',��" ���
������ �#�� ψ′2 ��� $�� �1��� � 1$��� � ψ2 ���� �0�� �"� 1$�� ��������'�"�� %�

��� ψ�

	F ������ �� �������1 �1��� '�� ��,� �/��%��� �"� ��0�� �"� ���� ��� ��� ��

T (Γ1) ������1 �/��%��� �"� ��0�� ��� �� O(Γ1)� �

'
��
� � ����	�����
�� 3)(

?�13�� '�� ��,� �#��� �"� Γ1 �0�� ��� 1$�� ���,%' $�3��� ��� ���������

�����,��� ��

w� � ��� -�/����� �2 %����#%� �� ���$�13��%� '�� ��,� '��� ��� ��,� �#6

��� �"� Γ1 �1��� %���$��� ��������%��2 $"��$� ���������;���� %� +��" ���

%���$��' $��$��$�����%%� ��' ����0���$��� '���� E���1����0� �#����F %� �"

+��,��� ������"������ ��%+'� � E���1����0� ���$��% � ��� ����$������F�

������	��� 3)*) ���� '�� f2(f1(x1, c3)) ��������0�1 �� $��$��$�����%%�
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f2(f1(x1, c3))

f1(x1, c3)

x1 c3

�
�

�
�

��� ���� �#�� ∀x1∀x2[x1 ≈ x2 ↔ ∀x3(x3'x1 ↔ x3'x2)] ��������0�1 �� ��'6

���,� $��$��$�����%%�

∀x1∀x2[x1 ≈ x2 ↔ ∀x3(x3'x1 ↔ x3'x2)]

∀x2[x1 ≈ x2 ↔ ∀x3(x3'x1 ↔ x3'x2)]

x1 ≈ x2 ↔ ∀x3(x3'x1 ↔ x3'x2)
�� ��

x1 ≈ x2 ∀x3(x3'x1 ↔ x3'x2)
��

x3'x1 ↔ x3'x2

�� ��

x3'x1 x3'x2

�

w� � ����� ����������#� �#����2 ���� ��� ����� �#���� ������1���%� �����,�6

����2 �#%/ �� %� ���� ��'���,��� ���'���<

�F =� �3 ������� �����,����� ������1�������

+F �� ¬,∀,∃ ,� ��#���� ��0��'���� ��' �� ��'����� �#%+��� ��� �� ∧,∨
��0��'���� ��' �� →,↔�

�F �� ∧,∨ ,� ��#���� ���$#��%� %���3# ����2 '� � ��� ��→,↔ ��� �� ∀,∃�

������	��� 3)3) �#%/ �� %� ���� ������� ���'���2 � �#��� ((¬∀x1P (x1))

∧Q(x2)) %����1 �� ���/�1  � ¬∀x1P (x1) ∧ Q(x2)� ����%���2 �� ������16

B��%� ��� �3 ������� �����,�����2 ��1����%� �" %��/� (¬∀x1P (x1)) ∧ Q(x2)�

w% � �� ¬ �1��� ��0��'���� ��' �� ∧2 ��� %����#%� �� ���B��%� ��� �#��  �
¬∀x1P (x1) ∧ Q(x2)� 4� +�+��� �10�%� ��� �#�� ¬∀x1(P (x1)) ∧ Q(x2))2 $� ,�



��� � � � � � $ � % 	 � � � �  � � � � � �"�

�������'��� �� ������1B��%� ��� �����,������

*�1�"�2 � �#��� [∀x2P (x2) → (∃x1(¬Q(x1, x2))∨R(x1))] ���/����  � ∀x2P (x2)

→ ∃x1¬Q(x1, x2) ∨R(x1)� ����%���2 ������1������ ��� �3 ������� �����,�6

����2 %����#%� �� ���B��%� ��� �#�� ��" %��/� ∀x2P (x2) → (∃x1(¬Q(x1, x2))

∨R(x1))� *���$� �� ∨ �1��� ��0��'���� ��' �� →2 %����#%� �� ���B��%� ���

�#��  � ∀x2P (x2) → ∃x1(¬Q(x1, x2))∨R(x1)� �����2 ����$� �� ¬ �1��� ��0��'6
���� ��' �� ∨2 � �#��� %����1 �� ���/�1  � ∀x2P (x2) → ∃x1¬Q(x1, x2)∨R(x1)�

�

 ��'$��" ��%�� ���,���� �� ���� �#�� �"� Γ1 %����1 �� �1��� %'��� �� �0��

$�,�1 ������ �'"%� ��� �#%+��� �"� Γ1� .� �� ������ �#%+��� $�� �0��%�

�$��1���� ��'+�"%�2 �/�# �0��%� ���/��1��� �� �0��� �'�� ��� ��,��1;����

��' ��������%���� ��/������ ��� ���"����� .� ��� %���+�"��� ��� �� %" ������

�#%+��� '% � �� ����%��� �1��� $��/�������2 $"��$� $�� �1%���� ��'����� ���

�"� ��%"��1� ����� ����$�1�%���� 0��"2 $� ,����%� �� �#%+��� ′,⊕,� �"� Γθα1
�� ���/������� �� �$����� ���� ���1����0�� ���3��� ����� /�����#� ���,%�#� L

,� %����#��� �� �/���#� ���3��� ����� ��������� � �� ������ ���� �#����� =

��'%���� ����%'� �/��� ����� �'�%��� ����� ���1��� ��%"��#����� �� �#%+���

%��� �� ��+�,%��� ��������

/�	
��� 3)5) .�� 7$�%�8 E� 7��%"��1�8FA ��� �"� Γ1 �������1��� ��' �� �3��<

�F ��� %" ���' �#����2 ��� ����1��� 7�#%���8 �"� A ��� ��%+��1;���� %� |A|
E��� ���1� ��1����� ��%�� �� %���+�"���F2

+F �� ��,� n6%���� ���"���"%����' �#%+��� P ��������0�1 %�� �0��" ���

�#���� |A|n ��� ��%+��1;��%� PA E$"��$� PA ⊆ |A|nF2

�F �� ��,� n6,���� ������"����' �#%+��� f ��������0�1 %�� ������"�" %�

��$1� ����%�# �� |A|n ��� ��$1� ��%�� ��� ����#���� ��� |A|2 ��� ��%6
+��1;��%� fA E$"��$� fA : |A|n → |A|F ���

$F �� ��,� �#%+��� ���,���� c ��������0�1 ��� ����0�1� ��� |A|2 ��� ��%+��16
;��%� cA E$"��$� cA ∈ |A|F� �
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�������
�	�)

�F =� ������� ��� %�����%� �������� 7�� ��+�,%���82 ����1 �0��� %���+�"���

��� �� ��%�� ���� �1��� ����0�1� ��'� ���'���� @���0��� ������� ��������

+�,%�#< $������+�,%���2 �����+�,%��� ���� =� $������+�,%��� ������� �0���

%���+�"��� ��� �� ��%�� ���� �1��� ����#���� ��� �#%������ ����

+F .�����1 ������/�1� 0�"��%�����#� ��� '�� 7%������8 ���1 ��� �� 7$�%�82

�%�1� '% � ,� 0�"��%��������%� ��� '�� ���' $��/������� L $�� ���� =���%�#�

	�
 ��� 	��� �

4� $�#%� %����� ����$�1�%��� $�%�� ��� ��� Γθσ1 ��� Γθα1 �

������������ 3)5)

ERF  $�%� Nσ ��� �"� Γθσ1 ��1;����  � �3��<

�F |Nσ| = N ���

+F ��� ( ��������0�1 " �0��" (Nσ = {< m,n >∈ N × N|m < n}�

?"��$�2 �� �#%+��� (2 ��� ����1,���� '�� ��������0�1 ��"� ��/���" 7������82

��%"��#���� �$�  � 7%���'���� ��'8�

ERRF  $�%� N ∗
σ ��� �"� Γθσ1 ��1;����  � �3��<

�F |N ∗
σ | = N ���

+F ��� ( ��������0�1 " �0��" (N ∗
σ = {< m,n >∈ N × N|n < m}�

?"��$�2 �� �#%+��� ( �$� ,� ��1��� '�� ��%+��1;�� �"� ��/���" 7%����#����

��'8�

ERRRF  $�%� N ��� �"� Γθα1 ��1;����  � �3��<

�F |N | = N

+F ��� ′,⊕,� ��������0�#� �� ����,��� ����������� ��� ��'%����2 �"� ��'6

�,��"� ��� ��� ���>�%�# ��� N2 $"��$� �� �����������

′N (n) = n+ 1

⊕N (m,n) = m+ n

�N (m,n) = m · n
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�F ��� � ��������0�1 �� 0 ∈ N�

ER�F  $�%� N ∗ ��� �"� Γθα1 ��1;����  � �3��<

�F |N ∗| = {−n|n ∈ N} = N∗

+F �� ′N ∗
,⊕N ∗

,�N ∗
��1;�����  � �3��<

′N ∗
(−n) = −n− 1

⊕N ∗
(−m,−n) = −(m+ n)

�N ∗
(−m,−n) = −(m · n)

�F ��� � ��������0�1 �� 0 ∈ N∗� �

�������
�) �� ������� ����$�1�%��� $�%�� $�10����2 '� � ������/�6

��%�2 �" %����" ����,��1� ��� ����0�� ��"� ������� ���%���� ��� �� %" ������

�#%+��� %��� �� ��+�,%��� �������� 4��' �1��� �� ��������"%� ��,� �� 6

��+�,%��� �������2 $"��$� " $����'�"�� �"� �� ���/������ �� %�� �����$�

��%"������ ��� ��� 1$�� '% � �'�� " 0���" �"� ������� ������� ������1 ���6

��0�2 $�'�� " ���" %�� �1��� �� ���/�'%���� '�� ���/������ ��$
 �� �� �
��2

��"� �#�� �
��2 ��� �10�%� ���� ���2 '��� ��1;�%� �� �#%+��� �"�� ����$�1�6

%���� 0��"2 $����#����� %� �" Γθα1 %��1���%� ���� ������%' �� ���/��#%� '��

�/��� %'�� ����� /�����#� ���,%�#� ��� ��� �$�'�"��� � � ����, � ���3� �

�J ����#�2 ��� �/��� ��� ��" $�%� N ∗2 ��� ��1��%� ���"���%�� �2 '��� ��

�#%��� �����0�� %" ,�����#� ���������2 �� ������"����' �#%+��� ′ ��%"��#����
 � 7���"��#%����8 ���1 7��'%����8 ���� �

4� %�� $�,�1 %�� $�%� ��� �" Γ12 ������� ��' ���� �#���� �"� Γ1 �0��� ��6

������%��� �'"%� ��� ���1��� �"�2 ��� ����� ������#� �'"%� ��' ���9��,�6

����� -��� ���1����0� ��%+�1��� ��� ���"����< 4� ���,����%�2 ����$�1�%����

0��"2 '�� ��0���#%���� %� �$�'�"��� � � /������ ���,%���  ��%� ���,���� �"�

��'���"� 7��� �������$����� $#� ���,%�#� x, y ��0#�� x + y = y + x8 �1���

��,����%��"2 ��� " ��%� ���,���� �"� 7= ���,%'� x �1��� ������8 $�� �1��� L

%����1 '% � �� ��,������1 �� %�� $�,�1 ��%� ��� �" %���+�"�� x� �� ����" /��"

����'� ������ �� $����1���%� ���� �#���� ��� ��������0�#� �� ��������� %� ��6

,����%��" ��%� ���,���� ��' ���� ��'�������� 4��' %�� �$"��1 ��� �� ��1���%�

E���$��%���F �"� ������ �"� 7���#,��"� �%/����"�8 %���+�"��� �� �#���
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/�	
��� 3)6) N�� ϕ �#��� ��� x %���+�"��� :� ��%� �� �3��<

�F 7 x �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ82 ���

� � ϕ �1��� ���%��'� ��� " x �%/��1;���� ��� ϕ �

� � ϕ �1��� �"� %��/�� (¬ψ) ��� " x �%/��1;���� ���#,��" ���� ψ �

� � ϕ �1��� �"� %��/�� (ψ ∧ χ) � (ψ ∨ χ) � ��� ��� " x �%/��1;����

���#,��" ���� ψ � ���� χ �2 �����2

� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀yψ � ∃yψ2 '��� x, y �1��� $��/�������� %���6
+�"���2 ��� " x �%/��1;���� ���#,��" ���� ψ�

+F 7 x �1��� $��%��%��" ��� ϕ82 ��� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ���� ϕ�

*�1�"� ,� ��%� '�� � ϕ �1��� 7��'���"82 ��� ��,� %���+�"�� �1��� $��%��%��"

���� ϕ� �

 �$�� �1��� '�� %�� ��������%��" �%/����" %���+�"��� �� �#�� �1��� ���#,��"2

��� $�� �%�1���� ��� 7��$1� �/��%����8 ������� ����$�1��"� ����$�1�%����

0��"2 " x �%/��1;���� ���#,��" ���� ∀xQ(x) → P (x)2 " y �1��� $��%��%��"

���� ∀y(P (y) → ∀xQ(x)) ��� � ∀x∀y(x ≈ y → y ≈ x) �1��� ��'���"�

�� �#���� '� � � � ������� � �"� Γ1 ��%+��1;��%� %� Π(Γ1)�

�������
�	�)

�F �#%/ �� %� ��� ���"��#%��� ����%'2 %�� %���+�"�� %����1 �� �%/��1;����

���#,��" �J ���� �#�� ��� ����'0���� �� �1��� $��%��%��" �J ���� ����#�� ����

+F = ������� ����%'� ,� ��1 %�� %���+�"�� ��� $�� �%/��1;���� ��,'��� ���

ϕ  � $��%��%��"� *���$� �� %������ ����������� ,����%� �� ���/��,�#%� ��

%���+�"�� ��� �%/��1;���� ��� ϕ2 ���� $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2 0�"��6

%�����#%� �"� ��/���" 7" x �%/��1;���� ����$���%��" ��� ϕ8 %� �"� ���/���

������� �
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'
��
� � ����	�����
�� 3)*

����� %���+�"��� �%/��1;����� ���#,���� �� ��,���� ��' ���� ��'���,���

�#����v ����� ��' ����#� �1��� ���������v

∀x1Q(x1) ↔ ∃x2Q(x2)2 ∃x1Q(x1) ∧Q(x1)2

∃x3(Q(x3) → ∀x4Q(x4))2 x1 ≈ x2 ∨ x1 
≈ x2�

.� +��" �� ���"��#%���2 ��� �"� ��'$��" %��� ��%�� ���,���� �� ��0'��� �#��

������1��� �/��'� %�� $�%� ��� �/������ ��%�� ��� ��� %���+�"��� ��� �%/��16

;����� ���#,���� ���� �#���

/�	
��� 3)7) N�� A %�� $�%� ��� �" Γ1� 74���1%"�" ��"� A8 �1��� %��
������"�" v : M(Γ1) → |A|� �

*$� /�1����� ��� ���" %�� /��� " $��/��� %���3# ����������� %���+�"��� ���

%���+�"��� %��� �� ��+�,%��� �������< ��� �� ��%�� � � ���� � �1��� ��%��

���,����2 �� $�#����� ��1�����  � ��%�� ����0�1� ��� �#%������ %��� $�%���

4� %�� $�,�1 %�� ����1%"�" v ��"� A2 �1��� $����,"���� ���/���� '�� %����#%�
�� ��������01���%� �� ��,� '�� �"� Γ1 ��� ����0�1� ��� �#%������ L ����������

������1;��%� �� ��������%� � � ���3� � ��"�A ��� ��������0�#� ��� ������"6

����� �#%+��� ��� t2 �� �����%� ��� ���3��� ����� %� �� ����0�1� ��� �#%������2

��� " v ��������0�1 ���� %���+�"��� ��� t� .J ���� �'���2 ��,� ����1%"�" v ���6

���1����� %� %���$��' ��'�� �� %�� ������"�" ��� O(Γ1)�

0�#���� 3)*) N�� A $�%� ��� v ����1%"�" ��"� A� @���0�� %���$���

������"�" v : O(Γ1) → |A| ������ ����

�F v(x) = v(x) ��� ��,� %���+�"�� x

+F v(c) = cA ��� ��,� �#%+��� ���,���� c

�F v(f(t1, ..., tn)) = fA(v(t1), ..., v(tn)) ��� ��,� n6,���� ������"����' �#%6

+��� f ��� ��0'���� '���� t1, ..., tn�

�����	��) A�"��%��������� �� �����'� '�� �� O(Γ1) ��1��"�� ���$��%���



�"� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

��' �� M(Γ1)2 ���� ���� �� ��0#�� " %���$��� ����� ��%'�"��� �

4� v �1��� %�� ����1%"�" ��"� A ��� a ∈ |A|2 �'�� v(x|a) �1��� " ����16
%"�" ��� ��������0�1 �� a ��"� x ��� ��%/ ��1 %� �"� v ��� '��� ��� �����

%���+�"����

4� $�#%� $�� ����$�1�%��� ��������%�# ��%�� '��� ��� $�$�%��" ����1%"�" ��

$�%�� = ��������%'� %����1 �� �1��� � %� $��$��$�����%%� � %� �/��%��� � �

�F6�F ��� :� ��%���� 	���

������������ 3)6)

�F 4� ,� �����%� �" $�%�N ��� �"� Γθα1 ��� %�� ����1%"�" v ��"�N ������ ���

v(x1) = 22 v(x2) = 02 v(x3) = 1� :� ������1���%� �"� ��%� ��� '��� x1 ⊕ (x′2 �
x3)� = '��� ���'� �1��� �������� � ⊕(x1,�(′(x2), x3))2 ���2 �/��%';����� ��

:���"%� 	��2 �0��%�

v(x1 ⊕ (x′2 � x3)) = ⊕N (v(x1), v(�(′(x2), x3))) =

⊕N (v(x1),�N (v(′(x2)), v(x3))) =

⊕N (v(x1),�N (′N (v(x2)), v(x3))) =

⊕N (2,�N (′N (0), 1)) = 2 + ((0 + 1) · 1) = 3�

+F 4� ,� �����%� ���� �" $�%� N ∗ ��� �"� Γθα1 ��� %�� ����1%"�" v ��"� N ∗

������ ���� v(x1) = −12 v(x2) = 02 v(x3) = −4� :� +��#%� �"� ��%� ��� '���

x′′2 � (x3 ⊕ x1)2 0�"��%��������� �� $��$��$�����%%� ����
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−10
x′′2 � (x3 ⊕ x1)

−2

x′′2

−1
x′2 −5

x3 ⊕ x1

0
x2 −4

x3
−1
x1

�����

�
�
�
�
�
�
��

�
��

�
��

�

���� �0��%� '2�� 0����;���� ��� �� $����%� �� ���'%��� 7����%' ���,���� ���

sY^moR82 ��� ��������0�1 ����� �1����� ���,���� �"� ����������� ��������

/�	
��� 3)8) 1/�	
��� ��<�	�� �� =>?@AB2 N�� A $�%� ��� �"� Γ12 ϕ

�#��� ��� v ����1%"�" ��"� A�  ������ 7� ϕ ��",�#�� ��� �"� v ��"� A8 � 7"
v ���������1 ��� ϕ ��"� A82 ��%+����� A |= ϕ[v]2 ��1;���� ���$��%���  � �3��<

�F A |= t1 ≈ t2[v]2 ��� v(t1) = v(t2)2

�F A |= P (t1, . . . , tn)[v]2 ��� < v(t1), ..., v(tn) >∈ PA2

	F A |= ¬ψ[v]2 ��� $�� ��0#�� A |= ψ[v]2

!F A |= (ψ ∧ χ)[v]2 ��� EA |= ψ[v] ��� A |= χ[v]F2

&F A |= (ψ ∨ χ)[v]2 ��� EA |= ψ[v] � A |= χ[v]F2

)F A |= (ψ → χ)[v]2 ��� E�� A |= ψ[v]2 �'�� A |= χ[v]F2

�F A |= (ψ ↔ χ)[v]2 ��� EA |= ψ[v] ��� A |= χ[v]F2


F A |= ∀xψ[v]2 ��� E��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ψ[v(x|a)])2

�F A |= ∃xψ[v]2 ��� E����0�� a ∈ |A| ������ ���� A |= ψ[v(x|a)])�
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4� � ϕ $�� ��",�#�� ��� �"� v ��"� A2 �'�� ���/��%� A 
|= ϕ[v]� �

= ����%'� ���'� ����1��� ��� 7����%'� ��0���1;��JJ L 0���1;��82 ����$� ����1,����

'�� ������#�� ��� ����%' ���,���� ��� �'�%�� ���� ���1� ;�#%�2 �#%/ �� %�

��� ���1� " ��'���" 70���1;��8 �1��� ��",��2 ��� ����%��� 0���1;�� ���� �'�%�

%��� .J ���� �'���2 ���� �#��� ��",�#�� ��� %�� ����1%"�"2 ��� �� �'"%� ���

�������� ��#�� ��/��;�� %�� ���,��� ��� �" $�%� ��� ,� ��#%��

�������
�) �� �F2 �F ��� ����%�# ��� sY^moR $�� �0��� ���1����0� ��"�

���������� ������ L ���1 " �������10��" ��%�� ���,���� �� %�� ���������� %���6

+�"�� �1����� Y �^RW^R ��' %�� ����1%"�"� �� %��" 	F6�F ��� ����%�# ��������0�#�

����� �1����� ���,���� � � ���$��% �� �����2 �� %��" 
F6�F ,� %����#��� ��

�������/�#� %� �1����� ���,����2 '��� ���������� � ∀ ��%����/������  � ��6
�����%��" �#;��3" ��� � ∃  � �������%��" $��;��3"<

A |= ϕ[v(x|a1)] . . . A |= ϕ[v(x|aκ)] A |= ∀xϕ[v] A |= ∃xϕ[v]

A . . . A A A

A . . . Ψ Ψ A
���

���
��� Ψ A

A . . . A Ψ A

A . . . Ψ Ψ A

Ψ . . . A Ψ A

Ψ . . . Ψ Ψ A
���

���
��� Ψ A

Ψ . . . A Ψ A

Ψ . . . Ψ Ψ Ψ

p �$�� �1��� '�� � ����$�1��"� ∀ E'%��� ��� ��� ∃F ��%����/������  � �#�$��%��2
� ���1�� �/��%';���� �� �'���� �#����2 '�� �1��� �� ����0�1� ��� �#%������ �"�

$�%��2 $"��$� �� ���,�� � � ��"��� ��� �1���� ���,���� �3������� ��' ���

���,%' κ � � ����0�1 � �����2 ��� %����1 �� �1��� �������u �

4� $�#%� ���� %����� ����$�1�%��� �/��%���� ��� ����%�# ��� sY^moR�
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������������ 3)7)

�F :� ��#%� �" $�%� Nσ ��� �"� Γθσ1 2 ��� ��1��%� ��� ����$���%� 	�!ERF2 ���

%�� ����1%"�" v ��"� Nσ ������ ��� v(x1) = 32 v(x2) = 5� �'�� Nσ |= x1'x2[v]�

����%���2 %� +��" �� %���� �F ��� ����%�# 	��2 ���' ���$���%�1 %� �� '�� <

v(x1), v(x2) >∈'Nσ 2 $"��$� '�� < 3, 5 >∈'Nσ 2 �� ���1� ��0#���

+F 4� ,� �����%� ���� �" $�%� N ∗ ��� �"� Γθα1 ��� %�� ����1%"�" v ��"� N ∗

������ ���� v(x2) = 0� C�0���;'%���� '��

N ∗ |= ∀x1x1 ⊕ x2 ≈ x1[v] E†F�

����%���2 %� +��" ��� ����%' 	��2 %���� 
F2 ���' ���$���%�1 %� �� '�� ��� ��,�

n ∈ N ��0#�� N ∗ |= x1 ⊕ x2 ≈ x1[v(x1| −n)]2 $"��$� '�� ��� ��,� n ∈ N ��0#��

v(x1| − n)(x1 ⊕ x2) = v(x1| − n)(x1) E�F�

w% �

v(x1| − n)(x1 ⊕ x2) = ⊕N ∗
(v(x1| − n)(x1), v(x1| − n)(x2)) =

⊕N ∗
(−n, v(x2)) = (−n) ⊕N ∗

0 = −n
��� v(x1| − n)(x1) = v(x1| − n)(x1) = −n2

�'� ��� ����%�# �"� ����1%"�"� v(x1|−n)� G�� " E†F ��0#�� ��� ������� ��0#��
" E�F�

4� '% � v∗ �1��� %�� ����1%"�" ��" N ∗ ������ ���� v∗(x2) = −12 �'�� N ∗ 
|=
∀x1x1⊕x2 ≈ x1[v∗]2 �/�# $�� ��0#�� '�� ��� ��,� n ∈ N �0��%�N ∗ |= x1⊕x2 ≈
x1[v(x1| − n)]� �

*��1�� ��� ������1 �����0� ���� ��� ����0� ���� �'�� %�� ����1%"�" ���������1

���� �#�� �� %�� $�%� �1��� � ����%'� �"� $�%�� ��� �"� ����1%"�"�� w� �

������/���%�2 � �1�$���� �1��� �� ��+��%� ��'B" %�� �"� �#��� $�%� ��� �"

������2 ���1 ��� �" ��������%��" $�%� ��� �0�� $�,�1�
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'
��
� � ����	�����
�� 3)3

N�� v " ����1%"�" ��" $�%�N ∗
σ E����$���%� 	�!ERRFF ������ ���� v(x1) = 52

v(x2) = 0 ��� v(x3) = 3� ����� ��' ���� �#����

x1'x2 ∧ x2'x3 → x1'x32 ∃x4(x4 
' x1 ∧ x4 
'x3)

���������#���� ��' �" v ��"� N ∗
σ v

*1��� $����,"���� ��/�� '�� " ��%� ���,���� ��'� �#��� �3������� %'�� ��'

��� ��%�� � � %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� �J ���'� L ,�%���� ��

���1����0� �����'� ��"� ���������� ������ E?����"��'�"�� ���F� 4� ������,�6

���%� �J ���$�13��%� �� �����'� ���'2 ,� $����������%� '�� 0����;���� �����

�� $�13��%� '�� " ��%� ��'� '��� ��� %�� ����1%"�" �3������� %'�� ��' ��� ��%��

��� $1��� " ����1%"�" ���� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���� '��2 $"��$� ��

��'���,� ��%%��

���� 3)() ��� ��,� '�� t �"� Γ12 ��,� $�%� A ��� �" Γ1 ��� ��0�#��� ���6

��%����� v1, v2 ��"� A2 �� �� v1, v2 ��%/ ��#� ���� %���+�"��� ��� t2 �'��

v1(t) = v2(t)�

�����	��) A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� t� 4� � t �16

��� " %���+�"�� x2 �'�� ���/���� v1(t) = v1(x) = v2(x) = v2(t)� 4� � t

�1��� �� �#%+��� ���,���� c2 �'�� v1(t) = cA = v2(t)� N�� '�� � t �1���

�"� %��/�� f(t1, . . . , tn) ��� '�� �� '��� t1, . . . , tn �0��� �"� �$�'�"��2 $"��$�

v1(t1) = v2(t1), . . . , v1(tn) = v2(tn)� �'��2 �'� ��� ����%�# � � v1, v22 ��0#��

v1(t) = v1(f(t1, . . . , tn)) = fA(v1(t1), . . . , v1(tn)) = fA(v2(t1), . . . , v2(tn)) =

v2(f(t1, . . . , tn)) = v2(t)2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%���� N��� �����"������� "

��'$��3" ��� ��%%����� �

���� %����#%� �� ���0 �����%� ��"� �/��%��� �"� ��0�� �"� ���� ��� ���

�� T (Γ1) ��� �� $�13��%� '�� " �������1"�" ��'� �#��� ϕ ��' %�� ����1%"�" v

�� %�� $�%� A �3������� %'�� ��' ��� ��%�� ��� $1��� " v ���� %���+�"��� ���

�%/��1;����� ���#,���� ��� ϕ�
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+��
���	����� 3)(

4��$�13�� '�� ��� ��,� �#�� ϕ �"� Γ12 ��,� $�%� A ��� �" Γ1 ��� ��0�#6

��� �����%����� v12 v2 ��"� A2 �� �� v1, v2 ��%/ ��#� ���� %���+�"��� ���
�%/��1;����� ���#,���� ��� ϕ2 �'�� A |= ϕ[v1]2 ��� A |= ϕ[v2]�

G%��" �������� � � ������� �1��� '��2 �� � ϕ �1��� ��'���" �"� Γ1 ��� A
$�%� ��� �" Γ12 �'�� � '��� �� �����%����� ���������#� �" ϕ � ��%�� ����1%"�"

$�� ���������1 �" ϕ L ������$����� $#� �����%����� ��%/ ��#� �����%%��� ����

%���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ��" ϕ E��%�� %���+�"�� $�� �%/��1;����

���#,��"F� -�,� ��'���" ����'� �0�� ��,����%��" ��%� ���,���� �� %�� $�%�2

���3���"�� ��' �����%������

/�	
��� 3)9) N�� ϕ ∈ Π(Γ1) ��� A $�%� ��� �"� Γ1� (�%� '�� 7" ϕ �1���

��",�� ��"� A8 � 7" A �1��� %������ �"� ϕ8 ��� ���/��%� A |= ϕ2 ��� " ϕ

��",�#�� ��� ��,� ����1%"�" ��"� A� *�1�"� ��%� '�� 7" ϕ �1��� B��$�� ��"�
A8 ��� ���/��%� A 
|= ϕ2 ��� " ϕ $�� �1��� ��",�� ��"� A� �

4� �/��%'���%� ���� ��� ����%' ��� sY^moR ��� �� �3����+����%� �� %�� $�%�

�1��� %������ %��� ��'���"��

������	��� 3)8) :� $�13��%� '�� " ��'���" ∃x0∀x1x0�x1 ≈ x1 �1��� ��",��

��" $�%� N ��� �"� Γθα1 � N�� v ��0�#�� ����1%"�" ��"� N � �'�� �0��%� '��

N |= ∃x0∀x1x0 � x1 ≈ x1[v]

��� ����0�� m ∈ N ������ ���� N |= ∀x1x0 � x1 ≈ x1[v(x0|m)]

��� ����0�� m ∈ N ������ ���� ��� ��,� n ∈ N

N |= x0 � x1=x1[v(x0|m,x1|n)]

��� ����0�� m ∈ N ������ ���� ��� ��,� n ∈ N

v(x0|m,x1|n)(x0 � x1) = v(x0|m,x1|n)(x1)

��� ����0�� m ∈ N ������ ���� ��� ��,� n ∈ N

⊗N (v(x0|m,x1|n)(x0), v(x0|m,x1|n)(x1)) = v(x0|m,x1|n)(x1)
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��� ����0�� m ∈ N ������ ���� ��� ��,� n ∈ N �� ��0#�� ⊗N (m,n) = n

��� ����0�� m ∈ N ������ ���� ��� ��,� n ∈ N �� ��0#�� m · n = n�

w% � " �������1� ��'���" E�"� ���"�����F �1��� ��",��2 ��� ��0#�� �� ;"��#%����

�

4� %" 3�0��%� '% � '�� � ����'� %�� �1��� �� 0�"��%��������%� ��� �� 6

��+�,%��� ������� ��� �" %����" %�,"%������ ���$�13� �� -�� �$�2 '� �

��"� ���������� ������2 ����0��� $#� ���$#��%�� ��'��� �� $����B��%�< �

���������'� ��� � �"%���������'�� w� � ��� -�/����� �2 ,J ��01���%� %� �"

�"%���������� ���������"�

!���,�

���� ������� � �� ��*��� ��� "����� �	�
�� ���� �	���$�*���� "�

��� ���

*� ��� ��	���&"���� ������� � ���� "��

�. '�&
�� �
����*����� ��

��� ����
�� � ��%	�
��� ������� "��

�� �� ����
������� �%���� ��� 
�

������� �%���	� �� 
� �	���
��� ��� ��������� "�

��. 0����� �	&
��� ���

������ ��� ������ ��
� ��� ���&�� �	���������� �� ����� ���� �	���$�*����

"�

�� ��� �����
��� ��� �	�
�� �� L86Ek<� �� $�
� ��� ���&� ����
����&/��

��� ���� ���*���� 
� ��*� ����� 
�� ���&
�� ���� ����� ��� ���� ����&��
�� 
V

� ��.
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��

��*� ��� ��	���� $�
���� ��������� ���. ]� �
� �� ��&
�� ��	���&"����

�"� 	�� ������	������� ��	%� 
� �	���$�*���� "�

��� ��*� ��� ����

������"� $�
��� ��"��� ���*���.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� � �� ��� �������� *� ���	�&�� ��2

3 ���"���� �� 
 "���	����� 
����� ����� ���� �	���$�*���� "�

�� 
 �

����"����� ��"��� 
 "���	����� � ���� � ����

3 ���%�	��� ��"��� ���*�&� ���� �� ��������	� "�� ��
���&����.

%���	��&���	�	�

• ��"��� 
 ����"�"�� • ���������
��� 
����� ������

• �"� 	�� ������ • ��"��� �
�������� ������

• ����� ��
�������� • 
 ���"��� ����"�	��������

��"����.

�	
����	�$� �������
�	�

0� 
���
����"��� �	���	�� ��� "�� ��� ���"�� �"� 	������ ���� ������	������

�&���� ���� ��� 
��� �	���
���� ��"���2 ������ ����� � ���*��� �� 
 ���	��


����� ��� ��� ���*��� ���  ��*�
���c '� $�$��� �� T�����U ���%�	���� 
�

���� ��	�

���	�� ��	���
��� ��� ���� 
��� �	���
���� ��"���� �%�� ���%��

	���� 
� ���� ��� � ����� �	����&�� ���� �	���$�*���� "�

��.
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0� $�
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:� ��01���%� %� %�����#� �����1�"���� ����%�#��

/�	
��� 3):) N�� T �#���� �#� � �"� Γ12 ϕ �#��� �"� Γ12 A $�%� ��� �" Γ1

��� v ����1%"�" ��"� A� :� ��%� �� �3��<

�F 7 v ���������1 �� T ��"� A8 � 7�� T ���������1��� ��' �" v ��"� A82 ���
" v ���������1 ��,� ����0�1� ��� T ��"� A�

�F 7�� T �1��� �����������%�82 ��� ����0�� $�%� ��� ����1%"�" ��� �� ���6

������#��

	F 7= ϕ �1��� �������8 � 7� ϕ �1��� ������ ��",��82 ��� ��� ��,� $�%� A
��� ����1%"�" v ��"� A � ϕ ��",�#�� ��� �"� v�

!F 7�� T ����������� ������ �� ϕ82 ��� ,� ���/��%� T |= ϕ2 ��� ��� ��,�

$�%� A ��� ��,� ����1%"�" v ��"� A2 �� ��",�#�� �� T ��� �"� v2 �'��

��",�#�� ��� � ϕ ��� �"� v�

4� �1��� �#���� ������� � �"� Γ12 ,� ��%� '�� 7" A �1��� %������ ��� T82 ���

" A �1��� %������ ��,� ��'���"� ϕ ��� ������ ��� T E$�� =���%' 	�
F� �

�������
�	�)

�F ��� ��,� ϕ2 ��0#�� ∅ |= ϕ2 ��� ϕ �������2 $"�� �� ������� �#��� �1��� ����+��

�� ������� ��������� ��� ∅ E��������0�#� ����'� ���� ��������1��F� ����%���2
��� '�� ∅ |= ϕ2 ���� � ϕ $�� �1��� ������ ��",��� �'�� ����0�� $�%� A ���

����1%"�" v2 ��� ��� ���1�� " v $�� ���������1 �� ϕ ��"� A� w% � " v ���������1
E�����%%���F �� ∅ ��"� A2 �/�# ���������1 ��,� ����0�1� ��� L ����2 $�� ����6
0�� ����0�1� ��� ∅2 �� ���1� ,� %����#�� �� %"� ���������1��� ��' �" v ��"� A�
4/�# '% � �� ∅ ����������� ������ �� ϕ2 ������ '�� " v ������ �� ���������1 ��
ϕ ��"� A2 ��� �1��� ������ �������2 �� ∅ |= ϕ2 �'�� � ϕ �1��� ������ ��",���

w%��� ����0��%� ��� �"� ���1����/" ������� ���

+F =� ������� 7� ψ ����������� ������ ��� ϕ8 ��� 7�� ϕ,ψ �1��� ������ ���$#��6

%��8 ��1;����� '� � �� ���1����0�� ���� ���������' �����%'� :� 0�"��%�����#%�



���  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � ���

�� �#%+��� ≡ ��� �� $"�����%� ������ ���$���%1� $#� �#� ��

�F ���$��;����� ���� ����%�#� 	�
 ��� 	�� +�����%� '�� ��� ��,� Π ⊆ Π(Γ1)2

ϕ ∈ Π(Γ1)

Π |= ϕ2 ��� ��,� %������ ��� Π �1��� %������ �"� ϕ�

�� ,�%� ���������� �1��� '�� �����%�%� �� 0�"��%�����#%� ��� '�� 7%������8

���1 ��� �� 7$�%�82 '��� ��0���#%���� %� �"� ���,��� ������� � ������� �� �6

���� �

w� � ��� ��"� ���������� ������2 ��0#�� " �"%���������� %�,�$�� �"� 7��

����� ���� ���8�

0�#���� 3)3) ��� ��,� �#���� �#� � T ��� ��,� �#�� ϕ �"� Γ1

T |= ϕ2 ��� �� T ∪ {¬ϕ} $�� �1��� �����������%��

�����	��)  ��'$��3" �1��� ���������� 1$�� %� ���1�" ��� :� ��%���� ��&2

�/�# +��1;���� %'�� ���� ������� �"� ������� ������� ��� ��� �"� ��������"��6

%'�"��� ��� ��" �"%���������� ��%����/��� ��� ���$��%�� ¬2 �� ���1�� �1���
1$��� %� ��� ���1����0�� �"� ����������� �������� �

�#%/ �� %� �� ������� ,���"%�2 � ����0�� ��� ���� �'��� ������� ���,�����

������������ ������ ������� �#�� ϕ �1��� ���$#��%�� %� ��� ����0� #���3"�

$�%�� ��� ����1%"�"� ��� ��� ���1�� ��0#�� '�� T ∪ {¬ϕ}�

��#����) @���0�� ��������%����� $��$����1� %� +��" �"� ���1�2 $�$�%�� �

���'��� �#� � ��� �#��� ϕ2 %����#%� �� ����3��%� �� T |= ϕ � '0�v

w� � �1$�%�2 " �����"�" ��� ���1����0� ����"%� ��"� ���������� ������ �1���

7���82 '��� ����������#%� �� �������%��� �#���� �#� � L �� ������� �������6

���� �1��� $����� " ��������� ����� � ���,���� ��� %�� ����0��� �" $����'�"��

����0�� %��� ���0���"%������ %��/�� %� �������%���� ���,������ ��"� ���"6

���"%����� ������ '% � �� ����%��� �1��� $�����'����2 �/�# " ���,��� ��'�

�#��� �3������� ��' '��� ��� $������ $�%��2 �� ���,�� � � ���1 � �1��� ������2
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�/�# ��,� %" ���' �#���� %����1 �� ���������� �#%��� %��� $�%��� 4�'%" ��

�� ���,����%� '�� %�� �� ��+�,%�� ������ �/��� %'�� ��"� �#��� $�%�2 ����

�0��%� $�����1� ����0�� �"� ���,���� � � �#� � �"� �������� ����$�1�%����

0��"2 �� ,� �����%� '�� " Γθα1 �/��� %'�� ��" $�%� N 2 $"��$� ��� �#����

� � /������ ���,%�� %� ��� ����,��� ���3��� �J���'2 �� �����'� '�� �� �#%���

�1��� ������ $"%������1 �3�������� �%�'$�� ��"� ������,��� %�� �� ����3��%�

��������%����� �"� ���,��� %��� ��'���"� �"� Γθα1 �  ������31� ������� $��6

$����1�� ���$����#���� %�,"%�����2 �� ,�%� '% � ���' $� ,� %�� ����0������

��,'���2 ,� �������#%� ��� ���"��#%��� �0'����

'
��
� � ����	�����
�� 3)5

4�������01��� ��,�%1� ��' ��� ������� ������� %� ���� �� ���# ��' ����

��%+����%�#� ��� $1������ ��� $�3���

 ����1%"�" v ���������1 A 
|= ϕ

��� �#�� ��" $�%� A�
 ��'���" ϕ $�� ��",�#�� |= ϕ

��" $�%� A�
�� �#���� �#� � T ����������� |= ϕ↔ ψ

������ ��� �#�� ϕ�

=� �#��� ϕ,ψ �1��� ������ v |= ϕ[A]

���$#��%���

= �#��� ϕ �1��� �������� T |= ϕ

?�� �1%���� ����'� �� ,��" �� ����3��%� ��%�� ������ ������� ��vw0� +�+���2

%����#%� �� �� �����%� �� ������� �����������2 0�"��%��������� ��� ����%'

���,���� ��� sY^moR E$"��$� ��� =���%' 	��F� 4� $�#%� %����� ����$�1�%����

������	��� 3)9) :� $�13��%� '�� ∀x1Q(x1) |= Q(x2)2 '��� Q �1��� %���%����

���"���"%����' �#%+���� �#%/ �� %� ��� ����%'2 ����1 �� ����3��%� '�� ���

��,� $�%� A ��� ��,� ����1%"�" v ��"� A2 �� A |= ∀x1Q(x1)[v]2 �'�� A |=
Q(x2)[v]�

N�� ����'� A ��0�#�� $�%� ��� v ��0�#�� ����1%"�" ��"� A ������ ����
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A |= ∀x1Q(x1)[v]� �'�� �#%/ �� %� ��� =���%' 	��2 �F2 ��� ��,� a ∈ |A| ��0#��
A |= Q(x1)[v(x1|a)]� G�� �#%/ �� %� ��� =���%' 	��2 �F2 ��� ��,� a ∈ |A|
�0��%� v(x1|a)(x1) ∈ QA2 $"��$� ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� a ∈ QA� 4��' ����

$"��$� '�� |A| ⊆ QA E���������� '�� " ��%"��1� ��� ��%+'���Q ����1;���� %� ��

�#%���2 �/�# �3 ����%�# ��0#�� QA ⊆ |A|F� G�� v(x2) ∈ QA2 �/�# ���/����

" ��%� ��� $1��� " ����1%"�" v ��" %���+�"�� x2 �1��� ����0�1� ��� �#%�������

4��' '% � �"%�1���2 %� +��" ��� ����%' 	��2 �F2 '�� A |= Q(x2)[v]2 $"��$� ��0#��

�� ;"��#%���� �

!�����
�) */��%';����� ��� ����%' ��� sY^moR '� � ������� 2 %����#%�

�� ����",�#���%� '�� " ������ ������� �� ��� ���"��#%��� ����$���%� ��0#��

���3���"�� ��' ��� ��������%���� %���+�"��� ��� �%/��1;������ ����$�1�%����

0��"2 ��0#�� '�� ∀x1Q(x1) |= Q(x1)2 ∀x5Q(x5) |= Q(x8) ����  ���1� �1��� '��

" ������� �� ���� ��/��;�� '�� 7�� ��,� ����0�1� ��'� ���'��� E�$� ��� |A|F
�0�� %�� �$�'�"�� E�$� �"� �$�'�"�� ��� ��%+��1;�� �� QF2 �'�� �� ��0'� ����0�1�

��� ���'��� E�$� �� v(x2)F �0�� �"� �$�'�"�� ����8� �

������	��� 3):) :� $�13��%� '�� Q(x1) 
|= ∀x1Q(x1)2 '��� Q �1��� '� � ���

���"��#%��� ����$���%��

.� +��" ��� =���%' 	��2 ����1 �� +��#%� $�%�A ��� ����1%"�" v ��"�A �������

���� �� ��0#��

A |= Q(x1)[v], E	��F

���� �� %"� ��0#��

A |= ∀x1Q(x1)[v]. E	��F

�#%/ �� %� ��� ����%' ��� sY^moR2 " E	��F ��0#�� ���

v(x1) ∈ QA, E	�	F

��� " E	��F ��0#�� ��� ��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= Q(x1)[v(x1|a)]2 $"��$� ���
��,� a ∈ |A| �1��� v(x1|a)(x1) ∈ QA2 $"��$�

��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� a ∈ QA. E	�!F

���� %����#%� �� �$"�",�#%� �#���� ��� ;"��#%���� ����$�1�%���� 0��"2

,� ��#%� $�%� A %� �#%��� �� �#���� %� $#� ����0�1� {a0, a1}2 ��%"��1� ���
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��%+'��� Q �� �#���� {a0} ��� ����1%"�" v ��"� A ������ ��� v(x1) = a0�

4/�# v(x1) ∈ QA2 ��0#�� " E	��F� *�1�"�2 ����$� a1 ∈ |A| ���� a1 /∈ QA2 ������

'�� $�� ��0#�� " E	�!F2 $"��$� $�� ��0#�� " E	��F� �������2 �0��%� ������3�� ���

;"��#%���� �

!�����
�) w� � ����2 �� ��������%� ��� ���"��#%���� ����$�1�%���� $��

�3������� ��' ��� ��������%���� %���+�"��� ��� 0�"��%�����,"���2 ���� ��'

�� �����'� '�� " ������� �� ��� �3���;��%� ��/��;�� '�� 7�� ��� ��������%���

����0�1� ��'� ���'��� �0�� %�� �$�'�"��2 �'�� $�� ������ ���J �����"� '�� '�� ��

����0�1� ��� ���'��� �0��� �"� �$�'�"�� ����8� �

��� �� �#%+���→,↔2 " ������ ������� �� ��%����/������ '� � " �����������

������� ��2 %� �"� ������ �"� G��"�"� ��	�

'
��
� � ����	�����
�� 3)6

?�13�� '�� ��� ��,� �#���� �#� � ��� �������$����� �#���� ϕ2 ψ

�F T ∪ {ϕ} |= ψ2 ��� T |= ϕ→ ψ

+F ϕ ≡ ψ2 ��� |= ϕ↔ ψ�

= ����0�� �� ���� �#��� �1��� ������ ��",�� �1����� %� '%��� ��'��� 4� $�#%�

��� ����$���%��

������	��� 3)(;) :� $�13��%� '�� ∀x1Q(x1) → ∃x2Q(x2)�

�� ;"��#%��� �1��� �� $�13��%� '�� ��� ��,� $�%� A ��� ��,� ����1%"�" v ��"�

A ��0#��

A |= ∀x1Q(x1) → ∃x2Q(x2)[v]. E	�&F

�#%/ �� %� ��� ����%' ��� sY^moR2 " E	�&F ��0#��2 ���

�� A |= ∀x1Q(x1)[v]2 �'�� A |= ∃x2Q(x2)[v]�

?"��$� ��� ��0#�� '��

�� ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= Q(x1)[v(x1|a)], E	�)F

�'�� ����0�� a ∈ |A| ������ ���� A |= Q(x2)[v(x2|a)]. E	��F
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 E	�)F ��0#�� ��� ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� v(x1|a)(x1) ∈ QA2 $"��$� ���

��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� a ∈ QA. E	�
F

 E	��F ��0#�� ��� ����0�� a ∈ |A| ������ ���� v(x2|a)(x2) ∈ QA2 $"��$� ���

����0�� a ∈ |A| ������ ���� a ∈ QA. E	��F

4� '% � ��0#�� " E	�
F2 �'�� ��0#�� " E	��F2 �/�# �� �#%��� �"� $�%�� A �1��� %"

���'� ������� ��0#�� �� ;"��#%���� �

!�����
�) .� +��" �"� G��"�" 4����3���'�"�"� 	�&2 ,� ����#�� �� �10�%�

$�13�� '�� ∀x1Q(x1) |= ∃x2Q(x2)� �

w� � ��"� ���������� ������2 ����0��� ������� ������ ��",�1� �#��� ��� ,�6

 ��#���� ,�%����$��� ��� ����#���� 7�'%�� �"� ���"���"%������ �������8� *#6

���� $����������%� '�� '��� �� �'%�� �"� ����������� ������� ��0#��� ��� ���

�#����� ����$�1�%���� 0��"2 ��� �������$����� �#���� ϕ,ψ, χ ��0#���

�F � �'%�� ���%�������'�"���< |= ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ↔ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ)

+F � �'%�� \Q ]W^_YT< |= ¬(ϕ ∧ ψ) ↔ ¬ϕ ∨ ¬ψ�

4��' �/�1����� ��� �����'� '��2 �#%/ �� %� ��� ����%' ��� sY^moR2 " �"%�6

������1� � � ���$��% � ��� ���1��� �"� ���"���"%������ ������� �1��� " 1$��

%� ���1�" ��"� ���������� ������� .J ���� �'���2 �� �� ��0#�� � '0� � �'%��

\Q ]W^_YT �3������� %'�� ��' �� �'�� � � ���$��% � ¬,∧,∨2 �/�# �� �#���
ϕ,ψ ,� ��#���� ����������  � ����������� %���+�"���2 0 �1� �� %�� ��$��/�6

��� ����� ����$�1����2 ���� ���"���"%����� �#%+��� ���� 7��#+�����8 %��� �J

����#��

=� �'%�� ��� ��������0�#� ����� �'%��� �"� ����������� ������� $�� �1��� '% �

�� %'���� @���0��� ��� �� �������#%���� 7�'%�� ����$������82 ���� ���1���

����,����%� ��" ����0����
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H'%�� ���"�"� ����$������< ¬∀xϕ↔ ∃x¬ϕ
¬∃xϕ↔ ∀x¬ϕ
∀xϕ↔ ¬∃x¬ϕ
∃xϕ↔ ¬∀x¬ϕ

H'%�� ������%�� ����$������< ∀x(ϕ ∧ ψ) ↔ ∀xϕ ∧ ∀xψ
∃x(ϕ ∨ ψ) ↔ ∃xϕ ∨ ∃xψ

H'%�� ��������� ����$������< ∀x∀yϕ↔ ∀y∀xϕ
∃x∃yϕ↔ ∃y∃xϕ

H'%�� %����1�"�"� ����$������< (ϕ→ ∀xψ) ↔ ∀x(ϕ→ ψ)

(ϕ→ ∃xψ) ↔ ∃x(ϕ→ ψ)

(∀xψ → ϕ) ↔ ∃x(ψ → ϕ)

(∃xψ → ϕ) ↔ ∀x(ψ → ϕ)2

%� �"� ���9�',��" '�� " x $��

�%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ�

�������
�	�)

�F 4� ���� ����� �'%� ������%�� ����$�1��" ��������������%� �� ∧ %� ��

∨2 $�� ����#���� ������ ��",�� �#��� L $�� �" ?����"��'�"�� 	�� ������� �
w%��� ��� ��� �� $�#���� �'%� ������%�� L $�� ��� G��"�" 	���

+F  �$�� ��� ���� �'%��� %����1�"�"� ����$�1��" �1��� '��2 �� ���� ����$�1��"�

$�� �/��� ���������� ��� ��� %���� %��� ������� ���2 �'�� " �/��%��� ���

��" ������� �� ���$���%�1 %� �"� �/��%��� E��'�F ����$�1��" %'�� ��� ����

%���� L �� � ����$�1��"� $�� �/��� ���������� ��"� ��',��" �"� ������� ���2

�'�� ����%���� 1$��� ���� �" %����1�"�"2 ������ �1����� ���1,����� �

+��
���	����� 3)*

?�13�� '�� ��� ��0'���� �#���� ϕ,ψ ��� �����$����� %���+�"�� x ��0#��

|= ∀xϕ∨∀xψ → ∀x(ϕ∨ψ)� *�1�"� +��1�� ����$�1�%��� �#� � ϕ,ψ ��� ����

���1��� 
|= ∀x(ϕ ∨ ψ) → ∀xϕ ∨ ∀xψ�

!�����
�) 4��' ��� ;"��1��� ��� $�#���� %���� �"� ������� $����"��'�"6

��� �1��� �� +��#%� ��� 7��������$���%�8� ��� ����� ����������� '� � ����2
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%����#� �� +��,�#� ��������$�1�%��� ��� %�� �1��� ���# ����1�� ����$�1�%�6

��� 0��"2 %����#%� �� /�������#%�  � �#%��� �� �#���� � � /������ ���,%��

���  � �#����6�$�'�"��� ��� 7� x �1��� ������82 7� x �1��� ������'�8� �� ����6

����$���%� �1��� ����%�2 �/�# ��,� /����'� �1��� ������ � ������'�2 ���� $��

��",�#�� '�� ��,� /����'� �1��� ������ � ��,� /����'� �1��� ������'�� -��'

,� ���� �� +��1�� ��� ��� �/"�"%��� ��������$���%�2 ���� �� ����������� �"

������ %�,�$� ��� 0�"��%�����1��� L ����0��� ������ ����������� ���;��"�"�

��������$�1�%���� '��� $�� ����0�� 7����%" �#�"8� �

=� �'%�� ����$������ ����",�#����� %� 0���" ��� =���%�# 	���

������������ 3)(()

�F :� $�13��%� '�� ��� ��,� �#�� ϕ ��� %���+�"�� x ��0#�� |= ∀x(ϕ ∧ ψ) ↔
∀xϕ ∧ ∀ψ�
N�� ����'� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A� �#%/ �� %� ��� ����%' ���

sY^moR2 " A |= ∀x(ϕ ∧ ψ) ↔ ∀xϕ ∧ ∀ψ[v] �1��� ���$#��%" %�

A |= ∀x(ϕ ∧ ψ)[v], E	���F

��� A |= ∀xϕ ∧ ∀xψ[v]. E	���F

w% � " E	���F ���$���%�1 %� �"�

��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ϕ ∧ ψ[v(x|a)]. E	���F

��� " E	���F ���$���%�1 %� A |= ∀xϕ[v] ��� A |= ∀xψ[v]2 $"��$� %�

��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ϕ[v(x|a)] ���

��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ψ[v(x|a)].


 E	��	F

= ��'��� ��� %���0����;'%���� �"� ��/���" 7��� ��,�8 ��� ���"���� �1���

������� ��� �� E	���F2 E	��	F �1��� ���$#��%��� ������� ��0#�� �� ;"��#%����

�F :� $�13��%� '�� ��� �������$����� �#���� ϕ,ψ ��� �����$����� %���+�"��

x2 �� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2 �'�� |= (ϕ→ ∃xψ) ↔ ∃x(ϕ→ ψ)�

N�� ����'� ϕ,ψ, x '� � ������� 2 A ��0�#�� $�%� ��� v ��0�#�� ����1%"�"

��"� A� :����%� �� ����3��%�2 �� ��0#�� A |= (ϕ → ∃xψ) ↔ ∃x(ϕ → ψ)[v]2

$"��$� �� ��0#��

A |= ϕ→ ∃xψ[v] E	��!F



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

��� A |= ∃x(ϕ→ ψ)[v]. E	��&F

N�� '�� ��0#�� " E	��!F2 $"��$� '�� ��A |= ϕ[v]2 �'��A |= ∃xψ[v]� ?����1���%�

$�� ������������

��F N�� '�� A |= ϕ[v]� �'�� A |= ∃xψ[v]2 ��� ����0�� a ∈ |A| ������ ����
A |= ψ[v(x|a)]� �'�� '% � ��� �
 ��
 a ��0#�� '��2 �� A |= ϕ[v(x|a)]2 �'��
A |= ψ[v(x|a)] E�/�# A |= ψ[v(x|a)]2 $� %�� ��$��/���� ���������� �� A |=
ϕ[v(x|a)] � '0�F� ������� ����0�� a ∈ |A| ��� �� ���1�2 �� A |= ϕ[v(x|a)]2 �'��
A |= ψ[v(x|a)]2 ��'�� A |= ∃x(ϕ→ ψ)[v] 2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

�+F N�� '�� A 
|= ϕ[v]� :� ��#%� ��0'� ����0�1� a ��� |A| ��� �"� ����1%"�"
v(x|a)� *���$� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ���� �#�� ϕ2 ��0#�� E$�� ?����"��'6
�"�� 	��F A |= ϕ[v]2 ��� A |= ϕ[v(x|a)]� 4/�#A 
|= ϕ[v]2 ��0#�� A 
|= ϕ[v(x|a)]�
*��%�� �2 �#%/ �� %� ��� ��'�� 0�����%�# �"� ������� ��� ��� ���"����2 ��

A |= ϕ[v(x|a)]2 �'�� A |= ψ[v(x|a)]� @���0�� ����'� a ∈ |A| ��� �� ���1�2 ��
A |= ϕ[v(x|a)]2 �'�� A |= ψ[v(x|a)]� G��2 �#%/ �� %� ��� ����%' ��� sY^moR2
A |= ∃x(ϕ→ ψ)[v]2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

4��1����/� ����2 ��� '�� ��0#�� " E	��&F2 $"��$� ����0�� a ∈ |A| ��� �� ���1�2
�� A |= ϕ[v(x|a)]2 �'�� A |= ψ[v(x|a)]� ?����1���%� ���� $#� ������������
��F N�� '�� A |= ϕ[v(x|a)] ��� �� ��������%��� a ∈ |A|� �'�� A |= ϕ[v]2

�/�# �� v(x|a), v ��%/ ��#� ���� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ���
ϕ� *�1�"� A |= ψ[v(x|a)] ��� �� ��������%��� a ∈ |A|� �������2 �� A |= ϕ[v]2

�'�� ����0�� a ∈ |A| ��� �� ���1� A |= ψ[v(x|a)]2 $"��$� �� A |= ϕ[v]2 �'��

A |= ∃xψ[v]2 ��� ��0#�� " E	��!F�

�$F N�� '�� A 
|= ϕ[v(x|a)] ��� �� ��������%��� a ∈ |A|� �'�� A 
|= ϕ[v]

E'� � ������� F2 ���2 �#%/ �� %� ��� ��'�� 0�����%�# �"� ������� ��� ���

���"����2 �� A |= ϕ[v]2 �'�� A |= ∃xψ[v]� G�� A |= ϕ → ∃xψ[v]2 $"��$� ����

��0#�� " E	��!F�

C�0#�� ����'� " ���$���%1� � � E	��!F ��� E	��&F2 $"��$� � �#��� (ϕ → ∃xψ) ↔
∃x(ϕ→ ψ) �1��� ������ ��",��� �

.� ���'%��� ��'�� ����",�#��%� '�� ��� �� ��'������ �'%�� ����$������ �1���

��������



���  � � � � � � � � 
 � � � � � � � � ���

'
��
� � ����	�����
�� 3)7

?�13�� '�� ��� ������$����� �#�� ϕ ��� ��0�#��� %���+�"��� x ��� y �0��%�

�F |= ¬∃xϕ↔ ∀x¬ϕ
+F |= ∃x∃yϕ↔ ∃y∃xϕ�

�� � �� �'%�� %����1�"�"� ����$�1��" ��� /�1������ 7���1�����82 %� �"� ������

'�� $�� �1��� ��/�� �#�� ��� ������3�%� �J ����#� �#�� ����1 ���� ,� ��#%�

�"%������#�� �� ,�%� ���' ,� 3���,��1��� ��"� ��'%��" ��'�"��2 �� $�0,�#%�

����'� ���� �� ���'� %'�� �"� �����'�"�� ����2 ���+�������� �" ��;��"�" ���

�" 0�"��%'�"�� �����

w� � ��" ������ ������� �2 ��0#�� ��� �$� � 7�'%�� ������������"�8<

N�� '�� �� ��0'��� �#�� ϕ ������,����#%� ���� ����#�� ��� χ %� ������ ������

���$#��%� �#�� ψ� 4� $�� ����0�� %���+�"�� ��� �%/��1;���� ���#,��" ���� ψ2

��� �1��� $��%��%��" ��� ϕ2 �'�� � �#��� ��� ����#���� ��' �"� ������������"

�1��� ������ ���$#��%�� %� �� ϕ� E?�� �0����� �"� G��"�" 	���F�

��"� ��'�"�� 	�&2 ,� ���$�13��%� �� �3�� ���1����0� ��� :� ��%���� ��)� )�*+

���� �����,��%� N�� T ������ �#���� �#� � E�"� Γ1F� 4� ��,� �������%���

����#���� ��� T �1��� �����������%�2 �'�� ��� �� 1$�� �� T �1��� �����������%��

w� � ��� -�/����� �2 �#%/ �� %� �� ������� ,���"%� ��� �� :���"%�

	�	2 " �����'�"�� ��'� ���0����%���� �������� ��"� ��������"��%'�"�� '� �

� � �������%�� � ������'� � ��'� ������"��� ���'��� �#� �� ?����0��2

'� � �$" ���/���%�2 $�� ����0�� ��������%����� $��$����1� ����0�� �"�

��������"��%'�"��� �������%�� � ���'� � �#� �� �� ��'%��" ��'�"�� ,�

$�#%� '�� " ������ ���� �1��� ���$#��%" %� %�� ���������� ������ ��� �1���

����/��'���" ��� ����0��

!���,�

���� ������� � �� �	&
��� ��� 
���
����"��� ������ 
 ����"�"�� 
��� �����

"�	������� ��"��� ��� �
��� ��	���&"���� ������� 
 ����"�"�. '�&
��

���%�	��� $�
����� ���� � ��� ��
�������� ��	����� ��� �� � ���&� � ���

������"�
��� ��� 
�����
���.
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'�&
��� *� �
� �� ��	���&"���� �����	���� ����� 
� ���&
������ ���������

��	%��.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� � �� ��� �������� *� ���	�&�� ��2

3 ����
�� �/��� ��� �������� ��
��������� ��	%� ����� ������ ���� �

3 ���%�	��� 
����� 
 ���
��� ��� ��
���&��� �� �&��� ���	�.
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• ���	�� 
����� 
 ���
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���&���.
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)��V �����"&� �	�� �� ���&
����� �	���� 
��� �	���
���� ��"���� ���	����

�� *�
� �� �� �!�� �	����2 �� �	���
� �� ��	����� ��� �� � �	������ 
 ����


�� � ��� ���� ��
���&���� ����/�� 
���
����"��� � �	���$�*��� "�

�c ���

�	���� � �� *� ������
� �� 
�� 
 ������.

4�01;��%� %� ���� ����%'�

/�	
��� 3)(;) N�� ϕ ��0�� �#���� (�%� '�� � ϕ �1��� �� 7�������� ����$��6

����� %��/�82 �� ��� %'�� �� �1��� �"� %��/�� Q1y1 . . . Qnynψ2 '��� Q1, . . . Qn

�1��� ����$�1���� ��� ψ �1��� 7������'�8 �#���2 $"��$� �#��� ���� ���1� $��



��� � � 
 � 
 � � � � � � � # � � � � � � � 	 � � � � ���

�%/��1;����� ����$�1����� �

�� ��'%��� ,���"%� �1��� ���1����0� ��� :� ��%���� ����

0�#���� 3)5) 10�#���� �����	�� ��
���	��	�� 4����2 ��� ��,�

�#�� ϕ ����0�� �#��� ϕ∗ �� �������� ����$������� %��/� ��� �1��� ������

���$#��%�� ���� �� ϕ�

 ��'$��3" �1��� ������ ���#����" �� ���� ,� �����3��%� %����� ����$�1�%�

�� ��� �����0��� ��� +������ �$��� �"�� .�� ��' ����� �1��� " 0���" � � �'6

% � %����1�"�"� ����$������2 �� ���1��2 '� � �����"����%� ��"� ���"��#%��"

��'�"��2 $�� �1��� �'�� ������"��1 '�� �� ��'������ �'%�� ����$�������

������	��� 3)(*) N�� � �#��� ∀x(Q(x) → ∃yR(y, y))� .� +��" �� $�#����

�'%� %����1�"�"� ����$�1��"2 '��� ��" ,��" ��� �#��� ϕ �0��%� ��� �#�� Q(x)

��� ��" ,��" ��� �#��� ψ �0��%� ��� R(y, y)2 ��0#��

Q(x) → ∃yR(y, y) ≡ ∃y(Q(x) → R(y, y))2

�/�# " ����$���%��" %���+�"�� y $�� �%/��1;���� ���#,��" ���� �#�� Q(x)�

G��2 �#%/ �� %� �� �'%� ������������"�2 � ��0��'� �#��� �1��� ������ ���$#6

��%�� %� ��� �#�� ∀x∃y(Q(x) → R(y, y))2 � ���1�� �1��� �� �������� $��;�������

%��/�� �

�� �1����� '% � �� � ��0��'� �#��� $�� �1��� �'�� 7�,���8 '�� ���'� ��� ���"6

��#%���� ����$�1�%����v  $�����1� %����1 �� �/�1����� ��� �����'� '�� �%6

/��1;����� ���� �#�� ����� �#�$��%�� � ������ ����$���%��" %���+�"�� ��'�

����#��� �%/��1;���� ���#,��" �� ���� ����#��� -�� ���� $�� ����������� /�16

����� �� %"� �/��%';����� �� �'%�� %����1�"�"��

��� �"� ����" ���1�� �"2 �� �%�'$�� 3���������� �#����2 �� 0�"��%�������� %�

�'%��� �"� ����������� �������� ��" ����0��� ,� 0�"��%�����#%� �� �"�� ��

�'%� ������������"� �"� ���"���"%������ ��������

������	��� 3)(3) :� +��#%� �#�� �� �������� ����$������� %��/� ��� �1���

������ ���$#��%�� %� ��� �#�� ∀x(Q(x) ∧ ¬∃yR(y, y))� A�"��%��������� ��



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

�'%� ���"�"� ������� ���2 �0��%� '�� � �#��� ���'� �1��� ������ ���$#��%��

%� ��� �#��

∀x¬(Q(x) → ∃yR(y, y)). E	��)F

��" ����0���2 0�"��%��������� �� $�#���� �'%� %����1�"�"� ����$�1��"2 ��%��

��1���%� '�� � E	��)F �1��� ������ ���$#��%�� %� ��� �#��

∀x¬∃y(Q(x) → R(y, y)). E	���F

.� +��" ���� �� $�#���� �'%� ���"�"� ����$�1��"2 � E	���F �1��� ������ ���6

$#��%�� %� ��� �#�� ∀x∀y¬(Q(x) → R(y, y))2 � ���1�� �1��� �� �������� ����6

$������� %��/��

EA�"��%��������� ���� �� �'%� ���"�"� ������� ���2 %����#%� �� ������6

3��%� ���� �#�� ∀x∀y(Q(x) ∧ ¬R(y, y))�F �

 $�#���" ���1�� �" '% � �1��� ��� ���#����" L " �#�" �1��� �� ��������#%�

��' �"� 7���+�"%�����8 %���+�"��2 ����%� ��� �1����� %� ������"�" ������

%���+�"����

0�#���� 3)6) 10�#���� ����.��	�#� ��������#�2 ��� ��,� �#�� ϕ

����0�� �#��� ϕ ������� ��� ϕ ≡ ϕ ��� $�� ����0�� %���+�"�� x ��� ����'6

0���� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ ��� �%/��1;���� ����$���%��" �� �������

����#�� ��� ϕ�

�����	��) .� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ� �� ;"��#%��� ��0#�� ���6

/����2 �� � ϕ �1��� ���%��'� �#���2 �/�# '��� �� �%/��1���� %���+�"��� ��

�������� �#���� �1��� ���#,�����

N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ ��� � ψ �0�� �"� �$�'�"��� �'�� �� 1$���

����+�� %���+�"��� �%/��1;����� ���#,���� ����� ψ,¬ψ ��� �1��� $��%��%����
�� ����#���� ����2 ��� ��� � ϕ �0�� �"� �$�'�"���

N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ ∧ χ2 '��� �� ψ,χ �0��� �"� �$�'�"���

:� ��#%� ��� �#�� ψ ∧ χ ��� ��0�#�� %���+�"�� x� N�� '�� " x �%/��1;�6

��� ���#,��" ��� ����'0���� �%/��1;���� ����$���%��" ���� ψ ∧ χ� ('� �"�

���� ����� ��',��"�2 ������1���� " x

�F �� �%/��1;���� ���#,��" ��� ����'0���� �� �1��� ����$���%��" ���� ψ �
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+F �� �%/��1;���� ���#,��" ��� ����'0���� �� �1��� ����$���%��" ��� χ�

�������2 " x �%/��1;���� ���#,��" �� ���� ��' ���� ψ,χ ��� �%/��1;���� ��6

��$���%��" ���� ����� 4� ���,����%� '�� " x �%/��1;���� ���#,��" ���� ψ

��� ����$���%��" ��� χ� N�� ∀xη ����#��� ��� χ ���� ���1� �%/��1;����

����$���%��" " x� *�������%� %���+�"�� y2 ��� $�� �%/��1;���� ��,'��� ����

�#�� ψ∧χ EL ��"� ����%����'�"��2 ����1 " y �� %"� �%/��1;���� ���#,��" ����
�#�� ���'F� �'�� ∀xη ≡ ∀yηxy 2 '��� ηxy �1��� � �#��� ��� ��1����%� ��' ��� η
������,�������� '��� ��� ���#,���� �%/��1���� �"� x %� �" y E$�� ?����"��'�"��

	�	F� .� +��" �� �'%� ������������"�2 ��0#�� '�� ψ ∧ χ ≡ ψ ∧ χ2 '��� χ �1���
� �#��� ��� ��1����%� ��' ��� �#�� χ ������,�������� ��� ����#�� ∀xη %� ���
�#�� ∀yηxy � .� '%��� ��'�� ������,����#%� �" x %� ��� %���+�"��2 ��� ��,�
����$���%��" �%/����� �"� ��� χ� N�� σ � �#��� ��� ����#���� ��� �����

�"� $��$����1��� :������� ϕ1 = ψ ∧ σ2 %����#%� �� ����",�#���%� '�� " x

$�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ����'0���� ����$���%��" ���� �#�� ϕ1� w%���

$����#��%� ��� '��� ��� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ���� �#�� ϕ1

��� ���������%� ��� ;"��#%��� �#�� ϕ�

�����2 '%��� %����#%� �� $�13��%� '�� �� � �#��� ψ �0�� �"� �$�'�"��2 �'�� ���

� ∀xψ �0�� �"� �$�'�"��2 �����"�������� �"� ��'$��3"� �

��� �"� ������� ��'$��3" 0���������%� ��� 7�'%� ������������"� %���+�"6

���82 ��� ���� '�� %����#%� �� ��,� �#�� �� ��������������%� %�� %���+�"��

��' %�� 7���$#��%�8 �"�2 ������������ �� ������ ���$#��%� �#��� ��� �J ���6

$�13��%� �� �'%� ���'2 ������ ����� �� ����3��%� '�� " ������������" %���

%���+�"��� ��'� '��� %� ���" 7���$#��%�8 �"� �/���� �"� ��%� ��� '��� �%���6

+�"�"2 ����1 �� ��������",�1 ���1����0� " ����1%"�" ��� ,� ��#%��

���� 3)*) ��� ��,� '�� t2 $�%� A2 ����1%"�" v ��"� A2 %���+�"��� x, y2 �� "
y $�� �%/��1;���� ���� t2 �'��< v(x|a)(t) = v(y|a)((t)xy)�

�����	��) w%��� %� ���� ��� (�%%���� 	��� �

���� %����#%�2 �/��%';����� �"� ��0� �"� ���� ��� ��� �� T (Γ1)2 �� ���$�16

3��%� ��� �'%� ������������"� %���+�"����
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+��
���	����� 3)3

?�13�� '��2 �� " %���+�"�� y $�� �%/��1;���� ��,'��� ���� �#�� ∀xη2 �'��
∀xη ≡ ∀yηxy �

�������� ��� :� ��%���� 	�& �1��� '�� ���������� �� ��,� �#�� %����#� ��

�1���� %����������� ����$������ 0 �1� ��'+�"%��

�����
� 3)() ��� ��0'��� �#�� ϕ2 ���� �#�� ϕ ��� ,� ��%���� 	�& %����#� ��

%������",�#� '��� �� ����$�1�����

�����	��) N�� '�� ����0�� �#��� ϕ ��� ��� ���1� ����0�� ����$�1��"� ��� ϕ2

� ���1�� $�� %����1 �� %������",�12 �� ��#%� ��� ���1��� ��� ����#��� ψ → ∀xχ
��� ϕ� 4��' �"%�1��� '�� " x �%/��1;���� ���#,��" ���� �#�� ψ → ∀xχ2 ���
�1��� $��%��%��" ���� ����#�� ∀xχ2 ����%� ��� ����/����� %� �"� ��',��� %��
��� ��� �#�� ϕ� �

4� $�#%� ���� ��� ����$���%� �/��%���� �"� +������ �$��� ��� :� ��%����

	�!�

������	��� 3)(5) :� +��#%� �#�� �� �������� ����$������� %��/� ��� �1���

������ ���$#��%�� %� ��� �#�� ∀x(Q(x) → ∃xR(x, x))�

4� ������,����%� �� �/��%'���%� �'%� %����1�"�"� ����$�1��"2 ,� $����6

������%� '�� ���' $�� �1��� $����'�2 �/�# " %���+�"�� x2 �"� ���1�� ��� ��6

��$�1��" ,����%� �� %����������%�2 �%/��1;���� ���#,��" ��"� ��',��" Q(x)

�"� ������� ���� �� �%�'$�� ���' ���/�#���%� %� %�� ��/�+"���� �����6

���� ��� �#���� *�������%� ����'� %�� %���+�"�� y $��/������� ��' �" x ���

������,����#%� ��� �#�� ∃xR(x, x) %� ��� �#�� ∃yR(y, y)� N��� ����#���� �

�#��� ∀x(Q(x) → ∃yR(y, y))2 ��� �1��� ������ ���$#��%�� %� ��� ��0��' ���

���� ���1� %����#%� �� �/��%'���%� �� $�#���� �'%� %����1�"�"� ����$�1��"2

������������ ���� �#�� ∀x∃y(Q(x) → R(y, y))2 ��� �1��� �� �������� ����$��6

����� %��/�� �

���� �0��%� '2�� 0����;���� ��� �"� ��'$��3" ��� :� ��%���� 	�!�
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�����	��) A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� �#��� ϕ2 ���,�6

������ '�� � ϕ �0�� �"� �$�'�"�� �"� ��'���"� 	���

4� � ϕ �1��� ���%��'�2 �'�� �1��� �� �������� ����$������� %��/� ��� ϕ ≡ ϕ2

��'�� ,� ��#%� ��� 1$�� �� ϕ  � ϕ∗�

N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ ��� ����0�� �#��� ψ∗ �� ��������

����$������� %��/� ������� ���� ψ ≡ ψ∗� */��%';��%� ���� �'%��� ���"�"�

����$������ ��� �� 7����3��%�8 �� �#�$��%� ¬ ���� �� ������' %���� ���

ψ∗� ?"��$�2 ���,������� '�� � ψ∗ �1��� �"� %��/�� Q1y1 . . . Qnynθ2 '��� θ

������'� �#���2 %� �/��%��� � � �'% � ���"�"� ����$������ �0��%� '�� ¬ψ∗ ≡
Q1y1 . . . Qnyn¬θ2 '��� %� Qi ��%+��1;��%� ��� ���1,��� ����$�1��" ��� Qi ���
1 ≤ i ≤ n� ���/����2 � �#��� Q1y1 . . . Qnyn¬θ �1��� �� �������� ����$�������
%��/� ��� �1��� ������ ���$#��%�� %� ��� �#�� ϕ�

N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ ��� ����0��� �#��� ψ∗2 χ∗ ��

�������� ����$������� %��/� ������� ���� ψ ≡ ψ∗ ��� χ ≡ χ∗� */��%';��%�

���� �'%��� %����1�"�"� ����$�1��" ��� �� 7����3��%�8 ���� �� �%��'� ����

����$�1���� ��� ����0��� ����� �#���� ψ∗ ��� χ∗� ?"��$�2 ���,������� '�� �

ψ∗ �1��� �"� %��/�� Q1y1 . . . Qnynθ ��� � χ
∗ �1��� �"� %��/�� Q′

1z1 . . . Q
′
mzmη2

'��� θ, η �1��� �������1 �#���2 %� �/��%��� � � �'% � %����1�"�"� ����� �����

����$�1���� ��� ψ∗ ��� %��� �� ���1���� ��� χ∗ �0��%�

ψ∗ → χ∗ ≡ Q1y1 . . . QnynQ
′
1z1 . . . Q

′
mzm(θ → η)�

���/���� � �#��� Q1y1 . . . QnynQ
′
1z1 . . . Q

′
mzm(θ → η) �1��� �� �������� ��6

��$������� %��/� ��� �1��� ������ ���$#��%�� %� ��� �#�� ϕ�

N�� 2 �����2 '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀xψ ��� ����0�� �#��� ψ∗ �� ��������

����$������� %��/� ������� ���� ψ ≡ ψ∗� .� +��" �� �'%� ������������"�2

��0#�� �'�� '�� ∀xψ ≡ ∀xψ∗2 $"��$� '�� ϕ ≡ ∀xψ∗� ���/���� '% � � �#���

∀xψ∗ �1��� �� �������� ����$������� %��/�2 ��� ��0#�� �� ;"��#%��� ��� �� ϕ�

�

!���	#
�	�)

�F =� ����������� � � ��'���� � ���$��% � �1��� '%���� %� �"� ���1�� �" ���

→ E$�� ��� ����$���%� 	��	F� w%��� ��� �"� ���1�� �" ��� ����$�1��" ∃�
+F  ������� %��2 ��� %���� �"� ������� ��'$��3"� ��� �/��� �#�� %��/��
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ψ → χ2 �� %����������%� ����� ���� ����$�1���� ��� �#��� ψ∗ ��� %��� ���16

���� ��� �#��� χ∗ ���� ��,�1���"�  %����1�"�" � � ����$������ �����������

�� �1��� %� �����$����� �����2 '��� �� �#��� ��� ����#����� �1��� ������ ���6

$#��%��� �

'
��
� � ����	�����
�� 3)8

I��1�� ����� �#���� �� �������� ����$������� %��/� ��� �1��� ������ ���$#6

��%�� %� ��� �#�� ∀x∃yψ → ∃yθ2 '��� x ��� y �1��� $��/�������� %���+�"���2
ψ, θ �1��� �������1 �#����

�� ������1� %� ��� =���%' ��
2 �0��%� ��� ��'���,� ����%'�

/�	
��� 3)(() N�� C �#���� ���$��% � ��� Q ����$�1��"�� :� ��%� '��

�� �#���� C ∪ {Q} �1��� 7������82 ��� ��,� �#��� �1��� ������ ���$#��%�� %�
���� �#�� ��� �����0�� %'�� ��� ����$�1��" Q ��� ���$��%��� ��' �� C � �

�������� ��� ,� ��%���� ��������� ����$�������� %��/�� �1��� '��2 ��

��������%� ��� ������ ����#���� ��� {¬,∧,∨,→,↔} ��� ���� ����$�1��"

E������$����� ��' ���� $#�F2 �'�� ����#���� ��� ������ �#���� ���$��% � ���

����$�1��"� ����$�1�%���� 0��"2 �� �����%� �� �#���� {¬,∨,∃}2 ��,� �#���
�1��� ���$#��%�� %� ���� �#�� ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� �#%+��� �����

����%���2 ��� ϕ ��0�� �#���� �#%/ �� %� �� :���"%� 	�!2 ����0�� �#���

ϕ∗ �� �������� ����$������� %��/� ������� ���� ϕ ≡ ϕ∗� 4� ���,����%� '��

� ϕ∗ �1��� �"� %��/�� Q1y1 . . . Qnynψ2 '��� ψ �1��� ������'� �#���� .� +��"

�"� ��'���" ���2 ����0�� �#��� χ ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� �#�$��%��

¬,∨ ������� ���� ψ ≡ χ E+�+���2 " ��'���" ���� �/��� ����������#� �#����2

���� ���/���%� �$" '�� �� ���%���1 �#��� %����#� �� ,� �",�#�  � �����6

������ %���+�"��� ���2 ���� ��������2 �� �#��� �� ,� �",�#�  � ����������1

�#���F� N0��%� ����'� '�� ϕ ≡ Q1y1 . . . Qnynχ� A�"��%��������� ���� ���

��1�� �'%� ���"�"� ����$�1��"2 %����#%� �� ��������������%� '��� ��� �%/��16

���� ��� 7�����,#%"���8 ����$�1��" ∀ %� �%/��1���� ��� ∃ E%�;1 %� �%/��1����
��� ¬F� N��� ,� ������3��%� �� ���� �#�� ϕ2 ���� ���1� �%/��1;����� %'�� ��
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�#%+��� ¬,∨,∃ ������ ���� ϕ ≡ ϕ∗�

������	��� 3)(6) :� +��#%� ���� �#�� ��� �1��� ������ ���$#��%�� %� ���

�#�� ∀x(Q(x)∧ ∀yR(y, y)) ��� ���� ���1� �%/��1;����� %'�� �� �#�$��%�� ¬,∨
��� � ����$�1��"� ∃�
-��J ��0�� ,� ��� ,����%� '���� ���� ����$�1���� %������2 ������������ '% �

�"� �%/����" ��� ��%+'��� ¬2 ���2 �� ,���%� �� +��#%� �#�� �� �������� ��6
��$������� %��/�2 ,� ,���%� �� %�1���� %������ ��$
 ����$�1����� �0"%�����2

����;'%����  � �3��<

∀x(Q(x) ∧ ∀yR(y, y)) ≡ E�'%�� $����� ���"�"�F

∀x(Q(x) ∧ ¬¬∀yR(y, y)) ≡ E�'%�� ���"�"� ������� ���F

∀x¬(Q(x) → ¬∀yR(y, y)) ≡ E�'%�� ���"�"� ����$�1��"F

∀x¬(Q(x) → ∃y¬R(y, y)) ≡ E�'%�� %����1�"�"� ����$�1��"F

∀x¬∃y(Q(x) → ¬R(y, y)) E�F ≡ E�'%�� �����>�"� ������� ���F

∀x¬∃y(¬Q(x) ∨ ¬R(y, y)) ≡ E�'%�� ���"�"� ����$�1��"F

¬∃x¬¬∃y(¬Q(x) ∨ ¬R(y, y)) ≡ E�'%�� $����� ���"�"�F

¬∃x∃y(¬Q(x) ∨ ¬R(y, y))

�"%������%� '�� �� ����� +�1���%� �#�� �� �������� ����$������� %��/� ���

�1��� ������ ���$#��%�� %� ��� ��0��' ��� %��� ����%� ������/� � � �����,#6

%"� � ��%+'� �2 ,� �10�%� �� �3�� +�%��� %��� �� E�F<

≡ E�'%�� ���"�"� ����$�1��"F

∀x∀y¬(Q(x) → ¬R(y, y)) ≡ E�'%�� �����>�"� ������� ���F

∀x∀y¬(¬Q(x) ∨ ¬R(y, y)) ≡ E�'%�� ���"�"� ����$�1��"F

¬∃x¬∀y¬(¬Q(x) ∨ ¬R(y, y)) ≡ E�'%�� ���"�"� ����$�1��"F

¬∃x¬¬∃y¬¬(¬Q(x)∨ ¬R(y, y)) ≡ E�'%�� $����� ���"�"�F

¬∃x∃y(¬Q(x) ∨ ¬R(y, y)) �

!�����
�) *���$� �� �#���� {¬,→,∀} �1��� ������2 ����%���� ������/�1�
,� ��#� %'�� ���� �� �#%+��� ���� ��0��' ����%' %��� �� ��+�,%��� �������

��� �������� �� ��'�����  � �����%����/1��� 5�����2 $�� ����0�� ����������

$��/��� %���3# ����� ��� �"� $���� %�� ���������"�� -�� �� $�� ���������� ���

'�� " �/��%��� �"� ��0�� �"� ���� ��� ��� �� T (Γ1) ��� ��� ����%�# ���,����

��� sY^moR ����1 �� �1����� %'�� ��� �������� �����������2 $"��$� ��� ���%���#�

�#���� ��� �#���� � � %��/�� ¬ψ2 ψ → χ2 ∀xψ� �
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 �������� *�	�
� �� ���"�� 

�"� 	������ ������	������ 
� ��� �	���$�*��� "�

�� 
�� ���&
�� ���� �!���

������� 
 
�������. ]� �	�
��& ��� ������ ������!�� �����"� � ��� �� ���

*��� "�� ��� �	���
���� ��"�
�� ��� *� ��*��� ��	���&"���� ������� ����

��&!���. 0����� *� �������*��� *��	����� �� ��� ������ � ��� ����
�� �

������� �����&!��� ��� *� ��*��� ��	���&"���� �%�	��"�� �� �.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� � �� ��� �������� *� ���	�&�� ��2

3 ����	&���� �� ���� ����� �&��� � ��� �!&��� �� ����"�	�������� ��"��
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�� �� ����"�	�������� ���
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3 �%�	��/��� $�
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�� ���&� ���	��� �� ��	��*��� ���� �� ��"��� ���*�&� ����� a � ������

T
 �����U "�� 
����� ����� �	&/���� ���� ��� � ���&
����� ������ "�� 
�����

�	���
���� ����� +W	�
��� Z.YY-. 1��� ��� 
��� ������� Z.j� � ���"��� ����

������	������ "&����� ���� �� $�
� �� 
 �������� ��	%� ���  ��*�
��� ���

�� 
 ���	�
������ 
�� ���&
�� ���� ��������� 
 ���� �!������� ��� ����

�������� �������. )��� �� ����� ��� ����
��
� �� ���� ���%�	����� ���

���&�� 
��� �	���
���� ��"��� �&��� �� "�"���� ��� �� 
��$��� ���� �	���$�*�

���� "�

�� ����� � 
� � � ����"�	&��� �� �� 
��$��� ��� � ����� "�

��

Γ0 ���� ��� �� &��� �&�� �. 0� "�"���� � �� *� ��� ���"�
�� 
���  ��*��

��
� ���� 
 ���� �!������� �� *� �%�	��� 
�� ��"��� 
��$��� ��� ����
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����� 
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������ *� ��� � ���� ���� ������� ��

>5OJE H5CACE �� �	���
����� ��"�
��� +� ��� ������� Z.j-. ]� ���	��
���

��  ��*���
� �� ��� ���� ������ �� �%�	� 
��� ��
���&��� ∀� � �� ����

��� �&��� ���"��&� a ��� 
������ ��� ��	���	�
��� ���� ��� ������� �	�
�� �� 

�!��������� 
 
������� nΛΓ1 .

:� ��1���%� ����� %�� ������ ��� ,� 0�������#%� �� �1���

/�	
��� 3)(*) N�� '�� ϕ,ψ �1��� �#���� :� ��%� '�� 7� ψ �1��� ���1����"

��� ϕ82 ��� � ψ ����1;���� %� ��� ϕ � � ψ �1��� �"� %��/�� ∀y1...∀ynϕ� �

����$�1�%���� 0��"2 � �#��� ∀x1(P (x1, x2) → P (x2, x1)) �1��� ���1����" ���

P (x1, x2) → P (x2, x2) ��� � ∀x1∀x3(Q(x1)∨R(x1)) �1��� ���1����" ���Q(x1)∨
R(x1)�

��� �" ��������%��" ������ Γ12 ��1;��%� �� �3� %����' �#��"%� t(Γ1 � <

AΓ1 ,K1 >  � �3��<

�F �� �#���� K1 �1��� �� 1$�� %� �� K0 ��� �10�%� ���� ���������' �����%'2

�0�� $"��$� %'�� ��� ����0�1�2 ��� ���'��M.P.



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

+F �� �#���� AΓ1 � � �3� %�� � ���#��� %� �"� �� �" $#� 3�� � ���'� �2

� � A1 ��� MΓ1 � �� ����0�1� ��� A1 ����#���� 7������ �3��%���82 ����6

���/��� �� �'�� � � ������� ��%+'� � �"� Γ1 ��� �1��� '��� �� ������#����

�#� � �"� ��'���,"� %��/��<

AΣ1 ϕ→ (ψ → ϕ)

AΣ2 (ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ → ψ) → (ϕ→ χ))

AΣ3 (¬ϕ→ ¬ψ) → ((¬ϕ→ ψ) → ϕ)

AΣ4 ∀xϕ→ ϕxt 2

'��� " x �1��� �������������%" ��' ��� t ��� ϕ E$�� =���%' 	��	F

��� ϕxt �1��� � �#��� ��� ��1����%� ��' �� ϕ ������,�������� �"

%���+�"�� x2 '��� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2 %� ��� '�� t�

AΣ5 ∀x(ϕ→ ψ) → (∀xϕ→ ∀xψ)

AΣ6 ϕ→ ∀xϕ2 '��� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ�
AΣ7 x ≈ x

AΣ8 x ≈ y → (ϕ↔ ϕ∗)2

'��� ϕ ���%��'� �#��� E+�� =���%' 	�	F ��� ϕ∗ �#��� ��� ��1����%�

��' �� ϕ ������,�������� �" x E�� %������ � '��� ��� �%/��1���� �"�F

%� y�

�� �3� %����� �0�%��� 4��L 4�	 �3��/��1;��� '�� � �'��� � � ���$�6

�% � �1��� � 1$��� %� ���'� ��� �10�� ��� ���1��� ��� �����%���� A0 �"�

��'�"��� ��!� �� �0�%��� 4�!L 4�) �/���#� ��" ��%����/��� ��� ��6

��$�1��" ∀2 �� �0��" �F %� �� �#�$��%�→2 +F ��� $��%��%���� %���+�"���

��� �F �"� ������������" %���+�"��� ��' '��� E4��+�����%� ��� �1�� ���

����%' �"� ������� 7�������������%"82 ��,�� ��� �" ��;��"�" ��� �����6

���%�# ��� �0�� ��,�1 ��� �0�%� 4�!�F �� ��'����� �0�%��� �/���#�

+������ �$�'�"��� ��� ��%+'��� ≈2 $"��$� �"� ����������'�"�� E�� 4��F
��� �" $����'�"�� ������������"� %��� %���+�"��� ��' ���" 7���$#��%"8

�� ���%���#� �#���� E�� 4�
F�

�� ����0�1� ���MΓ1 ����#���� 7%" ������ �3��%���8 ��� �3�������� ��'

�" ��������%��" ������ Γ1 E�/�# �������/��� �� �'�� � � %" �������

��%+'� � �"�F� 4�2 �� ��#%�2 �� �#��"%� �/��� ��" Γκλ1 2 �'�� MΓ1 = ∅�



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

4� '% � �� �#��"%� �/��� ��" Γθα1 2 �'�� �� MΓ1 �1��� �� �#���� � �

�3� %�� � dQYTWEF ��� �"� ���,%"����2 $"��$� �� �3�� �#����2 �� ���1�

����, � ��%+��1;���� %� P <

P1 ∀x1 x
′
1 
≈ 0

P2 ∀x1∀x2(x′1 ≈ x′2 → x1 ≈ x2)

P3 ∀x1 x1 ⊕ 0 ≈ x1

P4 ∀x1∀x2 x1 ⊕ x′2 ≈ (x1 ⊕ x2)′

P5 ∀x1 x1 ⊗ 0 ≈ 0

P6 ∀x1∀x2 x1 ⊗ x′2 ≈ x1 ⊗ x2+x1

P7 ϕ(0) ∧ ∀x0(ϕ(x0) → ϕ(x′0)) → ∀x0ϕ(x0)2

'��� ϕ(x0) �#��� �"� Γθα1 ���� ���1� " %���+�"�� x0 �%/��1;����

���#,��"�

�� �3��%��� P1 − P62 �� ���1� ���� ���� ��,��'�"�� �0��� 3���$�12

��� ��� �� �1�� $��/������� %��/�2 ��/��;��� +������ �$�'�"��� � �

������"������ ��%+'� � ′,⊕,⊗< �� P1−P2 '�� �� ′ ��%+��1;�� ������"�"
��� �1��� �6� ��� $�� �0��  � ��%� �� 02 �� P3−P4 ��� ���$��%��' ����%'

�"� ⊕ ��� �� P5−P6 ��� ���$��%��' ����%' ��� ⊗� �� �3� %����' �0�%�
P7 ��������0�1 ��" ����," ��0� �"� ���� ��� ��� �� �#���� � � /������

���,%��2 %'�� '% � '��� �/��� �#���� ��� 7��1;�����8 ��' �#���� �"�

Γθα1 � ��������%���2 �� /�������#%� '�� � �#���6�$�'�"�� ϕ(x0) ��������0�1

��� �#���� 2 �'�� �� �31 %� ��� ����#���� ��' �� P7 ��������0�1 ��"�

��'���" 7�� 0 ∈ A ��� E��� ��,� n ∈ N2 �� n ∈ A2 �'�� n+ 1 ∈ AF2 �'��

A = N8� �"%������%� '�� ���� �#�� ϕ ����������� �� �%/��1;����� ���

����� ���#,���� %���+�"���2 �� ���1�� ��1;��� �� �'�� ����%��� ��

4� ��,��%� ���� ���� $�������1���� ��� �����%�#� �0����� %� �W �3� %����'

�0�%� 4�!�  �$�� �1��� 7�� ��,� ������1%��� �0�� �"� �$�'�"�� ϕ2 �'�� ���

�� ��������%��� ������1%��� t �0�� �" ϕ82 '% � ������ �� �����3��%� %�� �

������ ��%%��� ��� t �1��� ���%+1+���� %� ������ ��%%��� ��� ϕ< $�� ������

������ %���+�"�� ��� �%/��1;���� ���� t �� $��%��,�1 ��' ������ ����$�1��"

��� ϕ� 4� $�#%� %J ��� ����$���%� �� ,����%� �J ���/#���%��
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������	��� 3)(7) N�� ϕ � �#��� ∃yx 
≈ y ��� t � '��� y� �'�� � ϕxt �1��� �

�#��� ∃yy 
≈ y2 ��'�� ∀xϕ→ ϕxt �1��� " ��'���"

∀x∃yx 
≈ y → ∃yy 
≈ y2

" ���1� �1��� B��$�� �0�$'� �J '��� ��� $�%�� ��� �"� Γ1� ����%���2 " ��'���"

∀x∃yx 
≈ y �1��� ��",�� �� ��,� $�%� A2 �"� ���1�� �� �#%��� �0�� �����0����
$�� ����0�1�2 ��� " ∃yy 
≈ y �1��� B��$�� �� ��,� $�%�A� 4� ����'� $� +����%�
������ ��������%' ���� ��������������� %���+�"��� ��' '����2 ,� �0��%�  �

�31 %� �"� ��'���" ∀x∃yx 
≈ y → ∃yy 
≈ y2 ����%� ��� $� ��%+�+�;���� %� �"�

�#���" ���,�%1� %�� �� ��1����%�  � ������ �3��%��� �������� �#����� �

 ������ �"� �������������%'�"��� ��1;���� %� ���$��%��' ��'�� '� � ������6

,�1�

/�	
��� 3)(3) :� ��%� '�� 7" x �1��� �������������%" ��' ��� t ���� ϕ82 ���

�F � ϕ �1��� ���%��'� �

�F � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ ��� " x �1��� �������������%" ��' ��� t ���� ψ �

	F � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ ��� " x �1��� �������������%" ��' ��� t ����

ψ ��� ���� χ �

!F � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀yψ ���

�F " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ���� ∀yψ �
+F " y $�� �%/��1;���� ���� t ��� " x �1��� �������������%" ��' ��� t

���� ψ�

�

����$�1�%���� 0��"2 " x �1��� �������������%" ��' �" x �� ��,� �#�� ϕ ��� "

x $�� �1��� �������������%" ��' �"� y ���� �#�� P (x) → ∃yQ(x, y)�

���/����2 �� ��%�� ��' ��� %���+�"��� ��� t $�� �%/��1;���� ��� ϕ2 �'�� " x

�1��� �������������%" ��' ��� t ��� ϕ�

��" ����0���2 ,� $�#%� ��� %�� �/��%��� �"� ����,��� ��0�� �"� ���� ���

%����1 �� ,� �",�1  � �/��%��� ��� �0�%���� P7�



��" � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

������	��� 3)(8) ��� �� $�13��%� '�� ��� �������$����� /�����#� ���,%�#�

m,n ��0#�� m+ n = n+m2 �/��%';��%� �"� ��0� �"� ���� ��� ��� �#����

A = {n ∈ N| ��� ��,� m,m+ n = n+m}�

*���",�#����� '�� E�F 0 ∈ A ��� E+F ��� ��,� n ∈ N2 �� n ∈ A2 �'�� n+1 ∈ A2

��%����1���%� '�� '��� �� /�����1 ���,%�1 ������� ��� A�

 ���1����0" �/��%��� ��� �0�%���� P7 �1�����  � �3��< :� ��#%� ��� �#��

∀x1x1 ⊕ x0 ≈ x0 ⊕ x1  � ��� �#�� ϕ(x0) ��� ���$����#��%� ������ ��� �#��

∀x1x1⊕0 ≈ 0⊕x12 $"��$� ��� ϕ(0)2 ��� ��� �#�� ∀x0(∀x1x1⊕x0 ≈ x0⊕x1 →
∀x1x1⊕x′0 ≈ x′0⊕x1)2 $"��$� ��� ∀x0(ϕ(x0) → ϕ(x′0))� [�' ���� �#���� ����#�

���$����#���� ������ � �#��� ∀x0ϕ(x0)2 $"��$� � �#��� ∀x0∀x1x1⊕x0 ≈ x0⊕x1�

�

�������
�	�)

�F 4��1 ��� �� �#���� A12 K1 ��� �1$�%� ���"���%�� �2 %����#%� �� �����%�

�� A′
12 K

′
12 '���

�F K ′
1 �1��� �� �#���� ��� �0�� $�� ����0�1�2 ��� ���'��MP ��� ��� ���'��

���1����"�<

ϕ

∀xϕ

�F A′
1 �1��� �� �#���� ��� �0�� ��� ����0�1� '��� ��� ������#���� �#� � ���

$1���� �� AΣ1 − 42 AΣ72 AΣ8 ��� �� �0�%�

AΣ5′ ∀x(ϕ→ ψ) → (ϕ→ ∀xψ)2 '��� " x �1��� $��%��%��" ���� ϕ�

�"%������%� '�� ����0�� ������ " $����'�"��2 �'�� ���� ���"���"%����'2 '��

��� ���� ���������' �����%'2 �� ��3",�1 �� ���,�� � � ���$�������� ���'� �

%� ���1����0" %�1 �" ��� ���,��� � � �3� %������ �0"%�� ��  ���,��"�"

��'� %'�� �3� %�����# �0�%���� ��� ������ ���$�������� ���'� � �$"��1 ���

���'%��� �����%��� 7/������ ����� ���8 ETYal^YX iQileaRWTF�

+F =� ������� ���$�13��� ��� t(Γ1 ��������0�#� �� ���$�13��� ��� �����%� %�

��������� �"� ���"����� ������� %� �"� ������ �"� �#���� ��%"��1�� �"� Γ1�

N���2 ����$�1�%���� 0��"2 �� ������� ���$�13��� ��� t(Γθα
1

=< A1 ∪ P,K1 >



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

��������0�#� �� ���$�13��� �"� ,� �1�� ���,%��� *���$� $� ��,� �� ��+�,6

%�� ������ �0�� �����0����� ��� ���"���"%����' � ������"����' �#%+���2 �0��

��,��� ,�1 � '��� 7���"���"%����'� �����%'�8 E�� ������"����� �#%+��� %��6

��#� �� ,� �",�#�  � ���"���"%����� �#%+��� L �#������ %� �" ������,� 6

�"���� %����< %�� ������"�" �1��� ��$��� ���1�� �" �0��"�2 $"��$� ���"����6

%����F�

�F w� � ��� ���� ���������' �����%'2 '��� ���/��'%���� �� ��0'��� �#��

ϕ2 ���� ���1� ����0��� �%/��1���� ���$��% � ���'� ��' ���� ¬,→ �>��� ���

����$�1��" ∀2 ,� �����1��� '�� ���/��'%���� ���� ���1����0� �#�� ϕ∗2 � ���1��

�F �����0�� %'�� �� �#%+��� ¬,→,∀ ��� �F �1��� ������ ���$#��%�� %� �� ϕ

E��;��"�" ���� ��' �� ����$���%� 	��&F� �

'
��
� � ����	�����
�� 3)9

I��1�� ����� ��' ���� ��'���,��� �#���� �1��� ������ �3��%��� ��� ����1� EP

�1��� %���%���� ��� Q $�%���� ���"���"%����' �#%+���2 f �1��� $�,���� ���

g �1��� %���,���� ������"����' �#%+����F

�#��� � ��' (�,��

∀y[∀x(P (x) → P (x)) → (P (c) → P (c))]

∀x∃yQ(x, y) → ∃yQ(y, y)

(P (y) → ∀xP (x)) → ∀x(P (y) → ∀xP (x))

P (x) → ∀xP (x)

x2 ≈ x0 → [P (x2, f(x5, x2)) ↔ P (x2, f(x5, x0))]

x1 ≈ x2 → (g(x2) ≈ g(x3) ↔ g(x1) ≈ g(x3))

w� � ��� ��� -�/����� �2 " ������� � � �3� %������ �0"%�� � ��� ��� ���6

$�������# ���'�� �1��� 7����82 $"��$� �F �� 4��L 4�
 $1���� ������ ��",�1�

�#���� ��� +F � ���'���MP $���"��1 �" ������ ������� ��� (����%������ ���

�� ,�%� ���' ,� $�#%� ��"� ��'%��" ��'�"���

�� ��'���,� �����'� ,� %�� /���1 ���# 0����%� ��" ����0����

�����
� 3)*) ��� ��,� �#�� ϕ2 �� � ϕ ����#���� ��' %�� ��������1� ψ %�



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

������������" '� � � � ����������� %���+�"��� %� ��0'���� �#����2 �'�� � ϕ

�1��� �����' ,���"%� ��� -(Γ1 �

�����	��) N�� '�� � ���������'� �#��� ψ �1��� ��������1� ��� ϕ �1��� �

�#��� ��� ����#���� ��' ��� ψ %�� ������������"� � � ����������� %���+�"6

��� ��� �%/��1;����� �J ���'� ��' �#����� .� +��" �� :���"%� ����2 ����0��

������ ��'$��3" ψ1, . . . , ψn ��� ψ ��� �#��"%� �(� *���$� �� 4��L 4�	 ���

�3� %�����# �����%���� -(Γ1 �1��� ���������� 1$�� %� �� ���1����0� ��� �(2 "

������ ���� ��'$��3" %����1 �� %��������1 �� ������ ��'$��3" ��� ϕ ��� -(Γ1 L

����2 ����� ψ1, . . . , ψn ,� �����%� �"� ������������" ����������� %���+�"���

��� �0�� �1��� ���� ψ ��� �� ����#B�� � ϕ� �

�������
�) .� +��" �"� ���"��#%��" ��'���" ���������%� �� �%/��1;�6

���� �� ������� ���$�13��� ��� -(Γ1 �#��� ��� �����0�����2 %� �"� ������� 

������2 ��' ��������1��� �

4� $�#%� ��" ����0��� ��� ����$���%� ������� ��'$��3"� ��� �3� %����' �#6

��"%� -(Γ1 � = ��'��� ������1��"� �"� ������� ��'$��3"� �1��� 1$��� %� ���'�

��� �10�%� ���� ���������' �����%'2 $"��$� %� ��1,%"�" ��� �������� ��� ���6

/��� ��� $�3�� �"� $��������1�� %� +��" �"� ���1� ����������� � ��������%����

�#��� �� �����"/,�1 ��"� ��'$��3"�

������	��� 3)(9) :� $�13��%� '�� � �#��� P (x) → ¬∀y¬P (y) �1��� �����'

,���"%� ��� -(Γ1 2 ��� ��0�#��� %���+�"��� x, y2 '��� P �1��� %���%����

���"���"%����' �#%+��� �"� Γ1�

�� (∀y¬P (y) → ¬P (x)) → (P (x) → ¬∀y¬P (y)) �����'

E� �#��� ���'� �����0���� ��' �"� ��������1� ,���"%�

(p→ ¬q) → (q → ¬p)2 �� +����%� ��" ,��" �"�
����������� %���+�"��� p ��� ∀y¬P (y) ��� ��" ,��"

�"� ����������� %���+�"��� q ��� �#�� P (x)F

�� ∀y¬P (y) → ¬P (x) AΣ4

E� �#��� ���'� �����0���� ��' �� 4�!2 �� +����%�

��" ,��" ��� ϕ ��� �#�� ¬P (y)2 ��" ,��" �"� x �"� y



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

��� ��" ,��" ��� t �" %���+�"�� x2 ��'�� ϕxt �1���

� �#��� (¬P (y))yx2 $"��$� � �#��� ¬P (x)F

	� P (x) → ¬∀y¬P (y) �2 �2 MP

E� �#��� ���'� ����#���� ��' ���� �#���� � ��� �

%� +��" �� MP 2 '��� ��" ,��" ��� ϕ �0��%� ���

�#�� ∀y¬P (y) → ¬P (x) ��� ��" ,��" ��� ψ ���

�#�� P (x) → ¬∀y¬P (y)F �

*���$� �1��� +����'���� �� �0��%� ���� ��� -$� �3� %����' �#��"%� ��� '0�

����� E������� %� �" ������F2 ,� ��0��",�#%� ��" ����0��� %'�� %� �� �3� 6

%����' �#��"%� ��� �0�� %'�� ������ �3��%���2 �� ���1� ,� ��%+��1;��%� ���

���'�"�� -(� 4��� " ����$�0� �1��� $����� %� +��" �"� �3�� �������"�"<

N�� Γ1 ��0�#�� �� ��+�,%�� ������ ��� T �#���� �#� � �"� Γ1� ��%+��16

;��%� %� -(T �� �3� %����' �#��"%� < A1 ∪ T,K1 >2 $"��$� �� �#��"%� %�

%" ������ �3��%��� �� ����0�1� ��� T 2 ��� %� -( �� �#��"%� < A1,K1 >� �'��

��� ��,� �#�� �0��%�

�KΛT ϕ2 ��� T �KΛ ϕ E�F�

����%���2 �KΛT ϕ �"%�1��� '�� ����0�� ������ ��'$��3"2 �� ����0�1� �"� ���1��

�1��� �3��%���2 $"��$� ������� ��� �#���� A1 ∪ T 2 � ��������� ���"��#%�� �
%� +��" ��� ���'�� MP 2 ��� T �KΛ ϕ �"%�1��� '�� ����0�� ������ ��'$��3"2

�� ����0�1� �"� ���1�� �1��� �3��%���2 $"��$� ������� ��� �#���� A12 � ���,�6

����2 $"��$� ������� ��� T 2 � ��������� ���"��#%�� � %� +��" ��� ���'��MP.

?����������%� ����'� '�� ���� +�����%� �� ����0�1� ��� T $��/�������2 $"��$�

 � �3��%��� � ���,�����2 0 �1� ���' �� ��"���;�� �"� ���1� �"� ������� ��'6

$��3"��  E�F %�� ���� ���������� '�� ��� �" ������ %����" '� � � � ����"%�� �

�"� %��/��KΛT ����1 " %����" ��� �����%����KΛ� ����$�1�%���� 0��"2 ���1

�� %��������%� �� �#��"%� KΛP =< A1 ∪ P,K1 >2 ����1 �� %��������%� ���

������� ��������� ��� ���'��� ���,��� � P ��� ���1��� ��� �����%���� KΛ�

�������
�	�)

�F @���0�� ��� �����2 /�����/��'�2 �'��� ��� �����%�%� �� +�����%� �� �3��6

%���  � ���,�����< �� �3��%��� ,� ��#����  � �$��%/��+��"��� ���,����2 ���
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�� ���,����� +�1������� ��' �1���"�  ���B" ���� /��"�� �$��1���� ���������

%��� �"� �������B" � � %" *����1$�� � �� %������2 ��'�� $�������,"�� '�� ��

��%��� �31 %� ��� *����1$" ��� �" �� %���1� E41�"%� � � �������� �F ����

���� %�� ��',��"2 ����+�� '� � " ��'���" ��� PWSYehQ�moR ��� " ��'���" ���

kRQrYTT2 ��� ��0����� �� �#������" %� �� �31 %� ��� *����1$"�

�F =� �����"������ ��� ������ %��� ��� =���%' ���� ��0#��� ��� ��� �� ���

�3� %����' �#��"%�� N���2 ,� ��� 0�"��%�����#%� ���#,��� ��� ������� � �

*���$� � �'��� � � ���$��% � ��� ��� ���1��� �1��� ����+�� � 1$��� %� ���1���

��� �10�� ���� ���������' �����%'2 �� ,� ��%��� ��� ���$�13�%� ���1 ��0#���

��� �$�� N���2 �0��%� $��,���%� �� ,� ��%��� ���� ���2 ����,����������/��

��� �� ����� ���� ��� E$"��$�2 �� :� ��%��� ��
2 ��� ��� ����F� ��" ����0���2

,� ���$�13��%� ��� ���� ,� ��%��� ��� �/���#� ����� ����$�1����� �� �����

��' ���� �/��� ��"� �3�� %�,�$� ��'$��3"� ��� 0�"��%�����#%� ���� �< 4�

,����%� �� $�13��%� '�� ��,� x �0�� %�� �$�'�"��2 $�10���%� '�� ��� ��0'� x �0��

���� �"� �$�'�"��2 ����1 �� %"� �����%� ������ ��',��" ��� �� x�

0�#���� 3)7) 10�#���� ������ 
��2 N�� T ⊆ T (Γ1)� 4� T �KΛ ϕ ���

" x $�� �%/��1;���� ���#,��" �� ������ ����0�1� ��� T 2 �'�� T �KΛ ∀xϕ�

�����	��) N�� '�� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" �� ������ ����0�1� ��� T

��� T �KΛ ϕ� �'�� ����0�� %�� ������ ��'$��3" ϕ1, ..., ϕn = ϕ ��� -( ��' ��

T � .� ���� �� ��� i ,� $�13��%� '�� ��� ��,� 1 ≤ i ≤ n ��0#�� T �KΛ ∀xϕi�
����� +�%�< i = 1� ?����1���%� $�� ������������

�F ϕ1 ∈ A1� �'�� ∀xϕ1 ∈ A12 ��'�� ���/���� T �KΛ ∀xϕ1�

�F ϕ1 ∈ T � �'�� " ��'���," ������ ��'$��3" ��� -( $�10��� '�� T �KΛ ∀xϕ1<

�� ϕ1 @�',��"

�� ϕ1 → ∀xϕ1 AΣ6

	� ∀xϕ1 �2 �2 MP

?�#���� +�%�< N�� '�� T �KΛ ∀xϕk ��� ��,� k ������ ��� k < i ≤ n� :�

$�13��%� '�� T �KΛ ∀xϕi� ?����1���%� ���� $#� ������������
�F ϕi ∈ A1 ∪ T � �'�� �0��%� �� ;"��#%��� '� � �����



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

�F = ϕi �1��� �%��" �������� $#� �#� � ϕj 2 ϕl2 ��� ��������%��� j, l < i2 %�

+��" �� MP E��'�� � ϕl �1��� �"� %��/�� ϕj → ϕiF� ('� �"� ���� �����

��',��"�2 �0��%�

T �KΛ ∀xϕj ��� T �KΛ ∀x(ϕj → ϕi)�

-��������;��%� ���� �"� ��'���," ������ ��'$��3" ��� -(<

1. ...

.. ...

. ∀xϕj



������ ��'$��3" ��� ∀xϕj ��' �� T

+ 1. ...

.. ...

. ∀x(ϕj → ϕi)



������ ��'$��3" ��� ∀x(ϕj → ϕi) ��' �� T

%��� ∀x(ϕj → ϕi) → (∀xϕj → ∀xϕi) AΣ5

%��� ∀xϕj → ∀xϕi %2 %��2 MP

%�	� ∀xϕi �2 %��2 MP

������� T �KΛ ∀xϕi2 ��'�� " ���� ���� ��'$��3" �1��� ����"�� G�� T �KΛ

∀xϕn2 $"��$� T �KΛ ∀xϕ� �

�������
�) = ��������%'� ��� ,���%� ��" x ��� ���"��#%��� ,���"%�

�1��� �����1�"���2 '� � /�1����� ��' �� ��'���,� ����$���%��

N�� '�� T �1��� �� �#���� {P (x)} ��� ϕ �1��� � �#��� P (x)2 '��� P �1���

%���%���� ���"���"%����' �#%+��� �"� Γ1� �'�� ���/���� ��0#�� T �KΛ ϕ2

'% � $�� �1��� ���,��� '�� T �KΛ ∀xϕ� ����%���2 �� ���,��� '�� T �KΛ ∀xϕ2
�'�� ,� ������ �� ��0#�� T |= ∀xϕ E%� +��" �� :���"%� *����'�"��� L $��

�"� ��'%��" ��'�"��F� ?"��$� ,� �10�%� '�� P (x) |= ∀xP (x)2 ����%� ���

����/����� %� �� ����$���%� 	���

:� %����#��%� �� $����%� ��� �� �3�� ����$���%�2 0 �1� 0���" �"� �������

�������< N�� '�� ,����%� �� $�13��%� '�� ��,� /����'� ���,%'� �0�� %��

�$�'�"��� :� ��#%� ���� ��0'��� /����' ���,%' x ��� ���0���"%�������#%� ���

�� $�13��%� '�� �0�� �"� �$�'�"�� ����� ������ '% � �� �����3��%�2 ���� �� %"

0�"��%��������%� ������ ��',��" ��� �� x2 ����$�1�%���� 0��" '�� � x �1���

������� �
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4� $�#%� ���� ��� ����$���%� '��� 0�"��%�����#%� �� :� ��%��� ���1����"�

��� 4��� ��� ��� �� $�13��%� '�� ���� �#��� �1��� �����' ,���"%� ��� -(�

������	��� 3)(:) :� $�13��%� '�� ��� ��,� �#�� ϕ ��� %���+�"��� x, y

�KΛ ∀x∀yϕ→ ∀y∀xϕ�

('� ��� :� ��%���� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

∀x∀yϕ �KΛ ∀y∀xϕ�

('� ��� :� ��%���� ���1����"�2 �/�# " y �1��� $��%��%��" ���� �#�� ∀x∀yϕ2
����1 �� $�13��%� '��

∀x∀yϕ �KΛ ∀xϕ�

*���$� " x �1��� $��%��%��" ���� �#�� ∀x∀yϕ2 %� +��" ���� �� :���"%� ���16
����"�2 ����1 �� $�13��%� '��

∀x∀yϕ �KΛ ϕ�

4��' '% � ����#���� ��' �"� ��'���," ������ ��'$��3"<

�� ∀x∀yϕ ��',��"

�� ∀x∀yϕ→ ∀yϕ AΣ4

E� �#��� ���'� ����#���� �� +����%� ��� �#�� ∀yϕ
��" ,��" ��� ϕ ��� ��� '�� x ��" ,��" �"� x2 ��'��

� �#��� (∀yϕ)xt �1��� � (∀yϕ)xx2 $"��$� � ∀yϕ L '� �
�����"����%� %��� ��� =���%' 	��	2 " x �1���

�������������%" ��' �" x �� ��,� �#��F

	� ∀yϕ �2 �2 MP

!� ∀yϕ→ ϕ [�!

E����%���2 � �#��� ���'� ����#���� �� ��" ,��"

�"� %���+�"��� x �����%� �" %���+�"�� y ��� ��"

,��" ��� '��� t �����%� �" %���+�"�� y2 ��'�� �

�#��� ϕxt �1��� � �#��� ϕ
y
y2 $"��$� � ϕF

&� ϕ 	2 !2 MP �
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����01;��%� %� ���� ����$���%�2 ��� �� ���1� ,� 0�"��%��������%� �"� ��'6

���" 	���

������	��� 3)*;) :� $�13��%� '�� ��� ��0'���� �#���� ϕ,ψ ��� �����$�����

%���+�"�� x �1���

�KΛ ∀x(ϕ ∧ ψ) → ∀xϕ ∧ ∀xψ�

('� ��� :� ��%���� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

∀x(ϕ ∧ ψ) �KΛ ∀xϕ ∧ ∀xψ. E	��
F

w% � ��0#��

�KΛ ∀xϕ→ (∀xψ → ∀xϕ ∧ ∀xψ), E	���F

�/�# � �#��� ���'� �����0���� ��' �"� ��������1� p → (q → p ∧ q)� �������2
����1 �� $�13��%� '��

∀x(ϕ ∧ ψ) �KΛ ∀xϕ E	���F

��� ∀x(ϕ ∧ ψ) �KΛ ∀xψ. E	���F

E����%���2 �� ��",�#��� �� E	���F2 E	���F ��� E	���F2 �'�� %� 7����'��"�"8 ����6

��� ���$�13� � ��� �/��%��� ��� ���'�� MP 2 ����#���� " E	��
F�F

*/��%';����� ���� �� ,���"%� ���1����"�2 ���1 ��� �"� E	���F ����1 �� $�13��%�

�"� ∀x(ϕ∧ψ) �KΛ ϕ 2 ��� �"� ���1� ���������;��%� �"� �3�� ������ ��'$��3"<

�� ∀x(ϕ ∧ ψ) ��',��"

�� ∀x(ϕ ∧ ψ) → ϕ ∧ ψ 4�!

E� �#��� ���'� ����#���� ��' �� �3>�' �0�%�

4�! �� +����%� ��� �#�� ϕ ∧ ψ ��" ,��" ��� ϕ
��� �" %���+�"�� x ��" ,��" ��� '��� tF

	� ϕ ∧ ψ �2 �2 MP

!� ϕ ∧ ψ → ϕ �����' ,���"%�

E����#���� ��' �"� ��������1� p ∧ q → pF

&� ϕ 	2 !2 MP

*������ '%��� ���$����#���� ��� " E	���F2 ��'�� ��0#�� �� ;"��#%���� �

������2 '��� ,����%� �� $�13��%� '�� T �KΛ ϕ2 ������,�#%� �"� �3�� �������<



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

�� 4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ2 �'�� ����12 �#%/ �� %� �� :���"%�

4��� ���2 �� $�13��%� '�� T ∪ {ψ} �KΛ χ�

�� 4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀xψ2 '��� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��

������ ����0�1� ��� T 2 �'�� ����12 �#%/ �� %� �� :���"%� ���1����"�2

�� $�13��%� '�� T �KΛ ψ�

	� 4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ2 �'�� $����1���%� ��������������<

�F 4� � ψ �1��� �"� %��/�� ψ1 → ψ22 �'�� ����1 �� $�13��%� '��

T �KΛ ψ1 ��� T �KΛ ¬ψ2� ����%���2 �0����� ����  � $�$�%���2

0�"��%��������� �� �����' ,���"%� ψ1 → (¬ψ2 → ¬(ψ1 → ψ2))2

%����#%� �� $�13��%� '�� T �KΛ ϕ�

+F 4� � ψ �1��� �"� %��/�� ¬χ2 �'�� ����1 �� $�13��%� '�� T �KΛ χ2

�/�# � χ→ ¬¬χ �1��� �����' ,���"%��
�F 4� � ψ �1��� �"� %��/�� ∀xχ2 �'�� ����1 �� $�13��%� '�� T �KΛ ¬χxt
��� ������� '�� t ��� ��� ���1� " x �1��� �������������%" ��' ��� t

���� χ� ����%���2 �0����� $�13�� '�� T �KΛ ¬χxt 2 0�"��%���������
�� �31 %� ∀xχ→ χxt ��� �� �����' ,���"%� (∀xχ→ χxt ) → (¬χxt →
¬∀xχ)2 %����#%� �� $�13��%� '�� T �KΛ ϕ�

+��
���	����� 3):

?�13�� '�� ��� ��0'���� �#���� ϕ,ψ ��� �����$����� %���+�"�� x ��0#��

�KΛ ∀xϕ ∨ ∀xψ → ∀x(ϕ ∨ ψ)�

E.����/�� A�"��%�������� �� :� ��%��� 4��� ��� ��� ���1����"��F

����01;��%� ���$����#����� '�� � ������ �'%�� %����1�"�"� ����$�1��" �1���

�����' ,���"%� ��� -(2 $"��$� ,� $�13��%� '�� �� " x $�� �%/��1;���� ���#,��"

��� ϕ2 �'��

�KΛ (ϕ→ ∀xψ) ↔ ∀x(ϕ→ ψ)�

�����"��#%� ���J ��0�� '�� ��� �������$����� �#���� χ1, χ22 ��� �� $�13��%�

'�� T �KΛ χ1 ↔ χ22 ����1 �� $�13��%� '�� T �KΛ χ1 → χ2 E�F ��� T �KΛ



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ��!

χ2 → χ1 E��F� ����%���2 � �#���

(χ1 → χ2) → ((χ2 → χ1) → (χ1 ↔ χ2))

�1��� �����' ,���"%� ��� -(2 �/�# �����0���� ��' ��������1�� 4� ����'�

�0��%� '�� �� E�F2 E��F ��0#���2 �'�� %� ����'��"�" ������� ���$�13� � ����6

�����;��%� %�� ������ ��'$��3" ��� χ1 ↔ χ2 ��' �� �

*$� ����'� ����1 �� $�13��%� '�� �� �#��� (ϕ → ∀xψ) → ∀x(ϕ → ψ) ���

∀x(ϕ→ ψ) → (ϕ→ ∀xψ) �1��� ������ ,� ��%��� ��� -(�

������	��� 3)*() :� $�13��%� '��2 �� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2

�'��

�KΛ (ϕ→ ∀xψ) → ∀x(ϕ→ ψ). E	���F

4���12 �'� ��� :� ��%���� 4��� ���2 �� $�13��%� '��

ϕ→ ∀xψ �KΛ ∀x(ϕ→ ψ)�

�����"��#%� ���� '�� " x �1��� $��%��%��" ���� �#�� ϕ → ∀xψ2 �/�# �1���
$��%��%��" ��� ϕ E��0��� ��',��"F ��� ���/���� �1��� $��%��%��" ��� ∀xψ�
G��2 �'� ��� :� ��%���� ���1����"�2 ����1 �� $�13��%� '��

ϕ→ ∀xψ �KΛ ϕ→ ψ�

���� %� +��" �� :���"%� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

{ϕ→ ∀xψ,ϕ} �KΛ ψ�

4��' '% � $�10��� " ��'���," ������ ��'$��3"<

�� ϕ→ ∀xψ ��',��"

�� ϕ ��',��"

	� ∀xψ �2 �2 MP

!� ∀xψ → ψ AΣ4

E� �#��� ���'� ����#���� �� ��" ,��" ��� ϕ

�����%� ��� ψ ��� ��" ,��" ��� t �����%� �"

x2 ��'�� � �#��� ϕxt �1��� � ψ
x
x 2 $"��$� � ψF

&� ψ 	2 !2 MP



��" � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

������� ��0#�� " E	���F� �

������	��� 3)**) :� $�13��%� '��2 �� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2

�'��

�KΛ ∀x(ϕ→ ψ) → (ϕ→ ∀xψ). E	��	F

���� �'� ��� :� ��%���� 4��� ��� E$#� /����F2 ����1 �� $�13��%� '��

{∀x(ϕ→ ψ), ϕ} �KΛ ∀xψ�

w% � " x $�� �%/��1;���� ���#,��" �� ��%�� ��',��"2 �/�# ��" ∀x(ϕ → ψ)

�1��� ���/���� $��%��%��" ��� ��" ϕ �1��� $��%��%��" �'� ��0���� ��',��"��

G��2 �'� ��� :� ��%���� ���1����"�2 ����1 �� $�13��%� '��

{∀x(ϕ→ ψ), ϕ} �KΛ ψ2

����%� ��� $�10��� " ��'���," ������ ��'$��3"<

�� ∀x(ϕ→ ψ) ��',��"

�� ϕ ��',��"

	� ∀x(ϕ→ ψ) → (ϕ→ ψ) AΣ4

E� �#��� ���'� ����#���� �� ��" ,��" ��� ϕ �����%�

��� (ϕ→ ψ) ��� ��" ,��" ��� t �����%� �" x2

��'�� � ϕxt �1��� � (ϕ→ ψ)xx2 $"��$� � (ϕ→ ψ)F

!� ϕ→ ψ �2 	2 MP

&� ψ �2 !2 MP

G�� ��0#�� " E	��	F� �

�� �3� %����� �0�%��� 4�� ��� 4�
2 �� ���$���%' %� �� ��'����� �0�%���2

�3��/��1;��� '�� ��� �� ��'������ +������ �$�'�"��� �"� ��'�"��� �1��� ������

,� ��%��� ��� -(� :� $�13��%� '�� ���$����#���� ������ " ��%%�����'�"�� ���

" $����'�"�� ������������"� %���+�"��� ��' ���" 7���$#��%"8 �� '�� �"� Γ1�

4�01;��%� %� �" ��%%������ �$�'�"�� ��� �"� ��'�"���

������	��� 3)*3) :� $�13��%� '�� �KΛ ∀x∀y(x ≈ y → y ≈ x)�

('� ��� :� ��%���� ���1����"� ��� ��� :� ��%���� 4��� ���2 ����1 ��



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

$�13��%� '�� x ≈ y �KΛ y ≈ x�

4��' '% � �� $�10��� " ��'���," ������ ��'$��3"<

�� x ≈ y ��',��"

�� x ≈ y → (x ≈ x→ y ≈ x) AΣ8

E� �#��� ���'� ����#���� ��' �� �0�%� 4�


�� +����%� ��� �#�� x ≈ x ��" ,��" ��� ϕ

��� ��� �#�� y ≈ x ��" ,��" ��� ϕ∗F

	� x ≈ x→ y ≈ x �2 	2 MP

!� x ≈ x AΣ7

&� y ≈ x 	2 !2 MP �

��" ����0���2 $�10���%� '�� " ��%� ��'� '��� �"� %��/�� f(y, z) $�� ����;��2 ��

��������������%� ��� %���+�"��� ��� %� 7���$#��%��8 �����

������	��� 3)*5) :� $�13��%� '�� ��� ��,� $�,���� ������"����' �#%+��� f

�0��%�

�KΛ ∀y∀z∀u∀w[y ≈ u→ (z ≈ w → f(y, z) ≈ f(u,w))]�

.� +��" �� :� ��%��� ���1����"� ��� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

{y ≈ u, z ≈ w} �KΛ f(y, z) ≈ f(u,w)�

-��������;��%� ����'� �"� �3�� ������ ��'$��3"<

�� y ≈ u ��',��"

�� z ≈ w ��',��"

	� y ≈ u→ (f(y, z) ≈ f(y, z) → f(y, z) ≈ f(u, z)) AΣ8

E� �#��� ���'� ����#���� �� ��� �0�%� 4�


+����%� ��� �#�� f(y, z) ≈ f(y, z) ��" ,��" ��� ϕ

��� ��� �#�� f(y, z) ≈ f(u, z) ��" ,��" ��� ϕ∗F

!� f(y, z) ≈ f(y, z) → f(y, z) ≈ f(u, z) �2 	2 MP

&� ∀x1 x1 ≈ x1 AΣ7

)� ∀x1x1 ≈ x1 → f(y, z) ≈ f(y, z) AΣ4

E� �#��� ���'� ����#���� �� ��� 4�! +����%� x1

���1 ��� x2 ��� x1 ≈ x1 ��" ,��" ��� ϕ ��� f(y, z)



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

��" ,��" ��� t2 ��'�� ϕxt �1��� � f(y, z) ≈ f(y, z)F

�� f(y, z) ≈ f(y, z) &2 )2 MP


� f(y, z) ≈ f(u, z) !2 �2 MP

�� z ≈ w → (f(y, z) ≈ f(u, z) → f(y, z) ≈ f(u,w)) AΣ8

E� �#��� ���'� ����#���� �� +����%� z ��" ,��"

�"� x2 w ��" ,��" �"� y2 ��� f(y, z) ≈ f(u, z) ��"

,��" ��� ϕ ��� f(y, z) ≈ f(u,w) ��" ,��" ��� ϕ∗F

��� f(y, z) ≈ f(u, z) → f(y, z) ≈ f(u,w) �2 �2 MP

��� f(y, z) ≈ f(u,w) 
2 ��2 MP
�

.� ���'%��� ��'�� ���$����#���� " %���+����'�"�� ��� ≈ ��� " $����'�"��

������������"� %���+�"��� ��' ���" 7���$#��%"8 �� ���%��' �#�� ��� �����0��

$�%���� ���"���"%����' �#%+��� E$�� �"� G��"�" 	��)F� ��"� ����%����'�"��2

�� 4�
 %�� �3��/��1;�� �" $����'�"�� ������������"� %���+�"��� ��' 7���$#6

��%�8 �"� �� ������$����� �#�� ϕ�

+��
���	����� 3)5

?�13�� '�� ��� ������$����� �#�� ϕ2 �� " x �1��� �������������%" ��' �"� y

��� ϕ2 �'�� �KΛ x ≈ y → (ϕ↔ ϕ∗)2 '��� ϕ∗ �1��� �#��� ��� ��1����%� ��'

�� ϕ ������,�������� �" x %� �"� y �� %������ � '��� ��� ���#,���� �%/��1����

�"��

E.����/�� ?�13�� ����� '�� ��� ��,� '�� t ��0#�� �KΛ x ≈ y → t ≈ t∗2

'��� t∗ �1��� '��� ��� ��1����%� ��' ��� t ������,�������� �" x %� �"� y2

�� '��� � %������ ��' ��� �%/��1���� �"� ���� t�F

-�� ��' ����%���� ���9��,�����2 ��� �#%+��� ���,���� %����1 �� ��13�� ���

1$�� �'�� %� %�� %���+�"��� 4� $�#%� %�� ������ ���1�� �"�

������	��� 3)*6) :� $�13��%� '�� ��� ��0'��� %���%��� ���"���"%����� �#%6

+��� P 2 Q ��� ��0'� �#%+��� ���,���� c ��0#��

{∀x(P (x) → Q(x)),∀zP (z)} �KΛ Q(c)�

����%���2 ���' /�1����� ��' �"� ��'���," ������ ��'$��3"<



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

�� ∀x(P (x) → Q(x)) ��',��"

�� ∀zP (z) ��',��"

	� ∀zP (z) → P (c) AΣ4

E��,� %���+�"�� �1��� �������������%" ��

��,� �#�� ��' �����$����� �#%+��� ���,����F

!� P (c) �2 	2 MP

&� ∀x(P (x) → Q(x)) → (P (c) → Q(c)) AΣ4

)� P (c) → Q(c) �2 &2 MP

�� Q(c) !2 )2 MP

�

4� ��"� ������� ������ ��'$��3" ��������������%� �� c �����# %� �" %���6

+�"�� y2 �'�� ����#���� %�� ������ ��'$��3" ��� $�10��� '��

{∀x(P (x) → Q(x)),∀zP (z)} �KΛ Q(y)�

*�������2 ����$� " y $�� �%/��1;���� ���#,��" �� ��%�� ��',��"2 �� :���"%�

���1����"� $1��� '��

{∀x(P (x) → Q(x)),∀zP (z)} �KΛ ∀yQ(y)�

�� /���'%��� ��� �1$�%� ��� ���"��#%��� ����$���%� �1��� �����' ��� ����6

���/���� ��� ��'%��� ,���"%��

0�#���� 3)8) 10�#���� ������ 
�� !��<���2 N�� '�� T ⊆ T (Γ1)� 4�

T �KΛ ϕ ��� �� �#%+��� ���,���� c $�� �%/��1;���� �� ������ ����0�1� ��� T 2

�'�� ����0�� %���+�"�� y2 ��� $�� �%/��1;���� ��� ϕ2 ������ ���� T �KΛ ∀yϕcy �
Eϕcy �1��� � �#��� ��� ��1����%� ��' ��� ϕ ������,�������� �" c �����# %� yF�

�����	��) ?1���%� %'�� �" +����� �$��2 �/������� ��� �����%������  �

���"�" E$�� G��"�" 	���F� N�� ����'� ������ ��'$��3" ϕ1, . . . , ϕn ��� ϕ

��' �� T � :� ��#%� %���+�"�� y ��� $�� �%/��1;���� �� ������� ��' ����

ϕ1, . . . , ϕn� �'�� %����#%� �� $�13��%� '�� " ������,1� (ϕ1)cy, . . . , (ϕn)cy ���6

����1 ������ ��'$��3" ��� ϕcy ��' �� T � N��� ����#���� '�� T
′ �KΛ ϕ

c
y 2 '��� T

′

�1��� �� �������%��� �#���� ����0�1 � ��� ��� �%/��1;����� ��"� ������,1�



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

ϕ1, . . . , ϕn� .� +��" �� :���"%� ���1����"�2 �0��%� '�� T
′ �KΛ ∀yϕcy2 ��' ��

���1� ������ �� ;"��#%���� �

.������ /���� ,����%� �� �/��%'���%� �� ���"��#%��� ,���"%� ��� �����6

���%��" %���+�"�� ��� �0�� ����������1� Z� �'���%� ��� :� ��%���� 	�� �0��%�

�� ��'���,��

�����
� 3)3) N�� '�� T �KΛ ϕ
y
c 2 '��� �� �#%+��� ���,���� c $�� �%/��1;�6

��� �� ����0�1� ��� T ∪ {ϕ}� �'�� T �KΛ ∀yϕ ��� ����0�� ������ ��'$��3" ���
�����'��� ����#2 ��"� ���1� $�� �%/��1;���� ��,'��� �� c�

�����	��) N�� '�� T �KΛ ϕ
y
c � �'��2 %� +��" �� :���"%� 	��2 ��� ������"�"

%���+�"�� z ��0#�� T �KΛ ∀z(ϕyc )cz ��� ����0�� ������ ��'$��3" ��� �� $�10���2
��"� ���1� $�� �%/��1;���� �� c� *���$� ��' �"� ��',��" �0��%� '�� �� c $��

�%/��1;���� ��� ϕ2 � �#��� (ϕyc )cz �1��� 1$��� %� ��� �#�� ϕyz E$�� G��"�" 	���F�

N0��%� ����'� '��

T �KΛ ∀zϕyz . E	��!F

w% � � �#��� ∀zϕyz → (ϕyz)zy �1��� �31 %� %� +��" �� 4�! E" z �1��� ������6

�������%" ��' ��� '�� y ���� �#�� ϕyz 2 �/�# " z $�� �%/��1;���� ��� ϕF ��� �

�#��� (ϕyz)
z
y �1��� � 1$��� %� �� ϕ� G�� ∀zϕyz �KΛ ϕ ��� �������2 ����$� " y $��

�%/��1;���� ���#,��" ���� �#�� ∀zϕyz 2 ������2 %� +��" �� :���"%� ���1����"�2
'��

∀zϕyz �KΛ ∀yϕ. E	��&F

�� ;"��#%��� ������ ��' ��� E	��!F ��� E	��&F� �

.�� ���" �������� ��� :� ��%���� 	�� �1��� " $����'�"�� ��� 7����3���� ����6

%�����/"�"82 $"��$� ��� �/��%��� �"� �3�� ���# 0����%"� %�,'$��< 4� ,����%�

�� ���$�13��%� ���� �0�����  � ��',��" '�� ����0�� x %� ������ �$�'�"�� I 2

����1 �� ���$�13��%� �� ;"��#%��� ���,������� '�� �� ������1%��� c �0�� �"�

�$�'�"�� I 2 '��� c ��������%��� E���,��'F ������1%��� ��� $�� ���/������ ���

��%�����%� ��� ��� �� ���1� $�� �0��%� ����� ������ ���" ��',��"�

���	
�� 3)() 4� T∪{ϕyc} �KΛ ψ2 '��� �� �#%+��� ���,���� c $�� �%/��1;����

�� ����0�1� ��� ���'��� T ∪ {ϕ,ψ}2 �'�� T ∪ {∃yϕ} �KΛ ψ�



��� � � � � � � � � 	 � � � � � �  � � � � 	 � � ���

'
��
� � ����	�����
�� 3)(;

��%��"����� �� '��%� ��� ,� ��%���� E� �� ��'%��� � � ,� �"%�� �F2 ���

�1��� ��'��%� �� 0�"��%��������%� ��� �� $�13��%� ��,��� ��' �� ������� �

��
��% )��������

�KΛ ∃x(ϕ ∨ ψ) → ∃xϕ ∨ ∃xψ
Q(x) → ∀yR(y, y) �KΛ ∀y(Q(x) → R(y, y))

∃x∀yP (x, y) �KΛ ∀y∃xP (x, y)

4� $�#%� ���� ��� ����$���%� �/��%���� ��� ���1�%���� 	���

������	��� 3)*7) :� $�13��%� '�� ��� ��,� �#�� ϕ ��0#��

�KΛ ∃x∀yϕ→ ∀y∃xϕ�

('� ��� :� ��%���� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

∃x∀yϕ �KΛ ∀y∃xϕ�

.� +��" ���� �� �'���%� 	��2 ����1 �� $�13��%� '�� ∀yϕxc �KΛ ∀y∃xϕ2 '��� c
�#%+��� ���,���� ��� $�� �%/��1;���� ��� ϕ�

�����2 �'� ��� :� ��%���� ���1����"�2 ����1 �� $�13��%� '��

∀yϕxc �KΛ ∃xϕ2 $"��$� '�� ∀yϕxc �KΛ ¬∀x¬ϕ�

4��' '% � ��0#��2 '� � /�1����� ��' �"� ��'���," ������ ��'$��3"<

�� ∀yϕxc ��',��"

�� ∀yϕxc → ϕxc AΣ4

	� ϕxc �2 �2 MP

!� ∀x¬ϕ→ ¬ϕxc AΣ4

&� (∀x¬ϕ→ ¬ϕxc ) → (ϕxc → ¬∀x¬ϕ) ��'���" 	��

)� ϕxc → ¬∀x¬ϕ !2 &2 MP

�� ¬∀x¬ϕ 	2 )2 MP

�
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�� %����#%� �� �����%� '��� ,����%� �� 0�"��%��������%� �� 4�! ��� �����6

���%��" %���+�"�� x ��� ��������%��� '�� t2 ��� " x $�� �1��� �������������%"

��' ��� t ���� �#�� ϕv 4��' ��� �1����� �1��� �� �/��%'���%� �� ���������'

������� ��� :� ��%���� 	�&�

0�#���� 3)9) ��� ��,� �#�� ϕ2 %���+�"�� x ��� '�� t ����0�� �#��� ϕ̂ ��� ���

���1�

�F �KΛ ϕ↔ ϕ̂ ���

+F " x �1��� �������������%" ��' ��� t ��� ϕ̂� �

 �$�� �"� ��'$��3"� �1��� ���������� " 1$�� %� ���1�" ��� :� ��%���� 	�&2

$"��$� �� ��������������%� ��� �����,#%"��� $��%��%���� %���+�"��� ��� ϕ

E�$� ����� ��� �%/��1;����� ���� '�� tF %� ����� ��� $� $"%������#� ��'+�"%�

L $�� �"� G��"�" 	��	�

4����� '% � ��0��",���%� %� �� �3� %����' �#��"%� -(� ��" ����0��� ,�

$�13��%� '�� " ���������� ��� " �"%���������� ���������" %��� ��'$��3"� %�

0���" �� ��+�,%��� ������� �1��� ���$#��%���

!���,�

���� ������� � �� �	&
��� ���%�	� �!�������� 
 
������ "�� �� ��"�
�� ��

���� � �	���$�*���� "��

�� � ������ ��� ���&�� ���"���� � 
��
���� 
��

������ ���&�� �� ���� ���� ��"��� �!�����. '�&
�� �����&!��� *��	�����

�� ��� ������ � ��� ����
�� � �����&!��� 
�� 
�
���� � �� ��� �
���

��	���&"���� ������� �����&!���.



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ���

��& '����$���� ��� ����$����

!��"��

���� ������� � �� *� �����&!� �� ��� �� �!�������� 
�
���� )� �&��� �!&
� 

���� �� �� ��� ������ ���� �� � ����� 
 ������� ��	�$� �� � ��"��� ���*�&�

���� �. '�&
�� *� ���%�	*���� 
� ��	&
���� �� "�"������ � ���� ���� �&���

�� ]�	��� � ���"����.

���
���#���� ������$
����

1��� *� ����� ������
�� ��� ������� � ��� *� ���	�&�� ��2

3 ���"���� �� ���� ����� �&��� � ���� *�	��� �� )��

3 ���%�	��� ��� $�
���� ����� "�� ��� ������!� ��� ���	������ �� �	����


����� ��� �� ����"�	�������� ��"�
����

3 �	�
�������&�� �� *�	��� 
 ���"���� "�� �� ��&!��� ��� ��� ����	� 
��

���� ����� �&��� ���������
���.

%���	��&���	�	�

• �"� 	����� ����"�	�������� ��"�
����

• 
��*�	�� RACk<C�

• ���	����� ����"�	�������� ��"�
���.

�	
����	�$� �������
�	�

1��� ��� 
�� )�%����� Z� � �����"� ��� ��"��� �!������� �&��� $����
��� ��

��� ������ ��� �� ����� �� �������������� � ���� ��� � ��� 
�����  ��*�
���

�&��� ��	�$� � ��& �� �� 
 ����"���� ��"���. ,� ���� ��"��� �� 
�
���� )�

�&��� T�"� 	�U ��� T���	��U. \ $�
��� ���� "�� ��� ������!� �� ]��	������

'"� 	������ �&��� � &��� �� ���&�� ��� ���&
������ ������!�� "�� �� ��� ������&
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���� ���� ��	�

���	� �� ����. \ ������!� �� ���&
�	�%� � ������ �� ]��

�	������ ���	������� �&��� ���� � 
������	� ��� ����������� ������!� �� 

�	��"�*���. '����� ���� �� �������
�� � �� �&��� ��� ��� �� *��������
��	�

*��	����� ��� ,�*�������� ��"����� *� ���%�	*���� ������ 
��� $�
����

����� ������!�� �� � �%������� ������� �������	���� �� �
��
���.

4�01;��%� %� �� ���1����0� ��� :� ��%���� ���!�

0�#���� 3):) 10�#���� ��� ������� �����������	��� ���	
���2

��� ��,� T ⊆ T (Γ1) ��� ��,� ϕ ∈ T (Γ1) ��0#��

�� T �KΛ ϕ2 �'�� T |= ϕ�

�����	��) @��,������� '�� �� ������ �3��%��� �1��� ������� �#��� ��� '��

� ���'��� MP $���"��1 �" ������ ������� ��2 '� � ��� ��"� ��'$��3" ���

:� ��%���� ���! ����#���� '��2 �� T �KΛ ϕ2 �'�� T |= ϕ�

.���� ����'� �� ����3��%� '�� �F �� 4��L 4�
 �$"��#� �� ������ ��",�1� �#����

��� +F � MP $���"��1 �" ������ ������� ���

�� +F ���$����#���� '� � ��� �� ���1����0� �����'� ��"� ���������� �������

�� �0��" %� �� �F ����2 �"%������%� ���J ��0�� '�� ��� ��,� �#�� ϕ ��� ��,�

���1����� ��� ψ �0��%� |= ϕ ��� |= ψ � 4��' ������ ��' �� �����'� '��

" �����'�"�� ��'� �#��� �1��� ���3���"�" ��' �"� #���3" � '0� ��,������

����$������ ��"� ��0� ��� �#���2 $"��$� ��' �� ��'���,� ��%%��

���� 3)3) ��� ��,� �#�� ϕ ��� %���+�"�� x2 � ϕ �1��� �������2 ��� � ∀xϕ
�1��� ��������

�����	��) .� +��" ��� ����%' �"� �����'�"��� E+���� =���%' 	��F2 �0��%�

'�� � ϕ �1��� �������2 ���

E�F ��� ��,� $�%� A ��� ��� ��,� ����1%"�" v ��"� A ��0#�� A |= ϕ[v]�

w%���2 � ∀xϕ �1��� �������2 ���<
E�F ��� ��,� $�%�A ��� ��� ��,� ����1%"�" v ��"�A ��0#��A |= ∀xϕ[v]2 $"��$�

���

E	F ��� ��,� $�%� A2 ��,� ����1%"�" v ��"� A ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |=
ϕ[v(x|a)]�



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ��!

w% �2 ��� ��0�#�� $�%� A2 �� �� ,� �����%� '��� ��� �����%����� �"� %��/��
v(x|a)2 '��� a ��0'� ����0�1� ��� �#%������2 ���$���%�1 %� �� �� ,� �����%�
'��� ��� �����%����� v ��"� A� G�� �� E�F ��� E	F �1��� ���$#��%��2 ��'�� ��0#��
�� ;"��#%���� �

*������/��%� ���� ��"� ��'$��3" ��� :� ��%���� 	��� ('� ��� (�%%���� 	�	2

��� �� ����3��%� �� �F2 ����1 �� ����3��%� '�� �� �#��� ��� �0��� ��� %��/��

� � 4��L 4�
 �1��� ��������

��� �� 4��L 4�	 $� 0����;���� �� �����%� �1����2 �/�# ���� �����0����� ��6

�������� ��' ��� ���������' �����%'� :� $�13��%� '�� �� �3� %����' �0�%�

4�& $1��� ������ ��",�1� �#�����

������	��� 3)*8) :� $�13��%� '�� ��� �������$����� �#���� ϕ,ψ ���

�����$����� %���+�"�� x ��0#��

|= ∀x(ϕ→ ψ) → (∀xϕ→ ∀xψ). E	��)F

.� +��" �"� G��"�" 4����3���'�"�"� 	�&2 " E	��)F ���$���%�1 %�

{∀x(ϕ→ ψ),∀xϕ} |= ∀xψ. E	���F

N�� ���� A ��0�#�� $�%� ��� v ��0�#�� ����1%"�" ��"� A� @��,����%� '��
A |= ∀x(ϕ→ ψ)[v] ��� A |= ∀xϕ[v]� �'�� ��0#��� ��

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ϕ→ ψ[v(x|a)] E	��
F

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ϕ[v(x|a)]. E	���F

 E	��
F ���$���%�1 %�

��� ��,� a ∈ |A|,�� A |= ϕ[v(x|a)], �'�� A |= ψ[v(x|a)]. E	�	�F

4�' ��� E	���F ��� E	�	�F ������ '�� ��� ��,� a ∈ |A| �1���A |= ψ[v(x|a)]2 $"��$�
'�� A |= ∀xψ[v]� C�0#�� ����'� " E	���F� �

.� '%��� ��'�� %����#%� �� $�13��%� '�� ��' �� 4�) ����#����� ������ ��"6

,�1� �#����
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'
��
� � ����	�����
�� 3)((

?�13�� '�� ��� ��,� �#�� ϕ ��� %���+�"�� x2 �� " x $�� �%/��1;���� ���#,��"

��� ϕ2 �'�� |= ϕ→ ∀xϕ�

*1��� ��1�"� ���/���� '�� |= x ≈ x ��� ��,� %���+�"�� x E�/�# �� �#%+��� ≈
��%"��#���� �����  � ����'�"��F� G�� %���� �� ����3��%� %'�� '�� �� 4�! ���

4�
 �$"��#� �� �������� �#�����

:� ��0��",�#%� ����� %� �� 4�!� :� 0�������#%� ��� ��%%�2 �� ���1� �/���

���� ����$�����%' �"� ��%�� ���,���� ��� �#��� ϕxt ��� %�� ����1%"�" v2 ����%�

��� ���9��,���� ��� ��������%' �"� ��%�� ��� $1��� " v �� '���� �"� %��/�� sxt �

���� 3)5) N�� A $�%� ��� �" Γ1 ��� v ����1%"�" ��"� A�

�F ��� ��0'���� '���� t, s �"� Γ1 ��� �����$����� %���+�"�� x �0��%�

v(sxt ) = v(x|v(t))(s)2

'��� v �1��� " �������" �"� v ��� �#���� � � '� � E:���"%� 	��F ���

%� sxt ��%+��1;���� � '��� ��� ����#���� ��' ��� s2 �� ��������������%�

'��� ��� �%/��1���� �"� x %� �"� t�

�F ��� ��,� �#�� ϕ2 %���+�"�� x ��� '�� t2 �� " x �1��� �������������%" ��'

��� t ��� ϕ2 �'��

A |= ϕxt [v]2 ��� A |= ϕ[v(x|v(t))]�

E?"��$� � ��������%'� �"� ��%�� ��'� '��� s2 ���� ���1� ����� ������������"

%��� %���+�"��� x ��' ���� '�� t2 ���$���%�1 %� ��� ��������%' �"� ��%�� ���

��0���# '��� s ��� �"� �������1"�" �"� v ��� ��������0�1 ��" %���+�"�� x �"�

��%� v(t) L '%��� ��� ��� ����$�����%' �"� ��%�� ���,���� ��� �#��� ϕxt ��� �"

v�F

��"� ��'$��3" ��� (�%%���� 	�! �/��� " ��'���," $����"��'�"���
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+��
���	����� 3)6

4��$�13�� �� (�%%� 	�!�

*������/����� ��� 4�!2 ,� ��#%� �����$����� �#�� ϕ2 �����$����� %���+�" ��

x ��� ������$����� '�� t ������ ���� " x �� �1��� �������������%" ��' ��� t ���

ϕ� :� $�13��%� '�� |= ∀xϕ→ ϕxt � N�� ����'� ��0�#�� $�%�A ��� v ����1%"�"

��"� A ��� �"� ���1� A |= ∀xϕ[v]� �'�� ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ϕ[v(x|a)]�
G��2 ��1������� a = v(t)2 �0��%� '�� A |= ϕ[v(x|v(t))] �2 �#%/ �� %� �� �F ���
(�%%���� 	�!2 '�� A |= ϕxt [v]2 $"��$� �� ;"��#%����

= ����0�� '�� �� 4�
 �$"��1 �� �������� �#���� �1����� �� $#� +�%���� ?�16

0���%� $"��$� '�� " ������������" %���+�"��� %� ���$#��%" �F �/���� ������16

 �" �"� ��%� ��'� '��� ��� +F �/���� ������1 �" �"� ��%� ���,���� ��'� ���%���#

�#����  ��'$��3" %���;�� ���������� %� ���1�" ��� �" ?����"��'�"�� 	�! L $��

G��"�" 	��!�

N0��%� ����'� ���������� ��������� %� �"� ��'$��3" ��� :� ��%���� 	��� �

�� :���"%� 	�� ��"� ��$��� ���1�� �" ��� ��1����%� T = ∅ ��/��;����  �
�3��<

���	
�� 3)*) -�,� �����' ,���"%� ��� -( �1��� ������ ��",�� �#���� �

G%��" �������� ��� ���1�%���� ����# �1��� '�� �� �#��"%� -( �1��� �������2

$"��$� ������1���� �� ����0�� �#��� ϕ ������� ��� �KΛ ϕ ��� �KΛ ¬ϕ� ����6
%���2 �� ����0� ������� �#��� ϕ2 �'�� ,� 1�0�� '�� |= ϕ ∧ ¬ϕ2 ����%� �$#�����
w� � ��� ��� -�/����� �2 �� :���"%� *����'�"��� ����������� '�� ��,� ���6

��������%� �#���� �#� � �1��� �������� ��"� ����%����'�"��2 ��",�#�� ����

������'�����

�����
� 3)5) �� ��'���,� �1��� ���$#��%�<

�F �� :���"%� 	���

+F ��� ��,� �#���� �#� � T 2 �� �� T �1��� �����������%�2 �'�� �� T �1��� ��������

�����	��) �F⇒+F N�� '�� ��0#�� �� �F ��� T �1��� �#���� �#� � ��� �1���

�����������%�2 ���� '0� �������� �'�� ����0�� �#��� ϕ ������� ���� T �KΛ ϕ



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

��� T �KΛ ¬ϕ� ('� ��� :� ��%���� 	��2 ��0#�� �'�� T |= ϕ ��� T |= ¬ϕ�
w% � �� T �1��� �����������%�2 $"��$� ����0�� $�%� A ��� ����1%"�" v ������

���� " v �� ���������1 �� T ��"� A� �'�� ,� ��0#�� A |= ϕ[v] ��� A |= ¬ϕ[v]2

��� �1��� �$#�����

+F⇒�F N�� '�� ��0#�� �� +F ��� T �1��� �#���� �#� � ��� ϕ �#��� ������� ���

T �KΛ ϕ2 ���� T 
|= ϕ� �'�� �� �#���� T ∪{¬ϕ} �1��� �����������%�2 ���2 �'� 
�"� ��',��"�2 �1��� �������� 4��' '% � �1��� �����2 �/�# ��0#��� ����'0����

��

T ∪ {¬ϕ} �KΛ ¬ϕ E���/����F ��� T ∪ {¬ϕ} �KΛ ϕ E�/�# T �KΛ ϕF�

N��� ��0#�� �� ;"��#%���� �

����01;��%� %� �� ���1����/� ��� :� ��%���� 	��2 ��� ���$��3� � t� OWQiQX ��

��	��

0�#���� 3)(;) 10�#���� ���������� �����������	��� ���	
���2

��� ��,� T ⊆ T (Γ1) ��� ��,� ϕ ∈ T (Γ1)

�� T |= ϕ2 �'�� T �KΛ ϕ� �

���� ���0 �����%� ��"� ��'$��3"2 ,� ���/����%� %����� ��������%��� ���

���$������ �%��� %� �� :���"%� ��"�'�"����

���	
�� 3)3) -�,� ������ ��",�� �#��� �1��� �����' ,���"%� ��� -(�

�����
� 3)6) �� ��'���,� �1��� ���$#��%�<

�F �� :���"%� 	����

+F ��� ��,� �#���� �#� � T 2 �� �� T �1��� �������2 �'�� �� T �1��� �����������%��

0�#���� 3)(() 10�#���� ! �����	�� �����������	��� ���	
���2

4� ��,� �������%��� ����#���� ��� ���'��� �#� � T �1��� �����������%�2

�'�� �� T �1��� �����������%�� �

�� �'���%� 	�	 �1��� �%��" �������� ��� :� ��%���� 	����  ��'$��3" ���



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ���

:� ��%���� 	��� �1��� ���'%��� %� ���1�" ��� :� ��%���� ��) ��� �/������

 � ���"�" E$�� G��"�" 	��&F2 ��� " ��'$��3" �"� ��'���"� 	�& %���;�� %� �"�

��'$��3" �"� ��'���"� 	�! ��� �1��� �� ;"��#%��� �"� ��'���,"� ���"�"��

'
��
� � ����	�����
�� 3)(*

4��$�13�� �"� ��'���" 	�&�

:� ��0��",�#%� %� �� +����� �"%�1� �"� ���# ��0����� ��'$��3"� ��� :� ��6

%���� ��"�'�"���2 �/������� ������� �����%������  � ��������� w� � ���

������'���� �#�0���� ��0���1$��2 ,� ������,",�1 " ����������� ��'$��3" ���

P� pQToRT E��!�F ��� '0� " �� �'���" ��'$��3" ��� t� OWQiQX� .� +��" �"�

��'���" 	�&2 ����1 �� $�13��%� '�� ��,� ������� �#���� �#� � �1��� ���������6

��%�� N�� ����'� T ������� �#���� �#� �� ��� �����1�2 ,� ���,����%� ��

�3��<

�F  Γ1 �1��� ���,%���%"2 $"��$� �0�� ���,%���%� ���,�� ��%+'� �� I�+��� ��

,���"%� ���' ��0#�� ��� '��� ��� �� ��+�,%��� �������2 ������ ��' ��� ���1��

�0��� %" ���,%���%� ���,�� ��%+'� � E��� 0�"��%�����#���� ��� ��,��� %�6

,"%������ %������F� w% �2 '� � �0��%� �$" $��2 �� �� ��+�,%��� ������� ���

%�� ��$��/����� ����, � �0��� E�������%��� ���,�� %" ������� ��%+'� � ���

���F ���,%���%� ���,�� ��%+'� � E�� �#���� � � %���+�"��� �1��� ���,%���%�F

�� ���� � ��������%'� ���'� $�� �1��� �$��1���� �"%�����'��

+F �� ≈ $�� �1��� �#%+��� �"� Γ1 ��� �0��%� ������������ ������"�� ��� ��'��

��� ��1;��%� �"� ������ �"� $�%�� E=���%'� 	�!F2 ��� ����%' ���,���� ��� sY^moR

E=���%'� 	��F ����  ����$�0� ���� %������ �"� ��0���� $�����1� �"� ��'$��3"��

 �����,������� ���%%� ��� �"� ��'$��3" �1��� " �3��<

N�� '�� �0��%� ��0�#�� $�%� A ��� �" Γ1 ��� ��0�#�� ����1%"�" v ��"� A�
�'�� ����#���� ���� $��0 ���%'� ��� ���'��� � � �#� � �"� Γ1 �� $�� 71��8

%��"< �� �#���� � � �#� � ��� ���������#���� ��' �" v ��"�A ��� �� �#���� � �

�#� � ��� $�� ���������#���� ��' �" v ��"� A E��� �1��� ����+�� �� ��������



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

� � �#� � ��� ������ %�����F<

�

�

�

�
��",�1� B��$�1�

�#��� �#���

T (Γ1)

4��1����/�2 ��� '�� %�� �0�� $�,�1 ���� $��0 ���%'� ��� ���'��� � � �#� �

�� $#� %��"2 ��� Σ ��� P 2 '��� �� Σ ����1,���� '�� �����0�� ���� �#����

��� ��",�#��� ��� �� P ���� �#���� ��� $�� ��",�#���� �'�� �1��� $����' ��

��%���#���%� ��' �� Σ ��� ����%' %��� $�%�� A ��� %��� ����1%"�"� v ����2

���� �� �#��� ��� ��",�#��� ��� �" v ��"� A �� �1��� ����+�� �� �#��� ���

������� ��� Σ�  �$�� �1��� '��

ERF �� �#%��� �"� $�%�� ,� �����0��  � ����0�1� ����+�� ���� '���� �"� Γ12

$"��$� ��� ��/������ �"� ��� �������� ��#��� 7��",��� ������1%���8 ���

ERRF �� ���"���"%����� �#%+��� ,� ��%"���,�#� '� � %�� ���+����� �� Σ2

��� �� ������"����� �#%+��� ��� �� �#%+��� ���,����  � �� '��� ���

����#����� %� /���������' ��'���

��� �� %�������%� ����'� �� $�13��%� '�� �� T �1��� �����������%�2 ����1 ��

����$���1���%� ��� �#���� �#� � ��� �� 7��,��1;�� �"� ����" ���,���8 ���

�� �����0�� �� T � .J ���� �'���2 �� ;"��#%��� �1��� ��� �#���� �#� � Σ ���

���������1 ��� �3�� ���,����<

��� T ⊆ Σ2

��� �� Σ �1��� �������2

�	� �� Σ �1��� ������2 $"��$� ��� ��,� �#�� ϕ : ϕ ∈ Σ � ¬ϕ ∈ Σ2

�!� �� Σ ����%��� �������� ��#�� �"� ���,����

���������� ��' �� T 2 ,� ��1���%� $��$�0��� ������ �#���� �#� � ��� �����6

����#� ��� ���,���� �! ��� �	�  ���,��" �! ���������� �"%�1��� '�� ��� ��,�

�#�� �"� %��/�� ∃yϕ E$"��$� ¬∀y¬ϕF ��� �0�� %��� ��� Σ ������ � �#��� ϕyc



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ���

�� �0�� %��� ��� Σ ��� ������ �#%+��� ���,���� c� ?"��$�2 ��,� /��� ���

�� Σ ��0��1;���� '�� 7����0�� ����0�1� y ��� �#%������ ��� �0�� �"� �$�'�"��

ϕ82 ������ �� Σ �� ��0��1;���� ��1�"� '�� 7�� c �0�� �"� �$�'�"�� ϕ8 ��� ��6

������%��� ����0�1� c ��� �#%�������  ������� � � ���,���� ������ �� �1���

%� ���������' ��'��2 ���� �� ���/#���%� ���+��%���� ����,����%� ����'�

��" ������ Γ1 ��� ���,%���%� �#���� $-�$ ��%+'� � ���,���� {d0, d1, d2, . . .}
��� ���� ����#���� " ������ ΓH1 L �� H �����0���� ��' �" ��3" pQToRT2 �/�#

�� ��� �#%+��� ����#���� ����, � 
��*�	�� RACk<C � ��	� 	�� RACk<C E�/�#

��,� ������ �#%+��� 7%������8 ������ �$�'�"��F� ��" ����0��� $����#��%� ���

���1��� �"� ����3"%��"� ������� ΓH1 �

�����"��#%� ���J ��0�� '�� �� T �1��� �������2 �� �� ,� �����%�  � �#����

�#� � �"� Γ1� ����%���2 ��� '�� �� �1��� ����/����'2 $"��$� ����0�� �#��� ϕ

������� ���� T �KΛ ϕ ��� T �KΛ ¬ϕ� .� +��" �"� ��'$��3" ��� :� ��%����
	��2 %����#%� �� ��������������%� '�� �� ��� �#%+��� ���,���� ��� �%/��16

;����� ���� ������� ���$�13��� ��� $�10���� '�� T �KΛ ϕ ��� T �KΛ ¬ϕ %�

%���+�"��� ��� �� ��%�������%� '�� ����0��� ������� ���$�13��� ��� 0�"��%�6

����#� �#���� �"� Γ1 ��� $�10���� '�� T �KΛ ϕ
∗ ��� T �KΛ ¬ϕ∗2 ��� ������"��

ϕ∗ ∈ T (Γ1)� G�� �� T �1��� ����/����'  � ����#���� ��� T (Γ1)2 ����%� �$#6

�����

��" ����0��� ,� ����,����%� ��� �#���� ��� �3��/��1;��� '�� ��0#�� " �!�

:� ��#%� ����'� '�� �� $�������%��� ;�#�" �"� %��/�� < ϕ, y >2 '��� ϕ �1���

�#��� �"� Γ1 ��� y �1��� %���+�"�� �"� Γ1� *���$� �� �#���� � � �#� � �"�

Γ1 �1��� ���,%���%� EL $�� G��"�" 	��)F2 ����0�� ���,%���%� ���,�� ����� �

;�����2 �� ��#%�

< ϕ0, y0 >,< ϕ1, y1 >, . . . , < ϕn, yn >, . . .�

=�1;��%� ���� ���$��%��� �� �#���� Tn  � �3��<

T0 = T 2

Tn+1 = Tn ∪ {∃ynϕn → (ϕn)
yn

dkn
}2 '��� dkn �1��� ��� �#%+��� ���,����

��� $�� �%/��1;���� �� ����0�1� ��� ���'��� {ϕn} ∪ Tn�
*1��� �"%�����' " ������� ��� ��%+'��� dkn �� �1��� ����������< ��������%�

���1�� ��' �� ��� �#%+��� ���,���� ��� �0�� �� %���'���� $�1��" ��� $�� �%6

/��1;���� �#�� ����� �#���� ��� �0��� �$" ������,�1 ��� T �#�� ���� �#�� ��'

,���"�" ϕn�



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

N�� T∞ �� �#���� ��� ����#����2 �/�# �0��%� ����,���� ��� '���� ����

�#���� ������� 2 $"��$� T∞ =
⋃
n∈N Tn� �"%������%� '��2 ��� ��0'� i ∈ N2

�� T∞ �Λ ∃yiϕi2 �'�� T∞ �Λ (ϕi)
yi
dki
�

 ������� � � ��%+'� � dki
%�� �3��/��1;�� '�� �� T∞ �1��� ������� �#����

�#� ��

+��
���	����� 3)7

4��$�13�� '�� �� �#���� T∞ �1��� ��������

E.����/�� A�"��%�������� �"� �������"�" 	 %��� ��� =���%' ����2 �� :�6

��"%� �� ����� ���� ��� ��� �"� ��'���" 	�	�F

N0����� ��1��� %�� ������ �������" ��� T ��� ���������1 �" ���,��" �!2 ���6

0 ��#%� �� ��� ������ �������" ��� ���������1 ��� �" ���,��" �	� :� ��#%�

����'� '���� ���� �#���� ��� ����,����%� ��� T∞ 7����+�� ���� %���#�82 %�

��%+�+���' ��'��� ��������%���2 $�$�%��"� %��� ����1,%"�"� ψ0, ψ1, . . . � �

�#� � �"� ΓH1 2 ��1;��%� ���$��%��� �� �#���� �#� � Σn  � �3��<

Σ0 = T∞

Σn+1 = Σn ∪



{ψn}, �� Σn ∪ {ψn} �������
{¬ψn}, ������.

N�� Σ �� �#����
⋃
n∈N Σn� ���/���� �� Σ ���������1 ��� ���,���� �� ���

�	� *�1�"� ���������1 ��� �" ���,��" �!2 �/�# �����0�� �� T∞� C�0���;'%����

'�� �� Σ ���������1 �" ���,��" ��2 $"��$� '�� �� Σ �1��� ��������

����%���2 ��� '�� �� Σ �1��� ����/����'� �'��2 %� +��" �"� �������"�" 	 %���

��� =���%' ����2 ����0�� ������ m ∈ N ��� �� ���1� �� Σm �1��� ����/����'�

:� ��#%� �� ���0���� ������ m2 �� ���1� ������ �� ���#��� %� n+12 ��� ������

n ∈ NE�� Σ0 �1��� �������uF� 4�' ��� ����%' ��� Σn+1 '% �2 ���' �"%�1���

'�� �� �� �#���� Σn ∪ {ψn} �1��� ����/����' EL ������ �� Σn ∪ {ψn} ,� ����
������� ��� ��� �� 1�� ��� Σn+1 ,� ���� �������F �� �� �#���� Σn ∪ {¬ψn}
�1��� ����/����' E�/�# ���' ���#��� %� �� Σn+1F� G��2 �'� ��� :� ��%����

����2 Σn �KΛ ¬ψn ��� Σn �KΛ ¬¬ψn2 ��'�� �� Σn �1��� ����/����'� 4��' '% �

�1��� �����2 �'� �"� �������� ��� m = n+1� G�� ��0#�� �� ;"��#%���2 $"��$�

�� Σ �1��� ��������



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ���

�����"��#%� '�� �� Σ �0�� �"� �3�� �$�'�"��<

��� ��,� �#�� ϕ,�� Σ �KΛ ϕ, �'�� ϕ ∈ Σ. E	�	�F

����%���2 ��� '�� ����0�� �#��� ϕ ������� ���� Σ �KΛ ϕ2 ���� ϕ /∈ Σ� 4/�#

�� Σ �1��� ������2 ,� ��0#�� ¬ϕ ∈ Σ� �'�� '% � Σ �KΛ ¬ϕ2 ��'�� �� Σ �1���

����/����'2 ����%� ������

N0����� ���� �� �#���� Σ2 ���0 ��#%� ���� ����%' $�%�� ��� ����1%"�"� ���

��� ���1�� ���������#���� '�� �� ����0�1� ��� T �

=�1;��%� �" $�%� AH ��� �" ΓH1  � �3��<

�F �� �#%��� �"� AH �1��� �� �#���� O(ΓH1 ) � � '� � �"� ΓH1 �

�F ��� ��,� n6%���� ���"���"%����' �#%+��� P �"� ΓH1 E���$#��%�2 �"� Γ1F

��� �����$����� ����0�1� t1, . . . , tn ��� �#%������ ��0#��

< t1, . . . , tn >∈ PAH
2 ��� P (t1, . . . , tn) ∈ Σ�

	F ��� ��,� n6,���� ������"����' �#%+��� f �"� ΓH1 E���$#��%�2 �"� Γ1F ���

�����$����� ����0�1� t1, . . . , tn ��� �#%������ ��0#��

fAH
(t1, . . . , tn) = f(t1, . . . , tn) ∈ |AH |�

!F ��� ��,� �#%+��� ���,���� c �"� Γ1 �0��%� c
AH

= c ��� ��� ��,� ���

�#%+��� ���,���� d �0��%� dAH
= d�

:� ��#%� ��1�"� �"� ����1%"�" v ��"� AH ��� ��1;����  � v(x) = x ��� ��,�

%���+�"�� x�

4�' ��� ����%' �"� $�%�� AH ������ '�� " v ������1����� %� 7 ��1�8 ��'�� ���

�#���� � � '� � �"� ΓH1 �

'
��
� � ����	�����
�� 3)(3

?�13�� '�� ��� ��,� '�� t �"� ΓH1 : v(t) = t�

!�����
�) A����;���� �$��1���" �����0� ��� 0�����%' � � '� � �"� ΓH1 2 �/�#



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

,� ��#���� ����'0����  � ��/������ �"� ������� ������� ���  � ������1%���2

����0�1� ��� �#%������ �"� AH � �

*���$� � ����%'� �"� $�%��AH ���+��,"�� ��' �� Σ2 ��0#�� �� ��'���,� ��%%��

���� 3)6) ��� ��,� ϕ ∈ T (ΓH1 ) ��0#�� AH |= ϕ[v]2 ��� ϕ ∈ Σ�

�����	��) ?�� ?����"��'�"�� 	��� �

*������/��%� ���� ��"� ��'$��3" ��� :� ��%���� 	����

('� ��� (�%%���� 	�&2 �� ���������1��� ��' �"� ����1%"�" v ��" $�%� AH �

w% � " AH �1��� $�%� ��� �"� ����3"%��" ������ ΓH1 2 '0� �"� ��0��� Γ12

0����;���� ���%�� � �1�" $������ ��'%"�

=�1;��%� ����'�  � $�%� A ��� �" ������ Γ1 ��� 7��������%' �"� $�%��AH ��"

������ Γ18� ?"��$�2 ��������� 1$�� �� �#%���2 ������1���%� ��' ��� ����%'

�"� $�%�� AH ��� ��%"��1�� � � ��%+'� � ���,���� {d0, d1, d2, . . .}� E�����0�2
�� �#%+��� ���� ����%�����  � ����0�1� ��� �#%������2 ���� $�� �1��� �#%+���

�"� ������� ��� ������� $�� ������1��� " ��%"��1� �����F .� +��" ���� �"�

G��"�" 	���2 ����$� ��,� ����0�1� ��� T �1��� �#��� �"� 7�� 0'���"�8 �������

Γ12 �� �#%+��� �"� ���1�� ��%"��#����� %� ��� 1$�� ��'�� ��� ���� $�� $�%��2

��� ��,� ϕ ∈ T ��0#��

AH |= ϕ[v] ��� A |= ϕ[v]�

������� '�� �� ����0�1� ��� ���������#���� ��' �" v ��"� A� �

+��
���	����� 3)8

4��$�13�� �� (�%%� 	�&�

E.����/�� A�"��%�������� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� �#��� ϕ� 

���1�� �" �#��� �"� %��/�� ∀yψ ��"�1;���� ���������� ��" 0���" � � ���6
,����pQToRT� :� 0�������1 �� 0�"��%��������� �� :���"%� 	��2 �"� G��"�"

[����3���'�"�"� 	��	 ��� �"� G��"�" 	��!�F

A�"��%��������� %�� ��' ��� +������ �$��� �"� ��'$��3"� ��� :� ��%���� 	���2



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ��!

��������%��� �" %�,�$� �������"� ��� ���'��� T∞ ��� ������ ��� �������

�#���� Σ2 �1��� $����' �� ���$�13��%� �� :���"%� ��"�'�"��� ����������#

(����%�#2 $"��$� �� ��'���,��

0�#���� 3)(*) ��� ��,� �#���� ����������� �#� � T ��� ��,� ���������'

�#�� ϕ

�� T |= ϕ2 �'�� T �ΠΛ ϕ�

�����	��) -��J ��0�� �����"��#%� '�� �� ��������� 	�! ��� 	�& %���/�������

�#���� ��� ���1��� �"� ����������� �������2 $"��$� ��0#��� ��  � �"/,�1 ��0'�

�#���� ����������� �#� � ���  � ϕ �"/,�1 ��0�� ���������'� �#��� L �0�����

$�� �� ����$���%� ���) ��� �"� G��"�" ���!� �������2 ��� �J ���$�13��%� ��

:���"%�2 ����1 �J ���$�13��%� '�� ��,� ������� �#���� ����������� �#� �

�1��� �����������%��

:� ��#%� ����'� ��0'� ������� �#���� ����������� �#� � ��� %�� ����1,%"�"

ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn, . . . ��� ���'��� � � ����������� �#� � E" ������ Γ0 �0��

���,%���%� ���,�� ��%+'� �2 ��� �� �#���� T (Γ0) �1��� ���,%���%�F� =�1;��%�

���$��%��� �� �#���� Tn  � �3��<

T0 = T

Tn+1 = Tn ∪



{ϕn}, �� �� Tn ∪ {ϕn} �1��� �������
{¬ϕn}, �������

N�� 2 �����2 T∞ =
⋃
n∈N Tn� ���/���� �� T∞ �1��� ������� w� � ��� ��

�#���� Σ ��"� ��'$��3" ��� :� ��%���� 	���2 ���$����#���� '�� �� T∞ �1���

��� �������� *�1�"� ���$����#����2 '� � ��� ��� �� �2 '�� ��� ��,� ���������'

�#�� ϕ2 �� T∞ � ϕ2 �'�� ϕ ∈ T∞�

=�1;��%� ���� %�� ����1%"�" v  � �3��< v(pi) = A2 ��� pi ∈ T∞� �'�� ��0#��

�� �3�� ��%%��

���� 3)7) ��� ��,� ���������' �#�� ϕ �0��%� v(ϕ) = A2 ��� ϕ ∈ T∞�

*������/��%� ���� ��"� ��'$��3" ��� :� ��%���� 	����

4/�# T ⊆ T∞2 ,� ��0#�� v(ϕ) = A ��� ��,� ����0�1� ϕ ��� T 2 $"��$� " v

���������1 �� T � �
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'
��
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�� 3)(5

4��$�13�� �� (�%%� 	�)�

��� �"� ��'$��3" ��� :� ��%���� ��"�'�"��� -��"���"%�����# (����%�# ���

�"� ���1�� �" ��� " ������ ������ �����0�� ��≈2 " +����� �$��2 $"��$� � ����6
$�����%'� ��� ���'��� � � 7��",��8 �#� �2 �1��� " 1$��2 ������ '% � �� �1����

������������� ���� ����%' �"� $�%��2 ��"� ���1� ���������#���� �� ����0�1�

��� L �����%������ ����0���2 ����$�1�%���� 0��"2 ��� &F2 )F �"� +�+������/1��

������� �

:� ���������%� �"� ��'�"�� %� ��� �0'��� ��� �" ����$��'�"�� � � :� �"%�� �

*����'�"��� ��� ��"�'�"��� ��� -��"���"%�����# (����%�#� @���,�%1;��%�

���J ��0�� '�� �� +����' ����"%� ��� %�� ��$��/���� �1��� �� �3��<

*1��� $����' �� ����3��%� ��������%����� �� T |= ϕ � '0�2 ��� ��0'� �#����

�#� � ��� ��0'��� �#�� ϕv

w� � ���/���%� ��"� ��'�"�� 	��2 ���$����#���� '�� $�� ����0�� ������ $��$���

�1� ����0��� w% � �� ��'���,� �����'� ����0�� ������ �����#/��"�

.� +��" �� :� ��%��� 	�� ��� 	���2 " �0��" T |= ϕ ���$���%�1 %� T �KΛ ϕ�

4��1 ����'� �� ����0��%� ���� �'��� ��0#�� T |= ϕ2 %����#%� �� ����0��%�

���� �'��� ��0#�� T �KΛ ϕ� �� ���' �1��� '�� �� �#���� {ϕ : T �KΛ ϕ} �1���
7���$��%��� �����,%���%�82 $"��$� ����0�� %�� ��������%����� $��$����1�

��� ������� 7������8 '��� ��� ������� ��������� ��� ���'��� ���,��� � T �

?� ,� ���0 �����%� �� �����%������2 " +����� �$�� �1��� '�� �1��� $����' %�

%"0����' ��'�� �� �������%� E'��� ���F �������%���� ������,1�� �#� � ��� ���

��,�%1� �� ����0��%� �� �������1 ������ ��'$��3" ��' �� �#���� ���,��� �

T 2 %� �" +�+��'�"�� '�� ��,� �'�� ,� ��1����%� �����"�" 7���82 $"��$� ,�

+�1����%� ���� �#�� ��� ���$����#���� ������ ��' �� T �2 ���$#��%�2 ���

������ ������ ��' �� T �



��� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � ���

!���,�

���� ������� � �� ��&!��� ��� �� �!�������� 
�
���� )�� ���� ��� �� �!���

������ 
�
���� �� �� �&���� 
�� )�%����� Z� �&��� �"� 	� ��� ���	��. ,V

���� ��"��� "�� ������������ ���� ϕ ��� ����������� 
����� ����� T � �� ��


 ���	�&�� �� ��"��� +������ �!���/����� ��� ���*���� �� $�
� ��� �	�
��

�� L86Ek<- �� ϕ ��� �� T �&��� �
������� �� �� �� ���������� �� �� ϕ ��� ��

T 
�� ���&
�� �� )�� ������ ��&	������  ���� ��� �� 
 �������� ��	%� ���


�����&�� �� T ∪ {ϕ}� 
� 
��
� �� �� �!����� ��� ��� ����������� ������

�� )�.
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� ��� �	��

��
����� ��"���� a 
�� ���&
�� �� � � ���� 
� �	���
��� "&����� *��	����

��� ���� ��� 
 �������� ��!���� ���� ��� ��� ��%	�
��� �� ��&��� � ��
������

�������� ��� ����	�
� ������������. ��� 
 ������ �&���� �� "&������ �� �	�
�

������� "��

�� �!�"�"� 
 ���	�
����� ���  ��*�
���� �� ��� �	��� �2 �-


���
����"���� ������ ��
� �	����&�� ��� 
 �$���� ��� "�

�� ��
� 
� ���

���� +�	�
��� ���*���� �� L86Ek<- ��� $- 
 ��������� ������ 
�� ���&
�� �� 

�!��������� 
 
������� )� +�!�������� 
������ ��Y���o ��� ������������

������� MP -. e�� ��*��� ��� �� � �	��� � � ����� �
��� ��	���&"����

�%�	��"�� �� � ��� ������
��� ��*��� � �� ����	��� � �� ������"� �� � �

������	� ���  ��*�
��� 
� 
 ���	�
���� +p���� ��
�������� ]�	��� e��&�

�� 
��� ]�	��� e��&�� 
�� ���*�	�-. '�&
��� �����&!��� ��� ��*� �����

���� �	���$�*���� "�

�� ���	�& �� "	�%�& 
� �������� ��
��������� ��	%��

������ �� ��
���&���� ���	�� ��� ������� ��� ��	�� ��	&� ��
���&����. 0�����

�����&!��� ��� �� �!�������� 
�
���� )� �&��� �"� 	� ��� ���	��� ������ ����

"�� ����������� 
�����  ��*�
��� T � ��� �� T �������������� 
�� )� ��	��

$� �� ����� �� ��������� ��"���� 
 ������� �� T +������� ���*��� � ���V

���"��� ���� ���*��� � ��� �� 
�����&� �� T -. \ ��*���� ������!�� ��� ����

	������ �� 
 
������� )�� �� �&���� "�� ��� ����� �����
��	� ��	&���
�

�	���$�*���� "�

�� ��	&� �� 
��$��� ≈� �������& �	"���&� *������� �


���
&�� "�� �� ��"���.
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'
��
� 3)()

?����#��%� '� � ��� ����$���%� ���2 $"��$� %� ���� �� ��"� ��������'�"��

��� ϕ� 4� � ϕ �1��� ���%��'�2 �'�� $�� ����0��� ��� ϕ �#�� $�3��� �#�� ���������

�����,�����2 ��� �0�� �"� �$�'�"��� =� ����������� � � ���$��% � �1��� ����+��

1$��� %� ����� ��"� ���������� ������� N�� ����� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀xψ2
'��� � ψ �0�� �"� �$�'�"��� �'�� '% � � ϕ �0�� ����+�� �'��� $�3��� �����,�����

'��� � ψ ��� '%��� ��� ��� ���������� G�� � ���,%'� � � $�3��� �����,��� � ���

ϕ �1��� 1$��� %� ��� ���,%' ��������� �����,��� �2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

!"��	�) 4� $����� ����" �����"�"2  ��1�2 �0��� ���������� �" ��������1�

�"� ��0�� �"� ���� ��� ��� ���1��� � � �� ��+�,%� � �� ����� 4� $�� ��

����/�����2 %�� � $������������� %� ���� ���%���#� �#����v *$� ������ ��

�������1 '�� " 0���" �����,��� � �� '���� E�"%�1 �" �F %��� ��� =���%' 	��F

��� ���%���#� �#���� E�"%�1 �" �F %��� ��� =���%' 	�	F �1����� ��� �'����

�����1��2 $"��$� �� �����,����� ����� $� 7%������8  � ������� �����,������

4�'%" �� �� ��� %�������%� '% �2 ���� � ���,%'� � � $�3��� �����,��� � �1���

1$��� %� ��� ���,%' � � ��������� �����,��� � E��0� ���� ��� ��� O(Γ1)F�

'
��
� 3)*)

�F  x1 �1��� $��%��%��" ���� �#�� ∀x1Q(x1)2 �/�# �%�1���� ��� ��$1� �/��6

%���� ��� ����$�1��"2 ��� �1��� ��1�"� $��%��%��" ���� �#�� ∃x2Q(x2)2 �/�#

$�� �%/��1;���� ��,'���� G�� " x1 �1��� $��%��%��" ���� �#�� ∀x1Q(x1) ↔
∃x2Q(x2)�

w%���2 " x2 �1��� $��%��%��" ���� ��0��' �#��� G�� ��%�� %���+�"�� $��

�%/��1;���� ���#,��" ���� �#�� ���'2 $"��$� � �#��� �1��� ��'���" �"� Γ1�

+F  x1 �%/��1;���� ���� ���%��' �#�� Q(x1)2 ��� �%/��1;���� ���#,��" �J

���'� ��� ������� ��� ���� �#�� ∃x1Q(x1) ∧Q(x1)�

�F ?�� ����0��� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ���� �#�� ∃x3(Q(x3)

→ ∀x4Q(x4))2 $"��$� � �#��� ���'� �1��� ��'���"�

$F =� %���+�"��� x1, x2 �%/��1;����� ���#,���� ���� �#��2 �/�# �%/��1;�����

E���#,����F �� ���� ����#�� ��� L ��"� ����%����'�"�� ��� ����� $�� ����#����

����
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!"��	�) 4� ���������� � ���2 %���+�2 �0��� ������+�� '0� %'�� ��� =���%'

	�&2 ���� ��� �" 0���" � � �����,��� � �� �#����� 4� $�������������2 $��

�����;��2 � ����%'� �"� 7���#,��"� �%/����"�8 %���+�"��� �� �#�� $�� �1���

�����%%����� .�� �2 ����$�1�%���� 0��"2 $�� �����3��� '�� � ����$�1��"� ∃x1

�/��%';���� %'�� ���� �#�� Q(x1) ��� '0� ���� Q(x1)∧Q(x1)v E�� $�#���� ,�

1�0��2 �� � �#��� ���� � ∃x1(Q(x1) ∧Q(x1))�F

'
��
� 3)3)

�F �#%/ �� %� ��� ����%' ��� sY^moR2 " N ∗
σ |= x1'x2 ∧ x2'x3 → x1'x3[v]

���$���%�1 %�

�� N ∗
σ |= x1'x2 ∧ x2'x3[v], E	�	�F

�'�� N ∗
σ |= x1'x3[v]. E	�		F

w% � " E	�	�F �1��� ���$#��%" %� N ∗
σ |= x1'x2[v] ��� N ∗

σ |= x1'x2[v]2

$"��$� %� < v(x1), v(x2) >∈'N ∗
σ ��� < v(x2), v(x3) >∈'N ∗

σ 2 $"��$� %�

< 5, 0 >∈'N ∗
σ ��� < 0, 3 >∈'N ∗

σ 2 $"��$� %� 0 < 5 ��� 3 < 0� G�� " E	�	�F $��

��0#��2 ��'�� " ������� �� 7�� E	�	�F2 �'�� E	�		F8 ��",�#�� ��� ������� " v

���������1 ��� �#�� ��" N ∗
σ �

+F */��%';����� ���� ��� ����%' ��� sY^moR2 �0��%� '�� "

N ∗
σ |= ∃x4(x4 
 'x1 ∧ x4 
 'x3)[v] E	�	!F

���$���%�1 %� '�� ����0�� n ∈ |N ∗
σ | ������ ����

N ∗
σ |= x4 
 'x1 ∧ x4 
 'x3[v(x4|n)]. E	�	&F

 E	�	&F '% � ���$���%�1 %�

< v(x4|n)(x4), v(x4|n)(x1) >/∈'N ∗
σ ��� < v(x4|n)(x4), v(x4|n)(x3) >/∈'N ∗

σ 2

$"��$� %� < n, 0 >/∈'N ∗
σ ��� < n, 3 >/∈'N ∗

σ 2 $"��$� %�

n ≤ 0 ��� n ≤ 3. E	�	)F

G�� " E	�	!F ��0#��2 ��� ����0�� /����'� n ��� ���������1 �"� E	�	)F2 ����%�

��� ��",�#��� ������� " [v] ���������1 ��� �#�� ��" N ∗
σ �



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ���

!"��	�) I������ ��� ��� $�� � ���� ����������v Z��1�2 �0��� �����$"���������

��� $����#�� � ����%'� ��� sY^moR� 4� '% � ����0�����2 %�� � 0�"��%���������

$��/������� ��%"��1� ��� ��%+'��� ' ��' ���� ��� �������#�� " $�%� ���

�3���;��%�v

'
��
� 3)5)

= �#��� ϕ �1��� ��������

=� �#��� ϕ,ψ �1��� ������
���$#��%���

�� �#���� �#� � ������6
����� ������ ��� �#�� ϕ�

 ��'���" ϕ $�� ��",�#��
��" $�%� A�

 ����1%"�" v ���������1
��� �#�� ϕ ��" $�%� A�

T |= ϕ

v |= ϕ[A]

|= ϕ↔ ψ

|= ϕ

A 
|= ϕ

���������

�
�

�
�

�
�

�
�

���������

�
�

�
�

�
�

�
�

��

!"��	�) J��� '��� �� ��������01���� ��� � ����v Z��1�2 �0��� �3����� ,�1

%� �� �"%���������' ��%+����%' ��� �0��%� ��1���� 4� '0�2 %�� � ������ ��

3���$��+����� ���� =���%�#� 	�� ��� 	��v �"%������ '�� � ��%+����%'� v |= ϕ[A]

$�� �1��� �����$����� E��� �� 0�"��%����",�1 ��� �"� ����" ������F2 ���� $��

�1��� ���'� ��� �0��%� ���,�������

'
��
� 3)6)

�F N�� '�� T ∪ {ϕ} |= ψ2 $"��$� '�� ��� ��,� $�%� A ��� ��,� ����1%"�" v

��"� A ��0#�� �� �3��<

4� " v ���������1 �� T ∪ {ϕ} ��"� A2 �'�� " v ���������1 ��� �#�� ψ ��"� A
E�F�

:� ��#%� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A ��� ���������#� �� �#���� T � �'��

� A |= ϕ[v] � A 
|= ϕ[v]� 4� ��0#�� A |= ϕ[v]2 �'�� " v ���������1 �� T ∪ {ϕ}
��"� A2 ��'�� A |= ψ[v] E�'� �"� E�FF� G�� ��"� ���1�� �" ���� ��0#�� "

������� �� 7�� A |= ϕ[v]2 �'�� A |= ψ[v]8�

N�� ���� '�� A 
|= ϕ[v] � �'�� �����%%��� ��0#�� " 7�� A |= ϕ[v]2 �'��



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

A |= ψ[v]8� -�� ���� $�� ����������� ����'� ��0#�� A |= ϕ → ψ[v]2 $"��$�

�� ;"��#%����

��� �� ���1����/�2 ��� '�� T |= ϕ → ψ2 $"��$� ��� ��,� $�%� A ��� ��,�

����1%"�" v ��"� A2 �� " v ���������1 �� ��"� A2 �'�� ��0#�� A |= ϕ→ ψ[v]�

:� ��#%� ���� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A ��� ���������#� �� T ∪ {ϕ}�
�'�� ���/���� " v ���������1 �� ��"� A2 ��� A |= ϕ → ψ[v]� w% � " v

���������1 ��� �� ϕ ��"� A2 ��� A |= ψ[v]� ������� ��0#�� �� ;"��#%����

+F w%����

!"��	�)  ���"�" ���� �1��� ������" �"� G��"�"� ��	2 %� �" $��/��� '��2 ���1

�� ,� ��#%� %'�� �����%����� E� � ����������� %���+�"���F2 ,� ��#%� $�%��

��� �����%����� E� � %���+�"���F� 4� ��� /��"�� �#���"2 �'�� �0��� ����������

'�� " $��/��� ���� $�� �1��� ����������� 4� '% � ����������� ������ $�����1�2

%"� ��"��0�1��2 ���/,�1�� ���� ���� =���%�#� 	�� ��� 	���

'
��
� 3)7)

�F N�� A ��0�#�� $�%� ��� v ����1%"�" ��"� A� �#%/ �� %� ��� ����%'
��� sY^moR2 " A |= ¬∃xϕ ↔ ∀x¬ϕ[v] ���$���%�1 %� 7A |= ¬∃xϕ[v]2 ���

A |= ∀x¬ϕ[v]82 $"��$� %� 7A 
|= ∃xϕ[v]2 ��� A |= ∀x¬ϕ[v]82 $"��$� %�

$�� ����0�� a ∈ |A| ��� �� ���1� A |= ϕ[v(x|a)], E	�	�F

��� ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A 
|= ϕ[v(x|a)]. E	�	
F

 0���" � � ��/���� � 7����0��8 ��� 7��� ��,�8 ��� ���"���� �1��� ������

���� �� E	�	�F2 E	�	
F �� �1��� ����%��� ���$#��%��� ����$�1�%���� 0��"2 "

��'���" 7$�� ����0�� n ∈ N ��� �� ���1� n < 08 �1��� ���$#��%" %� �"� 7���

��,� n ∈ N ��0#�� n 
< 08� ������� ��0#�� �� ;"��#%����

+F  0���" �"� ��/���"� 7����0��8 ��� ���"���� �3��/��1;�� '�� " ����� �/��6

%���� �"� �� $#� � ������'����� %���+�"��� $�� �0�� ���������� �"%��1��

!"��	�) ��� /��"�� �#���" " ���"�"v �'�� 0���1;���� %� ����" ��� ����%' �"�

���,���� ��� sY^moR ��� ��� ����%' �"� ������� ������� ���� 4� �����������

$�����1�2 $�� �����;��2 ������ �� �����$"���������� '�� " 0���" � � ��%+'� �

∀,∃ ���� ��������� ��� �$�'�"��� � � ���1����0 � ��/���� � �"� ���"�����

��������



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ���

'
��
� 3)8)

-��J ��0�� %������/��%� ��� �#�� �� %��/� ��� �0�� �"� �$�'�"�� ��� ,� ��%�6

��� ��/�+"����� ����������� ��� �����1�2 ���,����%� '�� " %���+�"�� x $��

�%/��1;���� ���#,��" ���� �#�� θ L ������ �"� ������,����#%� %� ������"�"

%���+�"��� .� �" %���+�"�� y '% � %����1 �� �0��%� ��'+�"%�2 �/�# %����1

�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ���� ψ ��� ��� θ� N���2 ��������%� %���+�"�� z

��� $�� �%/��1;���� E���#,��"F ���� �#�� ψ ��� ������,����#%� ��� �#�� ∃yθ
%� �� ������ ���$#��%� �#�� ∃zη2 '��� η �1��� � θyz 2 $"��$� � �#��� ��� ���6
�#���� �� ��������������%� '��� ��� ���#,���� �%/��1���� �"� y ���� θ %� �" z�

4��1 ��� ��� ��0��' �#��2 %����#%� ����'� ���$#��%� �� ,� �����%� ��� �#��

∀x∃yψ → ∃zη� ��" ����0��� %�������#%� ���� ����$�1���� %� ������$�����
��' ���� ��'���,��� ����� ��'�����

�F ����� ���� ����$�1���� �"� ��',��"�<

∀x∃yψ → ∃zη ≡ ∃x(∃yψ → ∃zη) ��1��� �'%�� %����1�"�"�

≡ ∃x∀y(ψ → ∃zη) �������� �'%�� %����1�"�"�

≡ ∃x∀y∃z(ψ → η) $�#����� �'%�� %����1�"�"�

+F ����� ��� ����$�1��" ��� ��%�����%����<

∀x∃yψ → ∃zη ≡ ∃z(∀x∃yψ → η) $�#����� �'%�� %����1�"�"�

≡ ∃z∃x(∃yψ → η) ��1��� �'%�� %����1�"�"�

≡ ∃z∃x∀y(ψ → η) �������� �'%�� %����1�"�"�

�F ����� ��� ��� ����$�1��" �"� ��',��"� ��� %��� ��� ����$�1��" ��� ��6

%�����%����<

∀x∃yψ → ∃zη ≡ ∃x(∃yψ → ∃zη) ��1��� �'%�� %����1�"�"�

≡ ∃x∃z(∃yψ → η) $�#����� �'%�� %����1�"�"�

≡ ∃x∃z∀y(ψ → η) �������� �'%�� %����1�"�"�

!"��	�) 4� $� ����������� $�����1�2 ���# ����2 �0��� %�,�� �� 0���1;����

����� ���� �'%��� %����1�"�"� ����$������� 4� $�������������2 1� � ,�

������ �� 3���$��+����� �"� ��'$��3" ��� ,� ��%���� ��������� ����$��������

%��/���

4� $�� ���������� '�� �� ����� �#��� �� �������� ����$������� %��/� ��� +��6

��%� �1��� ������ ���$#��%��2 ���/,�1�� �� �3��< = �#��� ��� +F ��� � �#��� ���
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�F �1��� ���$#��%��2 %� +��" �� $�#���� �'%� ��������� ����$������� *�1�"�2

� �#��� ��� �F �1��� ������ ���$#��%�� %� ��� �#�� ��� �F2 �'� � � ���,�����

%�� ��� ��� %���+�"��� L ��� ������ � ���$���%'� ∀y∃z $�� �1��� ���$#��%�� %�
��� ∃z∀y E$�� G��"�" 	�
F2 �� �����'� '�� " %���+�"�� y �1��� $��%��%��" ����
�#�� η %�� �3��/��1;�� �" ������ ���$���%1��

�������
�)  ��',��� %�� '�� �� �#��� ψ ��� θ �1��� �������1 �0�� %����"

�"%��1�� A �1� ���� $� ,� +�1���%� �#�� �� �������� ����$������� %��/�2

�/�# $� ,� �� �1;�%� ����� ����$�1���� ��#+����� %��� ���� ψ � ��� θ�

'
��
� 3)9)

� ��' (�,��

∀y[∀x(P (x) → P (x)) → (P (c) → P (c))]
√

∀x∃yQ(x, y) → ∃yQ(y, y)
√

(P (y) → ∀xP (x)) → ∀x(P (y) → ∀xP (x))
√

P (x) → ∀xP (x)
√

x2 ≈ x0 → [P (x2, f(x5, x2)) ↔ P (x2, f(x5, x0))]2
√

x1 ≈ x2 → (g(x2) ≈ g(x3) ↔ g(x1) ≈ g(x3))
√

!"��	�)

�F = �#��� ���'� ����#���� ��' �� �0�%� 4�!2 �� ����� ������#���%�  � ����

y2 $"��$� �����3��%� ��� ����$�1��" ∀y2 ��� %��� ��������������%� ��� �#�� ϕ
%� ��� �#�� P (x) → P (x) ��� ��� '�� t %� �� �#%+��� ���,���� c2 ��'�� � �#���

ϕxt �1��� � (P (x) → P (x))xc 2 $"��$� � P (c) → P (c)� w� � �0��%� ���/����2

%�� %���+�"�� �1��� ����� �������������%" ��' ��� �#%+��� ���,�����

+F = �#��� ���'� $�� �1��� �����' �31 %�2 �/�# $�� ����#���� ��' ������

�3� %����' �0�%�� *�$��'����2 $�� ����#���� ��' �� 4�!2 �/�# " %���+�"�� x

$�� �1��� �������������%" ��' �"� y ���� �#�� ∃yQ(x, y)�

�F = �#��� �1��� �31 %� %� +��" �� �0�%� 4�)2 �/�# �1��� �"� %��/�� ϕ →
∀xϕ2 '��� ϕ �1��� � �#��� P (y) → ∀xP (x)2 ���� ���1� " %���+�"�� x �1���

$��%��%��"�

$F = �#��� ���'� $�� �1��� �31 %�2 �/�# $�� ����#���� ��' ������ ��' �� �0�6

%��� 4��L 4�
� *�$��'����2 $�� ����#���� ��' �� 4�)2 �/�# " x �%/��1;����

���#,��" ���� �#�� P (x)E��� ��������0�1 ��� ϕF�



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ��!

�F = �#��� �1��� �"� %��/�� x ≈ y → (ϕ ↔ ϕ∗)2 '��� x, y �1��� �� %���+�"���

E���1����0�F x2 ��� x02 ϕ �1��� � ���%��'� �#��� P (x2, f(x5, x2)) ��� ϕ∗ �1��� �

�#��� P (x2, f(x5, x0))2 ��� ����#���� ��' ��� P (x2, f(x5, x2))2 �� �����������6

���%� �" $�#���" �%/����" �"� x2 %� �" x0� G�� � �#��� �1��� �31 %� %� +��"

�� 4�
�

��F = �#��� ���'� $�� ����#���� ��' ������ �0�%�� *�$��'����2 $�� ����#����

%� +��" �� 4�
2 $�'�� " %���+�"�� ��� �0�� �����������,�1 ���� ���%��' �#��

g(x2) ≈ g(x3) E��� ��������0�1 ��� ϕ ��� �0�%����F �1��� " x22 $"��$� " %���6

+�"�� ��� �%/��1;���� $�#���" ���� �#�� x1 ≈ x2 E��� ��������0�1 ��� x ≈ y

��� �0�%����F�

4� '��� �� ���������� ��� ���� � ����2 %���+�2 �0��� 3���,��1��� ����� %��/��

�#� � �$"��#� �� ������ �3��%���� 4� '0�2 1� � ��� �0�� 3�/#��� ������� ��'

���� ��������%�#� ��� �/���#� ��� �0�%��� 4�!2 4�) ��� 4�
� *�$��� ��

�0��" %� �� 4�
2 �����3��< %�� $1��� �" $����'�"�� �� ������,����#%� %'�� �"

%���+�"�� ��� �%/��1;���� ����" ���� �#�� x ≈ y� I�+���2 ����$� " ��%%�6

����'�"�� ��� ≈ ���$����#���� ��� -( E$�� �� ����$���%� 	��	F2 %����#%� ��

������,����#%� ��� �" $�#���" %���+�"��2 ������ '% � �� ���/������ �"�� " ��

�'� �$�'�"�� ��� ≈�

'
��
� 3):)

.� +��" �� :���"%� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

∀xϕ ∨ ∀xψ �KΛ ∀x(ϕ ∨ ψ)�

*���$� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��"� ��',��" E�/�# �1��� $��%��%��" ����

�#�� ∀xϕ ��� ���� �#�� ∀xψF2 ����12 �#%/ �� %� �� :���"%� ���1����"�2 ��
$�13��%� '��

∀xϕ ∨ ∀xψ �KΛ ϕ ∨ ψ�

�#%/ �� ���� %� �� :���"%� 4���,����������/��2 ����1 �� $�13��%� '��

¬(ϕ ∨ ψ) �KΛ ¬(∀xϕ ∨ ∀xψ)�

w% �2 � �#��� ¬∀xϕ ∧ ¬∀xψ → ¬(∀xϕ ∨ ∀xψ) �1��� �����' ,���"%�2 �/�#

�����0���� ��' �"� ��������1� ¬p∧¬q → ¬(p∨ q)� G��2 ����1 �� $�13��%� '��



��" � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

¬(ϕ ∨ ψ) �KΛ ¬∀xϕ ∧ ¬∀xψ�

= �#��� ¬∀xϕ→ (¬∀xψ → ¬∀xϕ∧¬∀xψ) �1��� ��1�"� �����' ,���"%� ��� -(�

������� ����1 �� $�13��%� '�� ¬(ϕ ∨ ψ) �KΛ ¬∀xϕ ��� ¬(ϕ ∨ ψ) �KΛ ¬∀xψ
�2 �#%/ �� %� �� :���"%� 4���,����������/��2 '��

∀xϕ �KΛ ϕ ∨ ψ E	�	�F

��� ∀xψ �KΛ ϕ ∨ ψ. E	�!�F

��� �"� E	�	�F ���������;��%� �"� �3�� ������ ��'$��3"<

�� ∀xϕ ��',��"

�� ∀xϕ→ ϕ 4�!

	� ϕ �2 �2 MP

!� ϕ→ ϕ ∨ ψ �����' ,���"%�

&� ϕ ∨ ψ 	2 !2 MP

.� ����+�� '%��� ��'�� ���$����#���� ��� " E	�!�F�

!"��	�) 4� �� ����/�����2 ���# ����2 �0��� �3����� ,�1 �'�� %� �� :���"%�

���1����"� '�� ��� %� ��� ��'�� ��� 0�"��%�����1��� " ��'���" 	��� 4� �10���

���+��%���2 %�� � 3�0����� '�� %����#%� �� �/��%';��%� �� ,� ��%��� ���

���$�13�%� ��� ��� ���������' �����%'v

'
��
� 3)(;)

��
��% )��������

�KΛ ∃x(ϕ ∨ ψ) → ∃xϕ ∨ ∃xψ 4��� ���2 �'���%� 	��

Q(x) → ∀yR(y, y) �KΛ ∀y(Q(x) → R(y, y)) ���� ���,����2 4��� ���

∃x∀yP (x, y) �KΛ ∀y∃xP (x, y) ���1����"�2 ���� ���,����

!"��	�) *$� +�+��� ����0�� ������ ����,��1�2 �0����� %� �� ,� ��%��� ���

,� �/��%'���%�2 ���� ��� %� �" ����� �/��%���� ����� 4� ���/������ ����'�

�� �/��%'���� ,� ��%��� $��/������� ��' ���� ��� ���/�������2 $� �"%�16

��� '�� ������ ��,��2 ���� ������,����� %�� $��/������� �������� �$�� ���



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ���

�� /������ ��� 1$�� ��������%�� ����$�1�%���� 0��"2 ��� �" $�#���" ���16

�� �"2 " �$�� ����  � �3��< .� +��" �� :���"%� ���1����"� ���,����2 ��6

��1 �� $�13��%� '�� Q(x) → ∀yR(y, y) �KΛ Q(x) → R(c, c)2 '��� c �#%+���

���,���� ��� $�� �%/��1;���� �� ����0�1� ��� {Q(x) → ∀yR(y, y), Q(x) →
R(y, y)}� ��" ����0���2 %� +��" �� :���"%� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%�

'�� {Q(x) → ∀yR(y, y), Q(x)} �KΛ R(c, c)� *��1� '% � 1� � ���/������

 � �3��< .� +��" �� :���"%� 4���,����������/��2 ����1 �� $�13��%� '��

∃y¬(Q(x) → R(y, y)) �KΛ ¬(Q(x) → ∀yR(y, y))� ��" ����0���2 %����1 ��

�/��%';���� �� �'���%� 	�� ����

'
��
� 3)(()

N�� ϕ �#��� ��� x %���+�"�� ��� $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ� .� +��"

�"� G��"�" [����3���'�"�"� 	�&2 ����1 �� $�13��%� '�� ϕ |= ∀xϕ� :� ��#%�
����'� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A ������� ��� A |= ϕ[v]� 4�' ��� ����%'

��� sY^moR2 �0��%� '��

A |= ∀xϕ2 �� ��� %'�� �� ��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ϕ[v(x|a)]�

w% � �� �����%����� v, v(x|a) ��%/ ��#� �� '��� ��� %���+�"��� ��� $��/�����
��' �" x2 ��'��2 ��� ��0'� a ∈ |A|2 �� v, v(x|a) ��%/ ��#� ���� %���+�"��� ���
�%/��1;����� ���#,���� ��� ϕ� �������2 %� +��" �" ?����"��'�"�� 	��2 ���

��0'� a ∈ |A| �0��%�

A |= ϕ[v]2 �� ��� %'�� �� A |= ϕ[v(x|a)]�

4/�# A |= ϕ[v]2 ������ '�� A |= ϕ[v(x|a)]2 ��� ��,� a ∈ |A|2 $"��$� ��0#�� ��
;"��#%����

!"��	�) ?�� �10��� $�����1�v Z��1�2 �0��� ���������� '0� %'�� ��� ����%'

���,���� ��� sY^moR2 ���� ��� �� �'�� ��� ��1;��� �� ���#,���� �%/��1����

%���+�"��� �� �#����� 4� '% � �10��� ������ $�����1�2 %�� � $�� �10��� ��6

���$"��������� �" ����$��'�"�� �"� ?����"��'�"��� 	��v

!�����
�) ��"� ����%����'�"��2 �� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2 �'��

ϕ ≡ ∀xϕ� �� �����'� ���' �"%�1��� '�� %����#%� �� ���,����%� '�� �� ��6
��$�1���� ��,� �#��� $�� �1��� 7����%�����182 $"��$� �� %���+�"��� ��� �1���

����$���%���� �%/��1;����� ���#,���� ���� �#���
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'
��
� 3)(*)

�F⇒+F N�� '�� ��0#�� �� �F ��� �1��� �#���� �#� � ��� �1��� ������� ����

'0� �����������%�� �'�� ��� ��0'��� �#�� ϕ ��0#�� |= ϕ ��� |= ¬ϕ� G��2 �'� 
��� :� ��%���� 	���2 �KΛ ϕ ��� �KΛ ¬ϕ2 ��'�� �� �1��� ����/����'2 ����%�

������

+F⇒�F N�� '�� ��0#�� �� +F� @��,����%� '�� $�� ��0#�� �� ;"��#%���2 $"��$�

����0�� �#���� �#� � T ��� �#��� ϕ ������ ���� ��0#�� T |= ϕ2 ���� $�� ��0#��

�KΛ ϕ� .� +��" �� :���"%� �� ����� ���� ���2 �� �#���� T ∪ {¬ϕ} �1���
�������� G��2 �'� �"� ��',��"�2 �� T ∪ {¬ϕ} �1��� �����������%�2 $"��$�
����0�� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A ��� ���������1 �� T ∪ {¬ϕ} ��"� A�
4��' '% � ����/����� %� �"� ��',��� %�� '�� �� T ����������� ������ �� ϕ�

!"��	�) 4� ��� /��"�� �#���"2  ��1�2 �0��� �3����� ,�1 ���# �'�� %� �������

'� � 7�����������%��8 '�� ��� %� +������ �$�'�"��� ����� 4� $�������������2

$�� �����;��2 1� � ������ �� ���/��1�� ���� �"� �������"�" 	 �%�� � %��� ���

=���%' ��&2 ��,�� ��� �� :���"%� �����

'
��
� 3)(3)

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� t�

�F 4� � t �1��� %���+�"��2 �'�� �� ;"��#%��� ��0#�� �'� ��� ����%�# �"� ����16

%"�"� v�

+F N�� '�� � t �1��� �#%+��� ���,���� c �"� Γ1� �'�� v(c) = cAH
= c2 ��' ���

����%' �"� $�%�� AH � w%���2 �� � t �1��� ��� �#%+��� ���,���� d�

�F N�� '�� � t �1��� �"� %��/�� f(t1, . . . , tn)2 '��� �� '��� t1, . . . , tn �0��� �"�

�$�'�"��2 $"��$� v(ti) = ti ��� ��,� 1 ≤ i ≤ n� �'��

v(f(t1, . . . , tn)) � fAH
(v(t1), . . . , v(tn)) E����%'� vF

� fAH
(t1, . . . , tn) E���� ���� ��',��"F

� f(t1, . . . , tn) E����%'� �"� AHF�

�� '��� ��� ����������� ��0#�� ����'� �� ;"��#%����

!"��	�) 4� +������ �#���" �"� ���"�"2 �0��� ���������� ��� ����%' �"� $�%��

AH � 4� $�������������2 1� � �10��� 3�0���� ��� ������1����� %�� ��0�#��

����1%"�" ��� �#���� � � '� � E:���"%� 	��F�



 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �  � �  � � � � � � ���

'
��
� 3)(5)

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ����������# �#��� ϕ�

�F 4� � ϕ �1��� ���������� %���+�"��2 �'�� �� ;"��#%��� ��0#�� �'� ��� ����%�#

�"� ����1%"�"� a�

+F N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ� �'��

a(ϕ) = A2 �� ��� %'�� �� a(ψ) = Ψ E�'��� ¬F
�� ��� %'�� �� ψ /∈ T∞ E���� ���� ��',��"F

�� ��� %'�� �� ϕ ∈ T∞ ET∞ ������F�

�F N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ� �'��

a(ψ → χ) = Ψ2 ��� a(ψ) = A ��� a(χ) = Ψ E�'��� →F

��� ψ ∈ T∞ ��� χ /∈ T∞ E���� ���� ��',��"F�

w% � " �0��" 7ψ ∈ T∞ ��� χ /∈ T∞8 �1��� ���$#��%" %� �"� 7ψ → χ /∈ T∞8�

����%���2 ��� '�� ψ ∈ T∞ ��� χ /∈ T∞ ��� ψ → χ ∈ T∞� �'�� ���/����

T∞ � χ2 ��� χ ∈ T∞2 ����%� ������ G��2 �� ψ ∈ T∞ ��� χ /∈ T∞2 �'��

ψ → χ /∈ T∞�

��� �� ���1����/�2 ��� '�� ψ → χ /∈ T∞2 ��'�� ¬(ψ → χ) ∈ T∞� w% �

� ¬(ψ → χ) → ψ ��� � ¬(ψ → χ) → ¬χ2 ��� T∞ � ψ ��� T∞ � ¬χ2 ��'��
ψ ∈ T∞ ��� ¬χ ∈ T∞2 $"��$� ψ ∈ T∞ ��� χ /∈ T∞�

������� ��0#�� 7a(ψ → χ) = Ψ �� ��� %'�� �� ψ → χ /∈ T∞8

��� ��� ��0#�� 7a(ψ → χ) = A �� ��� %'�� �� ψ → χ ∈ T∞8�

!"��	�) �� ����/�����v Z��1�2 �0��� %�,�� �� ��%������#���� �"� ��"�'�"��

��'� ���'��� E�����������F �#� �� 4� ����%�� �1���� $�����1��2 %�� � �/�16

������ ��� '�� $�� 0�"��%��������� �� �����'� '�� ��,� ������ �#���� �����0��

��� ������� ��������� ���v
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+��
���	����� 3)()

 $����"��'�"�� ���� �1��� ������" �"� ?����"��'�"��� ���� A�"��%�����#%�

���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

�F N�� '�� � ϕ �1��� ���%��'� �#���2 �� ��#%� �"� %��/�� P (t1, . . . , tn)� :�6

 ��#%� $�%� A ��� �" Γ1 ��� �����%����� v1, v2 ��"� A ��� ��%/ ��#� ����

%���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ��� ϕ2 $"��$� ���� %���+�"��� ��� �%6

/��1;����� ��� ϕ� :����%� �� ����3��%� ���� �'��� ��0#�� '��

A |= P (t1, . . . , tn)[v1]2 ��� A |= P (t1, . . . , tn)[v2]2

$"��$� '��

< v1(t1), . . . , v1(tn) >∈ PA, ��� < v2(t1), . . . , v2(tn) >∈ PA. E	�!�F

x� v1, v2 ��%/ ��#� ���� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���� '�� t12 ���� '�� t2

���� G��2 �'� ��� (�%%���� 	��2 ��0#��� v1(t1) = v2(t1), . . . , v1(tn) = v2(tn)2

��'�� ��0#�� " E	�!�F ��� ������� ��0#�� �� ;"��#%����

4� � ϕ �1��� �"� %��/�� t ≈ s2 �'�� �� ;"��#%��� ������ '%����

+F 4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ � ψ ∧ χ � ���2 �� ;"��#%��� �0�� ����������

���$��0,�1 ��� ���1��� �"� ?����"��'�"��� ���2 �/�# � ����%'� ��� sY^moR ����6

%�� �1;�� ���� ���$��%��� '� � ����+�� ���� �������/��� �� �1����� ���,����

��"� ���������� �������

�F N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀xψ ��� � ψ �0�� �" ;"��#%��" �$�'6

�"��� :� ��#%� $�%� A ��� �" Γ1 ��� �����%����� v1, v2 ��"� A ��� ��%/ ��#�

���� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ��� ϕ� = ����0�� ��� ���� �'��

7A |= ∀xψ[v1]2 ��� A |= ∀xψ[v2]8 ���$���%�1 %� �� �� ����3��%� �� ��0#��

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψ[v1(x|a)]2 ���
��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψ[v2(x|a)]�

4� �����"�����%� ���J ��0�� '�� �� %���+�"��� ��� �%/��1;����� ���#,���� ����

ψ �1��� '��� �%/��1;����� ���#,���� ��� ϕ ��� " x E�� � ����$�1��"� ∀ �1���
�������F� N�� ���� ��0'� a ∈ |A|� =� �����%����� v1(x|a), v2(x|a) ��%/ ��#�
���� ������2 �/�# " v1(x|a) E���1����0� v2(x|a)F ��%/ ��1 %� �" v1 E���1����0�



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 ���

v2F �J �����2 ��� ���/���� ��%/ ��#� ��" x� G��2 ��' �"� ���� ���� ��',��"2

�0��%� '�� A |= ψ[v1(x|a)] ��� A |= ψ[v2(x|a)]� 4� ����'� ���,����%� '��
��� ��,� a ∈ |A| ��0#�� A |= ψ[v1(x|a)]2 �'�� ������ '�� ��� ��,� a ∈ |A|
��0#�� A |= ψ[v2(x|a)] ��� ���1����/�� ������� � �#��� ∀xψ �0�� �" ;"��#%��"
�$�'�"���

+��
���	����� 3)*)

:� ��#%� ��0'���� �#���� ϕ,ψ ��� ��0�#�� %���+�"�� x� ��� �� ����� %����2

�0��%� �� ����3��%� '�� ��� ��,� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A ��0#�� A |=
∀xϕ ∨ ∀xψ → ∀x(ϕ ∨ ψ)[v]2 $"��$�

�� A |= ∀xϕ ∨ ∀xψ[v], E	�!�F

�'�� A |= ∀x(ϕ ∨ ψ)[v]. E	�!	F

 E	�!�F ���$���%�1 %� A |= ∀xϕ[v] � A |= ∀xψ[v]2 $"��$� %�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ϕ[v(x|a)]
� ��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψ[v(x|a)],


 E	�!!F

��� " E	�!	F ���$���%�1 %�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ϕ[v] � A |= ψ[v]. E	�!&F

w% � � ��'��� 0�����%�# �"� ��/���"� 7��� ��,�8 ��� ���"���� �1��� �������

���� �� �3��/��1;���� '��2 �� ��",�#�� " E	�!!F2 �'�� ��",�#�� " E	�!&F� p �$��

�1��� '��2 ��� ��0'� �#����2 �� ��,� ����0�1� ��� ���'��� �0�� %�� �$�'�"�� C �

��,� ����0�1� ��� ���'��� �0�� %�� �$�'�"�� -2 �'�� ��,� ����0�1� ��� ���'���

�0�� �"� �$�'�"�� C � �"� �$�'�"�� -�

��� �� $�#���� %����2 �� ;"��#%��� �1��� ��� 7��������$���%�82 $"��$� %�� $�%�

��� �"� ���1� ��",�#�� " E	�!&F2 ���� $�� ��",�#�� " E	�!!F� :� ��#%� ������

Γ1 ��� �����0�� $#� %���%��� ���"���"%����� �#%+��� P,Q2 $�%� A %� �#%���

�� �#���� %� $#� ����0�1� {a0, a1}2 ��%"��1� ��� ��%+'��� P �� �#���� {a0}
��� ��%"��1� ��� Q �� �#���� {a1}� ��1�������  � ϕ ��� �#�� P (x) ���  � ψ

��� �#�� Q(x)2 �#���� $����������%� '�� ��",�#�� " E	�!&F2 ��� $�� ��",�#�� "

E	�!!F�
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+��
���	����� 3)3)

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� �#��� η�

�F N�� '�� � �#��� η �1��� ���%��'�2 �� ��#%� �"� %��/�� P (t1, . . . , tn)� :� 6

��#%� $�%� A ��� ����1%"�" v ��"� A ��� ����0��%� ���� �'��� ��0#�� '��

A |= ∀xP (t1, . . . , tn)[v], ��� A |= ∀y(P (t1, . . . , tn))xy [v]. E	�!)F

w% � " ������������" �"� x ��' �" y ���� �#�� P (t1, . . . , tn) ���$���%�1 %�

������������" �� ��,��� ��' ���� '���� t1, . . . , tn� ?"��$� " E	�!)F �1�����

A |= ∀xP (t1, . . . , tn)[v], E	�!�F

�� ��� %'�� �� A |= ∀yP ((t1)xy , . . . , (tn)
x
y)[v]. E	�!
F

 E	�!�F ���$���%�1 %�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� < v(x|a)(t1), . . . , v(x|a)(tn) >∈ PA, E	�!�F

��� " E	�!
F ���$���%�1 %�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� < v(y|a)((t1)xy), . . . , v(x|a)((tn)xy) >∈ PA. E	�&�F

�#%/ �� %� �� (�%%� 	��2 ��� ��0'� a ∈ |A| ��0#�� v(x|a)(ti) = v(y|a)((ti)xy)
��� ��,� 1 ≤ i ≤ n� G�� " E	�!�F ���$���%�1 %� �"� E	�&�F ��� ������� ��0#�� "

;"��#%��" �0��" E	�!)F�

 ���1�� �" � η �� �1��� �"� %��/�� t ≈ s �1��� '%����

+F N�� ���� '�� � η �1��� �"� %��/�� ¬χ2 '��� � χ �0�� �"� �$�'�"��� :����%�
�� ����3��%� �� ��0#�� '��

A |= ∀x¬χ[v]2 �� ��� %'�� �� A |= ∀y(¬χ)xy [v]2

$"��$� �� ��0#�� '��

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ¬χ[v(x|a)], �� ��� %'�� ��
��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= (¬χ)xy [v(y|a)].


 E	�&�F

w% � (¬χ)xy = ¬(χxy)2 ��� " E	�&�F ���$���%�1 %�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A 
|= χ[v(x|a)], �� ��� %'�� ��
��� ��,� a ∈ |A| �1��� A 
|= χxy [v(y|a)].


 E	�&�F



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 ���

4�' �"� ���� ���� ��',��" '% � �0��%� '��

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= χ[v(x|a)], �� ��� %'�� ��
��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= χxy [v(y|a)].


 E	�&	F

���/���� " E	�&�F ������ ��' �"� E	�&	F2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

 ���1�� �" $�,����� ���$��%�� �1��� '%����

�F N�� 2 �����2 '�� � η �1��� �"� %��/�� ∀zχ� �� ;"��#%��� �1��� �� ��0#�� �
'0� '��

A |= ∀x∀zχ[v], �� ��� %'�� �� A |= ∀y(∀zχ)xy [v]. E	�&!F

.����#%� �� ���,����%� '�� " %���+�"�� z �1��� $��/������� ��' �" x L ������

" x �1��� $��%��%��" ���� �#�� ∀zχ2 ��'�� (∀zχ)xy = ∀zχ ��� �� ;"��#%��� ��0#��
���/����� �����"������ '�� � �#��� (∀zχ)xy �1��� 1$��� %� ��� �#�� ∀z(χxy)2
�0��%� '�� " E	�&!F ���$���%�1 %�

A |= ∀x∀zχ[v]2 �� ��� %'�� �� A |= ∀y∀z(χxy)[v]2

$"��$�2 �#%/ �� %� ��� ����� �'%� ��������� ����$������2 %�

A |= ∀z∀xχ[v]2 �� ��� %'�� �� A |= ∀z∀y(χxy)[v]2

��� ���$���%�1 %�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ∀xχ[v(z|a)], �� ��� %'�� ��
��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ∀y(χxy)[v(z|a)].


 E	�&&F

[�' �"� ���� ���� ��',��" �0��%� '�� ��� ��,� ����1%"�" v′ ��0#��

A |= ∀xχ[v′], �� ��� %'�� �� A |= ∀y(χxy)[v′]. E	�&)F

w% � ��� ��,� a ∈ |A| " ����1%"�" v(z|a) %����1 �� ,� �",�1  � %�� ����1%"�"
v′� G�� " E	�&)F ����������� �" E	�&&F2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

+��
���	����� 3)5)

4��$����#��%� ����� '2�� ���/������ ��"� ��'$��3"2 $"��$� '�� �KΛ x ≈ y →
(t ≈ t∗)� A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� t�

�F N�� '�� � t �1��� %���+�"��� 4� %�� � t �1��� " x2 �'�� � t∗ �1��� " y ��� ��

;"��#%��� �1��� �KΛ x ≈ y → x ≈ y2 �� ���1� ��0#�� E���������� %� +��" ��



��� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

����$���%� ���!F� 4� ���� � t �1��� �����$����� %���+�"�� z $��/������� ��' �"

x2 �'�� � t∗ �1��� � 1$��� � t ��� �� ;"��#%��� �1��� '�� �KΛ x ≈ y → z ≈ z� w% �2

� �#��� z ≈ z �1��� �31 %�2 ��� �KΛ z ≈ z ��� ������� x ≈ y �KΛ z ≈ z2 ��'

�� ���1� ����#���� �� ;"��#%����

+F N�� '�� � t �1��� �� �#%+��� ���,���� c� �'�� � t∗ �1��� ���� �� c2 ��'��

�� ;"��#%��� �1��� '�� �KΛ x ≈ y → c ≈ c2 �� ���1� ����#���� %� 0���" ���

�0�%���� 4�� E���������� '� � ��� �F ������� F�

�F N�� '�� � t �1��� �"� %��/�� f(t1, . . . , tn)2 '��� �� '��� t1, . . . , tn �0��� �"�

�$�'�"��� N���2 �� �1;��%� '��

�KΛ x ≈ y → t1 ≈ t∗1, . . . , �KΛ x ≈ y → tn ≈ t∗n E	�&�F

��� ,����%� �� $�13��%� '�� �KΛ x ≈ y → f(t1, . . . , tn) ≈ (f(t1, . . . , tn))∗2

$"��$�

�KΛ x ≈ y → f(t1, . . . , tn) ≈ f(t∗1, . . . , t
∗
n). E	�&
F

w� � ��� �� ����$���%� 	��!2 %����#%� '% � �� $�13��%� '��

�KΛ t1 ≈ t∗1 → (. . .→ (tn ≈ t∗n → f(t1, . . . , tn) ≈ f(t∗1, . . . , t
∗
n)) . . .). E	�&�F

4�' ��� E	�&�F ������ '��

x ≈ y �KΛ t1 ≈ t∗1, . . . , x ≈ y �KΛ tn ≈ t∗n. E	�)�F

*#���� ���� ��%����1���%� �"� E	�&
F ��' ��� E	�&�F ��� E	�)�F� �

4� ��,��%� ���� ���� �#��� ��'0� %��2 $"��$� '��

�KΛ x ≈ y → (ϕ↔ ϕ∗). E	�)�F

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� �#��� ϕ2 ���,������� '�� " x

�%/��1;���� ���#,��" �J ���'� L ������2 � ϕ∗ �1��� � 1$��� %� �� ϕ ��� " E	�)�F

��0#�� ���/�����

�F N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� P (t1, . . . , tn)� �� ;"��#%��� �1���

�KΛ x ≈ y → [P (t1, . . . , tn) ↔ (P (t1, . . . , tn))∗]2

$"��$�

�KΛ x ≈ y → (P (t1, . . . , tn) ↔ P (t∗1, . . . , t
∗
n)). E	�)�F



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 ��!

.� +��" �� ����� %����2 �0��%� '��

�KΛ x ≈ y → t1 ≈ t∗1, . . . , �KΛ x ≈ y → tn ≈ t∗n. E	�)	F

A�"��%��������� �"� E	�)	F2 %����#%� �� ���$�13��%� �"� E	�)�F L $�� ��� +F

�"� G��"�"� 	��)�

4� � ϕ �1��� �"� %��/�� t ≈ s2 ����;'%���� ���'%����

+F N�� '�� � �#��� ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ2 '��� � ψ �0�� �"� �$�'�"��2 $"��$�
��0#�� �KΛ x ≈ y → (ψ ↔ ψ∗)� w% �2 � �#��� (ψ ↔ ψ∗) ↔ (¬ψ ↔
(¬ψ)∗) �1��� �����' ,���"%� ��� -(2 �/�# �����0���� ��' ��������1�2 ��� �

�#��� (¬ψ)∗ �1��� � 1$��� %� ��� ¬ψ∗� G��2 %� ����'��"�" ������� ���$�13� �2

����#���� '�� �KΛ x ≈ y → (ϕ↔ ϕ∗)2 $"��$� �� ;"��#%����

�F 4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ2 �'�� ����;'%���� ���������� '� � ��"�

���"��#%��" ���1�� �"�

$F N�� ����� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀zψ E'%��� ��� ∃zψF2 '��� � ψ �0�� �"�
�$�'�"��2 $"��$� ��0#��

�KΛ x ≈ y → (ψ ↔ ψ∗). E	�)!F

('� �"� ��0���� ��',��"� '�� " x �1��� �������������%" ��' �"� y ��� ϕ2 "

%���+�"�� z �1��� $��/������� ��' �"� y� E*�1�"� " z �1��� $��/������� ��' �"

x2 �/�# ���,���%� '�� " x �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ�F

�����"��#%� ���J ��0�� '�� � ϕ∗ �1��� � �#��� ∀zψ∗ E$"��$�2 � ∀z(ψ∗)F�

('� �"� E	�)!F2 ��0#��� �� x ≈ y �KΛ ψ → ψ∗ ��� x ≈ y �KΛ ψ
∗ → ψ� G��2

0�"��%��������� �"� G��"�" 	��!2 ����#����� �� x ≈ y �KΛ ∀zψ → ∀zψ∗ ���

x ≈ y �KΛ ∀zψ∗ → ∀zψ2 ��' ��� ���1�� ������ '�� x ≈ y �KΛ ∀zψ ↔ ∀zψ∗�

G��2 �'� ��� :� ��%���� 4��� ���2 ��%����1���%� '�� �KΛ x ≈ y →
(∀zψ ↔ ∀zψ∗)2 $"��$� �� ;"��#%����

!"��	�) 4� ���#B��� � ��� '��� ��� �����������2 ���0��"�����2 ���' $�10���

'�� �0��� ����" ��" 0���" ������� ��0����� ��� �0��%� ���������� 4� �������6

���� $�����1��2 %"� �����"��#����2 ���� %�� ����%��� �����"���� $����"��'6

�"���

+��
���	����� 3)6)

�F A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� s�  ��'$��3" �1��� ���'6



�!" � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

%��� %� ���1�" ��� (�%%���� 	�� L �� �����'� '�� �$� ������,����#%� �" %���6

+�"�� x %� '��2 ���1 �� �"� ��������������%� %� ���" %���+�"��2 $�� ��"���;��

���������� �" $��$����1��

�F A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� �#��� ϕ�

�F N�� '�� � ϕ �1��� ���%��'�2 �� ��#%� �"� %��/�� s ≈ r2 '��� s, r �1��� '����

�'��

A |= ϕxt [v]2 ��� A |= (s ≈ r)xt [v]

��� A |= sxt ≈ rxt [v] E$��$����1�

������������"�F

��� v(sxt ) = v(rxt ) E����%'� sY^moRF

��� v(x|v(t))(s) = v(x|v(t))(r) E%���� � �"�

?����"��'�"���F

��� A |= s ≈ r[v(x|v(t))] E����%'� sY^moRF

��� A |= ϕ[v(x|v(t))]�
w%��� $����#��%� �� � ϕ �1��� �"� %��/�� P (s1, . . . , sn)�

+F N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ2 '��� � ψ �0�� �"� �$�'�"��� �'��2 %� +��"
��� ����%' ��� sY^moR2 �0��%�

A |= ϕxt [v]2 �� ��� %'�� �� A |= (¬ψ)xt [v]

�� ��� %'�� �� A |= ¬ψxt [v] E$��$����1�

������������"�F

�� ��� %'�� �� A 
|= ψxt [v] E����%'� sY^moRF

�� ��� %'�� �� A 
|= ψ[v(x|v(t))] E���� ����

��',��"F

�� ��� %'�� �� A |= ¬ψ[v(x|v(t))] E����%'� sY^moRF

�� ��� %'�� �� A |= ϕ[v(x|v(t))]�
w%��� $����#��%� �� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ2 '��� �� ψ,χ �0��� �"�

�$�'�"���

�F N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀yψ ��� '��� �� �#��� %���'���"� ����6
����'�"��� �0��� �"� �$�'�"�� L �����0�2 �$� ������ �� ,�%",�1�� �" �"%�1 �"

� %��� �� :���"%� 	��� �'��

A |= ϕxt [v], ��� A |= (∀yψ)xt [v], ��� A |= ∀y(ψxt )[v],
��� ��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψxt [v(y|a)].


 E	�)&F



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 �!�

= �#��� ψxt �0�� %���'���" ��������'�"�� ��' �� ϕ2 ��� �0�� �"� �$�'�"��2

$"��$� ��� ��,� ����1%"�" v′

A |= ψxt [v′]2 �� ��� %'�� �� A |= ψ[v′(x|v′(t))]�

�������2 ,� ������ �"� ����1%"�" v(y|a)  � v′2 �0��%� '�� " E	�)&F ���$���%�1
%�

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψ[v(y|a)(x|v(y|a)(t))]. E	�))F

*���$� '% � " %���+�"�� y $�� �%/��1;���� ���� t2 " ��%� ��� t $�� �3�������

��' �"� ��%� �"� y2 ��� v(y|a)(t) = v(t)� ������� " E	�))F �1�����

��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψ[v(y|a)(x|v(t))]

� ��� ��,� a ∈ |A| �1��� A |= ψ[v(x|v(t))(y|a)], E	�)�F

�/�# $�� ��1;�� �'�� %� ���� ����� ����;��%� ��� ��%�� ��� " v $1��� ���� %�6

��+�"��� x, y� w% �2 %� +��" ��� ����%' ��� sY^moR2 " E	�)�F ���$���%�1 %�

A |= ∀yψ[v(x|v(t))]2 $"��$� %� A |= ϕ[v(x|v(t))]2 ��� �1��� �� ;"��#%���� N���
�����"������� " ���� ���� ��'$��3"�

+��
���	����� 3)7)

N�� '�� �� T∞ �1��� ����/����'� �'�� ����0��m ∈ N ��� �� ���1� �� Tm �1���

����/����' E,�%���� �"� �������"�" 	 %��� ��� =���%' ����F� :� ��#%� ��

���0���� ������ m2 �� ���1� ���#��� %� n+12 ��� ������ n ∈ N E�/�# �� 0 �1���

�������F� *���$� �� �#���� Tn ∪ {∃ynϕn → (ϕn)
yn

dkn
} �1��� ����/����'2 �'� 

��� ,� ��%���� ���� ��� �� �����2 ��0#��

Tn �KΛ ¬(∃ynϕn → (ϕn)
yn

dkn
)�

w% � �KΛ ¬(ϕ→ ψ) → ϕ ��� �KΛ ¬(ϕ → ψ) → ¬ψ ��� ��0'���� �#���� ϕ,ψ
E�'� �"� ��'���"� 	��F� G��

Tn �KΛ ∃ynϕn E	�)
F

��� Tn �KΛ ¬(ϕn)
yn

dkn
. E	�)�F



�!� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

 ������� ��� ��%+'��� ���,���� dkn �1��� ������ ��� %�� ��������� �� ��6

%�������%�2 ��' �"� E	�)�F2 %� +��" �"� ��'���" 	�	2 '��

Tn �KΛ ∀yn¬ϕn. E	���F

4�' ��� E	�)
F ��� E	���F '% � ������ '�� �� Tn �1��� ����/����'2 ����%� ��� $�

��%+�+�;���� %� �"� ������� ��� n�

+��
���	����� 3)8)

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

�F N�� '�� � ϕ �1��� ���%��'�2 $"��$� �#��� �"� %��/�� P (t1, . . . , tn) E,�%����

'�� �� ≈ $�� �1��� �#%+��� �"� �������F� �'��

AH |= P (t1, . . . , tn)[v]2 ��� < v(t1), . . . , v(tn) >∈ PAH

E����%'� 	��F

��� < t1, . . . , tn >∈ PAH

EG��"�" ���� 	��	F

��� P (t1, . . . , tn) ∈ Σ

E����%'� AHF�

+F N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ2 '��� � ψ �0�� �"� �$�'�"��� �'��

AH |= ¬ψ[v]2 �� ��� %'�� �� AH 
|= ψ[v] E����%'� sY^moRF

�� ��� %'�� �� ψ /∈ Σ E���� ���� ��',��"F

�� ��� %'�� �� ¬ψ ∈ Σ E��"�'�"�� ��� �F�

w%��� �� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ2 '��� �� ψ,χ �0��� �"� �$�'�"���

�F �����2 �� ���,����%� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀yψ2 '��� ��,� �#��� %���'6
���"� ��������'�"��� �0�� �"� �$�'�"��� �� ;"��#%��� �1��� �� $�13��%� '��

AH |= ∀yψ[v] �� ��� %'�� �� ∀yψ ∈ Σ�

:� ���$�13��%� ����� '�� �� AH |= ∀yψ[v]2 �'�� ∀yψ ∈ Σ L ��"� ��'$��3"

���� ,� �1��� ��/�� � �'��� � � ���,���� pQToRT�

N�� ����'� '�� AH |= ∀yψ[v]2 ���� ∀yψ /∈ Σ� �'��

��� ��,� t ∈ |A| �1��� AH |= ψ[v(y|t)] E	���F



 � � � � � # � � � � � � � � � � � � 
 �!�

��� ¬∀yψ ∈ Σ� w% � �KΛ ¬∀yψ ↔ ¬∀y¬¬ψ2 %� +��" �� �����'� '�� �KΛ

ψ ↔ ¬¬ψ ��� �"� G��"�" 	��!� G��2 ����$� �� � �0�� �"� �$�'�"�� E	�	�F2 ��0#��
¬∀y¬¬ψ ∈ Σ� �������2 ��� �� ��� �#%+��� ���,���� d ��� �� ���1� � �#���

¬∀y¬¬ψ → ¬ψyd ������ ��� �2 ��0#�� ¬ψyd ∈ Σ2 ��'�� ψyd /∈ Σ� w% �2 � �#���

ψyd �1��� %���'���"� ��������'�"��� ��' �� ϕ2 ��� ,� ��0#�� AH 
|= ψyd [v] E�'� 

�"� ���� ����� ��',��"�F� G��2 �'� ��� (�%%���� 	�! E���/���� " y �1���

�������������%" ��' �� d ���� �#�� ψF2 ��0#�� AH 
|= ψ[v(y|v(d))]2 $"��$�2 %�
+��" �"� G��"�" 4����3���'�"�"� 	��	2 ��0#��<

AH 
|= ψ[v(y|d)]. E	���F

 E	���F ���/���� ����/����� %� �"� E	���F2 ������� ��0#�� �� ;"��#%����

���� ,J ���$�13��%� �� ���1����/�2 $"��$� '�� �� ∀yψ ∈ Σ2 �'�� AH |= ∀yψ[v]�

N�� ����'� '�� ∀yψ ∈ Σ� :� $�13��%� '�� ��0#�� AH |= ∀yψ[v] �2 ���$#��%�2

�'� ��� ����%�# ��� sY^moR2 '��

��� ��,� t ∈ O(ΓH1 ) �1��� AH |= ψ[v(y|t)]�

:� ��#%� ��0'��� '�� t �"� ΓH1 � *���$� ,� �����",�1 0���" ��� 4�! ��� ���

�#�� ψ2 �" %���+�"�� y ��� ��� '�� t2 ������ �� ��0#�� � ��������%'� �"� ����6

���������%'�"��� �"� y ��' ��� t� 4��' �3��/��1;���� ��' �� :���"%� 	�
�

:� ��#%� $"��$� �#�� ψ̂ ��� ��� ���1�

�KΛ ψ ↔ ψ̂ ��� " y �1��� �������������%" ��' ��� t ���� ψ̂�

�����"��#%� '�� %� +��" �"� G��"�" 	��!2 ��0#�� �KΛ ∀yψ ↔ ∀yψ̂� 4/�#
∀yψ ∈ Σ2 �'� �"� �$�'�"��� E	�	�F ��� �2 ��0#�� ∀yψ̂ ∈ Σ� w% � � �#���

∀yψ̂ → ψ̂yt �1��� �31 %�2 ��� �KΛ ∀yψ̂ → ψ̂yt ��� �������2 ���� �'� �"� E	�	�F2

∀yψ̂ → ψ̂yt ∈ Σ� �'�� '% � Σ �KΛ ψ̂yt ��� ��� ψ̂
y
t ∈ Σ� = �#��� ψ̂yt �0��

%���'���" ��������'�"�� ��' �� ϕ2 ���2 �'� �"� ���� ����� ��',��"�2 ��0#��

AH |= ψ̂yt [v] ��� �������2 �'� ��� (�%%���� 	�!2 AH |= ψ̂[v(y|v(t))]2 $"��$�
AH |= ψ̂[v(y|t)]� 4/�# �KΛ ψ ↔ ψ̂2 ,� ��0#�� ��� AH |= ψ[v(y|t)]2 $"��$� ��
;"��#%����



�!� � � � �  � � � �� � � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � �

�
�
�	� �����������
��

'
��
� 3)() I��1�� �� $��$��$�����%%��� � � �#� �

∃x1∀x2P (x1, x2) → ∀x2∃x1P (x1, x2)2 [(∀x(ϕ→ ψ) ∧ ∃xϕ) → ∃xψ]�

'
��
� 3)*) ����� �#��� %��� �"� ������/� � � �����,��� � ���/�����

∀x1Q(x1) ∧ P (x1, x2) → ∃x2¬P (x1, x2)2

¬∃x1∀x2P (x1, x2) ∨ ∀x1Q(x1) ↔ Q(x2)v

'
��
� 3)3) �F I��1�� �#���� �"�Γθσ1 ��� ��������0�#� ���� ���������< 7@���6

0�� ��� �#����2 ��� $�� �0�� ����0�1�82 7-�,� �#���� �1��� ����0�1� ��'� ���'6

���8�

+F I��1�� �#���� �"� Γθα1 ��� ��������0�#� ���� ���������< 7@���0�� ���� /���6

�'� ���,%'�2 ��� $�� �1��� � ��'%���� �����'� /�����# ���,%�#82 7?#� ��0'����

/�����1 ���,%�1 �0��� ���'%��� $��/������' ��' �� �,����%� ����8�

'
��
� 3)5) N�� v ����1%"�" ��" $�%� N ∗ ��� �" Γθα1 E����$���%� 	�!ER�FF

��� �"� ���1� v(x1) = −32 v(x2) = −4 ��� v(x3) = 0�

�F ����$���1��� ��� ��%�� � � ��'���, � '� � ��� �"� v ��"� N ∗<

(x′1 ⊕ x′′2)′ ⊕ (x1 ⊗ x3)2 x2 ⊗ (x1 ⊕ (x′′3 ⊗ 0))�

+F ����� ��' ���� ��'���,��� �#���� ��",�#��� ��� �" v ��"� N ∗v

∃x1 0′′ ⊗ x1 ≈ x22 ∀x1 x1 
≈ 0 → x3 ≈ x2�

'
��
� 3)6) ����� ��' ��� ��'���,�� ��������� �"� Γθα1 �1��� ��",�1� ��" $�%�

N v

∃x1 x1 ⊕ x1 ≈ �2 ∀x1 x1 ≈ x1 ∨ ∃x0 x0 
≈ x02

∀x1 x1 
≈x1 → ∀x1∀x2 x1 ⊕ x2 ≈ x2 ⊕ x1�

'
��
� 3)7) N�� Σ ⊆ T (Γ1) ��� A $�%� ��� �" Γ1� *1��� ���,��� '��2 ��

��,� ����0�1� ��� Σ �1��� �����������%� ��"� A2 �'�� ��� �� Σ �1��� ���������6

��%� ��"� Av
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'
��
� 3)8) N�� Γδ1 " ������ �"� ,� �1�� $����3"�2 $"��$� " �� ��+�,%��

������ %� %'�� %" �����' �#%+��� �� $�%���� ���"���"%����' �#%+���≺� N�� 
A2 B2 C �� $�%�� ��� �" Γδ1 ��� ��1;�����  � �3��<

|A| = N2 |B| = Z2 |C| = Q ��� ≺A=<N2 ≺B=<Z2 ≺C=<Q�

I��1�� ��������� ϕ,ψ �"� Γδ1 ������� ����

�F B |= ϕ ��� A |= ¬ϕ
+F C |= ψ ��� B |= ¬ψ�

'
��
� 3)9) ?�13�� '�� ��� ��,� $�%���� ���"���"%����' �#%+��� P ���

������$����� %���+�"��� x, y

�F ∃x∀yP (x, y) |= ∀y∃xP (x, y)

+F ∀y∃xP (x, y) 
|= ∃x∀yP (x, y)�

'
��
� 3):) �F ?�13�� '�� ��� ��0'���� �#���� ϕ,ψ ��� �����$����� %���+�"��

x ��0#�� |= ∃x(ϕ ∧ ψ) → ∃xϕ ∧ ∃xψ�
+F I��1�� �#���� ϕ,ψ ��� %���+�"�� x ��� �� ���1� ��0#�� 
|= ∃xϕ ∧ ∃xψ →
∃x(ϕ ∧ ψ)�

'
��
� 3)(;) ?�13�� '�� ��� �������$����� �#���� ϕ,ψ ��� %���+�"�� x2 �� "

x $�� �%/��1;���� ���#,��" ��� ϕ2 �'�� |= (∀xψ → ϕ) ↔ ∃x(ψ → ϕ)�

'
��
� 3)(() 4��$�13�� �� �'%� ������������"� �"� ���"���"%������ ��6

�����2 $"��$� '�� ��� ��0'���� �#���� ϕ,ψ, χ2 �� � χ �1��� ����#��� ��� ϕ �������

��� χ ≡ ψ ��� $�� ����0�� %���+�"�� ��� �%/��1;���� ���#,��" ���� ψ2 ���

�1��� $��%��%��" ��� ϕ2 �'�� ϕ ≡ ϕ[χ/ψ]�

'
��
� 3)(*) N�� Π ⊆ Π(Γ1) ������ ��� ��� ��,� ϕ ∈ Π(Γ1) �0��%� Π |= ϕ

�Π |= ¬ϕ� N�� ��1�"�A ��� %������ ���Π� 4��$�13�� '�� ��� ��,� ϕ ∈ Π(Γ1)

��0#��

A |= ϕ2 �� ��� %'�� �� Π |= ϕ�
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'
��
� 3)(3) I��1�� �#���� �� �������� ����$������� %��/� ��� �1��� ������

���$#��%�� %� ����

∀x(P (x) → x ≈ y) → (∃zP (z) → ∃uz ≈ u)2

∃xx ≈ y → (P (x) → ¬∃zx ≈ z)�

'
��
� 3)(5) ?�13�� '�� ��� ��,� �#���� �#� � T 2 ��0'���� �#���� ϕ,ψ ���

�����$����� %���+�"�� x2 %� �"� �����',��" '�� " x $�� �%/��1;���� ���#,��"

�� ������ ����0�1� ��� T 2 ��0#��

�� T � ϕ→ ψ2 �'�� T � ∀xϕ→ ∀xψ�

'
��
� 3)(6) ?�13�� '�� ��� ��0'��� %���%��� ���"���"%����� �#%+��� P,Q

{Q(x),∀y(Q(y) → ∀zP (z))} � ∀xP (x)�

'
��
� 3)(7) 4��$�13�� '�� ��� ������$����� %���+�"��� x, y, z, u

�F � ∀x∀y∀z(x ≈ y → (y ≈ z → x ≈ z))

+F � ∀x∀y∀z∀u[x ≈ z → (y ≈ u→ (P (x, y) ↔ P (z, u))]�

'
��
� 3)(8) 4��$�13�� �� :���"%� ���1����"� ���,���� E:���"%� 	��F�

'
��
� 3)(9) ?�13�� %� ����$���%� '�� " ���,��" ��� ����0�� ��� :���"%�

	�� ��� �� �#%+��� ���,���� c �1��� �����1�"�"�

'
��
� 3)(:) N�� ϕ �#��� ��� x, y %���+�"���� ?�13�� �� �3��<

�F ?�� ��0#�� ����� '�� � �#��� (ϕxy)
y
x ����1;���� %� �� ϕ�

+F 4� " y $�� �%/��1;���� ��,'��� ��� ϕ2 �'�� " y �1��� �������������%" ��'

�" x ��� ϕxy ��� � (ϕxy)
y
x ����1;���� %� �� ϕ�

'
��
� 3)*;) 4��$�13�� �� �'���%� 	���

'
��
� 3)*() ?�13�� '�� � �#��� ��� ����$�1�%���� 	��) �1��� �����' ,��6

�"%�2 0 �1� �� 0�"��%��������� �� �'���%� 	���
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'
��
� 3)**) ?�13�� '�� ��� ��0'� $�%���� ���"���"%����' �#%+��� P �0��%�

∀x∀yP (x, y) � ∀y∀xP (y, x)�

'
��
� 3)*3) 4��$�13�� �� :���"%� 	�
�

'
��
� 3)*5) N�� $�%�A2 v ����1%"�" ��"�A ��� x, y ��0�#��� %���+�"����

?�13�� �� �3��<

�F ��� ������$����� '�� t2 A |= x ≈ y → t ≈ t∗[v]2 '��� t∗ �1��� '��� ���

��1����%� ��' ��� t ������,�������� �" x %� �"� y �� %������ � '��� ���

�%/��1���� �"��

+F ��� ��,� ���%��' �#�� ϕ ��0#�� A |= x ≈ y → (ϕ↔ ϕ∗)[v]�

'
��
� 3)*6) 4��$�13�� �� :���"%� 	����

'
��
� 3)*7) ?�13�� '��2 �� " Γ1 �0�� ���,%���%� ���,�� ��%+'� �2 �'�� ��

�#���� � � �#� � �"� Γ1 �1��� ���,%���%��

'
��
� 3)*8) N�� Γ12 Γ′
1 �� ��+�,%��� ������� ������� ���� ��,� �#%+���

�"� Γ1 �1��� �#%+��� �"� Γ′
1� ?�13�� '�� ��� ��0�#�� $�%� A′ ��� �" Γ′

1 ���

��0�#�� ����1%"�" v ��"� A′ ��0#�� '�� ��� ��,� �#�� ϕ �"� Γ1

A′ |= ϕ[v]2 �� ��� %'�� �� A |= ϕ[v]2

'��� A �1��� � ��������%'� ��" Γ1 �"� $�%�� A′2 $"��$� " $�%� ��� ��1����%�

��' �"� A′ ������1������ ��� ��%"��1�� � � ��%+'� � �"� Γ′
1 ��� $�� �1���

�#%+��� �"� Γ1�
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z�{ �� ."���1$"�< ��� �� ��"��� 
�� ��"��� �	�"	������
�� ��� ��� H6595;2

-��$�%1���2 4,���2 �����

z�{ .� .�'�������< ��"��� ��� ������!�2 ���"2 :�������1�"2 ���&�

z	{ 4� �;��+����< ������&� ,�*�������� ��"����2 ���"2 :�������1�"2 ��
��

z!{ p� \� fSSRT_hYlm2 b� jXlr � n� shWrYm< >8?@A78?<=89 :5;<=2 g�^RT_Q^6

cQ^XY_2 �Qq �W^o2 ���!�

z&{ p� V� fTiQ^aWT< B 78?@A78?<=89 <C?65OJ=?<5C ?5 95;<=2 [eYiQrRe d^Qmm2 �Qq

�W^o2 �����

z){ b� p� OYXXRQ^< :5;<= F56 P57IJ?A6 h=<AC=A2 b� nRXQ| � gWTm2 �Qq �W^o2 ��
��

z�{ f� ]QTiQXmWT< iC?65OJ=?<5C ?5 >8?@A78?<=89 :5;<=2 nYimqW^ah � V^WWom>`WXQ2

VQXrWTa2 `YXRyW^TRY2 ��
��
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A �1� �%/�+��1�2 ����0��� ������ ,�%��� ��� $�� ���#/,"��� ��� ���'� ��6

0���1$��2 �� ��� ��0�� ,� ��#����  � +����� ,�%��� .�,"%������ (������2

%���3# � � ���1 � �1��� �� �3��<

�F �����%'� ����B� � OQTaUQT EOQTaUQT mQ�lQTa eYXelXlmF

+F %�,�$�� ��1���"� E^QmWXlaRWTF

�F ����� ,���"%� %" ��"�'�"��� ��� OWQiQX�

��� �� �F2 +F2 ��� �/���#� ������������ �������1���� �"� ������� �"� �����6

������ ������� ���2 %����1� �� +���� ���������� ������������ ��� �F2 �F �"�

+�+������/1���

�� ��������%� ��� ���/������ ��� �F ,� ��1��� �"%�����'����2 �/�# ���� '��

����0�� $������" ���%��� ��"� ���,��� ��� ��" ���������� ������� ��� ����6

$�1�%���� 0��"2 E���,������� '�� �� P �1��� �������F �� �#���� � � ������� �

��� ��",�#��� ��" ����," $�%� N E$�� ����$���%� 	�!ERRRFF $�� ����1;���� %�

�� �#���� � � ������� � ��� ���$����#����� ������ ��� �#��"%� -(P E$��

��;��"�" %��� �� ����$���%� 	��
F2 $"��$� ����0�� %�� ��'���" ϕG �"� Γθα1
������ ����

N |= ϕG2 ���� 
�KΛP ϕG E�2 ���$#��%�2 P 
�KΛ ϕGF�

-��� ��������2 ���'�� ��� " ���,��� ���$����� %� �"� ���$��3�%'�"��2 %� �"�

������ � � :� �"%�� � 	�� ��� 	���2 " ���,��� $� %����1 �� ���0,�1 ���� �

��"� ���$��3�%'�"��� .J ���� �'���2 ����$� " ���$��3�%'�"�� ��' $�,�� �#6

���� ���,��� � �$"��1 �� 7���$��%��� �����,%���%�8 �#���� E$�� ��;��"�"

��� ����� �"� ��'�"��� 	�&F2 " ���,��� E��� �" $�%� N F $�� %����1 �� �1��� 7%"6

0�����82 $"��$� �� ���0,�1 ��" %"0����� $��$����1� ������� ��'$��3"�� 4��6

������� ������������ ��� ,� ��%���� ����# %����1� �� +���� ��� 	F2 &F ��� �F

�"� +�+������/1���
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'
��
� *)()

*/��%';����� ��� ���$��%��' ����%' �"� f 2 �0��%�

f(((p1 → p2) ∧ ((¬p2) → p0))) =

f((p1 → p2)) + f(((¬p2) → p0)) + 1 =

(f(p1) + f(p2) + 1) + (f((¬p2)) + f(p0) + 1) + 1 =

(f(p1) + f(p2) + 1) + ((f(p2) + 1) + f(p0) + 1) + 1 =

(0 + 0 + 1) + ((0 + 1) + 0 + 1) + 1 = 4�

w%��� ������1;��%� '�� g(((p1 ∨ (p2 → p3)) ∧ (¬p3))) = 3�

+F A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ� 4� � ϕ �1��� ����������

%���+�"��2 �'�� f(ϕ) = 0 ≤ 0 = g(ϕ)� N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ ���

f(ψ) ≤ g(ψ)� �'�� f(ϕ) = f(ψ) + 1 ≤ g(ψ) + 1 = g(ϕ)�

�����2 ��� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ ∨ χ2 '��� �� ψ,χ �0��� �"� �$�'�"��2

$"��$� ��0#��� �� f(ψ) ≤ g(ψ) ��� f(χ) ≤ g(χ)� �'��

f(ϕ) = f(ψ)+ f(χ)+1 ≤ max(f(ψ), f(χ))+1 ≤ max(g(ψ), g(χ))+1 = g(ϕ)�

'
��
� *)*)

�F 4���1 �� $��0,�1 '�� ��� ������$����� ���$����� ����������� b1 : T1 →
{A,Ψ} ��� b2 : T2 → {A,Ψ}2 �� b1, b2 ��%/ ��#� ��� ����� ����0�1� � � 1, 2�

w% �2 %� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ����������# �#��� ϕ2 %����#%� ��

$�13��%� '�� ��� ��,� ϕ ��� ������ ��� ��� ��$1� ����%�# �"� b1 ��� ��� ��$1�

����%�# �"� b2 ��0#�� b1(ϕ) = b2(ϕ)� 4��' �3��/��1;���� ��' �� �����'� '�� ��

b1, b2 ��%/ ��#� ���� ����������� %���+�"��� ��� ������,�#� ���� ���'��� E�F

��� :� ��%���� ��!�



�"�  � � � � � � � � � � 
 � 
 � � � � �  � � � � � �

+F N�� '�� ����0�� ���������'� �#��� ��� $�� ������ ��� ��$1� ����%�# �"� a�

�'�� ����0�� ������� %� ���0���" ��������'�"�� ��� ��� ϕ ���� ��' ����#�� =

ϕ $�� %����1 �� �1��� ���������� %���+�"��2 ��� �1��� �"� %��/�� ¬ψ � ψ ∧ χ
� . . . 4� ���,����%� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ� �'�� � ψ ������ ��� ��$1�

����%�# �"� a2 $"��$� ��� ��$1� ����%�# ������� ���$����� ������"�"� b %�

��$1� ����%�# � =�1;��%� �" ������"�" b′ : T ∪ {¬ψ} → {A,Ψ}2 '��� b′�T = b

��� b′(¬ψ) = F¬(b(ψ))� �'�� " b′ �1��� ���$���� ��� � ¬ψ ������ ��� ��$1�

����%�# �"�2 ��'�� � ¬ψ ������ ��� ��$1� ����%�# �"� a2 ��� �1��� ������
�F 4/�# ��,� ���$���� ������"�" �1��� �������" �"� a2 " a �1��� ��� ����

�������" �"� a� N�� ���� ϕ ��0�� �#��� ��� b ��0�#�� ���$���� ������"�"

������ ���� � ¬ϕ �� ������ ��� ��$1� ����%�# �"� b� E.� +��" �� �F ������� 2
�����$����� ������ ���$���� ������"�" �1��� �31��� �����F �'��

a(¬ϕ) = b(¬ϕ) = F¬(b(ϕ)) = F¬(a(ϕ))�

w%��� $�10���%� '�� ��0#��� '��� �� ��'������ ��' ��� �0����� E�F�

$F N�� â : T (Γ0) → {A,Ψ} ���$���� ������"�"� .� ���� �� ��"� �������6
�'�"�� ��� ϕ2 $�10���%� '�� ��� ��,� ���������' �#�� ϕ ��0#�� a(ϕ) = â(ϕ)�

�������2 " a ����1;���� %� �"� â�

'
��
� *)3)

�F 4�' ��� ����%' �"� ������������ ������� ���2 ��0#��<

Σ ∪ {ϕ} |= ψ2 ��� ��� ��,� ����1%"�" a2 �� " a ���������1

�� Σ ∪ {ϕ}2 �'�� " a ���������1 ��� ψ
Σ |= ϕ→ ψ2 ��� ��� ��,� ����1%"�" a2 �� " a ���������1

�� Σ2 �'�� " � ���������1 ��� ϕ→ ψ�

w% �2 %� +��" ��� �1���� ���,���� �"� ������� ���2 " ��0�#�� ����1%"�" a

���������1 ��� �#�� ϕ→ ψ2 ��� ��0#�� '��

�� " a ���������1 �� ϕ2 �'�� " a ���������1 ��� ψ�

�������2 ��0#�� �� ;"��#%����

+F w%���2 %� +��" ��� ����%' �"� ������������ ���$���%1�� ��� ��� �1����

���,���� ��� ���$��%�� ↔�



� � � �  � � � � � �"�

'
��
� *)5)

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ2 '��� ϕ ��0'� ����0�1�

��� ���'��� � � ����������� �#� � ��� ���������;����� %'�� %� 0���" � �

���$��% � ¬,∨,∧�
4� � ϕ �1��� ���������� %���+�"��2 �'�� � ϕ∗ ����1;���� %� ��� ¬ϕ2 ��'�� ��0#��
���/���� '�� ¬ϕ ≡ ϕ∗�

N�� ���� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ψ ��� '�� � ψ �0�� �"� �$�'�"��2 $"��$�

¬ψ ≡ ψ∗� �'�� � ϕ∗ �1��� � ¬ψ∗ ��� ¬¬ψ ≡ ¬ψ∗2 $"��$� ¬ϕ ≡ ϕ∗�

�����2 ��� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ ∨ χ ��� '�� �� ψ,χ �0��� �"� �$�'�"��2
$"��$� ¬ψ ≡ ψ∗ ��� ¬χ ≡ χ∗� �'�� � ϕ∗ �1��� � ψ∗ ∧ χ∗ ��� ψ∗ ∧ χ∗ ≡
¬ψ ∧ ¬χ ≡ ¬(ψ ∨ χ)2 ��'�� ϕ∗ ≡ ¬ϕ�
E4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ ∧ χ2 �'�� $����#��%� '%����F

'
��
� *)6)

�F �����"��#%� ���J ��0�� '�� ϕ ∧ ψ |= ψ2 ��� �������$����� ����������#�

�#���� ϕ,ψ�

N�� ���� '�� ϕ |= ψ� 4��' �"%�1��� '�� ��,� ����1%"�" ��� ���������1 ���

���������' �#�� ϕ ���������1 ��� ��� ���������' �#�� ψ� �������2 ��,� ����16

%"�" ��� ���������1 �� ϕ ���������1 ��� ��� ���������' �#�� ϕ ∧ ψ� G��

ϕ |= ϕ ∧ ψ2 ��'�� ��0#�� �� ;"��#%���� +F w%����

'
��
� *)7)

N�� �� �#���� � � ����������� �#� � ��� �0��� �"� �3�� �$�'�"��<

��� �������$����� ����������#� �#���� ψ,χ2 �� � χ �1���

������������'� �#��� ��� ϕ ��� χ ≡ ψ2 �'�� ϕ ≡ ϕ[χ/ψ]�

?�10���%� ���� '�� �� ���������1 ��� ���,���� �F2 +F �"� ��0�� �"� ���� ���

E:���"%� ���F�

�F 4� � ϕ �1��� ���������� %���+�"��2 �'�� E� %'��� ������������'� �#��� ���

ϕ �1��� � 1$��� � ϕ ��� �������F � ϕ[χ/ψ] �1��� � ψ� G��2 �� ���,����%� '��

χ ≡ ψ2 ������ ���/���� '�� ϕ ≡ ϕ[χ/ψ]�

+F N�� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ¬ϕ12 '��� � ϕ1 �0�� �"� �$�'�"��� :� ��#%�

����������#� �#���� ψ,χ2 '��� � χ �1��� ������������'� �#��� ��� ϕ1 ���



�"�  � � � � � � � � � � 
 � 
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χ ≡ ψ� 4� � χ �1��� ������������'� �#��� ��� ϕ12 �'�� ϕ1 ≡ ϕ1[χ/ψ]2 %� +��"

�"� ���� ���� ��',��"� G�� ¬ϕ1 ≡ ¬ϕ1[χ/ψ]2 $"��$� ϕ ≡ ϕ[χ/ψ]�

4� � χ �1��� � 1$��� � ¬ϕ12 $"��$� � ϕ2 �'�� � ϕ[χ/ψ] ����1;���� %� ��� ψ2 ��'��

���/���� ��0#�� ϕ ≡ ϕ[χ/ψ]�

�F w%��� $����#��%� �� � ϕ �1��� �"� %��/�� ϕ1 ∧ ϕ2�

'
��
� *)8)

4���1 �� $�13��%� '�� � �#�$��%�� ∨ ��/��;���� %� �" +��,��� � � ¬,→ E�/�#

�� �#���� {¬,∨} �1��� ������F� w% �2 ��� �������$����� ����������#� �#����
ϕ,ψ2 ��0#��< ϕ ∨ ψ ≡ (¬ϕ) → ψ�

'
��
� *)9)

�����"��#%� '�� " �������1� ����" ��� �1���� ���,���� ��� ϕ2 '��� ϕ �����6

����'� �#��� ��� �0�� ������������1 %'�� %� 0���" � � +,↔2 �����0�� �����

���,�� ��%�� ���,���� A� N�� ����$���%� �1��� � ��'���,�� �1������ E���

����"�� ��'$��3"2 ������ �� 0�"��%����",�1 " ��0� �"� ���� ��� ��� �� �#����

� � ����������� �#� � ��� ���������;����� %'�� %� ���� +,↔�F

p q p+ q (p+ q) ↔ p (p + q) + q ((p+ q) + q) + p

4 4 D D 4 D

4 D 4 4 4 D

D 4 4 D D D

D D D 4 D D

w% �2 � �1����� ���,���� ��� p0∨p1 $�� �0�� ���� �"� �$�'�"��2 ��� � �#�$��%��

∨ $�� %����1 �� ��/�����1 %�� � � ���$��% � +,↔�

'
��
� *):)

�F -��������;��%� �1����� ���,���� � 0�"��%�����#%� �" %�,�$� ��� �1$�%�

��� ����$���%� ��
�

+F A�"��%�����#%� ��� ����%' �"� ������������ ������� ��� ��� ��� �1����

���,���� �"� ������� ����

'
��
� *)(;)

�F .� +��" �� :���"%� 4��� ��� E:���"%� ��
F2 ����1 �� $�13��%� '�� ϕ �ΠΛ

¬¬ϕ� -��������;��%� ����'� �"� �3�� ������ ��'$��3"<



� � � �  � � � � � �"�

�� ϕ ��',��"

�� ϕ→ (¬¬¬ϕ→ ϕ) 4��

	� ¬¬¬ϕ→ ϕ �2 �2 MP

!� (¬¬¬ϕ→ ¬ϕ) → ((¬¬¬ϕ→ ϕ) → ¬¬ϕ) 4�	

&� ¬¬¬ϕ→ ¬ϕ ����$� ���&

)� (¬¬¬ϕ→ ϕ) → ¬¬ϕ !2 &2 MP

�� ¬¬ϕ 	2 )2 MP

+F .� +��" �� :���"%� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '�� {ϕ→ ¬ψ,ψ} �ΠΛ ¬ϕ2
��� ����#���� %� +��" �"� �3�� ������ ��'$��3"<

�� ϕ→ ¬ψ ��',��"

�� ψ ��',��"

	� ¬¬ϕ→ ϕ ����$���%� ���&

!� ¬¬ϕ→ ¬ψ �2 	2 �'���%� ���ERF

&� (¬¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ¬ϕ) ?����"��'�"�� ��!ERRF

)� ψ → ¬ϕ !2 &2 MP

�� ¬ϕ �2 )2 MP

�F 4���1 �� $�13��%� '�� {ϕ → ψ,ϕ → ¬ψ} �ΠΛ ¬ϕ� ���� 0�"��%�����#%� ��
4�	2 �� �����' ,���"%� ¬¬ϕ→ ϕ ��� �� �'���%� ���ERF�

$F w%��� %� �� �F�

'
��
� *)(()

�#%/ �� %� �� :���"%� 4��� ���2 ����1 �� $�13��%� '��

T �ΠΛ ϕ→ ¬ψ ��� T �ΠΛ ψ → ¬ϕ�

w% �2 � ���������'� �#��� (ϕ → ¬ψ) → (ψ → ¬ϕ) �1��� �����' ,���"%� ���

�( EG��"�" ���� +FF� �������2 �� %�� $�,�1 %�� ������ ��'$��3" ��� ��������6

��# �#��� ϕ→ ¬ψ ��' �� 2 %����#%� �� ������������%� %�� ������ ��'$��3"
��� ����������# �#��� ψ → ¬ϕ ��' �� ��� ���1����/��

'
��
� *)(*)

4���1 �� $�13��%� '�� '�� �� �3��%��� ��� ΠΛ′ �1��� ������ ,� ��%��� ��� �(

��� ���1����/�� 4� $�#%� ����� ����1 �� 4��′64�!′ $1���� ������ ,� ��%���

��� �(�
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 � 
 � � � � �  � � � � � �

4��′� ��� ��0'��� ���������' �#�� ϕ2 � ϕ ∨ ϕ → ϕ �1��� �����%����/1� ���

(¬ϕ→ ϕ) → ϕ2 ��� ���$����#���� ������ ��� �(  � �3��<

�� (¬ϕ→ ¬ϕ) → ((¬ϕ→ ϕ) → ϕ) 4�	

�� ¬ϕ→ ¬ϕ ����$���%� ���!

	� (¬ϕ→ ϕ) → ϕ �2 �2 MP

4��′� ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ2 � ϕ → ϕ ∨ ψ �1��� �����%�6

���/1� ��� ϕ → (¬ϕ → ψ)2 ��� �1��� �����' ,���"%� ��� �(2 %� +��" �"

?����"��'�"�� ��!ERF ��� �� �����'� '�� �ΠΛ ϕ→ ¬¬ϕ�
w%��� $����#��%� ��� �� 4�	′ ��� 4�!′�

4� ����/�#%� ���� ��� 4��64�	 ��� �� $�13��%� '�� $1���� ������ ,� ��%���

��� ΠΛ′� 4��$����#��%� ���J ��0�� �� ��'���,� �'���%��

���	
�� ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ, χ<

{ϕ→ ψ,ψ → χ} �ΠΛ′ ϕ→ χ�

�����	��) 4���1 �� $�13��%� '�� ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ, χ

{¬ϕ ∨ ψ,¬ψ ∨ χ} �ΠΛ′ ¬ϕ ∨ χ�

4��' '% � ����#���� ��' �"� �3�� ������ ��'$��3"<

�� (¬ψ ∨ χ) → ((¬ϕ ∨ ψ) → (¬ϕ ∨ χ)) 4�!′

�� ¬ψ ∨ χ ��',��"

	� (¬ϕ ∨ ψ) → (¬ϕ ∨ χ) �2 �2 MP

!� ¬ϕ ∨ ψ ��',��"

&� ¬ϕ ∨ χ 	2 !2 MP

�

4��� ��� ��0'���� ����������#� �#���� ϕ,ψ2 � ϕ → (ψ → ϕ) �1��� �����%�6

���/1� ��� ϕ→ (¬ψ ∨ϕ)2 ��� �1��� �����' ,���"%� ��� ΠΛ′2 %� +��" �"� �3��

������ ��'$��3"<

�� ϕ→ (ϕ ∨ ¬ψ) 4��′

�� (ϕ ∨ ¬ψ) → (¬ψ ∨ ϕ) 4�	′

	� ϕ→ (¬ψ ∨ ϕ) �2 �2 �'���%� ������� �



� � � �  � � � � � �"�

w%��� $����#��%� ��� �� 4�� ��� 4�	�

'
��
� *)(3)

�F N�� T �#���� ����������� �#� �� .� +��" ��� ����%' ��� ������� −2

��0#�� T ⊆ T � ��� �� $�13��%� '�� T ⊆ T 2 ,� ��#%� ϕ ∈ T � �'�� T �ΠΛ ϕ2

$"��$� ����0�� ������ ��'$��3" ϕ1, . . . , ϕk ��� ϕ ��' �� T � w% �2 ��� ��,�

ϕi ∈ T ����0�� ������ ��'$��3" ϕi1, . . . , ϕini ��� ϕi ��' �� T � G��2 %� ���� ��

E��� ���,�� � � ����0�1 � ��� T ��� �%/��1;����� ��"� ������,1� ϕ1, . . . , ϕkF2

%����#%� �� ������������%� %�� ������ ��'$��3" ψ1, . . . , ψl ��� ϕ ��' �� T �

������� ϕ ∈ T 2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����
+F N�� '�� ϕ ∈ T ∩ Σ� �'�� ����0�� ������ ��'$��3" ϕ1, . . . , ϕk ��� ϕ ��'

�� T ∩ Σ� ���/���� " ϕ1, . . . , ϕk �������1 ������ ��'$��3" ��� ϕ ��' �� ���

������ ��'$��3" ��� ϕ ��' �� �� G�� ϕ ∈ T ∩ Σ�

4� ���� ,� �����%�  � �� �#���� {¬p0, p0}2  � � �� �#���� {p0, p1} ���  � ϕ
��� ���������' �#�� p0 ∧ p12 �'�� �0��%� '�� ϕ ∈ T ∩Σ2 ���� ϕ /∈ T ∩ Σ E�/�#

p0 
|= p0 ∧ p1F�

�F2 $F w%����

'
��
� *)(5)

4�����,�#%� �"� ���1����/" $��$����1� ��' ���� ��� ����$�1�%���� ���)2 0�"6

��%��������� �� :���"%� *����'�"��� E:���"%� ���!F ���1 ��� �� :���"%�

��"�'�"��� E:���"%� ����F�

'
��
� *)(6)

.� +��" �� :���"%� ��"�'�"��� E:���"%� ����F2 ����1 �� ����������1 �#���

����1 �� �1��� ��������1��2 ����%� ��� %����#%� �� ����3��%� �#�����
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*�,����� �

'
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∃x1∀x2P (x1, x2) → ∀x2∃x1P (x1, x2) (∀x(ϕ→ ψ) → ∃xϕ) → ∃xψ
�

�
�

�
�

�

�
�

�



















∃x1∀x2P (x1, x2) ∀x2∃x1P (x1, x2) ∀x(ϕ→ ψ) → ∃xϕ

∃xψ

�
��

�
��

∀x2P (x1, x2) ∃x1P (x1, x2) ∃xϕ ∀x(ϕ→ ψ)

P (x1, x2) P (x1, x2)

ϕ ψ

ϕ→ ψ
�

�
�

�

ϕ ψ

'
��
� 3)*)

[(∀x1Q(x1) ∧ P (x1, x2)) → ∃x2(¬P (x1, x2))]2

[((¬∃x1∀x2P (x1, x2)) ∨ ∀x1Q(x1)) ↔ Q(x2)]�

'
��
� 3)3)

�F ?#� ������� �#��� �1���2 ���1����0�2 �� ∃x0∀x1x1 
 Ex02 ∀x0∃x1x0Ex1�

+F ?#� ������� �#��� �1���2 ���1����0�2 �� ∃x0∀x1x0 
≈ x′12 ∀x0∀x1x0 ⊗ x1 
≈
x0 ⊕ x1�

'
��
� 3)5)

�F v((x′1 ⊕ x′′2)′ ⊕ (x1 ⊗ x3)) = −112 v(x2 ⊗ (x1 ⊕ (x′′3 ⊗ 0))) = −12�

+F �#%/ �� %� ��� ����%' ���,���� ��� sY^moR E=���%'� 	��F2

N ∗ |= ∃x10′′ ⊗ x1 ≈ x2[v]2 ��� ����0�� −n ∈ |N ∗| ������ ����
(−2) ⊗N ∗

(−n) = (−4)�

w% � (−2) ⊗N ∗
(−2) = (−4)2 ��� " v ���������1 ��� �#�� ∃x10′′ ⊗ x1 ≈ x2

��"� N ∗�

w%��� +�����%� '�� " v ���������1 ��� �#�� ∀x1x1 
≈ 0 → x3 ≈ x2 ��"� N ∗�

'
��
� 3)6)

*/��%';����� ��� ����%' ���,���� ��� sY^moR E,�%���� ��� ��� =���%' 	�
F2



� � � �  � � � � � �"!

$����������%� '�� " ����" ��� " $�#���" ��'���" �1��� ��",�1�2 ��� " ��1�"

�1��� B��$�� ��"� N �

�����0�2 � ����$�1��"� ∀x1 ��� $�#����� �#��� �0�� ��$1� �/��%���� ��� �#��

x1 ≈ x1 ��� � ����$�1��"� ∀x1 ��� ��1��� �#��� �0�� ��$1� �/��%���� ��� �#��

x1 
≈ x1�

'
��
� 3)7)

w0�2 ���' $�� ��0#��2 ����0��� ����� ��������$�1�%���� ����$�1�%���� 0��"2

,� ��#%� �" $�%� N ��� �" Γθα1 E����$���%� 	�!ERRRFF ��� �� �#���� �#� �

Σ = {x1 ≈ 0, x1 
≈ 0}� ���/����2 ��,� ����0�1� ��� � ���������1��� ��"� N 2

���� $�� �1��� $����' �� ��������",�#� ����'0���� ��� �� $�� ����0�1� ��� ��

'
��
� 3)8)

 ��'���" ϕ ��/��;�� 7?�� ����0�� ���0���� ����0�1�82 ��� " ψ ��/��;��

7 $����3" �1��� �����82 $"��$�  � ϕ %����#%� �� �����%� �"� ��'���"

¬∃x0∀x1(x0 ≺ x1∨x0 ≈ x1) ���  � ψ �"� ��'���" ∀x0∀x1[x0 ≺ x1 → ∃x2(x0 ≺
x2 ∧ x2 ≺ x1)]�

'
��
� 3)9)

�F N�� A $�%� ������ ���� A |= ∃x∀yP (x, y)� �'�� ����0�� a ∈ |A| ������
���� ��� ��,� b ∈ |A| �� ��0#�� < a, b >∈ PA� �������2 ��0#�� '�� ��� ��,�

b ∈ |A| ����0�� a ∈ |A| ������ ���� < a, b >∈ PA2 ��' �� ���1� ������ '��

A |= ∀y∃xP (x, y)�

+F =�1;��%� $�%�A ������ ��� |A| = {a0, a1} ��� PA = {< a0, a1 >,< a1, a0 >

}� .� +��" ��� ����%' ���,���� ��� sY^moR2 �0��%� '�� A |= ∀y∃xP (x, y)2 ���

A 
|= ∃x∀yP (x, y)�

'
��
� 3):)

�F N�� A ��0�#�� $�%� ��� v ��0�#�� ����1%"�" ��"� A ��� ��� ���1�� A |=
∃x(ϕ ∧ ψ)[v]� �'�� ����0�� a ∈ |A| %� A |= ϕ ∧ ψ[v(x|a)]2 ��� ����0�� a ∈ |A|
%� A |= ϕ[v(x|a)] ��� ����0�� a ∈ |A| %� A |= ψ[v(x|a)]� ������� A |=
∃xϕ ∧ ∃xψ[v]�

+F �� ��������$���%� ��� $���%� ��� �� $�#���� %���� �"� ?����"��'�"���

	�� ����0�� $�%� A ��� �#���� ϕ,ψ �������� ��� ��� ��0�#�� %���+�"�� x2 "



��"  � � � � � � � � � � 
 � 
 � � � � �  � � � � � �

��'���" ∃xϕ ∧ ∃xψ ��",�#�� ��"� A2 ��� " ∃x(ϕ ∧ ψ) �1��� B��$�� ��"� A�

'
��
� 3)(;)

*���;'%���� '� � ��� $�#���� ��' �� ����$�1�%��� 	����

'
��
� 3)(()

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�  ���1�� �" ��� ���%�6

��#� �#���� ��� �� ����������� ��� �#���� � � %��/�� ¬ψ2 ψ → χ �0��� ��6

�������� ����/,�1 ��" �#�" �"� G��"�"� ��)2 ���%���� %'�� " ���1�� �" �#���

%��/�� ∀xψ�

'
��
� 3)(*)

N�� '�� �� � �0�� �"� �$�'�"��� :� ��#%� A |= Π ��� ��0�#�� ��'���" ϕ�

4� Π |= ϕ2 �'�� A |= ϕ2 %� +��" ��� ����%' �"� ������� ������� ���� ��� ��

���1����/�2 ��� '�� A |= ϕ� 4�' �"� ��',��" ��� �� �2 ������ '�� Π |= ϕ �

Π |= ¬ϕ� 4� '% � 1�0�� '�� Π |= ¬ϕ2 �'�� ,� 1�0�� A |= ¬ϕ2 ����%� �$#�����
G�� Π |= ϕ2 $"��$� ��0#�� �� ;"��#%����

'
��
� 3)(3)

*/��%';����� �'%��� %����1�"�"� ����$������2 �0��%� '��

∀x(P (x) → x ≈ y) → (∃zP (z) → ∃uz ≈ u) ≡
∃x[(P (x) → x ≈ y) → (∃zP (z) → ∃uz ≈ u)] ≡
∃x[(P (x) → x ≈ y) → ∀z∃u(P (z) → z ≈ u)] ≡
∃x∀z∃u[(P (x) → x ≈ y) → (P (z) → z ≈ u)]

∃xx ≈ y → (P (x) → ¬∃zx ≈ z) ≡
∃xx ≈ y → (P (x) → ∀zx 
≈ z) ≡
∃uu ≈ y → (P (x) → ∀zx 
≈ z) ≡
∀u(u ≈ y → (P (x) → ∀zx 
≈ z)) ≡
∀u(u ≈ y → ∀z(P (x) → x 
≈ z)) ≡
∀u∀z(u ≈ y → (P (x) → x 
≈ z))

'
��
� 3)(5)

N�� '�� " x $�� �%/��1;���� ���#,��" �� ������ ����0�1� ��� ��� T �KΛ ϕ→
ψ� .� +��" �� :���"%� ���1����"� E:���"%� 	�)F2 ������ '�� T �KΛ ∀x(ϕ→



� � � �  � � � � � ���

ψ)� �������2 0�"��%��������� �� 4�&2 �0��%� '�� T �KΛ ∀xϕ→ ∀xψ�

'
��
� 3)(6)

4�' ��� �#�� ∀y(Q(y) → ∀zP (z)) ���$����#���� ������ � Q(x) → ∀zP (z) E%�

0���" ��� 4�!F� G�� {Q(x),∀y(Q(y) → ∀zP (z))} �KΛ ∀zP (z)2 ��' '���

������ �� ;"��#%����

'
��
� 3)(7)

A�"��%�����#%� ���J ��0�� �� :� ��%��� ���1����"� ��� 4��� ��� ��� %���

�� 4�
2 '� � ��� ����$���%� 	��	 ��� ��� ����$���%� 	��!�

'
��
� 3)(8)

4���1 �� $�13��%� '��2 �� ϕ1, . . . , ϕn �1��� ������ ��'$��3" ��� ϕ ��' �� T

��� y %���+�"�� ��� $�� �%/��1;���� �� ������� ��' ���� ϕ1, . . . , ϕn2 �'�� "

������,1� (ϕ1)cy, . . . , (ϕn)
c
y �������1 ������ ��'$��3" ��� ϕ

c
y ��' �� T � ?"��$�

����1 �� $�13��%� '��2 ��� ��,� 1 ≤ i ≤ n2 � (ϕi)cy �1��� �31 %� � ����0�1� ���

T � ����#���� ��' $#� ���"��#%����� �#���� %� +��" ��� ���'�� MP �

4� � ϕi �1��� �31 %�2 �'�� ��� � (ϕi)cy �1��� �31 %�2 �/�#2 �3���;����� ��� ����

��� �� �3� %����� �0�%���2 $����������%� '�� " ������������" ��'� ��%+'���

���,���� ��' %�� %���+�"��2 ��� $�� �%/��1;���� �$" ���� �#��2 �$"��1 ��'

�31 %� �� �31 %��

4� � ϕi ������ ��� T 2 �'�� ��� � (ϕi)cy ������ ��� T 2 �/�# � (ϕi)cy ����1;���� %�

�� ϕi E" c $�� �%/��1;���� ��� ϕiF�

�����2 �� � ϕi �1��� �������� %� +��" �� MP $#� �#� � ϕj , ϕk 2 '��� j, k < i2

�'�� � (ϕi)cy �1��� ��1�"� �������� � � (ϕj)cy, (ϕk)
c
y %� +��" �� MP �

'
��
� 3)(9)

:� ������  � �� �#���� {P (c)} ���  � ϕ ��� �#�� P (c)2 +�����%� '�� ��0#��

T �KΛ ϕ2 ���� $�� ��0#�� '�� T �KΛ ∀yϕcy2 '���� �� �� �1��� " %���+�"�� y�
����%���2 %� +��" ���������� �� ����$���%� 	��2 �0��%� '�� P (c) 
|= ∀yP (y)2

��'��2 %� +��" �� :���"%� 	��2 P (c) 
�KΛ ∀yP (y)�

'
��
� 3)(:)

�F :� ��#%� ��� �#�� y ≈ x  � ϕ2 ��'�� (ϕxy)
y
x �1��� � �#��� x ≈ x2 ��� $��

����1;���� %� ��� ��0��' �#���
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+F A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�  �$�� �1��� '��2 '��� "

y $�� �%/��1;���� ��,'��� ���� �#�� ϕ2 " ������������" y � x ,� �1��� ����+��

��� �"%�1� '��� " y �%/��1��"�� %��� �"� ������������" x � y�

'
��
� 3)*;)

N�� '�� T ∪ {ϕyc} �KΛ ψ2 '��� �� c $�� �%/��1;���� �� ������ ����0�1� ���

T ∪ {ϕ,ψ}� �'��2 %� +��" �� :���"%� 4���,����������/��2 ��0#�� '�� T ∪
{¬ψ} �KΛ ¬ϕyc � �������2 �'� �"� ��'���"� 	�	2 �0��%� '�� T ∪ {¬ψ} �KΛ

∀y¬ϕ� ���� %� +��" �� :���"%� 4���,����������/��2 ������ '�� T ∪{¬∀y¬ϕ}
�KΛ ψ2 $"��$� �� ;"��#%����

'
��
� 3)*()

w� � ���/������ ��� ��� ����$���%� 	��)2 ����1 �� $�13��%� '�� ∃x∀yϕ �KΛ

∀y∃xϕ�
('� ��� :� ��%���� ���1����"�2 ����1 �� $�13��%� '�� ∃x∀yϕ �KΛ ∃xϕ�
('� '% � ��� :� ��%���� 4���,����������/��2 ���' ���$���%�1 %� ∀x¬ϕ
�KΛ ∀x¬∀yϕ�
*/��%';����� ���� �� :���"%� ���1����"�2 ����1 �� $�13��%� '�� ∀x¬ϕ �KΛ

¬∀yϕ �2 �'� ��� :� ��%���� �� ����� ���� ���2 '�� �� {∀x¬ϕ,∀yϕ} �1���
����/����'� 4��' '% � ��0#��2 '� � $�10���� �� ������� ���$�13���<

�� ∀x¬ϕ ��',��"

�� ∀x¬ϕ→ ¬ϕ 4�!

	� ¬ϕ �2 �2 MP

�� ∀yϕ ��',��"

�� ∀yϕ→ ¬ϕ 4�!

	� ϕ �2 �2 MP

'
��
� 3)**)

4���12 %� +��" �� :���"%� 4���,����������/��2 �� $�13��%� '��

¬∀y∀xP (y, x) �KΛ ¬∀x∀yP (x, y)2

$"��$� '�� ∃y∃x¬P (y, x) �KΛ ¬∀x∀yP (x, y)�

A�"��%��������� ���� �� �'���%� 	��2 ����1 �� $�13��%� '��

¬P (d, c) �KΛ ¬∀x∀yP (x, y)2

'��� c, d �1��� E$��/�������F �#%+��� ���,����� */��%';����� ���� �� :��6

�"%� 4���,����������/��2 ����1 �� $�13��%� '��



� � � �  � � � � � ���

∀x∀yP (x, y) �KΛ P (d, c)2

��� ���$����#���� �#����2 0�"��%��������� �� 4�!�

!�����
�) 4� 3��������� �/��%';����� �� :���"%� ���1����"�2 ���� %���

�� 0�"��%��������� �� 4�!2 ,� �0��� ��'+�"%�2 ����$� $�� ,� ��0#�� " ������6

�������%'�"�� �"� %���+�"��� x ��' �"� y�

'
��
� 3)*3)

A�"��%�����#%� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� ϕ�

4� � ϕ �1��� ���%��'� �#���2 �'�� ��1����%�  � ϕ̂ ��� 1$�� �� ϕ� 4� � ϕ �1��� �"�

%��/�� ¬ψ2 �'�� ��1����%�  � ϕ̂ ��� �#�� ¬ψ̂� 4� � ϕ �1��� �"� %��/�� ψ → χ2

�'�� ��1����%�  � ϕ̂ ��� �#�� ψ̂ → χ̂�

N�� ����� '�� � ϕ �1��� �"� %��/�� ∀yψ� 4� " %���+�"�� y $�� �%/��1;���� ����
'�� t � �� " y ����1;���� %� �" x2 �'�� ��1����%�  � ϕ̂ ��� �#�� ∀yψ̂� 4�����2
��������%� %���+�"�� z ��� �1��� $��/������� ��' �" x ��� $�� �%/��1;����

�#�� ���� '�� t �#�� ���� �#�� ψ̂� N�� ϕ̂ � �#��� ∀z(ψ̂)yz � �'�� " x �1���

�������������%" ��' ��� t ���� �#�� ϕ̂2 $"��$� ��0#�� �� +F ��� :� ��%���� 	�
�

��� �� �F2 ����1 �� $�13��%� '��

∀yψ �KΛ ∀z(ψ̂)yz ��� ∀z(ψ̂)yz �KΛ ∀yψ�

��� �� ����� %����2 0�"��%�����#%� �� :���"%� ���1����"� ��� �� 4�! E" y

�1��� �������������%" ��' �" z ���� �#�� ψ̂F� ��� �� $�#���� %����2 0�"��6

%�����#%� �� 4�! E" z �1��� �������������%" ��' �"� y ���� �#�� (ψ̂)yzF2 �"�

G��"�" 	��� ��� �� :���"%� ���1����"��

'
��
� 3)*5)

�F.� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� t L ,�%���� ��� ���$�13��� � � ("%%�� �

	�� ��� 	���

+F A�"��%�����#%� �� %���� �F ��� ��� ����%' ���,���� ��� sY^moR�

'
��
� 3)*6)

=��������� �������%+����%� �"� ��'$��3" ��� :� ��%���� ��) 6 $�� ����� �"�

��'�"��� ��&�
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'
��
� 3)*7)

N�� '�� �� �#���� ΣΓ1 � � ��%+'� � �"� ������� Γ1 �1��� ���,%���%�� -�,�

�#��� �"� Γ1 %����1 �� ��������1 %� %�� %���$��� �������%��" ������,1� ��%6

+'� � �"� Γ1� N���2 ��1;���� %� /���������' ��'�� %�� ���6����6��� ������"�"

F : T (Γ1) → (ΣΓ1)
∗2 '��� %� (ΣΓ1)

∗ ��%+��1;��%� �� �#���� '� � � � ����6

���%�� � ������,��� ����0�1 � ��� ΣΓ1 � w% �2 �� (ΣΓ1)
∗ �������1 �"� �� �"

�"� ���,%���%"� ������,1�� ���'� � (Sn)n∈N−{0}2 '��� Sn �1��� �� ���������'

���'%��� n �������/ � ��� ΣΓ1 � 4�' �" :� �1� ���'� �2 �� �1;��%� '��

�F �� ���������' ���'%��� �������%���� ���,��� ���,%���% � ���'� � �1���

���,%���%� �#���� ���

+F " �� �" ���,%���%�� ���,��� ���,%���% � ���'� � �1��� ���,%���%� �#6

�����

�������2 �� �#���� (ΣΓ1)
∗ �1��� ���,%���%�2 ��� �� T (Γ1) �1��� ���,%���%��

'
��
� 3)*8)

.� ���� �� ��"� ��������'�"�� ��� t2 $�10���%� ���J ��0�� '�� ��� ��,� '�� t

��0#�� vA(t) = vA′
(t) E�F2 $"��$� '�� " ��%� ��� $1��� ���� '�� t " ����1%"�" v

��� ���1��� �"� $�%�� A �1��� " 1$�� %� ���� ��� ��� $1��� ��� ���1��� �"� A′�
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