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Ενδιάμεση εξέταση. 26 Νοεμβρίου 2022

1. (20 Βαθμοί) 'Εστω pXiqiPN� ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών (με πραγματικές

τιμές) σε χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq ώστε EpXiq � 1 για κάθε i P N�. Θέτουμε R0 :� 1,F0 :�
tH,Ωu,Rn � X1X2 � � � Xn,Fn :� σpX1, X2, . . . , Xnq για κάθε n P N�. Να δειχθεί ότι η ανέλιξη

pRnqnPN είναι martingale ως προς τη διήθηση pFnqnPN και το μέτρο P.

2. (15 Βαθμοί) 'Εστω διήθηση pFtqtPr0,8q σε χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq και T : ΩÑ r0,8s.
(α) Πότε ονομάζεται η T χρόνος διακοπής ως προς τη διήθηση pFtqtPr0,8q;

(β) Αν η T είναι χρόνος διακοπής ως προς τη διήθηση pFtqtPr0,8q, να δειχθεί ότι tT   tu P Ft για

κάθε t ¥ 0.

3. (25 Βαθμοί) 'Εστω pBptqqt¥0 μονοδιάστατη τυπική κίνηση Brown.
(α) Ποια η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Bp1q � 2Bp4q � 3Bp7q;
(β) Ποια η συνδιακύμανση Cov(pBp2qq3, Bp5qq;
(γ) Ποια η τιμή του ορίου limtÑ8 PpBptq ¡ log tq;
4. (25 Βαθμοί) 'Εστω pBptqqt¥0 μονοδιάστατη τυπική κίνηση Brown. Για κάθε t ¥ 0 θέτουμε

It :� ³t
0 B2psq ds.

(α) Να δειχθεί ότι για κάθε t ¡ 0 ισχύει It
d� taI1 για κατάλληλη σταθερά a P R η οποία και να

προσδιοριστεί.

(β) Να υπολογιστεί η μέση τιμή της It.

5. (20 Βαθμοί) 'Εστω διήθηση pFkqkPN σε χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq, pXkqkPN martingale ως προς
αυτήν, και pAkqk¥1 προβλέψιμη διαδικασία (δηλαδή για κάθε k P N� η Ak είναι Fk�1-μετρήσιμη).

Υποθέτουμε ότι EpX2
k q   8, |Akpωq| ¤ 1 για κάθε k P N και ω P Ω. Θέτουμε Z0 :� 0 και

Yn :� °n
k�1 AkpXk � Xk�1q,

Zn :� Y2
n �

ņ

k�1

A2
kpXk � Xk�1q2

για κάθε n P N�. Να δειχθεί ότι η ανέλιξη pZnqnPN είναι martingale ως προς τη διήθηση pFkqkPN.

Δίνεται ότι για Z � Np0, 1q ισχύει EpZ4q � 3.

Οι απαντήσεις να είναι πλήρως αιτιολογημένες.

'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Απαντήσεις

4. (α) Στο ολοκλήρωμα κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής r � s{t. 'Ετσι,

It � t
» 1

0
B2prtqdr � t2

» 1

0

�
Bprtq?

t


2

dr d� t2
» 1

0
B2prq dr.

Χρησιμοποιήσαμε το ότι για κάθε t ¡ 0 ισχύει (η ιδιότητα αλλαγής κλίμακας)�
Bprtq?

t



r¥0

d� pBprqqr¥0.


