
Stoqastikìc Logismìc

1o full�dio ask sewn

1. An sto Par�deigma 1.7 h diamèrish C tou X èqei uperarijm simo pl joc stoiqeÐwn (dhlad 

to I eÐnai uperarijm simo, �ra kai to X uperarijm simo), na dojeÐ perigraf  thc paragìmenhc

s-�lgebrac σ(C).

2. Na deiqjeÐ ìti h B(R) den par�getai apì diamèrish.

3. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n. Gia ε > 0 kai n ≥ 1 jètoume Aε
n := {|Xn| ≥

ε}. Na deiqjeÐ ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:

(a) P(limn→∞Xn = 0) = 1.

(b) P(lim supnA
ε
n) = 0 gia k�je ε > 0.

[Upodeixh: Gia ta ω sto sÔnolo lim supnA
ε
n èqoume |Xn| ≥ ε gia �peira n, kai �ra lim supnA

ε
n ⊂

Ω \ {limn→∞Xn = 0}. Gia to ìti to (b) dÐnei to (a), qrhsimopoioÔme to (b) gia ta ε thc morf c

ε = 1/k me k ∈ N+ kai thn 'Askhsh 1.8 (a).]

4. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto R. Na deiqjeÐ ìti limn→∞P(|X| > n) = 0.

5. An (Xn)n≥1 eÐnai akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n me timèc sto R, tìte up�rqei akoloujÐa

jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n (an)n≥1 ¸ste limn→∞Xn/an = 0 me pijanìthta 1.

6. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, kajemÐa me katanom  thn omoiì-

morfh sto (0, 1), kai Mn := max{X1, X2, . . . , Xn} gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta

1 isqÔei

lim
n→∞

Mn = 1. (1)

7. 'Estw X1, X2, . . . , Xn anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me mèsh tim  0 kai diaspor� 1. Jè-

toume F0 := {∅,Ω},Fk := σ(X1, X2, . . . , Xn) gia 1 ≤ k ≤ n. 'Estw kai tuqaÐec metablhtèc

a1, a2, . . . , an ¸ste h ak na eÐnai Fk−1-metr simh kai fragmènh gia 1 ≤ k ≤ n. Na deiqjeÐ ìti

E


(

n∑
k=1

akXk

)2
 =

n∑
k=1

E(a2k)

8. 'Estw (Xn)n≥0 supermartingale wc proc thn di jhsh (Fn)n≥0.

(a) Na deiqjeÐ ìti gia A ∈ Fm kai n > m isqÔei∫
A

Xn dP ≤
∫
A

Xm dP .

(b) Upojètontac ìti Xn ≥ 0 gia ìla ta n, na deiqjeÐ ìti gia stajer� m ≥ 0, i ≥ 1 èqoume ìti

sqedìn pantoÔ sto {Xm = 0} isqÔei Xm+i = 0.

(g) Me thn upìjesh tou (b), na deiqjeÐ ìti gia stajerì m ≥ 0 èqoume ìti

sqedìn pantoÔ sto {Xm = 0} isqÔei Xm+i = 0 gia k�je i ≥ 1.
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9. 'Estw (Sn)n≥0 o asummetrikìc tuqaÐoc perÐpatoc ìpwc orÐsthke sthn Parat rhsh 3 (Par�-

grafoc 5.5), kai orÐzoume thn di jhsh (Fn)n≥0 wc F0 := {∅,Ω},Fn := σ(X1, X2, . . . , Xn) gia

n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti oi akoloujÐec (Wn)n≥0, (Mn)n≥0 me

Wn := Sn − (p− q)n,Mn := (q/p)Sn

eÐnai martingales wc proc thn (Fn)n≥0.


