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Ασκήσεις Ι

1. 'Εστω X,Y τυχαίες μεταβλητές (σε κοινό χώρο πιθανότητας) ώστε PpX   Yq ¡ 0 και

E|X|,E|Y|   8. Θεωρούμε τη σχέση

EpX | X   Yq ¤ EpXq. (1)

(α) Να δειχθεί ότι η (1) ισχύει αν υποθέσουμε ένα από τα εξής:

(i) Η Y είναι σταθερή τυχαία μεταβλητή.

(ii) Οι X,Y είναι ανεξάρτητες.

(iii) Ισχύει pX,Yq d� pY, Xq και PpX � Yq � 0.

(β) Να δειχθεί ότι η υπόθεση CovpX,Yq ¤ 0 δεν συνεπάγεται την (1).

[Υποθέτουμε εδώ επιπλέον ότι E|XY|   8.]

Σημείωση: Για A � Ω μετρήσιμο με PpAq ¡ 0, ορίζουμε

EpX | Aq :� 1
PpAq

»
A

X dP.

2. 'Εστω pXnq1¤k¤n ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με E|X1|   8. Θέτουμε

G :� σpX1 � X2 � � � � � Xnq. Να δειχθεί ότι

(α) EpXi |Gq � EpX1 |Gq για κάθε i � 1, 2, . . . , n. [Ισότητα με πιθανότητα 1, όχι απλώς ισονομία.]

(β)

EpX1 |Gq � X1 � X2 � � � � � Xn

n
.

3. 'Ασκηση 5.12 από τις σημειώσεις.

4. (Μηδενικά του συμμετρικού απλού τυχαίου περιπάτου και μηδενικά της κίνησης Brown) Αν
f : r0, 1s Ñ R, θέτουμε

N f :�tt P r0, 1s : f ptq   0u, (2)

P f :�tt P r0, 1s : f ptq ¡ 0u, (3)

Z f :�tt P r0, 1s : f ptq � 0u. (4)

Αν η f είναι συνεχής, τότε προφανώς N̄ f X P̄ f � Z f (για κάθε σύνολο A � R, συμβολίζουμε με Ā
την κλειστότητά του). Επίσης, θεωρούμε την απεικόνιση G : Cpr0, 1sq Ñ R με

Gp f q � 0_ sup Z f .

[Αν Z f � H, τότε sup Z f � �8, και παίρνουμε Gp f q � 0.]

(α) Να δειχθεί ότι η G είναι συνεχής σε κάθε στοιχείο του συνόλου

A :� t f P Cpr0, 1sq : Z f � N̄ f X P̄ f u.
(β) 'Εστω B τυπική κίνηση Brown. Να δειχθεί ότι PpB|r0, 1s P Aq � 1.
(B|r0, 1s είναι ο περιορισμός του μονοπατιού στο r0, 1s)
(γ) 'Εστω pS nqnPN ο συμμετρικός απλός τυχαίος περίπατος στο Z (Παράγραφος 3.1 στις σημει-

ώσεις), και Ln :� maxti ¤ n : S i � 0u. Να δειχθεί ότι

Ln

n
ñ maxtt P r0, 1s : Bt � 0u

καθώς n Ñ 8 (σύγκλιση κατά κατανομή).



5. Για κάθε r P R θέτουμε Tr :� infts ¥ 0 : Bs � ru. 'Εστω a ¡ 0 δεδομένο, θέτουμε T � T�a^Ta.

(α) Να δειχθεί ότι

Epe�λT q � 1

coshpa?2λq
για κάθε λ ¡ 0. [Υποδειξη: Για κάθε r P R, η ανέλιξη e�r2t{2 coshprBtq είναι martingale.]

(β) Ας υποθέσουμε ότι η T έχει πυκνότητα f . Να δειχθεί ότι

f ptq � π

2a2

8̧

k�0

p�1qkp2k � 1q exp
�
�p2k � 1q2π2

8a2 t



για κάθε t ¡ 0.
[Για την αντιστροφή του μετασχηματισμού Laplace, δείτε για παράδειγμα την παράγραφο 8.2

στο «Βασική Μιγαδική Ανάλυση» των Marsden-Hoffman, μετάφραση Λ. Παπαλουκά.]


