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Περιεχόμενα Μαθήματος

1. Μοντέλα Συστημάτων 

Εξυπηρέτησης

- Τί είναι Σύστημα Εξυπηρέτησης;

- Πού υπεισέρχεται η αβεβαιότητα;

- Η έννοια της καθυστέρησης (αναμονής)

- Στοχαστική Μοντελοποίηση

- Βασικές έννοιες

- Βασικά Μέτρα Απόδοσης

2. Μαρκοβιανές Αλυσίδες Συνεχούς 

Χρόνου

- Ορισμός και Βασικές Έννοιες

- Ένα ισοδύναμο μοντέλο – Στασιμότητα

- Διαδικασίες Γέννησης - Θανάτου

3. Απλές Μαρκοβιανές Ουρές
- Μ/Μ/1
- Τροποποιήσεις της Μ/Μ/1
- Μ/Μ/s
- M/M/s/k (για s=1)
- Πεπερασμένος Πληθυσμός Πελατών

4. Μοντέλα με Γενικούς Χρόνους 
Εξυπηρέτησης 
- Η M/G/1 Ουρά
- Τύπος Pollaczek- Khintchine
- Εφαρμογές

5. Μοντέλα με Προτεραιότητες 
- Preemptive και non-Preemptive 

Μοντέλα

6. Δίκτυα Ουρών 
- Ουρές σε Σειρά
- Ανοικτά Δίκτυα Jackson 
- Equivalence property και product 

form – Εξισώσεις Κίνησης



Ουρά Αναμονής

Queue with infinite capacity

Service

𝑠
parallel 

servers 

i.i.d. Interarrivals 

with mean 
𝟏

𝝀
Served Customers

Queue discipline 

FCFS Service times i.i.d. with mean
𝟏

𝝁

Infinite Customer 

Population

A/B/s/k (queue disc)

𝑨 Κατανομή διαδ. αφίξεων

𝜝 Κατανομή διαδ. Εξυπηρετήσεων

𝒔 = πλήθος παράλληλων υπηρετών

𝒌 =χωρητικότητα συστήματος 

(in queue +𝒔)

Απλές Μαρκοβιανές Ουρές 

M/M/s (M=Έκθετικούς Χρόνους)
Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆

Xρόνοi εξυπηρετησης i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 , 𝐸 𝓦𝒔 =
1

𝜇

𝑠 παράλληλοι υπηρέτες - άπειρη χωρητικότητα

Πειθαρχία ουρά FCFS - 𝜌 =
𝜆

𝑠𝜇
< 1 (Ευστάθεια)



Η Μ/Μ/1 Ουρά 

Queue with infinite capacity and FCFS

Service

1 server

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population

Βασικά Χαρακτηριστικά 

Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆

Xρόνοi εξυπηρετησης i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 ,

𝑠 = 1 υπηρέτης

Άπειρη χωρητικότητα (𝑘 = ∞). 

Εισέρχονται όλοι στο σύστημα

Πειθαρχία ουρά FCFS

𝜌 =
𝜆

𝜇
< 1 (Ευστάθεια)

Βασικά Αποτελέσματα: Αν 𝜆 < 𝜇

Στάσιμη Κατανομή Πελατών 𝑁~𝐺𝑒𝑜𝑚 𝜌 στο 𝑁0

𝜋𝑛 = 𝑃 𝑁 = 𝑛 = 𝜌𝑛 1 − 𝜌 , 𝜌 =
𝜆

𝜇

Ποσοστό Χρόνου σύστημα άδειο 𝜋0 = 1 − 𝜌

Μέσο Πλήθος Πελατών 𝐿 =
𝜆

𝜇−𝜆
(σύστημα), 𝐿𝑞 =

𝜆𝜌

𝜇−𝜆
(αναμονή)

Μέσος Χρόνος Παραμονής 𝑊 =
1

𝜇−𝜆
σύστημα , Wq

ρ

μ−λ
(αναμονή)

Κατανομή Χρόνου Παραμονής 𝓦~𝐸𝑥𝑝 1 − 𝜌 𝜇



Η Μ/Μ/1/k Ουρά 

Queue with buffer size (𝑘 − 1) and FCFS

Service

1 server

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population

Βασικά Χαρακτηριστικά 

Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆 – Interarrival Times i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜆

Xρόνοi εξυπηρετησης i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 , 𝐸 𝓦𝒔 =
1

𝜇

𝑠 = 1 υπηρέτης

Πεπερασμένη χωρητικότητα (𝑘 < ∞). Δεν εισέρχονται όλοι στο σύστημα

Εξυπηρέτηση: 1 θέση, Αναμονή: k-1 θέσεις

Πειθαρχία ουρά FCFS - Το σύστημα ευσταθές για κάθε 𝜆, 𝜇



Η Μ/Μ/1/k Ουρά – Ανάλυση Στασιμότητας

Service

1 server

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population

Αρχική 

Κατάσταση

Επόμενη 

Κατάσταση

Επεξήγηση Χρόνος 

Μετάβασης

0 1 νέα άφιξη 𝐸𝑥𝑝 𝜆

1 ≤ 𝑛 ≤ k − 1 𝑛 + 1 νέα άφιξη 𝐸𝑥𝑝 𝜆

1 ≤ 𝑛 ≤ k 𝑛 − 1
αναχώρηση λόγω 

ολοκλήρωσης 

εξυπηρέτησης

𝐸𝑥𝑝 𝜇

Έστω η σ.δ. 𝑁 𝑡 = το πλήθος των πελατών στο Σύστημα τη χρονική στιγμή 𝑡.

Χώρος καταστάσεων 𝑆 = {0,1, … , 𝑘} και χρόνοι μετάβασης:

Queue with buffer size (𝑘 − 1) and FCFS



Η Μ/Μ/1/k Ουρά – Ανάλυση Στασιμότητας

Άρα η σ.δ. 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 είναι διαδικασία γέννησης-θανάτου με ρυθμούς:

∀𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑛 ≤ k − 1: 𝜆𝑛 = 𝜆 (γέννησης)

∀𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑛 ≤ k: 𝜇𝑛 = 𝜇 (θανάτου)

και διάγραμμα ρυθμών μετάβασης:



Η Μ/Μ/1/k Ουρά – Ανάλυση Στασιμότητας

Έστω οι στάσιμες πιθανότητες 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℕ0. Θεωρούμε την ακολουθία

𝐶𝑛 ≡
𝜆0𝜆1…𝜆𝑛−2𝜆𝑛−1

𝜇1𝜇2…𝜇𝑛−1𝜇𝑛
=

𝜆∙𝜆∙⋯∙𝜆∙𝜆

𝜇∙𝜇∙⋯∙𝜇∙𝜇
= ቐ

𝜆

𝜇

𝑛
, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘

0, 𝑛 ≥ 𝑘 + 1
= ቊ

𝜌𝑛, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘
0, 𝑛 ≥ 𝑘 + 1

, 𝜌 =
𝜆

𝜇
.



𝑛=0

∞

𝐶𝑛 = 

𝑛=0

𝑘

𝐶𝑛 + 

𝑛=𝑘+1

∞

𝐶𝑛 = 

𝑛=0

𝑘

𝜌𝑛 + 

𝑛=𝑘+1

∞

0 = ൞

1 − 𝜌𝑘+1

1 − 𝜌
, 𝜌 ≠ 1,

𝑘 + 1, 𝜌 = 1.

Άρα σε κάθε περίπτωση το άθροισμα είναι πεπερασμένο και άρα υπάρχει στάσιιμη

κατανομή για κάθε 𝜆, 𝜇.

𝜋0 = σ𝑛=0
∞ 𝐶𝑛

−1 = ൞

1−𝜌

1−𝜌𝑘+1 , 𝜌 ≠ 1,

1

𝑘+1
, 𝜌 = 1.



Η Μ/Μ/1/k Ουρά – Στάσιμη Κατανομή

Η στάσιμη κατανομή δίνεται από τις πιθανότητες:

Παρατήρηση: Επειδή το σύστημα είναι πεπερασμένο, υπάρχει πάντα η στάσιμη κατανομή.

Αλλά ένα ποσοστό πελατών βρίσκει το σύστημα γεμάτο και αναχωρεί χωρίς να εισέρθει σε 

αυτό (χαμένοι πελάτες).

Ποσοστό των χαμένων πελατών= 1 − 𝜋𝑘 και άρα ο ρυθμός των πραγματικών αφίξεων είναι 

𝜋𝑛 = π0𝐶𝑛 =
𝜌𝑛

1 − 𝜌

1 − 𝜌𝑘+1
, 𝜌 ≠ 1,

1

𝑘 + 1
, 𝜌 = 1.

ҧ𝜆 = 𝜆 1 − 𝜋𝑘 = 

𝑛=0

∞

𝜆𝑛𝜋𝑛 = 

𝑛=0

𝑘−1

𝜆𝜋𝑛



Η Μ/Μ/1/k Ουρά – Μέτρα Απόδοσης

Ανάλυση Μέσης Τιμής – Χώρος Αναμονής  

𝐿𝑞 = L − 1 − 𝜋0 =
𝜌

1 − 𝜌
−

k + 1 ρk+1

1 − 𝜌𝑘+1 − 1 +
1 − 𝜌

1 − 𝜌𝑘+1

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

ҧ𝜆

Ανάλυση Μέσης Τιμής – Συνολικό Σύστημα Αν 𝜌 ≠ 1,

𝐿 = 𝐸 𝑁 =
𝜌

1 − 𝜌
−

k + 1 ρk+1

1 − 𝜌𝑘+1
𝑊 =

𝐿

ҧ𝜆
=

𝜌
1 − 𝜌 −

k + 1 ρk+1

1 − 𝜌𝑘+1

𝜆(1 − 𝜋𝑘)

Όταν 𝑠 = 1,

𝐿𝑞 = 𝐿 − 1 − 𝜋0 = 𝐿 − 𝜌

Proof

𝐿𝑞 = σ𝑛=1
∞ 𝑛 − 1 𝜋𝑛=

σ𝑛=1
∞ 𝑛𝜋𝑛 − σ𝑛=1

∞ 𝜋𝑛 =

σ𝑛=0
∞ 𝑛𝜋𝑛 − 1 − 𝜋0 = L −

1 − π0 = L − ρ



Η Μ/Μ/s Ουρά 

Queue with infinite capacity and FCFS

Service

1 server

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population

Βασικά Χαρακτηριστικά 

Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆

Xρόνοi εξυπηρετησης i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 ,

𝑠 παράλληλοι υπηρέτες

Άπειρη χωρητικότητα (𝑘 = ∞). 

Εισέρχονται όλοι στο σύστημα

Πειθαρχία ουρά FCFS

𝜌 =
𝜆

𝑠𝜇
< 1 (Ευστάθεια)

Βασικά Αποτελέσματα: Αν 𝜆 < 𝑠𝜇

Στάσιμη Κατανομή Πελατών

Ποσοστό Χρόνου σύστημα άδειο 𝜋0 = σ𝑛=0
𝑠−1

𝜆

𝜇

𝑛

𝑛!
+

𝜆

𝜇

𝑠

𝑠! 1−𝑝

−1

• 𝐿𝑞 =

𝜆

𝜇

𝑠

𝑠!
𝜋0

𝜌

1−𝜌 2, 𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

𝜆
(από Little)

• 𝑊 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
, L = λW = λ 𝑊𝑞 +

1

𝜇
= Lq +

λ

μ

𝜋𝑛 =

𝜆

𝜇

𝑛

𝑛!
𝜋0, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠 − 1 και 𝜋𝑛 =

𝜆

𝜇

𝑛

𝑠!𝑠𝑛−𝑠 𝜋0, 𝑛 ≥ 𝑠



Η Μ/Μ/s/k Ουρά 

Βασικά Χαρακτηριστικά 

Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆 – Interarrival Times i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜆

Xρόνοi εξυπηρετησης i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 , 𝐸 𝓦𝒔 =
1

𝜇

𝑠 παράλληλοι υπηρέτης

Πεπερασμένη χωρητικότητα (𝑘 < ∞). Δεν εισέρχονται όλοι στο σύστημα

Εξυπηρέτηση: 𝑠 θέσεις, Αναμονή: 𝑘 − 𝑠 θέσεις

Πειθαρχία ουρά FCFS - Το σύστημα ευσταθές για κάθε 𝜆, 𝜇

Queue with buffer size (𝑘 − 𝑠) and FCFS

Service 

𝑠 servers

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population



Η Μ/Μ/s/k Ουρά – Ανάλυση Στασιμότητας

Έστω η σ.δ. 𝑁 𝑡 = το πλήθος των πελατών στο Σύστημα τη χρονική στιγμή 𝑡.

Χώρος καταστάσεων 𝑆 = {0,1,2, … , 𝑘} και διάγραμμα ρυθμών μετάβασης:

Άρα η 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 είναι μια Διαδικασία Γέννησης–Θανάτου με ρυθμούς
𝜆𝑛 = 𝜆, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 − 1

𝜇𝑛 = ቊ
𝑛𝜇, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠 − 1
𝑠𝜇, 𝑠 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘

, 𝑘 > 𝑠 .

Στους ρυθμούς εξυπηρέτησης λάβαμε υπόψιν ότι τρέχουν παράλληλοι εκθετικοί χρόνοι.

𝜆

𝜇
0 1

𝜆

2𝜇
2 …

𝜆

𝑠𝜇
𝑠 − 1 𝑠 𝑠 + 1 …

𝜆

𝑠𝜇
𝑘 − 1 𝑘

𝜆

𝑠𝜇𝑠𝜇

𝜆

Πεπερασμένη Χωρητικότητα

∃ στάσιμη κατανομή ∀ 𝜆, 𝜇

Queue with buffer size (𝑘 − 𝑠) and FCFS

Service 

𝑠 servers

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population



Πεπερασμένος Πληθυσμός Πελατών

Βασικά Χαρακτηριστικά 

Πεπερασμένος Πληθυσμός Πελατών (Πηγή) μεγέθους 𝑁

Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆 – Interarrival Times i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜆

Xρόνοι εξυπηρέτησης i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 , 𝐸 𝓦𝒔 =
1

𝜇

𝑠 παράλληλοι υπηρέτες. Άπειρη χωρητικότητα (𝑘 < ∞). 

Πειθαρχία ουρά FCFS - Το σύστημα ευσταθές για κάθε 𝜆, 𝜇

Queue with buffer size (𝑘 − 𝑠) and FCFS

Service 

𝑠 servers

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Finite Customer 

Population size 𝑵

M/M/s queue

Εισέρχονται όλοι 

στο σύστημα, 

αλλά είναι 

πεπερασμένοι σε 

πλήθος.



Άρα η 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 είναι μια Διαδικασία Γέννησης–Θανάτου με ρυθμούς
𝜆𝑛 = 𝑁 − 𝑛 𝜆, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

𝜇𝑛 = ቊ
𝑛𝜇, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠 − 1
𝑠𝜇, 𝑠 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘

, 𝑘 > 𝑠 .

Σε αφίξεις και αναχωρήσεις λάβαμε υπόψιν ότι τρέχουν παράλληλοι εκθετικοί χρόνοι.

𝑁𝜆

𝜇
0 1

(𝑁 − 1)𝜆

2𝜇
2 …

(𝑁 − 𝑠 + 1)𝜆

𝑠𝜇
𝑠 − 1 𝑠 𝑠 + 1 …

𝜆

𝑠𝜇
𝑁 − 1 𝑁

2𝜆

𝑠𝜇𝑠𝜇

(𝑁 − 𝑠)𝜆

Πεπερασμένες Καταστάσεις

∃ στάσιμη κατανομή ∀ 𝜆, 𝜇

Πεπ. Πληθυσμός Πελατων– Ανάλυση Στασιμότητας

Queue with buffer size (𝑘 − 𝑠) and FCFS

Service 

𝑠 servers

𝐸𝑥𝑝(𝜇)

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Finite Customer 

Population size 𝑵

M/M/s queue

Έστω η σ.δ. 𝑁 𝑡 = το πλήθος των πελατών στο Σύστημα τη χρονική στιγμή 𝑡.

Χώρος καταστάσεων 𝑆 = {0,1,2, … , 𝛮} και διάγραμμα ρυθμών μετάβασης:



Πεπ. Πληθυσμός Πελατων για 𝑠 = 1

Έστω οι στάσιμες πιθανότητες 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℕ0. Θεωρούμε την ακολουθία

𝐶𝑛 ≡
𝜆0𝜆1 … 𝜆𝑛−2𝜆𝑛−1

𝜇1𝜇2 … 𝜇𝑛−1𝜇𝑛
=

𝜆
𝜇

𝑛

Ν!

N − n !
, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁

Διάγραμμα Ρυθμών Μετάβασης
𝑁𝜆

𝜇
0 1

(𝑁 − 1)𝜆

𝜇
2 …

(𝑁 − 𝑠 + 1)𝜆

𝜇
𝑠 − 1 𝑠 𝑠 + 1 …

𝜆

𝜇
𝑁 − 1 𝑁

2𝜆

𝜇

Ανάλυση Στασιμότητας



Πεπ. Πληθυσμός Πελατων για 𝑠 = 1

𝜋0 = 

𝑛=0

∞

𝐶𝑛

−1

= 

𝑛=0

𝑁 𝜆
𝜇

𝑛

Ν!

N − n !

−1

𝜋𝑛 = 𝐶𝑛𝜋0 =

𝜆
𝜇

𝑛

Ν!

N − n !
𝜋0, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁

Στάσιμη Κατανομή



Πεπ. Πληθυσμός Πελατων για 𝑠 = 1

• Little με ҧ𝜆 = σ𝑛=0
𝑁 𝜆𝑛𝜋𝑛 = 𝜆(Ν − 𝐿) για 𝑊 και 𝑊𝑞

• Δύσκολος ο απευθείας υπολογισμός 𝐿 = 𝐸 𝑁 = σ𝑛=0
∞ 𝑛𝜋𝑛 λόγω της μορφής της 𝜋𝑛

• Υπολογίζω την

𝐿𝑞 = 𝐸 𝑁𝑞 = 

𝑛=1

𝑁

𝑛 − 1 𝜋𝑛 = 𝑁 −
𝜇

𝜆
1 − 𝜋0

𝐿 = 𝐿𝑞 + 𝜌 = 𝑁 −
𝜇

𝜆
1 − 𝜋0 +

𝜇

𝜆
= N +

μ

λ
π0 = N +

μ

λ


𝑛=0

𝑁 𝜆
𝜇

𝑛

Ν!

N − n !

−1

Μέτρα Απόδοσης

𝑊 = 𝐿/ ҧ𝜆 και 𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

ഥ𝜆



Η Μ/G/1 Ουρά – Non Markovian Model

Queue with infinite capacity and FCFS

1 server

Service 

time~𝐺

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population

Βασικά Χαρακτηριστικά 

Διαδικασία Αφίξεων Poisson ρυθμού 𝜆 – Interarrival Times i.i.d. ~𝐸𝑥𝑝 𝜆

Xρόνοi εξυπηρετησης i.i.d. ~G, 𝐸 𝓦𝒔 = 𝑏 =
1

𝜇
(από οποιαδήποτε κατανομή)

𝑠 = 1 υπηρέτης

Άπειρη χωρητικότητα (𝑘 = ∞). Εισέρχονται όλοι στο σύστημα

Πειθαρχία ουρά FCFS - 𝜌 = 𝜆𝑏 = 𝜆 ∙
1

𝜇
< 1 (Ευστάθεια)



Η Μ/G/1 Ουρά – Non Markovian Model

Queue with infinite capacity and FCFS

1 server

Service 

time~𝐺

Poisson arrivals 

with rate 𝝀 Served Customers

Infinite Customer 

Population

Βασικά Αποτελέσματα:

• Η σ.δ. 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 έχει στάσιμη κατανομή 𝜋𝑛 ανν 𝜌 = 𝜆 ∙
1

𝜇
= 𝜆𝐸 𝑆 < 1 ⇔ 𝜆 < 𝜇.

• 𝜋0 = 1 − 𝜌 πιθανότητα κενού συστήματος

Τύπος Pollaczek–Khinchine για 𝑳𝒒:

𝐿𝑞 =
𝜆2𝜎2 + 𝜌2

2 1 − 𝜌
.

• Συνεχίζει να ισχύει ο Νόμος του Little και τα γενικά αποτελέσματα για τα μέτρα:

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

𝜆
, 𝑊 = 𝑊𝑞 +

1

𝜇
, 𝐿 = 𝜆𝑊, 𝐿 = 𝐿𝑞 + 𝜌



Η Μ/G/1 Ουρά – Non Markovian Model

1η Εφαρμογή: Η Μ/Μ/1 Ουρά – Service Times 𝑆1, 𝑆2, … ~𝐸𝑥𝑝 𝜇 𝑖𝑖𝑑

• Η σ.δ. 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 έχει στάσιμη κατανομή 𝜋𝑛 ανν 𝜌 = 𝜆𝐸 𝑆 = 𝜆 ∙
1

𝜇
< 1 ⇔ 𝜆 < 𝜇.

• 𝜋0 = 1 − 𝜌 πιθανότητα κενού συστήματος

Τύπος Pollaczek–Khinchine για 𝑳𝒒: Για την εφαρμογή 𝜎2 = Var S =
1

μ2

𝐿𝑞 =
𝜆2𝜎2 + 𝜌2

2 1 − 𝜌
=

𝜆2 1
μ2 +

𝜆
𝜇

2

2 1 −
𝜆
𝜇

=
2

𝜆
𝜇

2

2
𝜇 − 𝜆

𝜇

=
𝜆2

𝜇 𝜇 − 𝜆
.

• Συνεχίζει να ισχύει ο Νόμος του Little και τα γενικά αποτελέσματα για τα μέτρα:

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

𝜆
=

𝜆2

𝜇 𝜇 − 𝜆
=

𝜆

𝜇 𝜇 − 𝜆

𝑊 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
=

𝜆

𝜇 𝜇 − 𝜆
+

1

𝜇
=

1

𝜇 − 𝜆
֜ 𝐿 = 𝜆𝑊 =

1

𝜇 − 𝜆



Η Μ/G/1 Ουρά – Non Markovian Model

2η Εφαρμογή: Η Μ/𝐷/1 Ουρά–Service Times 𝑆1, 𝑆2, … =
1

𝜇
(𝜎𝜏𝛼𝜃. )

• Η σ.δ. 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 έχει στάσιμη κατανομή 𝜋𝑛 ανν 𝜌 = 𝜆𝐸 𝑆 = 𝜆 ∙
1

𝜇
< 1 ⇔ 𝜆 < 𝜇.

• 𝜋0 = 1 − 𝜌 πιθανότητα κενού συστήματος

Τύπος Pollaczek–Khinchine για 𝑳𝒒: Για την εφαρμογή 𝜎2 = Var S = 0 (∄τυχαιότητα)

𝐿𝑞 =
𝜆2𝜎2 + 𝜌2

2 1 − 𝜌
=

𝜆20 +
𝜆
𝜇

2

2 1 −
𝜆
𝜇

=

𝜆
𝜇

2

2
𝜇 − 𝜆

𝜇

=
𝜆2

2𝜇 𝜇 − 𝜆
.

• Συνεχίζει να ισχύει ο Νόμος του Little και τα γενικά αποτελέσματα για τα μέτρα:

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

𝜆
=

𝜆

2𝜇 𝜇 − 𝜆

𝑊 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
=

𝜆

2𝜇 𝜇 − 𝜆
+

1

𝜇
=

2𝜇 − 𝜆

2𝜇 𝜇 − 𝜆
֜ 𝐿 = 𝜆𝑊 =

𝜆 2𝜇 − 𝜆

2𝜇 𝜇 − 𝜆



Η Μ/G/1 Ουρά – Non Markovian Model

3η Εφαρμογή: Η Μ/Ε𝑘/1 Ουρά–Service Times 𝑆1, 𝑆2, … ~𝐸𝑟𝑙𝑎𝑛𝑔(𝑘, 𝜇)

• Για τους υπολογισμούς θα χρειαστούμε 𝐸 𝑆 =
𝑘

μ
και 𝑉𝑎𝑟 𝑆 =

𝑘

𝜇2

• Η σ.δ. 𝑁 𝑡 : 𝑡 ≥ 0 έχει στάσιμη κατανομή 𝜋𝑛 ανν 𝜌 = 𝜆𝐸 𝑆 = 𝜆 ∙
𝑘

𝜇
< 1 ⇔ 𝜆 <

𝜇

𝑘
.

• 𝜋0 = 1 − 𝜌 = 1 −
𝜆𝑘

𝜇
πιθανότητα κενού συστήματος

Τύπος Pollaczek–Khinchine για 𝑳𝒒: 𝐿𝑞 =
𝜆2𝜎2+𝜌2

2 1−𝜌
=

𝜆2𝑘

𝜇2 +
𝜆𝑘

𝜇

2

2 1−
𝜆𝑘

𝜇

=
𝑘

𝜆

𝜇

2
(𝑘+1)

2
𝜇−𝜆𝑘

𝜇

=
𝜆2𝑘(𝑘+1)

2𝜇 𝜇−𝜆𝑘
.

• Συνεχίζει να ισχύει ο Νόμος του Little και τα γενικά αποτελέσματα για τα μέτρα:

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

𝜆
=

𝜆𝑘(𝑘 + 1)

2𝜇 𝜇 − 𝜆𝑘

𝑊 = 𝑊𝑞 +
𝑘

𝜇
=

𝜆𝑘(𝑘 + 1)

2𝜇 𝜇 − 𝜆𝑘
+

𝑘

𝜇
֜ 𝐿 = 𝜆𝑊 =

𝜆2𝑘(𝑘 + 1)

2𝜇 𝜇 − 𝜆𝑘
+ 𝜌 = 𝐿𝑞 + 𝜌
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