AvéAveon II - Egétaon gagivov e€aunvov 2023-24: 3 Jouvviov 2024

Tyoha:
* ‘OAor o1 SravuopaTikol X®EoL TTov eupavitovtar oe auTh Tnv egétaon dewpotvtal Siavuopatikol
yweot emi Touv R.
» KdBe doknon midvel 2 povadeg.
* Ae ypeldtetan va kdvete eTAOYL 5 aokncEwv amtd T 6 - ATAVIAGTE GE 6TTOl0L £QMTAUATA
emibupelte.
* Av x elvar To gUvolo Tev povddwv sov da patéyete, o TeMkdg Pabuds tng eEétacng Ha elivar

x ata 10.

1. Ze avth v doknon cuufolicovue ue A to uétpo Lebesgue cto [0, 1].
a) ‘Eotw Tp : C([0,1]) — R e Ty(f) = £(0) yua kdbe f € C([0,1]).
(i) Aetgre 6w vwdoxer T € (L([0,1]))" ue Tic(o,1p) = To.
(i) Aeigre 6 Sev vardgyer g € L'([0,1]) dore: T(f) = f[g__l]fg dA yw kdBe f € L=([0,1]).

b) ‘Eotw 1 < p < 4o, f € LP([0,1]) ko (fn)ren @eayuévn axorouvbia otov LP([0,1]). Asigte
6T fr 5 f av kau uévo av

/ fndA — / fdA  yu kdBe Lebesgue-uetpniowo A C [0, 1].
A A

2. a) AeiEre 6T kdBe KA£GTOC VTOXWEOS £vég avToTtabolc ywoou (Y, -||) elvan ewiong av-

ToTTaOMC.

b) ‘Ectw K dmelpo, cuumayég vmogtivodo tov R (ue tn cuvialn uetpiki). Ztabepottolovue
uio akoAovbio. (x,)pen SlapopeTikdv avd SUo atolEeiny tou K, kKot 0pilouue Tn YoOuWIKA
amewévion T : ! — C(K)* wg e8ig: v KGBe y = (¥1,¥2, ..., Vns...) € €1,

TG et tn) | vihedte £ e GLE).

(1) Aettte 6T wpdyuan T(y) € C(K)* yu kdbe y € £1.
(i1) Aeigte 6L n T elvan wouetpio.

(ili) Aelgte 6m o (C(K),| - [l») Bev eivar avromadiic.

3. a) Eow (X, -]||) x®eoc ue véoua, (x),en arorovBic ctov X*, kar x* € X* pe x; 2
AelEte 6t ||x*|| < liminf,— 4o ||| k@ 6T1, av emmAdov o (X,||-||) eivar Banach, téte n

(x2)nen elvan @eayuévn.
b) Kataokevdate pio geayuévn akolovdia (x}),en otov (£7)*, n omoio va unv éyer w*-

ouykAivouca vrtakoAovBia. Tati avté dev €gyetal oe aviipaon ue 1o Oedonua Alaoglu;



4. ")

b)

b)

‘Eoto (X, ) tomkd kueTog x®eog, e toTroloyia 7 Tou Tapdyetal amd uio, owoyévela
& nuwogudv p: X — [0,400). ‘Eoto A C X. Afue 6T 10 A eivanl @payuévo av, yua kdBe
Ue T ue 0eU, umdoxer s €R cdote ACs-U.

AeiEte 6T To A elvon QEayuévo av kot uévo av to p(A) eivar peayuévo vtoatvolo Tou R
ya kdfe p € &

Ta kdfe n € N, guufolitovue pe e, 1o Sidvucua tov £2 ue n-ooTh cuvtetayuévn 1 Kot
1% L yue

6Aec g dAeg guvtetayuéves ioeg pe 0. Opigovue
A= {en+me,: m<n, mneN}C (2, |2)

’ . W / ’ , ’ ’ ’
Aeigte 61 0 €A, aldAd kon 611 Sev vITdEXEL akoAouBio 6To A IOV v GuYKALvel aoBevag

oto 0.

‘Ecto (X, ||-[|) xdoos pe végua, x € X, kot (x,)zen akoAovBio atov X ue x, — x. Asifte 610

VITAEXEL akoAoLBia (Vi )uen OTOV X, Ue y, € conv{X,, Xyt1,Xn42,---} VIO KGBe n € N, date
-l

Yn —r X,
‘Eoto (X,||-||) avromabig, ye v w@idtnta 6w n (Ex,w) efvar petpkomoicun. ‘Ectw
K CX ||-|-xAe1ot6, kveté kaw @eayuévo, ka €0t f: K — R rueril kav || - [|-cuveyns.

Aelgte 6Tt av n f elvar kAt @eayuévn, TéTe €yel eAdLoTN TNA.

Ymédeign: To (a) umopel va povel xpricwo £8w.

6. 'Eoto (X,||-]]) x®eoc ue vogua, kar K C X kugTo.

a) ‘Eotw x € K. Acgitte 61 x € ex(K) av kot udvo av: yia k40 y,z € K ue x = y—;rz £xovue OTL
y=z=2=x.
b) ‘Ectw 6T emmAdov To K eivon guumayés atov (X, || - ||). Aelgre 6mu

K\ ex(K) = {xe K: y__;rz ywo kdgtota y,z € K pe ||y —z| >0}

kow 67t to ex(K) eivan Gz-otvolo.

o KaAn emmroyia!

LAgyovtag 6T n f efvan kuguit evvoovtue 6w f(ix+ (1 —12)y) <if(x)+(1—1)f(y) yia kébe x,y € X ko t € [0,1].
Emaywywkd, n avdioyn ovigdtnta woyxlel yid kuptous cuvBuacpois Tuxainy otoyeiwv touv X.



