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Επιμέλεια Λύσεων : Κωνσταντίνος Μπιζάνος

1. Είναι οι επόμενοι ισχυρισμοί σωστοί ή λανθασμένοι ; Να εξηγήσετε την απάντησή

σας.

(αʹ) (1 μονάδα) Αν R είναι ένας δακτύλιος, M ένα ημιαπλό R -πρότυπο και r ∈
rad(R), τότε rx = 0 για κάθε x ∈ M .

(βʹ) (1 μονάδα) ΄Εστω R ένας δακτύλιος και M ένα R - πρότυπο. Αν ο δακτύλιος
EndRM είναι διαιρετικός, τότε το R - πρότυπο M είναι απλό.

(γʹ) (1 μονάδα) Ο δακτύλιος M2(Z) των 2× 2 πινάκων με ακέραιους συντελεστές
είναι ημιαπλός.

Λύση.

(α) Αρκεί να δείξουμε τον ισχυρισμό για κάθε απλό πρότυπο, αφού M =∑
λ Mλ, όπου Mλ απλά R - πρότυπα. ΄Αρα, χ.β.γ., υποθέτουμε ότι M

είναι απλό και έστω, προς άτοπο, ότι υπάρχει x ∈ M ώστε rx ̸= 0.
Τότε, M = R(rx). Συνεπώς, υπάρχει y ∈ R με x = yrx. Δηλαδή,
(1−yr)x = 0 και 1−yr ∈ U(R). ΄Αρα, έχουμε ότι x = 0 και καταλήγουμε
σε άτοπο.

(β) Ο ισχυρισμός είναι, εν γένει, λανθασμένος. ΄ΕστωR = T2(R) =
(
R R
0 R

)
.

Θεωρούμε το R - πρότυπο M = R2 ∼=
(
0 R
0 R

)
(ως R - πρότυπα). Θα

δείξουμε ότι EndRM είναι διαιρετικός δακτύλιος, ενώ το R - πρότυπο
M δεν είναι απλό. Πράγματι, παρατηρήστε ότι κάθε R - γραμμική απει-
κόνιση M → M είναι της μορφής λidM (γιατί ;), άρα κάθε μη μηδενικός

ενδομορφισμός είναι ισομορφισμός.

Παρατηρούμε ότι rad(R) =

(
0 R
0 0

)
και μάλιστα για A =

(
0 1
0 0

)
∈

rad(R) και v =

(
1
0

)
∈ M έχουμε ότι Av ̸= 0, άρα το M δεν μπορεί να

είναι απλό.



(γ) Ο δακτύλιος δεν είναι ημιαπλός, αφού δεν είναι αριστερά Artinian. Πράγ-
ματι, παρατηρούμε ότι υπάρχει γνησίως φθίνουσα ακολουθία αριστερών

ιδεωδών

· · · ⫋ M2 (2
nZ) ⫋ · · · ⫋ M2(2Z) ⫋ M2(Z).

2. (2 μονάδες) ΄Εστω R ένας ημιαπλός δακτύλιος. Να αποδείξετε ότι το κέντρο Z(R)
του δακτυλίου R είναι επίσης ένας ημιαπλός δακτύλιος.

Λύση. Αφού R είναι ημιαπλός, από το θεώρημα Weddeburn - Artin είναι της
μορφής R =

∏r
i=1 Mni

(Di). Παρατηρήστε ότι

Z(R) =
r∏

i=1

Z [Mni
(Di)]

όπου Z (Mni
(Di)) = Z(Di) · Ini

, για κάθε i. Αφού Z(Di) · Ini
είναι σώμα

έχουμε το ζητούμενο.

3. (2 μονάδες) ΄Εστω R = T2(Z) ο δακτύλιος των άνω τριγωνικών 2× 2 πινάκων με
ακέραιους συντελεστές.

Λύση. Θα δείξουμε ότι rad(R) =

(
O Z
O O

)
. Είναι άμεσο ότι

(
O Z
O O

)
⊆

rad(R), αφού για κάθε A ∈
(
O Z
O O

)
και X ∈ R, τότε ο I2 − XA είναι

αντιστρέψιμος.
1
Αντίστροφα, θεωρούμε την απεικόνιση φ : R → Z × Z με

φ

(
a b
0 c

)
= (a, c). Η φ είναι επιμορφισμός δακτυλίων με kerφ =

(
O Z
O O

)
.

Συνεπώς, ισχύει ότι R/ kerφ ∼= Z×Z, ο οποίος είναι Jacobson ημιαπλός (γιατί

;), άρα rad(R) ⊆
(
O Z
O O

)
.

4. (3 μονάδες) ΄Εστω G μια πεπερασμένη ομάδα και U, V δύο CG - πρότυπα με πεπε-
ρασμένη διάσταση επί του C και χαρακτήρες χU και χV αντίστοιχα. Να δείξετε ότι

οι επόμενοι δύο ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι:
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(αʹ) Υπάρχουν υπάρχει μόνο μια CG - γραμμική απεικονίση U → V , η μηδενική.

(βʹ) ⟨χU , χV ⟩ = 0

Λύση. Αν L είναι ο C - διανυσματικός χώρος των CG - γραμμικών απει-
κονίσεων U → V , αρκεί να δείξουμε ότι dimC L = ⟨χU , χV ⟩. Αν CG =
V n1
1 ⊕· · ·⊕V nr

r , όπου V1, . . . , Vr τα απλά CG - πρότυπα, τότε U = V k1
1 ⊕· · ·⊕V kr

r

και V = V m1
1 ⊕· · ·⊕V mr

r με ki,mi ≥ 0. Γνωρίζουμε ότι υπάρχει ο ισομορφισμός
C - δ.χ. :

HomCG(U, V ) ∼=
r∏

i,j=1

HomCG
(
V ki
i , V

mj

j

)
=

n∏
i=1

EndCG(Vi)
ki·mi (1)

Επίσης γνωρίζουμε ότι

⟨χU , χV ⟩ =
∑
i,j

nimj⟨χi, χj⟩ =
∑
i,j

nimjδij =
r∑

i=1

nimi

όπου χi ο χαρακτήρας του απλού CG - προτύπου Vi. ΄Αρα, από την σχέση 1,

αρκεί να δείξουμε ότι dimC EndCG(Vi) = 1. Αρκεί να δείξουμε ότι EndCG(Vi) =
⟨idVi

⟩. ΄Εστω φ ∈ EndCG(Vi) με φ ̸= 0. Αφού φ είναι C - γραμμική, έστω λ ∈
C∗
ιδιοτιμή της φ (αφού φ ισομορφισμός) και v ̸= 0 ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα

της φ. Θα δείξουμε ότι φ = λ · idVi
. Παρατηρούμε ότι φ − λ · idVi

: Vi → Vi

δεν είναι ισομορφισμός, αφού φ(v) = λv με v ̸= 0, συνεπώς φ = λ · idVi
, από

το λήμμα του Schur.
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