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Η ταυτότητα του Lagrange 
 

( )
2

22 2

1 1 1 1

n n n

j j j j j k k j
j j j j k n

x y x y x y x y
= = = ≤ < ≤

     
⋅ − = −     

     
∑ ∑ ∑ ∑ , , , 2j jx y R n∈ ≥ . 

[ Η θέτοντας, ( ) ( )1 1,..., , ,...,n nx x x y y y= =  έχουµε      
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Λύση Παρατηρούµε πρώτα ότι, 
1 , 1
   

2j k j k
k j n j k n
k j

x y x y
≤ ≤ ≤ < ≤
≠

=∑ ∑       (1). Πραγµατικά 

αριστερά το άθροισµα υπολογίζεται σε όλα τα διατεταγµένα ζεύγη 

( ){ }, : ,1 ,j k j k j k n≠ ≤ ≤  που είναι ( ) 21n n n n− = −  το πλήθος και δεξιά σε όλα τα 

διατεταγµένα ζεύγη ( ){ }, :1j k j k n≤ < ≤ ,  δηλαδή όλους τους συνδυασµούς των n  

αριθµών { }1,2,...,n  ανά δύο, που είναι 
( )1

2

n n −
 το πλήθος.  

Αποδεικνύουµε τώρα την ταυτότητα Lagrange µε χρήση της (1). Ξεκινούµε από  
το δεξί µέλος:              
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Όσο για το αριστερό µέλος έχουµε: 
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Έτσι η ταυτότητα Lagrange έπεται. 
 
         Παρατήρηση. Έπεται ιδιαίτερα από την (1) ότι: 
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        Εφαρµογές της ταυτότητας Lagrange και του εξωτερικού γινοµένου. 
1)Η ταυτότητα Lagrange έχει ως άµεση συνέπεια την ανισότητα Cauchy-Schwarz,  

2 2

1 1 1

, , , 2
n n n

j j j j j j
j j j

x y x y x y R n
= = =

≤ ⋅ ∈ ≥∑ ∑ ∑ . Εφόσον το δεξί µέλος της ταυτότητας 

Lagrange είναι µη αρνητικό. 
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       2)  Πότε ισχύει ισότητα στην ανισότητα Cauchy-Schwarz; 
Από την ταυτότητα του Lagrange έπεται ότι ισότητα στην ανισότητα Cauchy-

Schwarz ισχύει ακριβώς τότε αν η ποσότητα ( )2

1
j k k j

j k n

x y x y
≤ < ≤

−∑   στο δεξί µέλος της 

ταυτότητας Lagrange ισούται µε µηδέν. Έτσι 

( )2

1

0j k k j j k k j
j k n

x y x y x y x y
≤ < ≤

− = ⇔ =∑ για κάθε ,j k  µε  1 j k n≤ < ≤ . ∆ηλαδή αν, 

det 0
j k

j k

x x

y y
=  (*) για κάθε 1 , ,j k n j k≤ ≤ ≠ . Έπεται εύκολα ότι η (*) ισοδυναµεί µε 

το ότι τα διανύσµατα ( )1,..., nx x x=  και ( )1,..., ny y y=  είναι συγγραµµικά. ( Αν τα x  

και y  είναι συγγραµµικά δηλαδή αν x yλ=  για κάποιο Rλ∈  τότε ισχύει εύκολα η 
(*)). 
Αν ισχύει η (*) και τα x  και y  είναι µη µηδενικά τότε υπάρχει 

{ }, 1, 2,..., : 0, 0j kj k n y x∈ ≠ ≠ . Υποθέτοντας χωρίς περιορισµό της γενικότητας  ότι 

k j≠  έχουµε, det 0
k j

k j

x x

y y
= ⇔  υπάρχει Rλ∈ : j jx yλ=  και άρα x yν νλ=  για κάθε 

1, 2,..., nν =  
 
3) Έστω ( ) ( )1 1,..., , ,..., n

n na a a b b b R= = ∈ . Αποδείξτε ότι το εµβαδόν Ε του 

παραλληλογράµµου µε κορυφές τα σηµεία , ,O a a b+  και b  ισούται µε 

( ) ( )22 2 2

1
j k k j

j k n

a b a b a b a b
≤ < ≤

Ε = ⋅ − ⋅ = −∑ . 

       Λύση Υποθέτουµε ότι τα a  και b  δεν είναι συγγραµµικά, διαφορετικά το 
παραλληλόγραµµο εκφυλίζεται σε ευθύγραµµο τµήµα και το δεξί και το αριστερό 
µέλος της ισότητας ισούται µε µηδέν. 
Το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε κορυφές τα , ,O a a b+  και b  ισούται µε 

sina b θΕ = ⋅ ⋅ , όπου [ ]0,θ π∈  η κυρτή γωνία των a  και b  ( ο τύπος για το 

εµβαδόν του παραλληλογράµµου ισχύει και στον nR  µε 3n ≠ , εφόσον ο υπόχωρος 
,V a b=  που παράγουν τα a  και b  είναι διάστασης 2, dim 2V =  και άρα γραµµικά 

ισοµετρικός µε τον ( )2 ,R ⋅ ). 

Έτσι έχουµε:  

( )2 2 2 22 2 2sin 1 cosa b a bθ θΕ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − =
2 2 2 2 2cosa b a b θ⋅ − ⋅ ⋅ =

( )2 2 2
a b a b⋅ − ⋅  Εφόσον γνωρίζουµε ότι cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅ . 

∆ηλαδή ( )2 2 22 a b a bΕ = ⋅ − ⋅  (1) 

Από την ταυτότητα του Lagrange το δεξί µέλος της (1) ισούται µε 

( )2

1
j k k j

j k n

a b a b
≤ < ≤

−∑ . Έπεται ότι, ( )2 2 22 a b a bΕ = ⋅ − ⋅ = ( )2

1
j k k j

j k n

a b a b
≤ < ≤

−∑  η 

οποία συνεπάγεται αµέσως την ζητούµενη ισότητα. 
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  4 )Η  εξίσωση ενός επιπέδου στον 3R . 
Μια εξίσωση για το επίπεδο Ε που είναι κάθετο στο δεδοµένο διάνυσµα 

i j CkΝ = Α +Β +  του 3R  και περιέχει το σηµείο ( )0 0 0, ,Q x y z=  έχει τις ακόλουθες 

µορφές: ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x y y C z zΑ − +Β − + − =  ή 0x y Cz DΑ +Β + + =  κανονική 

µορφή. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Πράγµατι το σηµείο ( ), ,P x y z=  ανήκει στο επίπεδο Ε αν και µόνο αν το διάνυσµα 

( )0 0 0, ,OP OQ x x y y z z− = − − −  είναι παράλληλο προς το επίπεδο Ε αν και µόνο αν 

το Ν είναι ορθογώνιο στο P Q− . Έτσι βρίσκουµε: 

OP OQ N− ⊥ ⇔ ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x y y C z zΑ − +Β − + − = ⇔ 0x y Cz DΑ +Β + + =  

Όπου ( )0 0 0D x y Cz= − Α +Β + . 

Αντίστροφα ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο µε εξίσωση 0x y Cz DΑ +Β + + =  

είναι το N i j Ck= Α +Β + , όπου 0CΑ + Β + > . Σηµειώνουµε ότι τα επίπεδα µε 

εξισώσεις: 0x y Cz DΑ +Β + + =  και 0x y CzΑ +Β + =  είναι παράλληλα ( αν 0D ≠  
τότε το σύστηµα των εξισώσεων 0x y CzΑ +Β + =  και 0x y Cz DΑ +Β + + =  
προφανώς δεν έχει λύση). 
5) Η εξίσωση του επιπέδου που περιέχει τρία δοσµένα σηµεία. 
Έστω ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,x y z Q x y z R x y zΡ = = =  σηµεία του 3R  για τα οποία 

υποθέτουµε ότι δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία. Μπορούµε να βρούµε την κανονική 
µορφή του επιπέδου που περιέχει τα , ,Q RΡ  µε δύο τρόπους: 
(Ι) Η εξίσωση που θέλουµε έχει την κανονική µορφή 0x y Cz DΑ +Β + + = . Επειδή 
τα , ,Q RΡ  ανήκουν στο επίπεδο  καταλήγουµε στο γραµµικό σύστηµα των 
εξισώσεων: 
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

0

0

x y Cz D

x y Cz D

x y Cz D

Α +Β + + =

Α +Β + + =
Α +Β + + =

 

( το οποίο και επιλύουµε ως προς τα ,Α Β  και C ). 
(ΙΙ) Τα διανύσµατα OQ O− Ρ  και OR OP−  είναι παράλληλα προς το επίπεδο Ε που 
ζητούµε άρα κάθε διάνυσµα ορθογώνιο προς το Ε είναι και ορθογώνιο προς αυτά. Το 
εξωτερικό γινόµενο ( ) ( )OQ OP OR OPΝ = − × −  είναι ορθογώνιο προς τα OQ O− Ρ  

και OR OP− . 
Παρατηρούµε ότι, ( )2 1 2 1 2 1, ,OQ OP x x y y z z− = − − − , 

( )3 1 3 1 3 1, ,OR OP x x y y z z− = − − −  και συνεπώς, 

( ) ( )OQ OP OR OPΝ = − × − = 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

                        

  

  

i j k

x x y y z z

x x y y z z

− − −

− − −

=

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

      

      

y y z z x x z z x x y y
i j k

y y z z x x z z x x y y

− − − − − −
− +

− − − − − −
= i j CkΑ +Β + . 

Έχοντας το διάνυσµα Ν που είναι κάθετο στο Ε µπορούµε να βρούµε την κανονική 
µορφή της εξίσωσης του επιπέδου χρησιµοποιώντας ένα από τα δοσµένα σηµεία 

, ,Q RΡ  π.χ. το Ρ. 

Έτσι βρίσκουµε την εξίσωση ( ) ( ) ( )1 1 1 0x x y y C z zΑ − +Β − + − =  όπου Α,  Β και C  

είναι οι συντεταγµένες του Ν. 
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