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Ç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí Ý÷åé ùò óêïðü ôçí ðïóïôéêÞ ìåëÝôç ôùí ôõ÷áßùí öáéíïìÝíùí ìå ìáèçìáôéêÝò
ìåèüäïõò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áó÷ïëåßôáé ìå ôç ìåëÝôç ðåéñáìÜôùí ôý÷çò, äçëáäÞ ðåéñáìÜôùí Þ
äéáäéêáóéþí ôùí ïðïßùí ôï áðïôÝëåóìá äåí åßíáé åê ôùí ðñïôÝñùí ãíùóôü áëëÜ êáèïñßæåôáé (êáé) áðü
ôõ÷áßïõò ðáñÜãïíôåò.

¸óôù S ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí åíüò ôõ÷áßïõ ðåéñÜìáôïò. ÊÜèå äõíáôü áðïôÝëåóìá
êáëåßôáé äåéãìáôéêü óçìåßï Þ áðëü åíäå÷üìåíï ôïõ ôõ÷áßïõ ðåéñÜìáôïò, åíþ ôï óýíïëï S êáëåßôáé
äåéãìáôéêüò ÷þñïò. Ôá õðïóýíïëá ôïõ äåéãìáôéêïý ÷þñïõ áíáöÝñïíôáé ùò åíäå÷üìåíá. ÊáôÜ ôçí
åêôÝëåóç åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò, èá ëÝìå üôé Ýíá äåäïìÝíï åíäå÷üìåíï ðñáãìáôïðïéåßôáé, áí ôï
áðïôÝëåóìá ôïõ ðåéñÜìáôïò áíÞêåé óôï óõãêåêñéìÝíï åíäå÷üìåíï.

Áí ôá E1; E2; : : : ; En åßíáé åíäå÷üìåíá ôüôå ç ÝíùóÞ ôïõò,
⋃n

i=1 Ei, åßíáé ôï åíäå÷üìåíï ðïõ ðåñéëáìâÜíåé
üëá ôá äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ áíÞêïõí óå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá E1; E2; : : : ; En. ÄçëáäÞ, ôï
åíäå÷üìåíï

⋃n
i=1 Ei ðñáãìáôïðïéåßôáé üôáí ðñáãìáôïðïéçèåß ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá E1; E2; : : : ; En.

Ðáñüìïéá, ç ôïìÞ
⋂n

i=1 Ei åßíáé ôï åíäå÷üìåíï ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ
áíÞêïõí óå üëá ôá E1; E2; : : : ; En. Ôï åíäå÷üìåíï

⋂n
i=1 Ei ðñáãìáôïðïéåßôáé üôáí ðñáãìáôïðïéçèïýí

\ôáõôü÷ñïíá" üëá ôá E1; E2; : : : ; En.

Ãéá êÜèå åíäå÷üìåíï E ïñßæïõìå ôï óõìðëçñùìáôéêü ôïõ, Ec, ðïõ åßíáé ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí
áðïôåëåóìÜôùí ðïõ äåí áíÞêïõí óôï E. Ôï óõìðëçñùìáôéêü Ec ôïõ E ðñáãìáôïðïéåßôáé ôüôå êáé
ìüíïí ôüôå üôáí äåí ðñáãìáôïðïéåßôáé ôï E. Ôï åíäå÷üìåíï S ðñáãìáôïðïéåßôáé ðÜíôá, üðïéï êé áí
åßíáé ôï áðïôÝëåóìá åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò, åíþ ôï Sc åßíáé ôï êåíü óýíïëï ∅ ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá
äõíáôü áðïôÝëåóìá êáé ôï ïðïßï åðïìÝíùò äåí ðñáãìáôïðïéåßôáé ðïôÝ. Äõï åíäå÷üìåíá E êáé F ìå
E ∩F = ∅ ëÝãïíôáé áóõìâßâáóôá. Ï üñïò áõôüò ÷ñçóéìïðïéåßôáé áêñéâþò ãéá íá äçëþóåé üôé äåí åßíáé
äõíáôü íá ðñáãìáôïðïéçèïýí êáé ôá äõï, áöïý ç ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ åíüò áðïêëåßåé ôçí ðñáãìáôïðïßçóç
ôïõ Üëëïõ.

Ãéá ôçí ðéèáíïèåùñçôéêÞ ðñïôõðïðïßçóç (ìïíôåëïðïßçóç) åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò áðáéôåßôáé íá êáèïñéóèïýí
ôñßá óôïé÷åßá: Ï äåéãìáôéêüò ÷þñïò S, ç ïéêïãÝíåéá ôùí åíäå÷ïìÝíùí Á ðïõ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá
õðïóõíüëùí ôïõ S ãéá ôá ïðïßá ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåôñÞóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ðñáãìáôïðïßçóÞò ôïõò
êáé ìéá óõíÜñôçóç (ìÝôñï) ðéèáíüôçôáò P : Á→ R ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜèå åíäå÷üìåíï ôçí ðéèáíüôçôá
ðñáãìáôïðïßçóÞò ôïõ ðïõ èá åßíáé Ýíáò áñéèìüò.

Ãéá ôçí áîéùìáôéêÞ èåìåëßùóç ôùí ðéèáíïôÞôùí õðïèÝôïõìå ôá áêüëïõèá áîéþìáôá ôá ïðïßá ðñÝðåé
íá éêáíïðïéåß ç ðéèáíüôçôá P :

1. 0 ≤ P (E) ≤ 1, ãéá êÜèå åíäå÷üìåíï E

2. P (S) = 1

1



3. Ãéá êÜèå áêïëïõèßá áíÜ äýï áóõìâßâáóôùí åíäå÷ïìÝíùí E1; E2; : : : (äçëáäÞ Ei∩Ej = ∅ ãéá i 6= j)

P (
∞⋃
i=1

Ei) =
∞∑
i=1

P (Ei)

Ìðïñïýí ôüôå íá áðïäåé÷èïýí îåêéíþíôáò áðü ôá áîéþìáôá ôá áêüëïõèá âáóéêÜ õðïëïãéóôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá:

1. P (∅) = 0

2. P (Ec) = 1− P (E)

3. Áñ÷Þ åãêëåéóìïý - áðïêëåéóìïý ãéá 2 åíäå÷üìåíá:

P (E ∪ F ) = P (E) + P (F )− P (EF )

4. ÃåíéêÞ áñ÷Þ åãêëåéóìïý - áðïêëåéóìïý:

P (
n⋃

i=1

Ei) =
n∑

i=1

P (Ei)−
∑
i<j

P (ÅiÅj) +
∑

i<j<k

P (ÅiÅjÅk)− · · ·+ (−1)n+1P (Å1Å2 · · ·Ån)

=
n∑

r=1

(−1)r+1
∑

i1<i2<···<ir

P (Ei1Ei2 · · ·Eir)

5. Ìïíïôïíßá: Áí Å ⊆ F ôüôå P (E) ≤ P (F )

6. Õðïðñïóèåôéêüôçôá: Ãéá êÜèå áêïëïõèßá åíäå÷ïìÝíùí E1; E2; : : : éó÷ýåé

P (
∞⋃
i=1

Ei) ≤
∞∑
i=1

P (Ei)

7. ÓõíÝ÷åéá: Áí E1 ⊆ E2 ⊆ E3 ⊆ · · · åßíáé ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá åíäå÷ïìÝíùí ôüôå

P (
∞⋃
i=1

Ei) = lim
n→∞

P (En)

Ïìïßùò, áí E1 ⊇ E2 ⊇ E3 ⊇ · · · åßíáé ìéá öèßíïõóá áêïëïõèßá åíäå÷ïìÝíùí ôüôå

P (
∞⋂
i=1

Ei) = lim
n→∞

P (En)

Óôçí ðåñßðôùóç ðåðåñáóìÝíïõ äåéãìáôéêïý ÷þñïõ S ðïõ üëá ôá äåéãìáôéêÜ óçìåßá ôïõ åßíáé éóïðßèáíá,
ç ðéèáíüôçôá åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Å äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (E) =
|E|
|S|

=
åõíïúêÝò ðåñéðôþóåéò

äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò

üðïõ ìå |E| óõìâïëßæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Å.

Ç ðéèáíüôçôá åíüò åíäå÷ïìÝíïõ ìðïñåß íá Ý÷åé äéÜöïñåò åñìçíåßåò. Óå Ýíá ðåßñáìá ðïõ áöïñÜ ôï
÷áñáêôçñéóôéêü åíüò ðåðåñáóìÝíïõ ðëçèõóìïý ìðïñåß íá åñìçíåõèåß óáí ôï ðïóïóôü ôïõ ðëçèõóìïý ðïõ
Ý÷åé ôï óõãêåêñéìÝíï ÷áñáêôçñéóôéêü. Óå Ýíá ðåßñáìá ðïõ ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß áðåñéüñéóôá, ìðïñåß
íá åñìçíåõèåß ùò ç ïñéáêÞ ó÷åôéêÞ óõ÷íüôçôá ðñáãìáôïðïßçóçò ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ, êáèþò ôï ðëÞèïò ôùí
åðáíáëÞøåùí ôïõ ðåéñÜìáôïò ôåßíåé óôï Üðåéñï. Óå ðåéñÜìáôá ôý÷çò ðïõ ï äåéãìáôéêüò ÷þñïò ìðïñåß
íá áðåéêïíéóôåß ìå êÜðïéï åðßðåäï ãåùìåôñéêü ó÷Þìá, ç ðéèáíüôçôá åíüò åíäå÷ïìÝíïõ ìðïñåß íá ãßíåé
áíôéëçðôÞ ùò ôï ðïóïóôü ôïõ åìâáäïý ôïõ ó÷Þìáôïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï óõãêåêñéìÝíï åíäå÷üìåíï ùò
ðñïò ôï åìâáäü ôïõ ó÷Þìáôïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï äåéãìáôéêü ÷þñï. ÔÝëïò, ç ðéèáíüôçôá ìðïñåß íá
åñìçíåõèåß ùò Ýíá õðïêåéìåíéêü ìÝôñï âåâáéüôçôáò ãéá ôï áðïôÝëåóìá åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò.
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Óôïé÷åßá óõíäõáóôéêÞò ãéá õðïëïãéóìïýò ðéèáíïôÞôùí

Ðåñßëçøç

Áíôþíçò Ïéêïíüìïõ
aeconom@math.uoa.gr

20 Öåâñïõáñßïõ 2010

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ýíá ðåßñáìá ôý÷çò Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï äåéãìáôéêü ÷þñï S ðïõ üëá ôá äåéãìáôéêÜ
óçìåßá ôïõ åßíáé éóïðßèáíá, ç ðéèáíüôçôá åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Å äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (E) =
|E|
|S|

=
åõíïúêÝò ðåñéðôþóåéò

äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò

üðïõ ìå |E| óõìâïëßæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Å.

ÅðïìÝíùò, ãßíåôáé öáíåñü üôé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ðéèáíïôÞôùí óå ôÝôïéá ðåéñÜìáôá ôý÷çò åßíáé
áíáãêáßá ç êáôáìÝôñçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ äåéãìáôéêïý ÷þñïõ êáèþò êáé äéáöüñùí
õðïóõíüëùí ôïõ, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá åíäå÷üìåíá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Ç áðáñßèìçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí
óôïé÷åßùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ìå óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò åßíáé ôï áíôéêåßìåíï ôçò ÓõíäõáóôéêÞò.
Ãéá ôï ëüãï áõôü åßíáé áíáãêáßá ç ãíþóç ôïõëÜ÷éóôïí ôùí âáóéêþí åñãáëåßùí ôçò ÓõíäõáóôéêÞò.

Ç ðéï óçìáíôéêÞ êáé åõñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíç áñ÷Þ ôçò ÓõíäõáóôéêÞò åßíáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
áñ÷Þ. Óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ áõôÞ, áí Ýíá ðåßñáìá ìðïñåß íá áíáëõèåß óå óôÜäéá êáé óôï 1ï óôÜäéï
õðÜñ÷ïõí n1 äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá, óôï 2ï óôÜäéï õðÜñ÷ïõí n2 äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá (ü,ôé êáé íá Ý÷åé
óõìâåß óôï ðñïçãïýìåíï óôÜäéï), óôï 3ï óôÜäéï õðÜñ÷ïõí n3 äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá (ü,ôé êáé íá Ý÷åé
óõìâåß óôá ðñïçãïýìåíá óôÜäéá) ê.ï.ê. ìÝ÷ñé êáé ôï ôåëåõôáßï r-ïóôü óôÜäéï óôï ïðïßï õðÜñ÷ïõí nr

äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá, ôüôå ôï ðåßñáìá Ý÷åé óõíïëéêÜ n1n2 · · ·nr äéáöïñåôéêÜ äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá.

ÌåôÜèåóç n áíôéêåéìÝíùí åßíáé ìéá ôïðïèÝôçóÞ ôïõò óå óåéñÜ, äçëáäÞ ìéá ïðïéáäÞðïôå äéáôåôáãìÝíç
n-áäá áðü áõôÜ ôá áíôéêåßìåíá óôçí ïðïßá ôï êáèÝíá åìöáíßæåôáé ìéá êáé ìüíï ìéá öïñÜ (÷ùñßò
åðáíáëÞøåéò). Ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí ìåôáèÝóåùí n áíôéêåéìÝíùí åßíáé

n! = n(n− 1)(n− 2) · · · 1:

Ôï óýìâïëï 0! ïñßæåôáé íá åßíáé ßóï ìå 1.

ÄéÜôáîç n áíÜ k áðü Ýíá óýíïëï n áíôéêåéìÝíùí ëÝãåôáé êÜèå äéáôåôáãìÝíç k-áäá áðü áõôÜ ôá n

áíôéêåßìåíá óôçí ïðïßá ôï êáèÝíá åìöáíßæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ (÷ùñßò åðáíáëÞøåéò). To ðëÞèïò ôùí
äéáôÜîåùí n áíÜ k åßíáé

n!
(n− k)!

= n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1):

Ç ìåôÜèåóç n áíôéêåéìÝíùí åßíáé ìéá äéÜôáîç n áíÜ n.

ÅðáíáëçðôéêÞ äéÜôáîç Þ äéÜôáîç ìå åðáíÜëçøç n áíÜ k áðü Ýíá óýíïëï n áíôéêåéìÝíùí ëÝãåôáé
êÜèå äéáôåôáãìÝíç k-áäá áðü áõôÜ ôá n áíôéêåßìåíá óôçí ïðïßá ôï êáèÝíá ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé
ïóåóäÞðïôå öïñÝò (ìå åðáíáëÞøåéò). To ðëÞèïò ôùí åðáíáëçðôéêþí äéáôÜîåùí n áíÜ k åßíáé

nk:
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Óõíäõáóìüò n áíÜ k áðü Ýíá óýíïëï n áíôéêåéìÝíùí ëÝãåôáé êÜèå ìç-äéáôåôáãìÝíç óõëëïãÞ ìå
k óôïé÷åßá áðü áõôÜ ôá n áíôéêåßìåíá, óôçí ïðïßá ôï êáèÝíá åìöáíßæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ (÷ùñßò
åðáíáëÞøåéò). ÏõóéáóôéêÜ äçëáäÞ ï üñïò óõíäõáóìüò n áíÜ k óçìáßíåé õðïóýíïëï ìå k óôïé÷åßá ôïõ
óõíüëïõ ôùí n áíôéêåéìÝíùí. To ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí n áíÜ k åßíáé(

n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

:

Ç ðïóüôçôá áõôÞ áíáöÝñåôáé êáé ùò äéùíõìéêüò óõíôåëåóôÞò äéüôé åìöáíßæåôáé óôï äéùíõìéêü

èåþñçìá ðïõ ëÝåé ðþò áíáðôýóóåôáé ç äýíáìç åíüò äéùíýìïõ óå ìïíþíõìá:

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k:

Åêôüò áðü ôïí áêñéâÞ ôýðï ðïõ äßíåé ôï ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí n áíÜ k, Ýíáò ÷ñÞóéìïò ôýðïò åßíáé
êáé ï (

n

k

)
=
(
n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
; 1 ≤ k ≤ n;

ðïõ áðïôåëåß ìéá áíáãùãéêÞ ó÷Ýóç ðïõ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí åýêïëç êáôáóêåõÞ ðßíáêá ìå
ôéò ôéìÝò ôùí

(
n
k

)
(ôñßãùíï Pascal).

Åðáíáëçðôéêüò óõíäõáóìüò Þ óõíäõáóìüò ìå åðáíÜëçøç n áíÜ k áðü Ýíá óýíïëï n áíôéêåéìÝíùí
ëÝãåôáé êÜèå ìç-äéáôåôáãìÝíç óõëëïãÞ ìå k óôïé÷åßá áðü áõôÜ ôá n áíôéêåßìåíá, óôçí ïðïßá ôï êáèÝíá
ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé ïóåóäÞðïôå öïñÝò (ìå åðáíáëÞøåéò). To ðëÞèïò ôùí åðáíáëçðôéêþí óõíäõáóìþí
n áíÜ k åßíáé (

n + k − 1
k

)
=
(
n + k − 1
n− 1

)
=

(n + k − 1)!
k!(n− 1)!

:

Ï ðïëõùíõìéêüò óõíôåëåóôÞò n áíÜ n1; n2; : : : ; nr ïñßæåôáé ìüíï ãéá n = n1 + n2 + · · ·+ nr ùò

n!
n1!n2! · · ·nr!

=
(n1 + n2 + · · ·+ nr)!

n1!n2! · · ·nr!

êáé áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïõ äéùíõìéêïý óõíôåëåóôÞ (áöïý ï äéùíõìéêüò óõíôåëåóôÞò n áíÜ k ìðïñåß íá
èåùñçèåß ðïëõùíõìéêüò óõíôåëåóôÞò n áíÜ k; n−k. ÏíïìÜæåôáé Ýôóé äéüôé åìöáíßæåôáé óôï ðïëõùíõìéêü
èåþñçìá ðïõ ãåíéêåýåé ôï äéùíõìéêü ùò åîÞò:

(x1 + x2 + · · ·+ xr)n =
∑

(n1;n2;:::;nr): n1+n2+···+nr=n

n!
n1!n2! · · ·nr!

xn1
1 xn2

2 · · ·x
nr
r :

O ðïëõùíõìéêüò óõíôåëåóôÞò n áíÜ n1; n2; : : : ; nr äßíåé ôçí áðÜíôçóç óå äõï âáóéêÜ óõíäõáóôéêÜ
ðñïâëÞìáôá. ÐñÜãìáôé, äßíåé ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí ôïðïèåôÞóåùí óå óåéñÜ n áíôéêåéìÝíùí,
åê ôùí ïðïßùí n1 áíôéêåßìåíá åßíáé üìïéá ìåôáîý ôïõò ôýðïõ 1, n2 áíôéêåßìåíá åßíáé üìïéá ìåôáîý
ôïõò ôýðïõ 2 ê.ï.ê., nr áíôéêåßìåíá åßíáé üìïéá ìåôáîý ôïõò ôýðïõ r (ìåôáèÝóåéò r åéäþí óôïé÷åßùí

n áíôéêåéìÝíùí áíÜ n1; n2; : : : ; nr). Åðßóçò, äßíåé ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí äéáéñÝóåùí åíüò

óõíüëïõ ìå n óôïé÷åßá óå r äéáêåêñéìÝíá õðïóýíïëá ìå n1; n2; : : : ; nr óôïé÷åßá ôï êáèÝíá.

¸íá ôåëåõôáßï óõíäõáóôéêü åñþôçìá ðïõ åìöáíßæåôáé óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò áöïñÜ ôï ðëÞèïò ôùí
áêÝñáéùí ìç áñíçôéêþí ëýóåùí (x1; x2; : : : ; xn) ôçò åîßóùóçò

x1 + x2 + : : : + xn = k:

Áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ðëÞèïò áõôü éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí åðáíáëçðôéêþí óõíäõáóìþí n áíÜ k, äçëáäÞ
åßíáé

(
n+k−1

k

)
. Áí åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí ôçò ßäéáò åîßóùóçò áëëÜ ìå ôá x1; x2; : : : ; xn

íá ðáßñíïõí ìüíï ôéò ôéìÝò 0 Þ 1 ôüôå Ý÷ïõìå
(
n
k

)
ôï ðëÞèïò ëýóåéò.
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ÄåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá êáé áíåîáñôçóßá

Ðåñßëçøç

Áíôþíçò Ïéêïíüìïõ
aeconom@math.uoa.gr

27 Öåâñïõáñßïõ 2010

¸óôù äõï åíäå÷üìåíá Å êáé F åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò ìå äåéãìáôéêü ÷þñï S. Áí P (F ) > 0, äçëáäÞ
ôï F Ý÷åé ìç-ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá íá ðñáãìáôïðïéçèåß, ôüôå ïñßæåôáé ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ôïõ
åíäå÷ïìÝíïõ Å äïèÝíôïò ôïõ F ùò:

P (E|F ) =
P (EF )
P (F )

:

Ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (E|F ) ðñÝðåé íá åñìçíåýåôáé äéáéóèçôéêÜ ùò ç ðéèáíüôçôá íá (Ý÷åé) ðñáãìáôïðïéçèåß
ôï Å, äåäïìÝíçò ôçò ðëçñïöïñßáò üôé ôï F Ý÷åé ðñáãìáôïðïéçèåß. Ôá ôñßá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ
÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôïõò õðïëïãéóìïýò ìå äåóìåõìÝíåò ðéèáíüôçôåò åßíáé ôï ðïëëáðëáóéáóôéêü èåþñçìá,
ôï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò êáé ôï èåþñçìá Bayes.

Ôï ðïëëáðëáóéáóôéêü èåþñçìá ëÝåé üôé ïðïôåäÞðïôå Ý÷ïõìå ìéá ðåðåñáóìÝíç ïéêïãÝíåéá åíäå÷ïìÝíùí
Å1; Å2; E3 : : : ; En ôüôå ç ðéèáíüôçôá ôçò ôïìÞò ôïõò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðï ôïí ôýðï

P (E1E2E3 · · ·En) = P (E1)P (E2|E1)P (E3|E1E2) · · ·P (En|E1E2 · · ·En−1):

Ôï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò ëÝåé üôé Üí Ý÷ïõìå ìéá äéáìÝñéóç F1; F2; F3; : : : ôïõ äåéãìáôéêïý
÷þñïõ S (äçëáäÞ ∪∞i=1Fi = S êáé ôá åíäå÷üìåíá Fi åßíáé áíÜ äýï áóõìâßâáóôá) ôüôå ï õðïëïãéóìüò ôçò
ðéèáíüôçôáò ïðïéïõäÞðïôå åíäå÷ïìÝíïõ Å ìðïñåß íá ãßíåé ìÝóù ôïõ ôýðïõ

P (E) =
∞∑
i=1

P (Fi)P (E|Fi):

ËÝìå ôüôå üôé õðïëïãßæïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ðñáãìáôïðïßçóçò ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ Å \äåóìåýïíôáò" óôá Fi.
Óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôïõ, ôï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò ëÝåé üôé äïèÝíôùí äõï åíäå÷ïìÝíùí Å êáé
F , ç ðéèáíüôçôá ðñáãìáôïðïßçóçò ôïõ Å ìðïñåß íá âñåèåß äåóìåýïíôáò óôï áí ôï F ðñáãìáôïðïéÞèçêå
Þ ü÷é. ¸÷ïõìå ôüôå ôïí ôýðï

P (E) = P (F )P (E|F ) + P (F c)P (E|F c):

Ôï èåþñçìá ôïõ Bayes ëÝåé üôé áí äßíåôáé Ýíá åíäå÷üìåíï Å êáé ìéá äéáìÝñéóç F1; F2; F3; : : : ôïõ
äåéãìáôéêïý ÷þñïõ S, ôüôå ï õðïëïãéóìüò ôùí äåóìåõìÝíùí ðéèáíïôÞôùí P (Fj |E); j = 1; 2; : : : ìðïñåß
íá ãßíåé ìÝóù ôïõ ôýðïõ

P (Fj |E) =
P (Fj)P (E|Fj)

P (E)
=

P (Fj)P (E|Fj)∑∞
i=1 P (Fi)P (E|Fi)

:
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Ç áîßá ôïõ èåùñÞìáôïò Bayes âñßóêåôáé óôï üôé åðéôñÝðåé õðïëïãéóìïýò ðéèáíïôÞôùí ãéá ðåéñÜìáôá
ôý÷çò ðïõ äéåîÜãïíôáé óå óôÜäéá. ÅðïìÝíùò ìðïñåß íá ìáò åíäéáöÝñåé ç ðéèáíüôçôá ðñáãìáôïðïßçóçò
åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Fi ðïõ áíáöÝñåôáé óôï ðñþôï óôÜäéï åíüò ðåéñÜìáôïò, äåäïìÝíïõ üôé îÝñïõìå ôé Ýãéíå
óå êÜðïéï åðüìåíï óôÜäéï Þ óôï ôÝëïò, ðñÜãìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðñáãìáôïðïßçóç åíüò åíäå÷ïìÝíïõ
Å.

¸íáò Üëëïò ôñüðïò íá óêåöôüìáóôå ôï èåþñçìá Bayes åßíáé ï åîÞò: Èåùñïýìå üôé ôá åíäå÷üìåíá Fi
áíôéóôïé÷ïýí óå áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò õðïèÝóåéò ùò ðñïò ôï áðïôÝëåóìá åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò. Ôï
ðåßñáìá ðñáãìáôïðïéåßôáé êáé ìáò äßíåôáé ç ðëçñïöïñßá üôé êÜðïéï åíäå÷üìåíï E ðñáãìáôïðïéÞèçêå.
ÁõôÞ ç åðéðëÝïí ðëçñïöïñßá ìðïñåß íá ìçí ìáò ðñïêáèïñßæåé áêñéâþò ðïéÜ õðüèåóç éó÷ýåé (äçëáäÞ
ðïéï Fi Ý÷åé ðñáãìáôïðïéçèåß), áëëÜ ìåôáâÜëåé ôéò áñ÷éêÝò ðéèáíüôçôåò ôùí õðïèÝóåùí ó÷åôéêÜ ìå ôçí
Ýêâáóç ôïõ ðåéñÜìáôïò. Ôï èåþñçìá Bayes äåß÷íåé ðùò õðïëïãßæïíôáé ïé \åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôåò"
P (Fj |E) ôùí õðïèÝóåùí Fj äåäïìÝíçò ôçò ðëçñïöïñßáò üôé ôï Å ðñáãìáôïðïéÞèçêå óõíáñôÞóåé ôùí
\áñ÷éêþí" Þ \åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíïôÞôùí" P (Fj) êáé ôùí ðéèáíïôÞôùí P (E|Fj).

Ï ëüãïò ðéèáíïöáíåéþí (the odds) åíüò åíäå÷ïìÝíïõ Ç ïñßæåôáé ùò ï ëüãïò P (H)
P (Hc) . Ï ëüãïò

áõôüò åêöñÜæåé ðüóï ðéèáíüôåñï åßíáé íá ðñáãìáôïðïéçèåß Ýíá åíäå÷üìåíï áðü ôï íá ðñáãìáôïðïéçèåß
ôï óõìðëçñùìáôéêü ôïõ. Ç Ýííïéá áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ óôç ãëþóóá ôùí óôïé÷çìÜôùí üðïõ ëÝìå
üôé óôïé÷çìáôßæù 1 ðñïò ôüóï üôé èá óõìâåß ôï ôÜäå. ÏõóéáóôéêÜ óôç ãëþóóá ôùí óôïé÷çìÜôùí ìéëÜìå
ìå ëüãïõò ðéèáíïöáíåéþí, åêôéìþíôáò ðüóï ðéèáíüôåñï åßíáé Ýíá åíäå÷üìåíï áðü ôï óõìðëçñùìáôéêü
ôïõ. Éó÷ýåé ç ôáõôüôçôá

P (H|E)
P (Hc|E)

=
P (H)
P (Hc)

P (E|H)
P (E|Hc)

;

ðïõ äåß÷íåé ðùò \åíçìåñþíåôáé" ï ëüãïò ðéèáíïöáíåéþí åíüò åíäå÷ïìÝíïõ H üôáí ðñïêýøïõí íÝá
óôïé÷åßá, äçëáäÞ äïèåß ç ðëçñïöïñßá üôé Ý÷åé ðñáãìáôïðïéçèåß êÜðïéï åíäå÷üìåíï Å.

Äõï åíäå÷üìåíá Å êáé F ëÝãïíôáé áíåîÜñôçôá áí

P (EF ) = P (E)P (F ):

ÁõôÞ ç óõíèÞêç åßíáé éóïäýíáìç ìå êáèåìéÜ áðü ôéò óõíèÞêåò P (E|F ) = P (E) êáé P (F |E) = P (F ).
ÅðïìÝíùò ç äéáéóèçôéêÞ åñìçíåßá ôçò áíåîáñôçóßáò äõï åíäå÷ïìÝíùí Å êáé F åßíáé üôé ç ãíþóç ôçò
ðñáãìáôïðïßçóçò ôïõ åíüò áðü áõôÜ äåí åðçñåÜæåé ôçí ðéèáíüôçôá ôïõ Üëëïõ. Ãåíéêüôåñá, n åíäå÷üìåíá
Å1; Å2; : : : ; En ëÝãïíôáé áíåîÜñôçôá áí ãéá ïðïéáäÞðïôå åðéëïãÞ äåéêôþí {i1; i2; : : : ; ir} åßíáé

P (Ei1Ei2 · · ·Eir) = P (Ei1)P (Ei2) · · ·P (Eir):

Ðñïóï÷Þ! Áí ôá ìÝëç ìéáò ïéêïãÝíåéáò åíäå÷ïìÝíùí Å1; Å2; : : : ; En åßíáé áíÜ äýï áíåîÜñôçôá, äåí
Ýðåôáé üôé ôá Å1; Å2; : : : ; En åßíáé áíåîÜñôçôá. ÐñÝðåé íá åëåã÷èåß üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå åðéëïãÞ áðü áõôÜ
ç ðéèáíüôçôá ôçò ôïìÞò ôïõò éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ðéèáíïôÞôùí ôïõò.

ÄïèÝíôïò åíüò åíäå÷ïìÝíïõ F ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (·|F ) Ý÷åé ôéò ôñåéò éäéüôçôåò ðïõ õðïèÝóáìå
ùò áîéþìáôá ãéá ôçí áñ÷éêÞ ðéèáíüôçôá P :

1. 0 ≤ P (E|F ) ≤ 1, ãéá êÜèå åíäå÷üìåíï E

2. P (S|F ) = 1

3. Ãéá êÜèå áêïëïõèßá áíÜ äýï áóõìâßâáóôùí åíäå÷ïìÝíùí E1; E2; : : : (äçëáäÞ Ei∩Ej = ∅ ãéá i 6= j)

P (
∞⋃
i=1

Ei|F ) =
∞∑
i=1

P (Ei|F )

ÅðïìÝíùò, üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôçí áñ÷éêÞ ðéèáíüôçôá P éó÷ýïõí êáé
ãéá ïðïéáäÞðïôå äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (·|F ), ìå äÝóìåõóç óå êÜðïéï åíäå÷üìåíï F .
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ÄéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò

Ðåñßëçøç

Áíôþíçò Ïéêïíüìïõ
aeconom@math.uoa.gr

30 Ìáñôßïõ 2010

Ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ áíáöÝñåôáé óå Ýíá ðåßñáìá ôý÷çò åßíáé äéáéóèçôéêÜ Ýíá áñéèìçôéêü
÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ ðåéñÜìáôïò. Óå ìáèçìáôéêü - ôõðéêü åðßðåäï åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý
ôï äåéãìáôéêü ÷þñï êáé ôéìÝò óôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Áí X åßíáé ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ,
ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò, F (x), ïñßæåôáé ùò:

F (x) = P (X ≤ x):

¼ëïé ïé õðïëïãéóìïß ðéèáíïôÞôùí ðïõ áöïñïýí ôç × ìðïñïýí íá ãßíïõí ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò êáôáíï-
ìÞò.

Ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ìå ðåðåñáóìÝíï Þ ôï ðïëý áñéèìÞóéìï ðåäßï ôéìþí ëÝãåôáé äéáêñéôÞ êáé
áíôéóôïé÷åß äéáéóèçôéêÜ óå êÜðïéï äéáêñéôü áñéèìçôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò. Áí X

åßíáé ìéá äéáêñéôÞ ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ, ôüôå ç óõíÜñôçóç

p(x) = P (X = x)

ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò X. Ç ðïóüôçôá

Å[× ] =
∑
x

xp(x)

ëÝãåôáé ìÝóç ôéìÞ ôçò × . Ïé üñïé áíáìåíüìåíç ôéìÞ êáèþò êáé ìáèçìáôéêÞ åëðßäá ôçò × ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé åíáëëáêôéêÜ ãéá ôçí Å[× ]. Ç Å[× ] åßíáé Ýíá ìÝôñï èÝóçò ôçò × , äçëáäÞ ðåñéãñÜöåé ãýñù
áðü ðïéïí áñéèìü ðåñéóôñÝöïíôáé ïé ôéìÝò ôçò × . Ãéá íá Ý÷ïõìå ìéá ðéï éêáíïðïéçôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò
óõìðåñéöïñÜò ôçò × ÷ñåéáæüìáóôå êáé êÜðïéï ìÝôñï óõãêåíôñùôéêüôçôáò Þ ìåôáâëçôüôçôáò. Ùò ôÝôïéï
÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ðïóüôçôá

V ar[X] = E[(X − E[X])2]

ðïõ áíáöÝñåôáé ùò äéáóðïñÜ ôçò X. H V ar[X] ðåñéãñÜöåé ðüóï äéåóðáñìÝíåò åßíáé ïé ôéìÝò ôçò × ãýñù
áðü ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò. Ç ðïóüôçôá

√
V ar[X] áíáöÝñåôáé ùò ôõðéêÞ áðüêëéóç ôçò × .

Ç ìÝóç ôéìÞ E[g(X)] ìéáò óõíÜñôçóçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ìðïñåß íá âñåèåß Üìåóá áðü ôïí ôýðï

E[g(X)] =
∑
x

g(x)p(x):

×ñÞóéìïé ôýðïé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìÝóçò ôéìÞò êáé ôçò äéáóðïñÜò ìéáò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò åßíáé
ïé åîÞò:

E[aX + b] = aE[X] + b;

V ar[aX + b] = a2V ar[X];

V ar[X] = E[X2]− E[X]2:

1



¸íá óçìáíôéêü ðåßñáìá ôý÷çò åßíáé ç ôõ÷áßá åðéëïãÞ áñéèìïý áðü ôï óýíïëï {1; 2; : : : ; N}. Áí ×
åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðåéñÜìáôïò, ôüôå ëÝìå üôé ç × áêïëïõèåß ôçí äéáêñéôÞ ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ

óôï {1; 2; : : : ; N} (Uniform({1; 2; : : : ; N})). Ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò × äßíåôáé ôüôå ùò

p(i) =
1

N
; i = 1; 2; : : : ; N:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] =
N + 1

2
; V ar[X] =

N2 − 1

12
:

¸íá Üëëï óçìáíôéêü ðåßñáìá ôý÷çò åßíáé ïé åðáíáëáìâáíüìåíåò ðñáãìáôïðïéÞóåéò åíüò ðåéñÜìáôïò
ìå äõï ðéèáíÝò åêâÜóåéò, åðéôõ÷ßá êáé áðïôõ÷ßá, ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p êáé ðéèáíüôçôá áðïôõ÷ßáò
1−p. ÁõôÝò áíáöÝñïíôáé êáé ùò áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p. Áí × åßíáé ï
áñéèìüò ôùí åðéôõ÷éþí óå n áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli, ôüôå ëÝìå üôé ç × áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ
êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò n êáé p (Bin(n; p)). Ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò × äßíåôáé ôüôå ùò

p(i) =

(
n

i

)
pi(1− p)n−i; i = 0; 1; 2; : : : ; n:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] = np; V ar[X] = np(1− p):

Áí × åßíáé ï áñéèìüò ôùí äïêéìþí ìÝ÷ñé ôçí ðñþôç åðéôõ÷ßá óå ìéá óåéñÜ áíåîÜñôçôùí äïêéìþí Bernoulli,
ôüôå ëÝìå üôé ç × áêïëïõèåß ôç ãåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï p óôï óýíïëï {1; 2; : : :} (Geom(p)
óôï {1; 2; : : :}). Ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò × äßíåôáé ôüôå ùò

p(i) = p(1− p)i−1; i = 1; 2; : : : :

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] =
1

p
; V ar[X] =

1− p

p2
:

Áí× åßíáé ï áñéèìüò ôùí äïêéìþí ìÝ÷ñé ôçí r-ïóôÞ åðéôõ÷ßá óå ìéá óåéñÜ áíåîÜñôçôùí äïêéìþí Bernoulli,
ôüôå ëÝìå üôé ç × áêïëïõèåß ôçí áñíçôéêÞ äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõs r êáé p óôï óýíïëï
{r; r + 1; : : :} (NegBin(r; p) óôï {r; r + 1; : : :}). Ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò × äßíåôáé ôüôå ùò

p(i) =

(
i− 1

r − 1

)
pr(1− p)i−r; i = r; r + 1; : : : :

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] =
r

p
; V ar[X] =

r(1− p)

p2
:

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå Ýíáí ìåãÜëï áñéèìü n áíåîÜñôçôùí äïêéìþí Bernoulli êáé ç ðéèáíüôçôá
åðéôõ÷ßáò p óå êÜèå äïêéìÞ åßíáé ìéêñÞ, Ýôóé þóôå np = �, ôüôå ï áñéèìüò ôùí åðéôõ÷éþí ðñïóåããßæåôáé
áðü ôç ëåãüìåíç êáôáíïìÞ Poisson ìå ðáñÜìåôñï � (Poisson(�)). Ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò ×
äßíåôáé ôüôå ùò

p(i) = e−�
�i

i!
; i = 0; 1; : : : :

2



Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] = �; V ar[X] = �:

Ç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ Ý÷åé êáé ôçí åîÞò åíáëëáêôéêÞ åñìçíåßá: ÕðïèÝôïõìå üôé óå Ýíáí (Üðåéñï)
ðëçèõóìü, Ýíá ðïóïóôü p ôùí áôüìùí ôïõ ðëçèõóìïý Ý÷åé êÜðïéï ÷áñáêôçñéóôéêü (åðéôõ÷ßá) åíþ ôï
ðïóïóôü 1 − p ôùí áôüìùí ôïõ ðëçèõóìïý äåí Ý÷åé ôï ÷áñáêôçñéóôéêü (áðïôõ÷ßá). Áí åðéëÝîïõìå n
Üôïìá ôïõ ðëçèõóìïý êáé èÝóïõìå × ôçí ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ ðáñéóôÜíåé ôï ðëÞèïò ôùí áôüìùí ðïõ
Ý÷ïõí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü, ôüôå ç X áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò n êáé p. Óôçí
ðåñßðôùóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëçèõóìïý Í áôüìùí áðü ôá ïðïßá ôá m Ý÷ïõí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü åíþ ôá
Í −m äåí Ý÷ïõí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü, áí åðéëÝîïõìå n Üôïìá ôïõ ðëçèõóìïý êáé èÝóïõìå × ôï ðëÞèïò
ôùí áôüìùí ðïõ Ý÷ïõí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü, ôüôå ç êáôáíïìÞ ôçò × åîáñôÜôáé áðü ôï êáôÜ ðüóïí ç
äåéãìáôïëçøßá ãßíåôáé ìå Þ ÷ùñßò åðáíÜèåóç.

Áí ç äåéãìáôïëçøßá ãßíåôáé ìå åðáíÜèåóç ôüôå ç êáôÜóôáóç äåí äéáöÝñåé áðü ôïí Üðåéñï ðëçèõóìü êáé
Ý÷ïõìå üôé ç X áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò n êáé m

N
. Áí, üìùò, ç äåéãìáôïëçøßá

ãßíåôáé ÷ùñßò åðáíÜèåóç ôüôå ç × Ý÷åé óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò

p(i) =

(
m

i

)(
N−m
n−i

)(
N

n

) ; i = 0; 1; : : : ; n:

Áí èÝóïõìå p = m

N
ôüôå ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] = np; V ar[X] =
N − n

N − 1
np(1− p):

HX ëÝìå ôüôå üôé áêïëïõèåß ôçí õðåãåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò n;N;m (Hypergeom(n;N;m)).
Ãéá ìåãÜëá Í êáé ó÷åôéêÜ ìéêñÜ n ç õðåñãåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ Hypergeom(n;N;m) ðñïóåããßæåôáé éêá-
íïðïéçôéêÜ áðü ôçí äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ Bin(n; p) ìå p = m

N
. Áõôü åßíáé öáíåñü äéüôé åÜí Ý÷ïõìå Ýíáí

ìåãÜëï ðëçèõóìü (äçëáäÞ ìåãÜëï Í) êáé ðñüêåéôáé íá ðÜñïõìå ìéêñü äåßãìá (äçëáäÞ ìéêñü n) ç êá-
ôáíïìÞ ôïõ ðëÞèïõò ôùí áôüìùí ðïõ Ý÷ïõí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü áíáìÝíïõìå íá åßíáé ðåñßðïõ ç ßäéá, åßôå
Ý÷ïõìå äåéãìáôïëçøßá ìå åðáíÜèåóç, åßôå äåéãìáôïëçøßá ÷ùñßò åðáíÜèåóç.
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Ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ × ëÝãåôáé (áðüëõôá) óõíå÷Þò áí áíôéóôïé÷åß äéáéóèçôéêÜ óå êÜðïéï óõíå÷Ýò
áñéèìçôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò. Óå ìáèçìáôéêü åðßðåäï ç × åßíáé óõíå÷Þò áí õðÜñ÷åé
ìéá ìç-áñíçôéêÞ óõíÜñôçóç f , ðïõ ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå
óýíïëï Â íá éó÷ýåé

P (X ∈ B) =
∫
B

f(x)dx:

Åéäéêüôåñá ãéá ôç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò × Ý÷ïõìå üôé äßíåôáé ôüôå áðü ôç ó÷Ýóç

F (x) = P (X ≤ x) =
∫

x

−∞
f(u)du:

Áíôßóôñïöá, áí äßíåôáé ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò F (x) ìéáò óõíå÷ïýò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò × , ôüôå
ìðïñïýìå íá âñïýìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò f(x) áðü ôç ó÷Ýóç

f(x) =
d

dx
F (x):

Ç ìÝóç ôéìÞ ôçò × ïñßæåôáé ôüôå áðü ôç ó÷Ýóç

Å[× ] =
∫ ∞
−∞

xf(x)dx:

åíþ ç äéáóðïñÜ ïñßæåôáé, üðùò êáé ãéá ôéò äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò, áðü ôç ó÷Ýóç

V ar[X] = E[(X − E[X])2]:

Ç ìÝóç ôéìÞ E[g(X)] ìéáò óõíÜñôçóçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ìðïñåß íá âñåèåß Üìåóá áðü ôïí ôýðï

E[g(X)] =
∫ ∞
−∞

g(x)f(x)dx:

Ïé ÷ñÞóéìïé ôýðïé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìÝóçò ôéìÞò êáé ôçò äéáóðïñÜò ìéáò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ðïõ
éó÷ýïõí ãéá äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò óõíå÷ßæïõí íá éó÷ýïõí. ÓõãêåêñéìÝíá, áí × åßíáé ìéá ôõ÷áßá
ìåôáâëçôÞ, ôüôå éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

E[aX + b] = aE[X] + b;

V ar[aX + b] = a2V ar[X];
V ar[X] = E[X2]− E[X]2:
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Ãéá ìç-áñíçôéêÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ÷ñÞóéìïò Ýíáò åíáëëáêôéêüò ôýðïò õðïëïãéóìïý ôçò ìÝóçò
ôéìÞò, ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå üôé

X ≥ 0 ⇒ E[X] =
∫ ∞

0
(1− F (x))dx:

¸íá óçìáíôéêü ðåßñáìá ôý÷çò åßíáé ç ôõ÷áßá åðéëïãÞ óçìåßïõ áðü Ýíá äéÜóôçìá [a; b]. Áí × åßíáé
ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðåéñÜìáôïò, ôüôå ëÝìå üôé ç × áêïëïõèåß ôç óõíå÷Þ ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï
[a; b] (Uniform([a; b])). Ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò × äßíåôáé ôüôå ùò

f(x) =
{

1
b−a áí a ≤ x ≤ b

0 äéáöïñåôéêÜ:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] =
a + b

2
; V ar[X] =

(b− a)2

12
:

Ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ óõíå÷Þò êáôáíïìÞ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ìåëÝôç ðïëëþí ÷áñáêôçñéóôéêþí ðëçèõóìþí.
Ðñüêåéôáé ãéá ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò � êáé �2 (N(�; �2)) ðïõ Ý÷åé óõíÜñôçóç
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) =
1√

2��2
e
− (x−�)2

2�2 ; −∞ < x <∞:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

Å[× ] = �; V ar[X] = �2:

Ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò åßíáé üôé êÜèå ãñáììéêÞ óõíÜñôçóÞ ôçò áêïëïõèåß
åðßóçò êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå üôé

× áêïëïõèåß ôçí Í(�; �2); a ∈ R r {0}; b ∈ R⇒ aX + b áêïëïõèåß ôçí Í(a� + b; a2�2):

Áðü ôçí éäéüôçôá áõôÞ Ýðåôáé üôé äïèåßóçò ìéáò êáíïíéêÞò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ìå ìÝóç ôéìÞ � êáé
äéáóðïñÜ �2, ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ

Z =
X − �

�

åßíáé êáíïíéêÞ ìå ìÝóç ôéìÞ 0 êáé äéáóðïñÜ 1. Ìéá ôÝôïéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ áíáöÝñåôáé ùò ôõðïðïéçìÝíç
êáíïíéêÞ. ¼ëïé ïé õðïëïãéóìïß ðïõ áöïñïýí ôç × ìðïñïýí íá ãßíïõí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç Æ . ÅðåéäÞ ç
óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò äåí äßíåôáé óå êëåéóôÞ ìïñöÞ áëëÜ ìÝóù ïëïêëçñþìáôïò,
÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ðßíáêåò ôéìþí ðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá ôç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò Φ(z) ôçò ôõðïðïéçìÝíçò
êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò. ¸ôóé Ý÷ïõìå üôé

P (a ≤ X ≤ b) = P

(
a− �

�
≤ X − �

�
≤ b− �

�

)
= P

(
a− �

�
≤ Z ≤ b− �

�

)
= Φ

(
b− �

�

)
−Φ

(
a− �

�

)
:

Ç óçìáóßá ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò Ýããåéôáé óôï üôé ðñïóåããßæåé éêáíïðïéçôéêÜ ôçí êáôáíïìÞ
áèñïéóìÜôùí áíåîÜñôçôùí êáé éóüíïìùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ðïõ áíáöÝñåôáé ùò
êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá áðïôåëåß Ýíá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá èåùñÞìáôá ôçò èåùñßáò ðéèáíïôÞôùí.
Óôçí ðéï áðëÞ ìïñöÞ ôïõ ëÝåé üôé ãéá áñêåôÜ ìåãÜëá n, ç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ Bin(n; p), äçëáäÞ ôo
ðëÞèïò ôùí åðéôõ÷éþí óå n áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p óå êÜèå äïêéìÞ,
ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ßäéåò ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ, äçëáäÞ áðü ôçí
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ Í(np; np(1−p)). Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ôï èåþñçìá ôùí DeMoivre-Laplace,
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óýìöùíá ìå ôï ïðïßï, áí Sn åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðéôõ÷éþí óå n áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli, ìå
ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p áíÜ äïêéìÞ, ôüôå ãéá êÜèå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò a < b Ý÷ïõìå

lim
n→∞

P

(
a ≤ Sn − np√

np(1− p)
≤ b

)
= Φ(b)− Φ(a):

Ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ óõíå÷Þò êáôáíïìÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç ÷ñüíùí æùÞò åîáñôçìÜôùí
êáé ÷ñüíùí ãåíéêüôåñá. Ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï � (Exp(�)) Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò

f(x) =
{

�e−�x áí x ≥ 0
0 äéáöïñåôéêÜ:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

Å[× ] =
1
�
; V ar[X] =

1
�2
:

Ìéá âáóéêÞ éäéüôçôá ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò åßíáé ç ëåãüìåíç áìíÞìïíç éäéüôçôá ç ïðïßá ëÝåé üôé
ãéá ïðïéáäÞðïôå s; t > 0, éó÷ýåé

P (X > s + t|X > t) = P (X > s):

ÄéáéóèçôéêÜ, áí × ðáñéóôÜíåé ôï ÷ñüíï æùÞò åíüò åîáñôÞìáôïò, ç éäéüôçôá áõôÞ ëÝåé üôé ç äåóìåõìÝíç
ðéèáíüôçôá ï õðïëåéðüìåíïò ÷ñüíïò æùÞò ôïõ ìç÷áíÞìáôïò íá åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü s, äåäïìÝíïõ
üôé Ý÷åé Þäç æÞóåé t ÷ñïíéêÝò ìïíÜäåò åßíáé ç ßäéá ìå ôçí ðéèáíüôçôá ï ÷ñüíïò æùÞò åíüò êáéíïýñãéïõ
ìç÷áíÞìáôïò íá åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü s. ÄçëáäÞ ç çëéêßá äåí ðáßæåé ñüëï ãéá ôï ðüóï èá æÞóåé áêüìá
ôï åîÜñôçìá. Ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ åßíáé ç ìïíáäéêÞ êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷åé ôçí áìíÞìïíç éäéüôçôá ðïõ
ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù (ãéá êÜèå s; t > 0).

Ìéá Üëëç êáôáíïìÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç ÷ñüíùí æùÞò åßíáé ç êáôáíïìÞ

ÃÜììá ìå ðáñáìÝôñïõò � êáé � (Gamma(�; �)), ç ïðïßá Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) =

{
��

Γ(�)x
�−1e−�x áí x ≥ 0:

0 äéáöïñåôéêÜ:

Ç ðïóüôçôá Γ(�) åßíáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ÃÜììá õðïëïãéóìÝíç óôï óçìåßï �, ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôï
ïëïêëÞñùìá

Γ(�) =
∫ ∞

0
x�−1e−x:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

Å[× ] =
�

�
; V ar[X] =

�

�2
:

Ç êáôáíïìÞ ÃÜììá ãåíéêåýåé ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ, áöïý ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ðñïêýðôåé ãéá � = 1.
Ãåíéêüôåñá ç êáôáíïìÞ ÃÜììá åßíáé ãíùóôÞ ùò êáôáíïìÞ Erlang üôáí ç ðáñÜìåôñïò � åßíáé èåôéêüò
áêÝñáéïò.
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Ðåñßëçøç

Áíôþíçò Ïéêïíüìïõ
aeconom@math.uoa.gr

24 Áðñéëßïõ 2010

Ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò åíüò æåýãïõò ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí × êáé Õ ïñßæåôáé ùò

F (x; y) = P (X ≤ x; Y ≤ y); −∞ < x; y <∞:

¼ëåò ïé ðéèáíüôçôåò ðïõ áöïñïýí åíäå÷üìåíá ó÷åôéæüìåíá ìå ôéò ôéìÝò áõôþí ôùí äõï ìåôáâëçôþí
ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ìÝóù ôçò F (x; y). Õðü áõôÞ ôçí Ýííïéá, ç ãíþóç ôçò áðü êïéíïý óõíÜñôçóçò
êáôáíïìÞò åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü ïðïéïõäÞðïôå åíäå÷ïìÝíïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôéò ôéìÝò áõôþí ôùí äõï
ìåôáâëçôþí. Ãéá íá ðÜñïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò êáôáíïìÞò ôùí × êáé Õ áíôßóôïé÷á, ðïõ ïíïìÜæïíôáé
ðåñéèþñéåò óõíáñôÞóåéò êáôáíïìþí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ó÷Ýóåéò

FX(x) = P (X ≤ x) = lim
y→∞

F (x; y); FY (y) = P (Y ≤ y) = lim
x→∞

F (x; y):

Áí ïé × êáé Õ åßíáé êáé ïé äõï äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò, ôüôå ôï æåýãïò (×;Õ ) áíáöÝñåôáé ùò
äéáêñéôÞ äéäéÜóôáôç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ êáé ïé õðïëïãéóìïß ðéèáíïôÞôùí ðïõ áíáöÝñïíôáé óôéò × , Õ
ìðïñïýí íá ãßíïõí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôÜò ôïõò ðïõ ïñßæåôáé áðü
ôç ó÷Ýóç

p(x; y) = P (X = x; Y = y):

Ïé óõíáñôÞóåéò ðéèáíüôçôáò ôùí × êáé Õ ðïõ ïíïìÜæïíôáé ôþñá ðåñéèþñéåò óõíáñôÞóåéò ðéèáíüôçôáò
õðïëïãßæïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

pX(x) = P (X = x) =
∑
y

p(x; y); pY (y) = P (Y = y) =
∑
x

p(x; y):

Ïé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò × , Õ ëÝìå üôé åßíáé áðü êïéíïý óõíå÷åßò Þ üôé ôï æåýãïò (×;Õ ) åßíáé ìéá
óõíå÷Þò äéäéÜóôáôç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ, áí õðÜñ÷åé ìéá ìç áñíçôéêÞ óõíÜñôçóç f(x; y), ôÝôïéá þóôå
ãéá êÜèå õðïóýíïëï C,

P ((X;Y ) ∈ C) =
∫ ∫

C

f(x; y)dxdy:

Ç óõíÜñôçóç f(x; y) ïíïìÜæåôáé ôüôå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôÜò ôùí × êáé
Õ . Áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü åßíáé öáíåñü üôé ãéá f(x; y) óõíå÷Þ Ý÷ïõìå ôç ó÷Ýóç-åñìçíåßá

P (x < X ≤ x+ dx; y < Y ≤ y + dy) ' f(x; y)dxdy; dxdy → 0:

Ïé óõíáñôÞóåéò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôùí × êáé Õ ðïõ ïíïìÜæïíôáé ôþñá ðåñéèþñéåò óõíáñôÞóåéò

ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò õðïëïãßæïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

fX(x) =
∫ ∞
−∞

f(x; y)dy; fY (y) =
∫ ∞
−∞

f(x; y)dx:
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Äõï ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò × êáé Õ ëÝãïíôáé áíåîÜñôçôåò áí ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Á êáé Â éó÷ýåé

P (X ∈ A; Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B):

Áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé äõï ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò X êáé Õ áíåîÜñôçôåò åßíáé ç áðü
êïéíïý óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôïõò, F (x; y) (áíôßóôïé÷á ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôÜò ôïõò ãéá
äéáêñéôÝò Þ ç áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôÜò ôïõò ãéá óõíå÷åßò), íá ðáñáãïíôïðïéåßôáé
óå äõï ìÝñç ðïõ íá åîáñôþíôáé ôï Ýíá ìüíï áðü ôç ìåôáâëçôÞ x êáé ôï Üëëï ìüíï áðü ôç ìåôáâëçôÞ y.
Ãåíéêüôåñá, ïé ìåôáâëçôÝò ×1; ×2; : : : ; Xn åßíáé áíåîÜñôçôåò áí ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Á1; Á2; : : : ; An,
éó÷ýåé

P (X1 ∈ A1; X2 ∈ A2; : : : ; Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1)P (X2 ∈ A2) · · ·P (Xn ∈ An):

Áí × êáé Õ åßíáé äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò p(x; y), ôüôå
ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôïõ áèñïßóìáôüò ôïõò äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

pX+Y (z) =
∑
x

p(x; z − x) =
∑
y

p(z − y; y):

ÁíÜëïãá, áí ïé × êáé Õ åßíáé óõíå÷åßò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò f(x; y), ôüôå ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ áèñïßóìáôüò ôïõò äßíåôáé áðü ôç
ó÷Ýóç

fX+Y (z) =
∫ ∞
−∞

f(x; z − x)dx =
∫ ∞
−∞

f(z − y; y)dy:

Áí ïé × êáé Õ åßíáé äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò p(x; y),
ôüôå ç äåóìåõìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò × , äïèÝíôïò üôé Õ = y, ïñßæåôáé ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

pX|Y (x|y) = P (X = x|Y = y) =
p(x; y)
pY (y)

=
P (X = x; Y = y)

P (Y = y)
:

ÁíÜëïãá áí ïé × êáé Õ åßíáé óõíå÷åßò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò f(x; y), ôüôå ç äåóìåõìÝíç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò × , äïèÝíôïò üôé Õ = y,
ïñßæåôáé ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

fX|Y (x|y) =
f(x; y)
fY (y)

:

Áí Ý÷ïõìå ôéò áíåîÜñôçôåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ×1; ×2; : : : ; Xn ìå áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò êáôáíïìÞò
FX1(x); FX2(x); : : : ; FXn(x), ôüôå ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò ìÝãéóôçò, ×max = max(X1; X2; : : : ; Xn),
äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

FXmax(x) = FX1(x)FX2(x) · · ·FXn(x);

åíþ ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò åëÜ÷éóôçò, ×min = min(X1; X2; : : : ; Xn), äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

FXmin(x) = 1− (1− FX1(x))(1− FX2(x)) · · · (1− FXn(x)):
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ÌÝóç ôéìÞ, äéáóðïñÜ êáé óõíäéáêýìáíóç
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Áí ïé × êáé Õ åßíáé äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò p(x; y) êáé
g(x; y) åßíáé ìéá óõíÜñôçóç, ôüôå ç ìÝóç ôéìÞ ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò g(X;Y ) ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß

áðü ôç ó÷Ýóç

E[g(X;Y )] =
∑
y

∑
x

g(x; y)p(x; y):

ÁíÜëïãá, áí ïé × êáé Õ åßíáé óõíå÷åßò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò

ðéèáíüôçôáò f(x; y) êáé g(x; y) åßíáé ìéá óõíÜñôçóç, ôüôå ç ìÝóç ôéìÞ ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò g(X;Y )
ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðü ôç ó÷Ýóç

E[g(X;Y )] =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x; y)f(x; y)dxdy:

×ñçóéìïðïéþíôáò áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò ìðïñïýìå íá äïýìå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

Å[× +Õ ] = Å[× ] + Å[Õ ];

ðïõ ãåíéêåýåôáé óôç ó÷Ýóç

Å[
n∑
i=1

Xi] =
n∑
i=1

E[Xi]:

Ðñïóï÷Þ üìùò! Åíþ éó÷ýåé üôé ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá

ôùí ìÝóùí ôéìþí, ãåíéêÜ äåí éó÷ýåé üôé ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ ãéíïìÝíïõ ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí éóïýôáé ìå ôï

ãéíüìåíï ôùí ìÝóùí ôéìþí. ¼ìùò:

×;Õ áíåîÜñôçôåò ⇒ E[XY ] = E[X]E[Y ]

êáé ãåíéêüôåñá

X1; X2; : : : ; Xn áíåîÜñôçôåò ⇒ Å[

n∏
i=1

Xi] =

n∏
i=1

E[Xi]:

Áí × êáé Õ åßíáé áíåîÜñôçôåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ôüôå êáé ïðïéåóäÞðïôå óõíáñôÞóåéò ôïõò g(X) êáé
h(Y ) åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé åðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå êáé ôç óõíåðáãùãÞ

×;Õ áíåîÜñôçôåò ⇒ E[g(X)h(Y )] = E[g(X)]E[h(Y )]:

ÂÝâáéá ÷ñåéÜæåôáé êáé ðÜëé ðñïóï÷Þ. Ïé áíôßóôñïöåò ôùí ðáñáðÜíù ôñéþí óõíåðáãùãþí äåí éó÷ýïõí.

Ç óõíäéáêýìáíóç äõï ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí × êáé Õ ïñßæåôáé íá åßíáé ç ðïóüôçôá

Cov[X;Y ] = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]:
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Äõï ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò × êáé Õ ìå Cov[X;Y ] = 0 ëÝãïíôáé áóõó÷Ýôéóôåò. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ðÜíôá áóõó÷Ýôéóôåò áëëÜ ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé. Ãéá ôç óõíäéáêýìáíóç

éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

Cov[X;Y ] = Cov[Y;X];

Cov[X;X] = V ar[X];

Cov[aX + b; Y ] = aCov[X;Y ];

Cov[

n∑
i=1

Xi;

m∑
j=1

Yj ] =

n∑
i=1

m∑
j=1

Cov[Xi; Yj ]:

Ç äéáóðïñÜ ôïõ áèñïßóìáôïò ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí äåí éóïýôáé ãåíéêÜ ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äéáóðïñþí

ôïõò. Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ÷ñåéÜæåôáé íá ãíùñßæïõìå êáé ôéò óõíäéáêõìÜíóåéò ìåôáîý ôùí ìåôáâëçôþí.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

V ar[Xi] + 2
∑∑

i<j

Cov[Xi; Xj ]:

Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáßñíïõìå ôç óõíåðáãùãÞ

X1; X2; : : : ; Xn áíåîÜñôçôåò ⇒ V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

V ar[Xi]:
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