
Πραγµατική Ανάλυση (2015–16)

Πλήρεις µετρικοί χώροι – Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. Στο σύνολο N των ϕυσικών ϑεωρούµε τις µετρικές d(m,n) = |m− n| και ρ(m,n) = | 1m −
1
n |.

(α) ∆είξτε ότι ο (N, d) είναι πλήρης αλλά ο (N, ρ) δεν είναι πλήρης.
(ϐ) ∆είξτε ότι κάθε µονοσύνολο {n} είναι d-ανοικτό και ρ-ανοικτό.
(γ) ∆είξτε ότι οι µετρικές ρ και d είναι ισοδύναµες (άρα, οι (N, d) και (N, ρ) είναι οµοιοµορφικοί).

2. Θεωρούµε το R µε µετρική την d(x, y) = | arctanx − arctan y|. ∆είξτε ότι η d είναι ισοδύναµη
µε τη συνήθη µετρική του R αλλά ο (R, d) δεν είναι πλήρης.

3. Θεωρούµε δύο µετρικές d1 και d2 στο ίδιο σύνολο X. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν a, b > 0 ώστε :
για κάθε x, y ∈ X,

ad1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ bd1(x, y).

∆είξτε ότι µια ακολουθία (xn) στον X είναι ϐασική στον (X, d1) αν και µόνο αν είναι ϐασική στον
(X, d2).

4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και D πυκνό υποσύνολο του X. ∆είξτε ότι : αν κάθε ϐασική
ακολουθία (xn) στοιχείων του D συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X, τότε ο X είναι πλήρης.

5. ∆είξτε ότι ένας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνον αν κάθε κλειστή µπάλα

B̂(x, ε) = {z ∈ X : ρ(z, x) ≤ ε},

όπου x ∈ X και ε > 0, είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος του X.

6. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και D πυκνό υποσύνολο του X ώστε το X \ D να είναι
επίσης πυκνό. ∆είξτε ότι τουλάχιστον ένα από τα D, X \D δεν είναι σύνολο Fσ.

7. ∆είξτε ότι : αν (Ln) είναι ακολουθία ευθειών στο R2 τότε int (
⋃∞
n=1 Ln) = ∅.
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8. (α) ∆είξτε ότι ο (`p, ‖ · ‖p), 1 ≤ p <∞ είναι πλήρης.
(ϐ) ∆είξτε ότι ο κύβος του Hilbert H∞ είναι πλήρης µετρικός χώρος.
(γ) ∆είξτε ότι ο (c00, ‖ · ‖∞) δεν είναι πλήρης.

9. Θεωρούµε τον C([0, 1]) µε µετρική την

ρ1(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)| dt.

∆είξτε ότι η (fn)n≥2 µε

fn(t) =

 0 αν 0 ≤ t 6 1
2

n
(
x− 1

2

)
αν 1

2 < x < 1
2 + 1

n
1 αν 1

2 + 1
n 6 t 6 1

είναι ακολουθία Cauchy ως προς την ρ1 αλλά δεν είναι συγκλίνουσα.

10. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο X είναι πλήρης αν και µόνον αν κάθε αριθµήσιµο,
κλειστό υποσύνολο του X είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος.

11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε ακολουθία
ϕραγµένης κύµανσης στον X είναι συγκλίνουσα.



12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, (xn) ακολουθία στον X και x ∈ X ώστε xn → x. Θεωρούµε το
σύνολο A = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x}. Αποδείξτε ότι ο (A, ρ|A) είναι πλήρης µετρικός χώρος.

13. ΄Εστω ρ µετρική στο R ώστε : (i) ο (R, ρ) είναι πλήρης και (ii) η ρ είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη
µετρική. ∆είξτε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε diamρ([n,∞)) ≥ δ για κάθε n ∈ N.

14. ΄Εστω X πλήρης χώρος µε νόρµα και B̂(xn, rn) ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστές µπάλες.
Αποδείξτε ότι

⋂∞
n=1 B̂(xn, rn) 6= ∅.

15. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε ότι αν
(En) είναι ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του X, µε diam(En)→ 0, τότε

f

( ∞⋂
n=1

En

)
=

∞⋂
n=1

f(En).

16. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και G µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X. Ορίζουµε τη
συνάρτηση

σ(x, y) = ρ(x, y) +

∣∣∣∣ 1

dist(x,X \G)
− 1

dist(y,X \G)

∣∣∣∣
στο G×G. ∆είξτε ότι ο (G, σ) είναι πλήρης µετρικός χώρος και ότι η σ είναι ισοδύναµη µε την ρ|G.

17. ΄Εστω (Gn) ακολουθία ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι το G =
⋂∞
n=1Gn

είναι υπεραριθµήσιµο.

18. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι η f είναι ασυνεχής σε ένα σύνολο πρώτης κατηγορίας αν και µόνο
αν είναι συνεχής σε ένα πυκνό υποσύνολο του R.

19. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει µετρική d στο Q ώστε η d να είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική και
ο (Q, d) να είναι πλήρης.

20. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και δυο συναρτήσεις f, g : X → X. Αποδείξτε ότι :
(α) Αν υπάρχει k ∈ N ώστε η fk = f ◦ · · · ◦f να είναι συστολή, τότε υπάρχει µοναδικό σηµείο x ∈ X
ώστε f(x) = x.
(ϐ) Αν η f είναι συστολή και f ◦ g = g ◦ f , τότε υπάρχει µοναδικό x ∈ X ώστε f(x) = g(x) = x.

21. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος, E πυκνό και Gδ–υποσύνολο του X. Αποδείξτε ότι για
κάθε οµοιοµορφισµό h : X → X ισχύει E ∩ h(E) 6= ∅.
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22. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Q συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει
∅ 6= G ⊆ X ανοικτό ώστε η f |G να είναι σταθερή.

23. ΄Εστω (Gn) ακολουθία ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι το G =
⋂∞
n=1Gn

είναι υπεραριθµήσιµο.

24. Στο X = R \ {0} ϑεωρούµε τη µετρική

d(x, y) = |x− y|+
∣∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣∣ .
∆είξτε ότι η d είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική και ότι ο (X, d) είναι πλήρης.

25. ΄Εστω d µετρική στο Q η οποία είναι ισοδύναµη µε την συνήθη µετρική. Αποδείξτε ότι ο (Q, d)
δεν είναι πλήρης.



26. Σωστό ή λάθος ; Αν f : R→ R είναι συνεχής συνάρτηση, και αν

Fm = f−1([−m,m]) = {x ∈ R : |f(x)| ≤ m},

τότε τουλάχιστον ένα Fm περιέχει διάστηµα.

27. ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και έστω f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Για κάθε y ∈ Y
ορίζουµε

Ay = {x ∈ X : f(x) = y} = f−1({y}).

∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε για κάθε y, y′ ∈ f(X) µε y 6= y′, ισχύει dist(Ay, Ay′) >
0.

(ϐ) Αν ο (X, d) είναι πλήρης και ο Y είναι αριθµήσιµος, υπάρχει y ∈ Y ώστε (Ay)◦ 6= ∅.

28. ΄Εστω X = {x1, x2, . . .} άπειρο αριθµήσιµο σύνολο και έστω d µετρική στο X ώστε ο (X, d) να
είναι πλήρης. ∆είξτε ότι ο (X, d) έχει µεµονωµένο σηµείο.

29. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, σ). Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής, επί και d(x, y) ≤ σ(f(x), f(y))
για κάθε x, y ∈ X. ∆ώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα για τις ακόλουθες προτάσεις:

(i) Αν ο (X, d) είναι πλήρης τότε ο (Y, σ) είναι πλήρης.

(ii) Αν ο (Y, σ) είναι πλήρης τότε ο (X, d) είναι πλήρης.

30. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και fn : X → R για n = 1, 2, . . . συνεχείς συναρτήσεις.
∆είξτε ότι : είτε υπάρχει x0 ∈ X ώστε fn(x0) 6= 0 για κάθε n ∈ N ή υπάρχουν ∅ 6= G ⊆ X ανοικτό
και k ∈ N ώστε fk(x) = 0 για κάθε x ∈ G.

31. ΄Εστω N το σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Θεωρούµε την d : N× N→ R µε

d(m,n) = 1 +
1

m+ n

αν m 6= n και d(m,n) = 0 αν m = n.

(α) ∆είξτε ότι η d είναι µετρική.

(ϐ) ∆είξτε ότι ο (N, d) είναι πλήρης.

(γ) ∆είξτε ότι : στον (N, d) υπάρχει ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστές µπάλες που η τοµή τους
είναι το κενό σύνολο.
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32. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : R→ R µε την ιδιοτητα

για κάθε x ∈ R, lim
n→∞

fn(x) = χQ(x).

33. (α) ΄Εστω A = {a1, a2, . . . , an, . . .} αριθµήσιµο υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι η συνάρτηση
FA : R→ R µε

FA(x) =
∑

{n:an≤x}

2−n

είναι αύξουσα, συνεχής από δεξιά παντού και ασυνεχής ακριβώς στα σηµεία του A.
(ϐ) ΄Εστω A αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση g : R→ R ώστε
το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας D(g) της g να είναι το R \A.
(γ) ΄Εστω E κλειστό υποσύνολο του R. Θέτουµε G = E◦ ∩Q και ορίζουµε τη συνάρτηση h : R→ R
µε h(x) = χE(x)− χG(x). Αποδείξτε ότι D(h) = E.



(δ) ΄Εστω E =
⋃∞
n=1En ένα Fσ–υποσύνολο του R. Ορίζουµε fE : R→ R µε

fE(x) =


1

min{n:x∈En} , x ∈ Q ∩ E
− 1

min{n:x∈En} , x ∈ (R \Q) ∩ E
0, x ∈ R \ E

Αποδείξτε ότι D(fE) = E.

34. ΄Εστω f : [0,∞) → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ανοικτό διάστηµα
(a, b) ⊆ [0,∞) µε την εξής ιδιότητα : για κάθε y ∈ (a, b) ισχύει limn→∞ f(ny) = 0. Αποδείξτε
ότι limx→∞ f(x) = 0.

35. ΄Εστω f : R → R άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι : για κάθε x ∈ R
υπάρχει nx ∈ N ώστε, για κάθε n ≥ nx, f (n)(x) = 0. ∆είξτε ότι η f είναι πολυώνυµο.


