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23 Οι Ρητοί Αριθµοί

Σε αυτή την παράγραφο ϑα επεκτείνουµε περαιτέρω το σύνολο των ακεραίων,

ώστε στο µεγαλύτερο σύνολο που ϑα τους εµφυτεύσουµε οι µη µηδενικοί

ακέραιοι να έχουν αντίστροφους. Παρακάτω µε γράµµατα του λατινικού

αλφαβήτου συµβολίζουµε τους ακεραίους (όπως και τους ϕυσικούς).

Στο καρτεσιανό γινόµενο Z× N ορίζουµε την διµελή σχέση

(a,m) ≈ (b, n) ⇐⇒ an = bm.

Παρατηρούµε ότι η σχέση ≈ είναι σχέση ισοδυναµίας :

(i) Για κάθε (a,m) ∈ Z×N, είναι am = ma, άρα (a,m) ≈ (a,m) και η ≈
είναι ανακλαστική.

(ii) Αν (a,m) ≈ (b, n), τότε an = bm, ή, ισοδύναµα, bm = an, δηλ.

(b, n) ≈ (a,m) και η ≈ είναι συµµετρική.

(iii) ΄Εστω (a,m) ≈ (b, n) και (b, n) ≈ (c, p), δηλ. an = bm και bp = cn.
Αν b = 0, τότε a = c = 0 και [a,m] ≈ [c, d]. Αν b 6= 0, πολλαπλασιάζοντας τις

ισότητες κατά µέλη παίρνουµε anbp = bmcn, και απαλείφοντας το bn 6= 0,
έχουµε aq = cm, οπότε (a,m) ≈ (c, d) και η ≈ είναι µεταβατική.

Εποµένως η ≈ είναι σχέση ισοδυναµίας και για κάθε (a, b) ∈ Z × N
υπάρχει η αντίστοιχη κλάση ισοδυναµίας

< (a,m) > = {(b, n) ∈ Z× N | (b, n) ≈ (a,m)}
= {(b, n) ∈ Z× N | an = bm}

Απλοποιώντας τον συµβολισµό, ϑα γράφουµε < a,m > αντί < (a,m) >.

Ονοµάζουµε ϱητό αριθµό κάθε κλάση ισοδυναµίας της σχέσης ≈ και

συµβολίζουµε µεQ το σύνολο-πηλίκο (Z×N)/≈ , δηλ. το σύνολο των κλάσεων

ισοδυναµίας

Q = {< a,m > | (a,m) ∈ Z× N}.
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Οι κλάσεις ισοδυναµίας της ≈ µας είναι γνωστές από τα παιδικά µας χρόνια :

στο δηµοτικό(!) τις λέµε κλάσµατα και τις συµβολίζουµε µε

a

m
=< a,m > .

Στο σύνολο Q των ϱητών ορίζουµε πρόσθεση, ως εξής :

< a,m > + < b, n >=< an+ bm,mn > .

23.1 Πρόταση. Η πρόσθεση στο Q είναι καλά ορισµένη και έχει τις παρακάτω

ιδιότητες :

(i) Είναι µεταθετική.

(ii) Είναι προσεταιριστική.

(iii) ΄Εχει ουδέτερο το < 0, 1 >.

(iv) Κάθε < a,m >∈ Q έχει αντίθετο το < −a,m >.

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι η πρόσθεση είναι καλά ορισµένη, υποθέτουµε

ότι < a,m >=< a′,m′ > και < b, n >=< b′, n′ >, και ϑα αποδείξουµε ότι

< an+ bm,mn >=< a′n′ + b′m′,m′n′ > .

Πράγµατι, από την υπόθεση έχουµε τις ισότητες am′ = a′m και bn′ = b′n.
Παρατηρούµε τώρα ότι

< an+ bm,mn >=< a′n′ + b′m′,m′n′ >⇐⇒
(an+ bm)m′n′ = (a′n′ + b′m′)mn ⇐⇒
anm′n′ + bmm′n′ = a′n′mn+ b′m′mn

και η τελευταία είναι προφανής, σαν αποτέλεσµα των δύο ισοτήτων της υπό-

ϑεσης.

Απλοί υπολογισµοί δείχνουν ότι η πρόσθεση είναι µεταθετική και προσε-

ταιριστική. Προφανώς το < 0, 1 > είναι ουδέτερο στοιχείο (: µηδενικό):

< a,m > + < 0, 1 >=< a · 1 + 0, 1 ·m >=< a,m >, ∀ < a,m >∈ Q.

Τέλος, κάθε < a,m >∈ Q έχει αντίθετο, το < −a,m >, όπου ϐέβαια −a είναι

το αντίθετο του a στο Z:

< a,m > + < −a,m >=< am+ (−a)m,mm >=< 0,mm >=< 0, 1 > .
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Ορίζουµε τώρα και πολλαπλασιασµό στο Q, µέσω της σχέσης

< a,m > · < b, n >=< ab,mn > .

23.2 Πρόταση. Ο πολλαπλασιασµός στο Q είναι καλά ορισµένος και έχει τις

παρακάτω ιδιότητες :

(i) Είναι µεταθετικός.

(ii) Είναι προσεταιριστικός.

(iii) ΄Εχει ουδέτερο το < 1, 1 >.

(iv) Κάθε < a,m >∈ Q µε a 6= 0 έχει αντίστροφο.

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι ο πολλαπλασιασµός είναι καλά ορισµένος πρέ-

πει να δείξουµε ότι αν < a,m >=< a′,m′ > και < b, n >=< b′, n′ >, τότε

< a,m > · < b, n >=< a′,m′ > · < b′, n′ >. Πράγµατι :

< a,m > = < a′,m′ >
< b, n > = < b′, n′ >

}
=⇒

{
am′ = a′m
bn′ = b′n

}
=⇒ am′bn′ = a′mb′n

=⇒ < ab,mn >=< a′b′,m′n′ >

=⇒ < a,m > ·< b, n >=< a′,m′ > ·< b′, n′ >

και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε.

Είναι άµεσο ότι ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός και προσεταιριστι-

κός. Επίσης, προφανώς το < 1, 1 > είναι ουδέτερο στοιχείο (: µονάδα).

Σχετικά µε την ύπαρξη αντιστρόφου: ΄Εστω < a,m >∈ Q µε a 6= 0, τότε

a > 0 ή a < 0. Αν a > 0, τότε a ∈ N και ο αντίστροφος είναι ο < m, a >. Αν

a < 0, τότε −a ∈ N και ο αντίστροφος είναι ο < −m,−a >.

Συνδυάζοντας τις δύο πράξεις, πάλι µε ένα απλό υπολογισµό ϐρίσκουµε

ότι ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα :

23.3 Πρόταση. Για κάθε < a,m >,< b, n >,< c, p >∈ Q, ισχύει

< a,m > ·(< b, n > + < c, p >) =< a,m > ·< b, n > + < a,m > ·< c, p > .

Τα προηγούµενα αποτελέσµατα συνοψίζονται στο παρακάτω

23.4 Θεώρηµα. Η τριάδα (Q,+, ·) είναι σώµα.
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24 ∆ιάταξη

Παρακάτω για να µην δηµιουργείται σύγχυση, ϑα συµβολίζουµε µε ≤Z την

διάταξη των ακεραίων που ορίσαµε στο προηγούµενο µάθηµα και µε ≤Q την

διάταξη που ϑα ορίσουµε τώρα στους ϱητούς. Στο Q λοιπόν ορίζουµε διάταξη

µέσω της ισοδυναµίας

< a,m >≤Q< b, n >⇐⇒ an ≤Z bm.

΄Εναν ϱητό < a,m >∈ Q ϑα τον ονοµάζπυµε ϑετικό, αν < 0, 1 >≤Q< a,m >
και αρνητικό, αν < a,m >≤Q< 0, 1 >. Παρατηρούµε ότι

< 0, 1 >≤Q< a,m >⇐⇒ 0 ≤Z a

και

< a,m >≤Q< 0, 1 >⇐⇒ a ≤Z 0

24.1 Πρόταση. Για την σχέση ≤Q ισχύουν τα επόµενα:

(i) Είναι ολική διάταξη.

(ii) Για κάθε τριάδα < a,m >,< b, n >,< c, p >∈ Q, ισχύει

< a,m >≤Q< b, n > =⇒ < a,m > + < c, p >≤Q< b, n > + < c, p > .

(iii) Για κάθε τριάδα < a,m >,< b, n >,< c, p >∈ Q, µε < c, p > ϑετικό,

ισχύει

< a,m >≤Q< b, n > =⇒ < a,m > · < c, p >≤Q< b, n > · < c, p > .

Απόδειξη. ΄Ασκηση !

25 Οι Ρητοί σαν Επέκταση των Ακεραίων

΄Οπως οι ακέραιοι είναι επέκταση των ϕυσικών, έτσι και οι ϱητοί αποτελούν

µια περαιτέρω επέκταση των ακεραίων. Θεωρούµε την απεικόνιση

Θεωρούµε την απεικόνιση

ψ : Z −→ Q : φ(a) =< a, 1 >, ∀ a ∈ Z.
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25.1 Πρόταση. (i) Η ψ είναι 1-1.

(ii) Η ψ διατηρεί τις πράξεις, δηλ., για κάθε a, b ∈ Z,

ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b),

ψ(ab) = ψ(a)ψ(b)

(iii) Η ψ διατηρεί την διάταξη :

a ≤Z b =⇒ ψ(a) ≤Q ψ(b).

Απόδειξη. (i) Η ψ είναι 1-1:

ψ(a) = ψ(b) =⇒ < a, 1 >=< b, 1 > =⇒ a · 1 = 1 · b =⇒ a = b.

(ii) Για την διατήρηση των πράξεων παρατηρούµε ότι

ψ(a+ b) =< a+ b, 1 >=< a, 1 > + < b, 1 >= ψ(a) + ψ(b)

ψ(ab) =< ab, 1 >=< a, 1 > · < b, 1 >= ψ(a) · ψ(b)

(iii) Τέλος, για την διατήρηση της διάταξης έχουµε

a ≤Z b =⇒ a · 1 ≤Z 1 · b
=⇒< a, 1 >≤Q< b, 1 >

=⇒ ψ(a) ≤Q ψ(b)

Επειδή η απεικόνιση ψ είναι 1-1, ταυτίζουµε το σύνολο Z µε την εικόνα

ψ(Z), που αποτελείται από όλους τους ϱητούς της µορφής< a, 1 >, µε a ∈ Z.

∆ηλ.

Z ≡ ψ(Z) = {< a, 1 > | a ∈ Z}.


