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26 Ot IIpaypatikoi ApiOpoi

To ouUvolo TV PNIEOV ITOU KATAOKEUAOAJE OTO TIPONYOUHEVO PABnpa €xet
0Aeg 1§ emBupntég adyeBpikeg 1610tnTeg IOU apopouv oe o mpdgelg, v
npooBeon Kat tov oAdarndactacpod: eivat oopa. 'Opwg autd to oopa dev
MEPLEXEL OAOUG TOUG ap1Bpoug: amod v apXaldtia yvepiav ot urapxouv
“ap1Bpoi” ou dev eival pnroi, m.X. T0 PUIKOG TG UITOTEIVOUOAG £VOG 1000KE-
Aoug opBoymviou TPly®vou pe PNKog KABetng mAsupdg ioo pe 1, givat V2. To
V2 Epoupe arpiBa¢ Tooo gival, Yiati PIopoUHE va T0 KATAGKEUACOULE 11
Kavova kat 61abrtr, aAdd dev propouvpe va 10 ypAyoue Pe popdr) KAaopa-
106 (pe arépailoug 0poug), dev eival pntog. AKOUN XeEpotepd, yvapioupe ot
urapxouv “ap1Bpoi” mou dev eival pnroi Kat dev Pmmopoupe ouTe vd TOUG Ka-
TAOKEUACOUE, OTIOG O . Me o160V TPOTIO PIIOPOULE VA 0pi00UNE £va GUVOAO
TIOU va TOUG TTEPIEXEL OAOUG;

Yridpxet tpo1og va ndpoupe ToUg IpayRatikous aptfpoug ndAt oav KAA-
oelg 1oduvapiag plag oxéong rmou opidetat otig akoAoubieg, adda xperaloviat
YVOOELG OXETIKA Pe 11§ akoAouBieg mou dev 11 £xoupe akopr). 'Evag dsutepog
1potog eival ot topég Dedekind. H mpogyyion auvtr) otnpidetal otnv mapatr)-
pnon ot Kabe mpaypatikog aptOpog £ aviiotolkel apgipovoonpavia pe éva
dnpueio A pag eubeiag kat 1o onueio A kabopiletat (At apppovoorpavia)
arnod Kabe pa ano tg dUo nueudeieg MOV TOU AVIIOTOLXOUV.

[Mapakdte divoupe povo pia neptypadr) g KATACKEULG TOU OUVOAOU eV
MPAYHATIK®OV aplOpav Kat tov 1ot tev tou. 'a tg anodei§elg napanépnou-
pe otg Znuewwoelg 1ou Aneipootucou I mou Bpilokoviat otnv n-tadn).

26.1 Oplopdg Tou cuvodou R

26.1 Opiopodg. 'Eva ouvoro a C QQ Aéyetat topn) Dedekind, av ikavortotet
TIG ETOEVEG TPEIG OUVONKEG:
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() a # @ xat a # Q.
@pcaraiqgeQueqg<p — g€«
(@) pea = dJgeapep<q.

Ot topég Dedekind meptypddouv Xpnotpono®viag pLovo toug pnIoug, TG
topég tou (Q pe 6Aoug Toug avoirXtoug aplotePoug nuiagoveg, 6nd. oOAa ta
ouvoAa g popers (—oo, ) N Q, ya orowdnrote € € R.

[Tapatnpoupe 0Tl 10XUOUV Ol CUVETTIAYWYES

pEQ, ¢ a = p<q, kal
réa, r<s — sé¢a«a

26.2 Opiopdg. Ovopudloupe oUVOAO TV MPAYHATIKAV aptOpdv Kat oup-
BoAi¢oupe pe R 1o ouvodo twv topwv Dedekind, SnA.

R = {a € Q | a topr Dedekind}.

26.2 Oplopog tng drataing

IMa kabe a, B € R Sétoupe

a<p <= aCf, xrat
a<f = a&p

Eivat apeoo ot n oxéon < etvar 6wataln. Euvkoda anodeikvioupe ot
etvat oAdwcy 61dtadn. Emopévag n avtiotoixn avotnpen dwatadn < emnayetat
oto R pia tpigotopia: yua kabe a, 5 € R, 10xvet éva anod ta akdédouba tpia:

a<f f a=p 1 <a
Arnodeikvuetal n EMOLEV
26.3 Ipoétaon. Ia kdde gpayuévo @ # A C R undpyersup A € R.

A&iletl va onuel®ooupe ot

sup A = U .
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26.3 Oplopog tng npoadeong
I'a kabe a, B € R opidoupe

atf={ptqlpcea A qepj}

Mropeite (xopig duokodia) va amodeifete ot 10 o + [ eival topr] Dedekind,
apa évag rpaypankog apifpog. Emiong ot 1oxuet 1) endpevn

26.4 IIpotaon. H mpoodeon oto R gxer ti¢ akofovdeg 1610tnteg:
() Elvar ustadetkn.
(i1) Eivar mpooetaipiotikm.
(i11) 'Exet oubEtepo otoiyeio, 10

0"={¢eQlq <0€Q}.

(iv) Kade o € R éyet avtideto —a € R.
AnA. o Zevyog (R, +) givar abefavr opdéba.

26.4 Op1opog Tou MOAAanAaclacpHou
INa xk&be o € R, S¢toupe
0" -a=a-0"=0"
Ma kabe a, f € R pe 0* < a xar 0* < B, 9étoupe
a-f={¢eQ|IrseQuel<rea,0,se€ fratq<rs}.

Ma a < 0* < B 9¢toupe

katywa o, f < 0*
a-f=(-a) (=)
26.5 IIpotaorn. O noAdaniaciaoudg oto R éxet tig¢ andAouvdeg 1610tTeg:
(i) Eivar puetadetinog.
(i) Elvar mpooetaiplotikog.
(i11) 'Exet oubETEPO OToL)ElO, TO

I"={¢eQ|q <1€Q}.

(iv) Kade o € R pe av # 0* gxet avtiorpogo.
AnA. o Zevyog (R\ {0*}, ) eivar aGeavn ouabda.
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Ot U0 mpagelg tou R ouvdéoviat pe v ermpepilotik dotta:
a-(Bty)=a-f+a-y,

ya kdbe a, 5,7 € R.
Zuvoyilovtag 0Aa ta cupnepdopata pag padi, £xoupe to

26.6 Ocwpnpa. H werpdda (R, +, -, <) elvar éva ninpeg Siatetayuévo owua.

26.5 To R ocav enéktaon tou
TMa kaOe q € Q S¢roupe
¢ ={peQlp<qt
[Tpogpavag ¢* € R. Topa Sétoupe
I:Q—R:I(q)=q".

H amnewovion [ eivatr 1-1 xkat Swatnpetl v 6idraén kat ug npagelg. 'Etot,
priopoupe va 9empoupe 0Tl T0 CUVOAO TRV PNT®V £ival UITOOUVOAO TRV ITpay-
HATKOV aplOpwv:

Q=1(Q) ck



