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20 Ακέραιοι

Στο καρτεσιανό γινόµενο No × No ορίζουµε την διµελή σχέση

(a, b) ∼ (p, q) ⇐⇒ a+ q = b+ p.

Παρατηρούµε ότι η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας :

(i) Για κάθε (a, b) ∈ No ×No, είναι a+ b = b+ a, άρα (a, b) ∼ (a, b) και η

∼ είναι ανακλαστική.

(ii) Αν (a, b) ∼ (p, q), τότε a+ q = b+ p, ή, ισοδύναµα, p+ b = q+ a, δηλ.
(p, q) ∼ (a, b) και η ∼ είναι συµµετρική.

(iii) Αν (a, b) ∼ (p, q) και (p, q) ∼ (x, y), τότε a+q = b+p και p+y = q+x.
Προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε a + p + q + y = b + q + p + x, και

απαλείφοντας το p + q, έχουµε a + y = b + x, δηλ. (a, b) ∼ (x, y) και η ∼
είναι µεταβατική.

Εποµένως η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας και για κάθε (a, b) ∈ No × No

υπάρχει η αντίστοιχη κλάση ισοδυναµίας

[(a, b)] = {(x, y) ∈ No × No | (x, y) ∼ (a, b)}
= {(x, y) ∈ No × No | a+ y = b+ x}

Για να απλοποιήσουµετον συµβολισµό, ϑα γράφουµε [a, b] αντί [(a, b)].

Ονοµάζουµε ακέραιο αριθµό κάθε κλάση ισοδυναµίας της σχέσης ∼ και

συµβολίζουµε µε Z το σύνολο-πηλίκο (No × No)/∼ , δηλ. το σύνολο των

κλάσεων ισοδυναµίας

Z = {[a, b] | (a, b) ∈ No × No}.

Θα µελετήσουµε την µορφή που παίρνουν οι κλάσεις ισοδυναµίας αυτής

της σχέσης. Θεωρούµε ένα (a, b) ∈ No × No. ∆ιακρίνουµε τις παρακάτω

περιπτώσεις :
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(1) Αν a < b, τότε υπάρχει q ∈ No µε a + q = b = b + 0, οπό-

τε (a, b) ∼ (0, q). Επίσης, για κάθε (x, y) ∈ [a, b], λόγω της µεταβατικής

διότητας, (x, y) ∼ (0, q), δηλ. x + q = y, ή (x, y) = (x, x + q). ΄Αρα, για

b = a+ q,
[a, b] = [0, q] = {(x, x+ q) | x ∈ No}.

(2) Αν a = b, τότε (a, b) = (a, a) ∼ (0, 0) ∼ (x, x), για κάθε x ∈ No, δηλ.

[a, a] = [0, 0] = {(x, x) | x ∈ No}.

(3) Αν a > b, τότε υπάρχει q ∈ No µε a = b+q, οπότε (a, b) ∼ (q, 0). ΄Οπως

και στο (1), για κάθε (x, y) ∈ [a, b], ισχύει και (x, y) ∼ (q, 0), δηλ. x = y + q,
ή (x, y) = (y + q, y). ΄Αρα, για a = b+ q,

[a, b] = [q, 0] = {(y + q, y) | y ∈ No}.

Συµπεραίνουµε ότι κάθε κλάση ισοδυναµίας (: ακέραιος αριθµός) παίρνει

µία από τις παρακάτω τρεις µορφές :

[q, 0] ή [q, q] = [0, 0] ή [0, q]

για κάποιο q ∈ N. Εποµένως

Z = {[0, q] | q ∈ N} ∪ {[0, 0]} ∪ {[q, 0] | q ∈ N}.

Κάθε κλάση της µορφής [q, 0] την ονοµάζουµε ϑετικό ακέραιο, ενώ της µορ-

ϕής [0, q] αρνητικό ακέραιο.

Στο σύνολο Z των ακεραίων ορίζουµε πρόσθεση, ως εξής :

[a, b] + [p, q] = [a+ p, b+ q].

20.1 Πρόταση. Η πρόσθεση στο Z είναι καλά ορισµένη και έχει τις παρακάτω

ιδιότητες :

(i) Είναι µεταθετική.

(ii) Είναι προσεταιριστική.

(iii) ΄Εχει ουδέτερο το [0, 0].
(iv) Κάθε [a, b] ∈ Z έχει αντίθετο το [b, a].
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Απόδειξη. Λέγοντας ότι η πρόσθεση είναι καλά ορισµένη, εννοούµε ότι το

αποτέλεσµα δεν εξαρτάται από τους αντιπροσώπους των κλάσεων που προστί-

ϑενται, δηλ : αν [a, b] = [a′, b′] και [p, q] = [p′, q′], τότε

[a+ p, b+ q] = [a′ + p′, b′ + q′].

Πράγµατι,

[a, b] = [a′, b′]
[p, q] = [p′, q′]

}
=⇒

{
a+ b′ = a′ + b
p+ q′ = p′ + q

}
=⇒ a+ p+ b′ + q′ = a′ + p′ + b+ q

=⇒ [a+ p, b+ q] = [a′ + p′, b′ + q′]

∆είχνουµε τώρα ότι η πρόσθεση είναι µεταθετική:

[a, b] + [p, q] = [a+ p, b+ q] = [p+ a, q + b] = [p, q] + [a, b]

Επίσης είναι προσεταιριστική:

([a, b] + [p, q]) + [x, y] = [a+ p, b+ q] + [x, y] = [(a+ p) + x, (b+ q) + y]

= [a+ (p+ x), b+ (q + y)] = [a, b] + [p+ x, q + y]

= [a, b] + ([p, q] + [x, y])

΄Εχει ουδέτερο στοιχείο, το [0, 0]:

[a, b] + [0, 0] = [a, b], ∀ [a, b] ∈ Z.

Τέλος, κάθε [a, b] ∈ Z έχει αντίθετο, το [b, a]:

[a, b] + [b, a] = [a+ b, b+ a] = [0, 0].

Ορίζουµε τώρα πολλαπλασιασµό στο Z, µέσω της σχέσης

[a, b] · [x, y] = [ax+ by, ay + bx].

Παρατηρούµε ότι, για κάθε q ∈ No και κάθε [x, y] ∈ Z, είναι

[q, q] · [x, y] = [0, 0](1)

[q, 0] · [x, y] = [qx, qy](2)

[0, q] · [x, y] = [qy, qx](3)
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20.2 Πρόταση. Ο πολλαπλασιασµός στο Z είναι καλά ορισµένος και έχει τις

παρακάτω ιδιότητες :

(i) Είναι µεταθετικός.

(ii) Είναι προσεταιριστικός.

(iii) ΄Εχει ουδέτερο το [1, 0].
(iv) Για κάθε [a, b] ∈ Z µε [a, b] 6= [0, 0] ισχύει ο νόµος της διαγραφής :

[a, b] · [m,n] = [a, b] · [x, y] =⇒ [m,n] = [x, y].

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι ο πολλαπλασιασµός είναι καλά ορισµένος αρ-

κεί να δείξουµε ότι αν [a, b] = [a′, b′], τότε για κάθε [x, y] ∈ Z, ισχύει

[a, b] · [x, y] = [a′, b′] · [x, y].

Από την υπόθεση προκύπτει ότι a+ b′ = a′+ b, ενώ η Ϲητούµενη ισότητα είναι

ισοδύναµη µε την

[ax+ by, ay + bx] = [a′x+ b′y, a′y + b′x]

δηλ. µε την

ax+ by + a′y + b′x = ay + bx+ a′x+ b′y,

η οποία αληθεύει, διότι

ax+ by + a′y + b′x = (a+ b′)x+ (a′ + b)y

= (a′ + b)x+ (a+ b′)y

= a′x+ bx+ ay + b′y

Είναι άµεσο ότι ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός και προσεταιριστικός.

Επίσης, το [1, 0] είναι ουδέτερο στοιχείο : για κάθε [x, y] ∈ Z, ισχύει

[x, y] · [1, 0] = [x+ 0, 0 + y] = [x, y].

∆είχνουµε τον νόµο της διαγραφής: ΄Εστω [a, b] 6= [0, 0] (άρα a 6= b). Τότε

υπάρχει q ∈ N µε [a, b] = [q, 0], ή [a, b] = [0, q]. ΄Εστω ότι ισχύει η πρώτη

περίπτωση. Τότε

[a, b] · [m,n] = [a, b] · [x, y] =⇒ [q, 0] · [m,n] = [q, 0] · [x, y]
=⇒ [qm+ 0, 0 + qn] = [qx+ 0, 0 + qy]

=⇒ qm+ qy = qn+ qx

=⇒ m+ y = n+ x

=⇒ [m,n] = [x, y]

Παρόµοια αποδεικνύεται και στην δεύτερη περίπτωση.



21 ∆ΙΑΤΑΞΗ 5

Συνδυάζοντας τις δύο πράξεις,µε ένα απλό υπολογισµό ϐρίσκουµε ότι

ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα :

20.3 Πρόταση. Για κάθε [a, b], [m,n], [p, q] ∈ Z, ισχύει

[a, b] · ([m,n] + [p, q]) = [a, b] · [m,n] + [a, b] · [p, q].

Συγκεντρώνοντας τα προηγούµενα και χρησιµοποιώντας την ορολογία της

άλγεβρας, έχουµε το επόµενο

20.4 Θεώρηµα. Η τριάδα (Z,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονά-

δα.

21 ∆ιάταξη

Στο Z ορίζουµε διάταξη µέσω των ισοδυναµιών

[a, b] ≤ [m,n] ⇐⇒ ∃ [x, y] ∈ Z µε x ≥ y και [a, b] + [x, y] = [m,n]

⇐⇒ ∃q ∈ No µε [a, b] + [q, 0] = [m,n]

⇐⇒ a+ n ≤ b+m.

Παρατηρείστε ότι για τις κλάσεις [q, 0] ∈ Z, q ∈ N, που ονοµάσαµε ϑετικούς

ακέραιους στην προηγούµενη παράγραφο, ισχύει [0, 0] ≤ [q, 0], ενώ για τους

αρνητικούς [0, q], ισχύει [0, q] ≤ [0, 0].

21.1 Πρόταση. Για την σχέση ≤ του Z ισχύουν τα επόµενα:

(i) Είναι ολική διάταξη.

(ii) Για κάθε τριάδα [a, b], [m,n], [p, q] ∈ Z, ισχύει

[a, b] ≤ [m,n] =⇒ [a, b] + [p, q] ≤ [m,n] + [p, q].

(iii) Για κάθε τριάδα [a, b], [m,n], [x, y] ∈ Z, µε [0, 0] ≤ [x, y] ισχύει

[a, b] ≤ [m,n] =⇒ [a, b] · [x, y] ≤ [m,n] · [x, y].

Απόδειξη. (i) Η σχέση είναι ανακλαστική: ∀ [a, b] ∈ Z,

a+ b ≤ b+ a =⇒ [a, b] ≤ [a, b].
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Είναι αντισυµµετρική:

[a, b] ≤ [m,n]
[m,n] ≤ [a, b]

}
=⇒

{
a+ n ≤ m+ b
m+ b ≤ a+ n

}
=⇒ a+ n = b+m

=⇒ [a, b] = [m,n]

Είναι µεταβατική:

[a, b] ≤ [m,n]
[m,n] ≤ [p, q]

}
=⇒

{
a+ n ≤ m+ b
m+ q ≤ p+ n

}
=⇒ a+ n+m+ q ≤ b+m+ p+ n

=⇒ a+ q ≤ b+ p

=⇒ [a, b] ≤ [p, q]

΄Αρα είναι διάταξη. ∆είχνουµε ότι είναι ολική: ΄Εστω [a, b], [p, q] ∈ Z. Επειδή η

διάταξη των ϕυσικών είναι ολική, ισχύει είτε a+ q ≤ b+p, οπότε [a, b] ≤ [p, q]
είτε b+ p ≤ a+ q, οπότε [p, q] ≤ [a, b].

(ii) Προφανές, αφού η Ϲητούµενη συνεπαγωγή ισοδυναµεί µε την

a+ n ≤ b+m =⇒ a+ p+ n+ q ≤ b+ q + p+m.

(iii) Επειδή [0, 0] ≤ [x, y], υπάρχει q ∈ No µε [x, y] = [q, 0]. Κι επειδή

ο πολλαπλασιασµός είναι καλά ορισµένος, για ευκολία χρησιµοποιούµε το

Ϲεύγος (q, 0) σαν αντιπρόσωπο της κλάσης [x, y].

[a, b] ≤ [m,n] =⇒ a+ n ≤ b+m

=⇒ aq + nq ≤ bq +mq

=⇒ [aq, qb] ≤ [mq, nq]

=⇒ [a, b] · [q, 0] ≤ [m,n] · [q, 0]
=⇒ [a, b] · [x, y] ≤ [m,n] · [x, y]

21.2 Παρατήρηση. Υπενθυµίζουµε ότι κάθε ϑετικός [a, b] ∈ Z παίρνει την

µορφή [a, b] = [q, 0], q ∈ N και κάθε αρνητικός παίρνει την µορφή [0, q].
Πολλαπλασιάζοντας έχουµε:

(1) Το γινόµενο ϑετικών είναι ϑετικός :

[p, 0] · [q, 0] = [pq + 0, 0 + 0] = [pq, 0].



22 ΟΙ ΑΚΕΡΑΙΟΙ ΣΑΝ ΕΠΕΚΤΑΣΗ ΤΩΝ ΦΥΣΙΚΩΝ 7

(2) Το γινόµενο αρνητικών είναι ϑετικός :

[0, p] · [0, q] = [0 + pq, 0 + 0] = [pq, 0].

(3) Το γινόµενο ϑετικού µε αρνητικό είναι αρνητικός :

[p, 0] · [0, q] = [0 + 0, pq + 0] = [0, pq].

22 Οι Ακέραιοι σαν Επέκταση των Φυσικών

Σε αυτή την παράγραφο ϑα συζητήσουµε πώς µπορούµε να ϑεωρούµε το

σύνολο των ακεραίων σαν υπερσύνολο των ϕυσικών, χωρίς να παραβιάζεται η

δοµή τους.

Θεωρούµε την απεικόνιση

φ : No −→ Z : φ(n) = [n, 0], ∀ n ∈ No,

που στέλνει κάθε ϕυσικό αριθµό στον αντίστοιχο ϑετικό ακέραιο.

22.1 Πρόταση. (i) Η φ είναι 1-1.

(ii) Η φ διατηρεί τις πράξεις, δηλ., για κάθε m,n ∈ No,

φ(m+ n) = φ(m) + φ(n),

φ(mn) = φ(m)φ(n)

(iii) Η φ διατηρεί την διάταξη :

m ≤ n =⇒ φ(m) ≤ φ(n).

Απόδειξη. (i) Η φ είναι 1-1:

φ(m) = φ(n) =⇒ [m, 0] = [n, 0] =⇒ m+ 0 = 0 + n =⇒ m = n.

(ii) Για την διατήρηση των πράξεων παρατηρούµε ότι

φ(m+ n) = [m+ n, 0] = [m, 0] + [n, 0] = φ(m) + φ(n)

φ(mn) = [mn, 0] = [m, 0] · [n, 0] = φ(m) · φ(n)

(iii) Τέλος, για την διατήρηση της διάταξης έχουµε

m ≤ n =⇒ ∃ q ∈ No : m+ q = n

=⇒ ∃ q ∈ No : [m, 0] + [q, 0] = [n, 0]

=⇒ [m, 0] ≤ [n, 0]

=⇒ φ(m) ≤ φ(n)
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Επειδή η απεικόνιση φ είναι 1-1, µπορούµε να ταυτίζουµε το σύνολο No

µε την εικόνα φ(No), που συµπίπτει µε το σύνολο που περιέχει το ῾῾µηδέν᾿᾿ των

ακεραίων (δηλ. το ουδέτερο στοιχείο [0, 0] της πρόσθεσης) και τους ϑετικούς

ακέραιους. ∆ηλ.

No ≡ φ(No) = Z+
o = {[q, 0] | q ∈ No}.

΄Ετσι, το 0 ∈ No ταυτίζεται µε το [0, 0] ∈ Z και κάθε q ∈ N ταυτίζεται µε τον

ϑετικό ακέραιο [q, 0].
Παρακάτω ϑα εξακολουθήσουµε να χρησιµοποιούµε το σύνηθες σύµβολο

q για τον ακέραιο [q, 0] που προέρχεται (:είναι εικόνα) από τον ϕυσικό q ∈ No,

ενώ τον αρνητικό ακέραιο [0, q] , µε q ∈ N, ϑα τον συµβολίζουµε µε το (γνωστό

µας) σύµβολο −q.


