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16 Φυσικοί Αριθµοί

΄Ενας από τους (ισοδύναµους) τρόπους που υπάρχουν για να ορίσουµε τους
ϕυσικούς αριθµούς είναι να ϑέσουµε

0 = 6Ο
1 = {6Ο}
2 = {6Ο, {6Ο}}
3 = {6Ο, {6Ο}, {6Ο, {6Ο}}
4 = {6Ο, {6Ο}, {6Ο, {6Ο}}, {6Ο, {6Ο}, {6Ο, {6Ο}}}}

και αν έχουµε ορίσει το n, ορίζουµε το επόµενο του n (συµβ. ε(n)) ϐάζο-
ντας µέσα στο επόµενο σύνολο όλα τα προηγούµενα. Χρησιµοποιώντας τους
συµβολισµούς που έχουν προηγηθεί, παίρνουµε

0 = 6Ο
1 = {0}
2 = {0, 1} = {0} ∪ {1} = 1 ∪ {1}
3 = {0, 1, 2} = {0, 1} ∪ {2} = 2 ∪ {2}
4 = {0, 1, 2, 3} = {0, 1, 2} ∪ {3} = 3 ∪ {3}

και έχοντας ορίσει τον n, ορίζουµε τον επόµενο ε(n) ϑέτοντας

ε(n) = n ∪ {n}.

Ονοµάζουµε τα σύνολα που προκύπτουν µε αυτό τον τρόπο ϕυσικούς αριθ-

µούς. Το σύνολο που περιέχει τους ϕυσικούς αριθµούς (και µόνον αυτούς)
το συµβολίζουµε No και το ονοµάζουµε σύνολο των ϕυσικών αριθµών.



16 ΦΥΣΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 2

Βέβαια, εγείρονται διάφορα ερωτήµατα: η ¨συλλογή¨ όλων των ϕυσικών
είναι σύνολο ; µπορεί η διαδικασία του να ϐρίσκουµε τον επόµενο ϕυσικό να
συνεχίζεται ¨για πάντα¨; είναι το 0 επόµενο κάποιου άλλου ϕυσικού ; κ.α.
Τα ερωτήµατα αυτά δεν µπορούν να απαντηθούν παρά µόνο µε την εισαγωγή
νέων αξιωµάτων. Για να συνεχίσουµε, δεχόµαστε λοιπόν το επόµενο

Αξίωµα του Peano: Υπάρχει ένα σύνολο No και µια απεικόνιση ε : No → No

µε τις ιδιότητες :
(Ρ1) Η ε δεν είναι επί.
(Ρ2) Η ε είναι 1-1.
(Ρ3) Αν S ⊆ No, έτσι ώστε : (i) 0 ∈ S, και (ii) ισχύει η συνεπαγωγή

[n ∈ S ⇒ ε(n) ∈ S], τότε S = No.

Η (Ρ3) λέγεται Αρχή της Επαγωγής.

Σύµφωνα µε το Αξίωµα του Peano, η ε δεν είναι επί, άρα η εικόνα ε(No)
είναι γνήσιο υποσύνολο του No. Ποιά στοιχεία αφήνει απ΄ έξω ; Η απάντηση
είναι το 0, και µόνον αυτό· κάθε ϕυσικός διάφορος του 0 είναι επόµενος
κάποιου.

16.1 Πρόταση. Ισχύει ε(No) = No \ {0}.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το αξίωµα (Ρ3) (Αρχή της Επαγωγής), ϑα δείξου-
µε την ισότητα ε(No) ∪ {0} = No, που είναι ισοδύναµη µε την Ϲητούµενη.
΄Εστω S = ε(No) ∪ {0}. Τότε 0 ∈ S, δηλ. ισχύει η (i) του (Ρ3). ΄Εστω n ∈ S.
Τότε ε(n) ∈ ε(No) ⊆ S, άρα ε(n) ∈ S και ισχύει και η (ii) του (Ρ3). Εποµένως
S = No.

΄Οπως ϕαίνεται από την προηγούµενη πρόταση, το No του Αξιώµατος του
Peano περιέχει το 0, και όλους τους ¨επόµενους¨. Συµβολίζουµε µε 1 τον
ε(0), µε 2 τον ε(1), µε 3 τον ε(2), κλπ. Επίσης συµβολίζουµε

N = ε(No) = No \ {0}.

Η Αρχή της Επαγωγής µας δίνει µια µέθοδο να δείχνουµε ότι κάποια
ιδιότητα την έχουν όλοι οι ϕυσικοί αριθµοί, όπως έγινε στην προηγούµενη
πρόταση. Μας δίνει όµως κι ένα τρόπο να ορίζουµε συναρτήσεις µε πεδίο
ορισµού τους ϕυσικούς :
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16.2 Θεώρηµα (Θεώρηµα της Αναδροµής). ΄Εστω X σύνολο, f : X → X
µια συνάρτηση και c ∈ X. Τότε υπάρχει µοναδική συνάρτηση φ : No → X
τέτοια ώστε

(i) φ(0) = c, και

(ii) φ(ε(n)) = f(φ(n)), για κάθε n ∈ No.

Παρατηρούµε ότι η (ii) είναι ισοδύναµη µε την µεταθετικότητα του δια-
γράµµατος

No

ε
- No

X

φ

?

f
- X

φ

?

ή, ισοδύναµα, µε την ισότητα των δύο συνθέσεων

φ ◦ ε = f ◦ φ.

Για την απόδειξη, ϐλ. τις ¨Σηµειώσεις¨ στην η-τάξη.

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα της Αναδροµής ϑα ορίσουµε τώρα πράξεις
στο σύνολο των ϕυσικών.

17 Πρόσθεση

Σταθεροποιούµε ένα m ∈ No και εφαρµόζουµε το Θεώρηµα της Αναδροµής
για X = No, f = ε και c = m. Τότε υπάρχει ακριβώς µία συνάρτηση

φm : No −→ No

µε τις ιδιότητες :
(i) φm(0) = m, και
(ii) για κάθε n ∈ No, φm(ε(n)) = ε(φm(n)).

Συµβολίζουµε
m+ n = φm(n)

Θα υπολογίσουµε την φm, για µερικά m ∈ N0.
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(1) Για m = 0, έχουµε:

φ0(0) = 0

φ0(1) = φ0(ε(0)) = ε(φ0(0)) = ε(0) = 1

φ0(2) = φ0(ε(1)) = ε(φ0(1)) = ε(1) = 2

φ0(3) = φ0(ε(2)) = ε(φ0(2)) = ε(2) = 3

Από τις πρώτες ισότητες ϕαίνεται να ισχύει

φ0 = idNo .

Αποδεικνύυµε ότι αυτή η ισότητα πράγµατι ισχύει, επαγωγικά: ΄Εστω το
σύνολο

S = {n ∈ No | φ0(n) = idNo(n) = n}.

Παρατηρούµε ότι 0 ∈ S. ΄Εστω n ∈ S, δηλ. φ0(n) = n. Τότε

φ0(ε(n)) = ε(φ0(n)) = ε(n),

άρα και ε(n) ∈ S. Από το (Ρ3), S = No.
(2) Για m = 1, έχουµε:

φ1(0) = 1 = ε(0)

φ1(1) = φ1(ε(0)) = ε(φ1(0)) = ε(1)

φ1(2) = φ1(ε(1)) = ε(φ1(1)) = ε(1)

φ1(3) = φ1(ε(2)) = ε(φ1(2)) = ε(2)

Τώρα από τις πρώτες ισότητες ϕαίνεται να ισχύει

φ1 = ε.

Πάλι επαγωγικά αποδεικνύυµε ότι αυτή η ισότητα ισχύει : ΄Εστω το σύνολο

S = {n ∈ No | φ1(n) = ε(n)}.

Παρατηρούµε ότι 0 ∈ S. ΄Εστω n ∈ s, δηλ. φ1(n) = ε(n). Τότε

φ1(ε(n)) = ε(φ1(n)) = ε(n),

άρα και ε(n) ∈ S. Από το (Ρ3), S = No.



17 ΠΡΟΣΘΕΣΗ 5

(3) Για m = 2, έχουµε:

φ2(0) = 2 = ε(ε(0))

φ2(1) = φ2(ε(0)) = ε(φ2(0)) = ε(2) = 3 = ε(ε(1))

φ2(2) = φ2(ε(1)) = ε(φ2(1)) = ε(3) = 4 = ε(ε(2))

φ2(3) = φ2(ε(2)) = ε(φ2(2)) = ε(4) = 5 = ε(ε(3))

από όπου ϕαίνεται να ισχύει

φ1 = ε ◦ ε = ε2,

και η τελευταία ισότητα επίσης επαληθεύεται επαγωγικά.
(4) Με την ίδια µέθοδο αποδεικνύεται ότι, για κάθε m ∈ N,

φm = ε ◦ ε ◦ · · · ◦ ε = εm.

17.1 Λήµµα. Για κάθε m ∈ No, ισχύει

(i) 0 +m = m+ 0 = m, και

(ii) 1 +m = m+ 1 = ε(m).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε τον ορισµό της πρόσθεσης, έχουµε

0 +m = φ0(m) = idNo(m) = m

m+ 0 = φm(0) = m.

και

1 +m = φ1(m) = ε(m)

m+ 1 = φm(1) = φm(ε(0)) = ε(φm(0)) = ε(m).

17.2 Πρόταση. Η πρόσθεση στο No είναι προσεταιριστική, δηλ.

m+ (n+ p) = (m+ n) + p, ∀ m,n, p ∈ No.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε m,n ∈ No, και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {p ∈ No | m+ (n+ p) = (m+ n) + p}.

Θα δείξουµε επαγωγικά ότι S = No. Από το προηγούµενο λήµµα έχουµε

m+ (n+ 0) = (m+ n) + 0
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άρα 0 ∈ S. ΄Εστω p ∈ S, δηλ. έστω m+ (n+ p) = (m+ n) + p. Θα δείξουµε
ότι m+ (n+ ε(p)) = (m+ n) + ε(p). Πράγµατι,

(m+ n) + ε(p) = φm+n(ε(p)) = ε(φm+n(p)) = ε((m+ n) + p)

= ε(m+ (n+ p)) = ε(φm(n+ p))

= φm(ε(n+ p)) = m+ ε(n+ p)

= m+ ε(φn(p)) = m+ φn(ε(p))

= m+ (n+ ε(p))

άρα S = No, κι επειδή τα m,n είναι τυχαία, η ισότητα ισχύει για κάθε
m,n, p ∈ No.

17.3 Πρόταση. Η πρόσθεση στο No είναι µεταθετική, δηλ.

m+ n = n+m, ∀ m,n ∈ No.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα m ∈ No, και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {n ∈ No | m+ n = n+m}.

Θα δείξουµε επαγωγικά ότι S = No. Από το προηγούµενο λήµµα έχουµε
m + 0 = 0 + m, άρα 0 ∈ S. ΄Εστω n ∈ S, δηλ. έστω m + n = n + m. Θα
δείξουµε ότι m+ ε(n)) = ε(n) +m. Πράγµατι,

m+ ε(n) = φm(ε(n)) = ε(φm(n)) = ε(m+ n)

= ε(n+m) = ε(φn(m)) = φn(ε(m))

= q + (1 +m) = (q + 1) +m

= ε(p) +m

άρα S = No, κι επειδή το m είναι τυχαίο, η Ϲητούµενη ισότητα ισχύει για
κάθε m,n ∈ No.

Οι ιδιότητες που αποδείξαµε στο Λήµµα και τις δύο προτάσεις κάνουν το
(No,+) να µοιάζει µε αβελιανή οµάδα. Λείπει όµως η τελευταία ιδιότητα,
η ύπαρξη αντίθετου. Αν έχουµε ένα 0 6= m ∈ No, δεν υπάρχει n ∈ No µε
m + n = 0. Παρά την µη-ύπαρξη αντιθέτου, ισχύει ο (ασθενέστερος, αλλά
σηµαντικός) ῾῾Νόµος της ∆ιαγραφής᾿᾿:

17.4 Πρόταση. Για κάθε m,n, q ∈ No, ισχύει η συνεπαγωγή

(1) m+ q = n+ q =⇒ m = n.
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Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο S ⊆ No όλων των q ∈ No τα οποία απαλεί-
ϕονται, δηλ. για τα οποία ισχύει η συνεπαγωγή (1). Χρησιµοποιώντας το (i)
του Λήµµατος 17.1, παίρνουµε

m+ 0 = n+ 0 =⇒ m = n,

άρα 0 ∈ S. ΄Εστω τώρα ότι q ∈ S. Θα δείξουµε ότι ε(q) ∈ S. Πράγµατι, αν
m,n ∈ No µε m+ ε(q) = n+ ε(q), τότε

m+ ε(q) = n+ ε(q) =⇒ m+ (q + 1) = n+ (q + 1)

=⇒ m+ (1 + q) = n+ (1 + q)

=⇒ (m+ 1) + q = (n+ 1) + q

=⇒ m+ 1 = n+ 1

=⇒ ε(m) = ε(n)

=⇒ m = n

όπου έχουµε εφαρµόσει κατά σειρά το Λήµµα 17.1(ii), την µεταθετικότητα
της πρόσθεσης, την προσεταιριστικότητα, την υπόθεση ότι το q απαλείφεται
και το 1-1 της ε.


