
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 3

1. ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f : Z→ Z που να είναι :

(i) 1-1 αλλά όχι επί.

(ii) επί αλλά όχι 1-1.

(iii) 1-1 και επί.

(iv) ούτε 1-1 ούτε επί.

Απάντηση. (i) f(x) = 2x.
(ii) f(x) = k, αν x = 2k ή x = 2k − 1.
(iii) f(x) = x+ 1.
(iv) f(x) = x2.

2. Αν A = 6Ο και B 6= 6Ο, δείξτε ότι υπάρχει ακριβώς µία συνάρτηση από το A
στο B και δεν υπάρχει συνάρτηση από το B στο A. Υπάρχει συνάρτηση από

το 6Ο στο 6Ο;

Απάντηση. ΄Εστω A = 6Ο και B 6= 6Ο. Τότε A× B = 6Ο× B = 6Ο. Η µοναδική

σχέση από το A = 6Ο στο B, δηλ. το µοναδικο υποσύνολο του 6Ο×B, είναι το

6Ο. Το 6Ο είναι συνάρτηση : 6Ο→ B, αν ισχύει η συνθήκη

∀ x ∈ 6Ο ∃ ! y ∈ B : (x, y) ∈ 6Ο

Ισχυριζόµαστε ότι η συνθήκη ισχύει. Το αποδεικνύουµε µε άτοπο: ΄Εστω ότι

δεν ισχύει. Τότε ισχύει η άρνηση της συνθήκης, δηλ.

∃ x ∈ 6Ο : ∀ y ∈ B, (x, y) /∈ 6Ο.

που είναι άτοπο. Το αποτέλεσµα αυτό δεν επηρεάζεται αν το B είναι ή δεν

είναι κενό, άρα 6Ο : 6Ο→ 6Ο είναι συνάρτηση.

΄Οµως αν B 6= 6Ο, µια συνάρτηση f : B → A = 6Ο, αν ισχύει η συνθήκη

∀ x ∈ B ∃ ! y ∈ 6Ο : (x, y) ∈ f ,

που δεν ισχύει ποτέ, άρα δεν υπάρχει τέτοια συνάρτηση.

3. Αν f : A→ B είναι συνάρτηση και X ⊆ B, δείξτε ότι :

f−1(B \X) = A \ f−1(X).
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Απάντηση. Παρατηρούµε ότι

x ∈ f−1(B \X) ⇐⇒ f(x) ∈ B \X
⇐⇒ f(x) ∈ B ∧ f(x) /∈ X
⇐⇒ x ∈ A ∧ x /∈ f−1(X)

⇐⇒ x ∈ A \ f−1(X).

4. Οι παρακάτω συναρτήσεις έχουν πεδίο τιµών το R και πεδίο ορισµού κά-

ποιο υποσύνολο A του R. Βρείτε σε κάθε περίπτωση ποιό είναι το µεγαλύτερο

δυνατό πεδίο ορισµού.

h(x) = ln x, α(v) = −v, j(β) =
1

β2 − 1
, g(u) = ln(ln(cosu)).

Απάντηση.

∃ lnx ∈ R ⇐⇒ x > 0, άρα Ah = (0,+∞)
∀ v ∈ R, ∃ − v = α(v) ∈ R, άρα Aα = R
∃ 1

β2−1 ∈ R ⇐⇒ β2 − 1 6= 0 ⇐⇒ β 6= ±1. ΄Αρα Aj = R \ {1,−1}.
Για να υπάρχει το g(u) = ln(ln(cosu)), πρέπει ln(cosu) > 0, το οποίο

συµβαίνει αν cosu > 1, άτοπο. ΄Αρα δεν ορίζεται η σψνάρτηση g.

5. Προσδιορίστε την εικόνα των ακόλουθων συναρτήσεων f : R→ R.

(α) f(x) = x3.
(ϐ) f(x) = x− 4
(γ) f(x) = ex + 3

(δ) f(x) =

{
1
x
, x 6= 0

0, x = 0

Απάντηση. (α) Για κάθε y ∈ R, υπάρχει ακριβώς ένα x ∈ R µε x = 3
√
y,

εποµένως για κάθε y ∈ R, υπάρχει ακριβώς ένα x ∈ R µε f(x) = x3 = y.
΄Αρα f επί και f(R) = R.

(ϐ) Για κάθε y ∈ R, υπάρχει ακριβώς ένα x = y + 4 ∈ R µε f(x) = y, άρα
f επί και f(R) = R.

(γ) ex > 0, άρα ex + 3 > 3, δηλ. f(R) ⊆ (3,+∞). Αντίστροφα, έστω

y ∈ (3,+∞), τότε y− 3 > 0, άρα υπάρχει x = ln(y− 3), για το οποίο έχουµε

f(x) = eln(y−3) + 3 = y − 3 + 3 = y. Εποµένως (3,+∞) ⊆ f(R) και τελικά

f(R) = (3,+∞).
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(δ) f(0) = 0, άρα 0 ∈ f(R). Αν y 6= 0, υπάρχει ακριβώς ένα x = 1
y
6= 0,

µε f(x) = y. ΄Αρα f επί και f(R) = R.

6. Να ελέγξετε αν οι συναρτήσεις της ΄Ασκησης 5 είναι 1-1 και επί.

Απάντηση. (α) Για κάθε y ∈ R, η εξίσωση f(x) = y έχει ακριβώς µία λύση:

x = 3
√
y. ΄Αρα f είναι 1-1 και επί.

(ϐ) Για κάθε y ∈ R, η εξίσωση f(x) = y έχει ακριβώς µία λύση: x = y+4.
΄Αρα f είναι 1-1 και επί.

(γ) Η εξίσωση f(x) = y έχει λύση για y > 3, άρα η f δεν είναι επί. Επειδή

για y > 3, η εξίσωση έχει µοναδική λύση, την x = ln(y − 3), η f είναι 1-1.

(δ) Η εξίσωση f(x) = y: για y = 0 έχει µία λύση, την x = 0. Για κάθε

y 6= 0, έχει µία λύση, την x = 1/y. ΄Αρα η f είναι 1-1 και επί.

7. ∆ίνονται f, g, h : N→ N µε

f(n) = n+ 1
g(n) = 2n

h(n) =

{
0, n άρτιος

1, n περιττός

Να υπολογίσετε τις συνθέσεις f ◦ f , f ◦ g, g ◦ f , g ◦ h, h ◦ g, (f ◦ g) ◦ h.

Απάντηση.

(f ◦ f)(n) = f(f(n)) = f(n+ 1) = (n+ 1) + 1 = n+ 2
(f ◦ g)(n) = f(g(n)) = f(2n) = 2n+ 1
(g ◦ f)(n) = g(f(n)) = g(n+ 1) = 2(n+ 1) = 2n+ 2

(g ◦ h)(n) = g(h(n)) = 2h(n) =

{
0, n άρτιος

2, n περιττός

(h ◦ g)(n) = h(g(n)) = h(2n) = 0

(f ◦ g) ◦ h(n) = (f ◦ g)(h(n)) = 2h(n) + 1 =

{
1, n άρτος

3, n περιττός

8. Βρείτε το µεγαλύτερο υποσύνολο του R2 = R× R στο οποίο ορίζεται η

f(x, y) =
x2 + 3xy

(x− 1)y
.

Απάντηση. Πρέπει (x − 1)y 6= 0, δηλ. πρέπει x 6= 1 και y 6= 0. ΄Αρα πρέπει

από το R2
να αφαιρεθούν όλα τα Ϲεύγη που έχουν x = 1 και όλα τα Ϲεύγη
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που έχουν y = 0. Εποµένως, µένει το σύνολο

(R× R) \
(
{(1, y) | y ∈ R} ∪ {(x, 0) | x ∈ R}

)
.

∆είτε στο επόµενο διάγραµµα: αφαιρούνται τα σηµεία που έχουν σχεδια-

στεί µε κόκκινο.

9. ΄Εστω E σύνολο αναφοράς. Για κάθε A ⊆ E, ϑέτουµε :

χA : E → R : χA(x) =

{
1, x ∈ A
0 x /∈ A

Να δείξετε ότι

(α) χA∩B = χA · χB
(ϐ) χA∪B = χA + χB − χA · χB
(γ) χE\A = 1− χA
(δ) A ⊆ B ⇐⇒ χA ≤ χB.

Απάντηση. (α) Παρατηρούµε ότι

χA∩B(x) = 1⇐⇒ x ∈ A ∩B ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B
⇐⇒ χA(x) = 1 ∧ χB(x) = 1

⇐⇒ χA(x) · χB(x) = 1
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(ϐ) Κάθε x ∈ E ικανοποιεί ακριβώς µία από τις παρακάτω τέσσερεις περι-

πτώσεις :

(1) x ∈ A και x ∈ B. Τότε : χA∪B(c) = χA(x) = χB(x) = 1 και η ισότητα

(ϐ) γίνεται 1 = 1 + 1− 1.
(2) x ∈ A και x /∈ B. Τότε : χA∪B(x) = χA(x) = 1, χB(x) = 0 και η (ϐ)

γίνεται 1 = 1 + 0− 0.
(3) x /∈ A και x ∈ B: παρόµοια µε την (2).

(4) x /∈ A και x /∈ B. Τότε χA∪B(c) = χA(x) = χB(x) = 0 και η (ϐ) γίνεται

0 = +0− 0.
(γ) Παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ E, έχουµε x ∈ A ή x 6∈ A, άρα

χA(x) = 1 και χE\A(x) = 0, ή χA(x) = 0 και χA\A(x) = 1. Σε κάθε

περίπτωση, χE\A(x) + χA(x) = 1.
(δ) ΄Εστω A ⊆ B και x ∈ E. Αν x ∈ A, τότε χA(x) = χB(x) = 1. Αν

x /∈ A αλλά x ∈ B, τότε χA(x) = 0, ενώ χB(x) = 1. Αν τέλος x /∈ B, τότε

χA(x) = χB(x) = 0.

10. ΄Εστω f : A→ B συνάρτηση. Θεωρούµε στο A την διµελή σχέση

x1 ∼ x2 ⇐⇒ f(x1) = f(x2).

(i) Να δείξετε ότι η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας και να ϐρείτε την κλάση

ισοδυναµίας ενός x ∈ A.

(ii) ΄Εστω ότι η f είναι επί. Να δείξετε ότι υπάρχει αµφιµονοσήµαντη

απεικόνιση F : A/∼ → B, όπου A/∼ το σύνολο-πηλίκο.

Απάντηση. (i) Για κάθε x ∈ A, f(x) = f(x), άρα x ∼ x και η ∼ είναι

ανακλαστική. Αν x1 ∼ x2, τότε f(x1) = f(x2), εποµένως f(x2) = f(x1), άρα
x2 ∼ x1 και η ∼ είναι συµµετρική. Τέλος, αν x1 ∼ x2 και x2 ∼ x3, τότε

f(x1) = f(x2) και f(x2) = f(x3), άρα και f(x1) = f(x3), εποµένως x1 ∼ x3
και η ∼ είναι µεταβατική. Αποδείξαµε ότι η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας.

Η κλάση ισοδυναµίας [x] ενός x ∈ A είναι το σύνολο

[x] = {z ∈ A | z ∼ x} = {z ∈ A | f(z) = f(x)}.

(ii) Υποθέτουµε ότι η f είναι επί. Θέτουµε

F : A/∼ −→ B : F ([x]) = f(x).

Τότε :
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(1) Η F είναι καλά ορισµένη, δηλ. η τιµή της σε µια κλάση [x] δεν

εξαρτάται από τον αντιπρόσωπο x της κλάσης : αν [x] = [z], τότε F ([x]) =
F ([z]). Πράγµατι,

[x] = [z] =⇒ f(x) = f(z) =⇒ F ([x]) = F ([z]).

(2) Η F είναι 1-1: ΄Εστω F ([x]) = F ([z]). Τότε

F ([x]) = F ([z]) =⇒ f(x) = f(z) =⇒ x ∼ z =⇒ [x] = [z].

(3) Η F είναι επί : Για κάθε y ∈ B, από το επί της f , υπάρχει x ∈ A µε

f(x) = y. Τότε F ([x]) = f(x) = y.

11. ΄Εστω A ⊆ R. Θωρούµε το σύλολο όλων των συναρτήσεων f : A → R,

έστω

F = {f : A→ R},

και εφοδιάζουµε το F µε την διµελή σχέση

f ≤ g ⇐⇒ f(x) ≤ g(x), ∀ x ∈ A.

(i) Να δείξετε ότι η ≤ είναι διάταξη.

(ii) Να εξετάσετε αν η ≤ είναι ολική διάταξη.

(iii) Να ορίσετε την αντίστοιχη αυστηρή διάταξη <.

(iv) Θεωρούµε A = R και f, g, h : R → R οι συναρτήσεις µε f(x) = 1,
g(x) = cosx και h(x) = ex + 1, για κάθε x ∈ R. Να εξετάσετε αν ισχύουν οι

σχέσεις :

f ≤ g, g ≤ f, f ≤ h, h ≤ f, g ≤ h, h ≤ g,

f < g, g < f, f < h, h < f, g < h, h < g.

Απάντηση. (i) Παρατηρούµε ότι, για κάθε f ∈ F και κάθε x ∈ A, ισχύει

f(x) ≤ f(x), άρα f ≤ f και η ≤ είναι ανακλαστική. ΄Εστω f ≤ g και g ≤ f .
Τότε για κάθε x ∈ A είναι f(x) ≤ g(x) και g(x) ≤ f(x), απ΄ όπου προκύπτει

ότι f(x) = g(x), και f = g, δηλ. η ≤ είναι αντισυµµετρική. Τέλος, αν f ≤ g
και g ≤ h, τότε, για κάθε x ∈ A, ισχύει f(x) ≤ g(x) και g(x) ≤ h(x), άρα

και f(x) ≤ h(x). Οπότε και f ≤ h και η ≤ είναι µεταβατική. ∆είξαµε ότι η

≤ είναι διάταξη.

(ii) Η ≤ δεν είναι ολική διάταξη: αν υπάρχουν δύο σηµεία x1, x2 ∈ R
µε f(x1) ≤ g(x1) και g(x2) ≤ f(x2), τότε ούτε f ≤ g, ούτε g ≤ f . Βλ. για



7

παράδειγµα τις γραφικές παραστάσεις δύο τέτοιων συναρτήσεων στο επόµενο

διάγραµµα:

(iii) Η αντίστοιχη αυστηρή διάταξη f < g ορίζεται από την ισοδυναµία

f < g ⇐⇒ f ≤ g ∧ f 6= g

⇐⇒
(
∀ x ∈ R : f(x) ≤ g(x)

)
∧
(
∃ x ∈ R : f(x) 6= g(x)

)
.

(iv) Στο επόµενο διάγραµµα ϐλέπουµε γραφικές παραστάσεις των f , g, h.
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Η f ≤ g δεν ισχύει, διότι υπάρχει x = π/2 ∈ R, µε g(π/2) = 0 < f(π/2) = 1.
Η g ≤ f ισχύει, διότι ∀ x ∈ R, g(x) = cos x ≤ 1 = f(x).
Η f ≤ h ισχύει, διότι, ∀ x ∈ R, 0 < ex, άρα f(x) = 1 < ex + 1 = h(x).
Η h ≤ f δεν ισχύει, λόγω της προηγούµενης ανισότητας : αν ίσχυε, από

την αντισυµµετρία ϑα είχαµε h = f .
Η g ≤ h ισχύει, αφού, ∀ x ∈ R, cosx ≤ 1 < h(x).
Η h ≤ g, δεν ισχύει, πάλι λόγω της αντισυµµετρίας.

Η f < g είναι σύζευξη των f ≤ g και f 6= g. Αφού η f ≤ g δεν ισχύει, δεν

ισχύει ούτε η σύζευξη.

Η g < f ισχύει, διότι g ≤ f και g 6= f .
Η f < h, επίσης ισχύει, διότι f ≤ h και f 6= h.
Η h < f δεν ισχύει διότι δεν ισχύει η h ≤ f .
Η g < h ισχύει, επειδή g ≤ h και g 6= h.
Τέλος, η h < g δεν ισχύει, διότι δεν ισχύει η h ≤ g.

12. Στο σύνολο F της προηγούµενης άσκησης ϑεωρούµε την διµελή σχέση

f ≺ g ⇐⇒ f(x) < g(x), ∀ x ∈ R.

(i) Να δείξετε ότι η ≺ είναι αυστηρή διάταξη.

(ii) Να ορίσετε την αντίστοιχη διάταξη �.

(iii) Να συγκρίνετε µέσω της ≺ και της � τις f , g, h της προηγούµενης

άσκησης.

Απάντηση. (i) Για οποιαδήποτε f ∈ F , η σχέση f(x) < f(x) δεν ισχύει για

κανένα x ∈ R, άρα f 6≺ f . Επίσης, αν f ≺ g, τότε f(x) < g(x), για κάθε

x ∈ R, εποµένως, για κάθε x ∈ R, g(x) 6< f(x), και g 6≺ f . Τέλος, προφανώς,

f ≺ g και g ≺ h συνεπάγονται f ≺ h. ΄Αρα η ≺ είναι αυστηρή διάταξη.

(ii) Η αντίστοιχη διάταξη � δίνεται από την ισοδυναµία

f � g ⇐⇒ f ≺ g ∨ f = g.

(iii) Ισχύει f ≺ h και g ≺ h. ΄Αρα και f � h και g � h. Οι f και g δεν

σχετίζονται : ∆εν ισχύει f ≺ g, γιατί για κάθε x 6= 2kπ, g(x) < f(x). Επίσης

δεν ισχύει f = g, άρα ούτε και f � g. Οµοίως, δεν ισχύει g � f , διότι στα

σηµεία 2kπ, µε k ∈ Z, είναι f(2kπ) = 1 6< 1 = cos(2kπ) = g(2kπ). Επίσης

δεν ισχύει f = g, άρα ούτε f � g.


