
ΜΑΘΗΜΑ 06

8 ∆ιµελείς σχέσεις

8.1 Ορισµός. ΄Εστω A, B σύνολα. Ονοµάζουµε (διµελή) σχέση από το A
στο B κάθε υποσύνολο R του A×B.

Συµβολικά γράφουµε xRy αντί (x, y) ∈ R.

Για παράδειγµα, αν A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}, το σύνολο

R = {(1, a), (1, b), (2, b), (2, c)}

είναι µια διµελής σχέση από το A στο B.
Γραφικά παριστάνουµε τις διµελείς σχέσεις µε δύο τρόπους : (1) Φτιά-

χνοντας το καρτεσιανό γινόµενο σαν διάγραµµα Venn και την σχέση R σαν
υποσύνολό του. Στο παρακάτω διάγραµµα ϕαίνεται χρωµατισµένη η σχέση
του προηγούµενου παραδείγµατος.
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(2) Φτιάχνοντας διαγράµµατα Venn των A και B και συνδέοντας µε ένα ϐέλος
το στοιχείο a ∈ A µε το b ∈ B, αν και µόνον αν (a, b) ∈ R. Στο επόµενο διά-
γραµµα ϕαίνεται γραφικά πάλι η σχέση του προηγούµενου παραδείγµατος.

8.2 Παραδείγµατα. (1) ΄Εστω A = B = X. Η σχέση της ισότητας (από το X
στο X) είναι το σύνολο

R = {(x, y) ∈ X ×X : x = y} = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X ×X.

Τότε
xRy ⇐⇒ x = y.

Το ανωτέρω σύνολο R = {(x, x) : x ∈ X} συχνά συµβολίζεται µε DX και
ονοµάζεται διαγώνιος του X.

Π.χ., η ισότητα των στοιχείων του συνόλου X = {1, 2, 3} είναι το χρωµα-
τισµένο σύνολο στο παρακάτω διάγραµµα:
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(2) ΄Εστω A σύνολο και B = P(A). Θέτουµε

R = {(x,C) ∈ A× P(A) : x ∈ C} ⊆ A× P(A).

Τότε
xRC ⇐⇒ x ∈ C.

Π.χ., για το σύνολο X = {1, 2}, είναι

P(X) = {Ao = 6Ο, A1 = {1}, A2 = {2}, A3 = {1, 2} = X}.

Η σχέση R ≡ ∈ είναι το χρωµατισµένο υποσύνολο του X × P(X) στο
διάγραµµα

(3) ΄Εστω X σύνολο και A = B = P(X). Η σχέση του εγκλεισµού R από
το P(X) στο P(X) είναι το

R = {(A,B) : A,B ⊆ X µε A ⊆ B} ⊆ P(X)× P(X).

Τότε
ARB ⇐⇒ A ⊆ B.

Π.χ., για τα σύνολα X και P(X) του προηγούµενου παραδείγµατος, η σχέση
R ≡ ⊆ ϕαίνεται στο επόµενο διάγραµµα:
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(4) ΄Εστω A = {1, 2, 3, 4}. Θεωρούµε την σχέση R ⊆ A× A µε

xRy ⇐⇒ x|y ⇐⇒ y

x
∈ Z.

Τότε
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}.

8.3 Ορισµός. (i) ΄Εστω R ⊆ A × B µια διµελής σχέση από το A στο B.
Ονοµάζουµε αντίστροφη της R την διµελή σχέση από το B στο A

R−1 = {(b, a) ∈ B × A : (a, b) ∈ R}.

Παρατηρούµε ότι ισχύει η ισοδυναµία

(13) (a, b) ∈ R ⇐⇒ (b, a) ∈ R−1.

(ii) ΄Εστω R ⊆ A × B, X ⊆ A και Y ⊆ B. Ονοµάζουµε περιορισµό της R
στο X × Y την σχέση από το X στο Y

R|X×Y = {(x, y) ∈ R : x ∈ X ∧ y ∈ Y } = R ∩ (X × Y ).

Ιδιαιτέρως για τις σχέσεις από ένα σύνολο A στον εαυτό του, χρησιµο-
ποιούµε την παρακάτω ορολογία :
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8.4 Ορισµός. ΄Εστω A ένα σύνολο. Μια διµελής σχέση R ⊆ A× A λέγεται
– ανακλαστική ή αυτοπαθής, αν xRx, για κάθε x ∈ A.
– συµµετρική, αν ισχύει η συνεπαγωγή xRy ⇒ yRx.
– αντισυµµετρική, αν xRy ∧ yRx⇒ x = y.
– µεταβατική, αν ισχύει η συνεπαγωγή xRy ∧ yRz ⇒ xRz.

8.5 Παρατήρηση. Για µια διµελή σχέσηR από τοA στοA, εύκολα ϐλέπουµε
ότι

R ανακλαστική⇐⇒ ∀x ∈ A : (x, x) ∈ R

⇐⇒ DX ⊆ R

και ότι
R συµµετρική ⇐⇒ R = R−1.

Στον παρακάτω πίνακα καταγράφονται διάφορες διµελείς σχέσεις από το
R στο R και σηµειώνονται οι ιδιότητες που έχουν.

Σχέση Αυτοπαθής Συµµετρική Αντισυµ/ρική Μεταβατική
1 x = y + + + +
2 x < y - - + +
3 x ≥ y + - + +
4 |x− y| ≤ 1 + + - -
5 x− y ∈ Q + + - +
6 x− y /∈ Q - + - -
7 x− y = 3 - - + -
8 y = x2 - - + -

9 Σχέσεις ισοδυναµίας

9.1 Ορισµός. ΄Εστω A ένα σύνολο. Μια διµελής σχέση R ⊆ A × A λέγεται
σχέση ισοδυναµίας αν είναι

(1) ανακλαστική ή αυτοπαθής, δηλ. xRx, για κάθε x ∈ A.
(2) συµµετρική, δηλ. ισχύει η συνεπαγωγή xRy ⇒ yRx.
(3) µεταβατική, δηλ. ισχύει η συνεπαγωγή xRy ∧ yRz ⇒ xRz.

Στον πίνακα που προηγήθηκε ισοδυναµίες είναι οι σχέσεις 1 και 5.
Υπενθυµίζουµε και µερικά παραδείγµατα σχέσεων ισοδυναµίας από την

ευκλείδια γεωµετρία :



9 ΣΧΕΣΕΙΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ 6

(α) Στο σύνολο των ευθειών ενός επιπέδου, η σχέση παραλληλίας.
(2) Στο σύνολο των τριγώνων ενός επιπέδου, η σχέση της οµοιότητας.
(3) Στο σύνολο των κύκλων ενός επιπέδου η σχέση του να είναι δύο κύκλοι

οµόκεντροι.

9.2 Ορισµός. ΄ΕστωR µια σχέση ισοδυναµίας στοX και x ∈ X. Ονοµάζουµε
κλάση ισοδυναµίας του x (ως προς την R) το σύνολο

[x] = {y ∈ X : yRx}.

9.3 Λήµµα. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας στο X και x, y ∈ X. Τότε

xRy ⇔ [x] = [y].

Απόδειξη. ΄Εστω xRy. Για να δείξουµε ότι [x] = [y], ϑα δείξουµε ότι [x] ⊆ [y]
και [y] ⊆ [x]. Πράγµατι, έστω w ∈ [x]. Τότε wRx. Επειδή xRy και R µετα-
ϐατική, παίρνουµε wRy, άρα w ∈ [y]. Ο εγκλεισµός [y] ⊆ [x] αποδεικνύεται
ανάλογα.

Αντίστροφα, έστω [x] = [y]. Λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της R,
x ∈ [x] = [y], άρα xRy.

9.4 Ορισµός. ΄Εστω X ένα σύνολο. Μια διαµέριση του X είναι ένα σύνολο
D ⊆ P(X) µε τις ιδιότητες

(i) Για κάθε A ∈ D, A 6= 6Ο.
(ii) Αν A,B ∈ D µε A ∩B 6= 6Ο, τότε A = B.
(iii)

⋃
A∈D

A = X.

Στο παρακάτω διάγραµµα ϕαίνεται µια διαµέριση του συνόλουX σε πέντε
υποσύνολά του.
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9.5 Θεώρηµα. ΄Εστω X 6= 6Ο ένα σύνολο. Τότε κάθε σχέση ισοδυναµίας στο

X ορίζει µια διαµέριση του X και αντίστροφα.

Απόδειξη. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας στο X. Συµβολίζουµε µε D το
σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας, δηλ.

D = {[x] : x ∈ X}.

Τότε το D είναι διαµέριση του X. Πράγµατι,
(i) Για κάθε [x] ∈ D, x ∈ [x], άρα [x] 6= 6Ο.
(ii) ΄Εστω [x], [y] ∈ D µε [x] ∩ [y] 6= 6Ο. Τότε

[x] ∩ [y] 6= 6Ο =⇒ ∃ z ∈ [x] ∩ [y]

=⇒ ∃ z ∈ X : xRz ∧ zRy

=⇒ xRy

Η ισότητα [x] = [y] προκύπτει από το Λήµµα 9.3.
(iii) Αφού [x] ⊆ X, για κάθε [x] ∈ D, έχουµε και για την ένωση τους ότι⋃

[x]∈D[x]

[x] ⊆ X.

∆είχνουµε και τον αντίστροφο εγκλεισµό: ΄Εστω xo ∈ X. Τότε xo ∈ [xo], άρα
xo ∈

⋃
[x]∈D[x], δηλ.

X ⊆
⋃

[x]∈D

[x].

∆είξαµε ότι κάθε σχέση ισοδυναµίας στο X διαµερίζει το X στις αντίστοιχες
κλάσεις ισοδυναµίας.

Αντίστροφα, έστω D µια διαµέριση του X. Ορίζουµε στο X την ακόλουθη
διµελή σχέση R:

xRy ⇐⇒ ∃ A ∈ D : x, y ∈ A.

Η R είναι σχέση ισοδυναµίας :
(i) ΄Εστω x ∈ X. Επειδή X =

⋃
A∈D A, υπάρχει A ∈ D µε x ∈ A, άρα

x, x ∈ A και xRx, άρα η R είναι ανακλαστική.
(ii) Αν xRy, τοτε υπάρχει A ∈ D µε x, y ∈ A, άρα και y, x ∈ A, δηλ. yRx

και η R είναι συµµετρική.
(iii) ΄Εστω x, y, z ∈ X µε xRy και yRz. Τότε υπάρχουν A,B ∈ D µε

x, y ∈ A και y, z ∈ B. Εποµένως y ∈ A ∩ B 6= 6Ο άρα A = B, οπότε
x, z ∈ A = B, δηλ. xRz και η R είναι µεταβατική.
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9.6 Ορισµός. Αν R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο X, ονοµάζουµε
σύνολο-πηλίκο και συµβολίζουµε µε X/R το σύνολο των κλάσεων ισοδυνα-
µίας, δηλ. το σύνολο

X/R = {[x] | x ∈ X}.

Παρατηρούµε ότι το σύνολο πηλίκο ταυτίζεται µε την διαµέριση D του
προηγούµενου ϑεωρήµατος.


