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13 Σύνθεση Απεικονίσεων

13.1 Ορισµός. ΄Εστω f : A→ B και g : C → D απεικονίσεις µε f(A) ⊆ C.

Τότε ορίζεται η απεικόνιση g ◦ f : A→ D µε

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), ∀ x ∈ A,

που ονοµάζεται σύνθεση των f και g.

Η απόδειξη της επόµενης πρότασης είναι άµεση:

13.2 Πρόταση. ΄Εστω f : A→ B, g : C → D και h : E → F απεικονίσεις µε

f(A) ⊆ C και g(C) ⊆ E. Τότε ορίζονται οι συνθέσεις

h ◦ (g ◦ f) : A −→ F

(h ◦ g) ◦ f : A −→ F

και είναι ίσες. ΄Αρα η σύνθεση απεικονίσεων είναι προσεταιριστική.

13.3 Πρόταση. ΄Εστω f : A → B και g : B → C δύο απεικονίσεις. Ισχύουν

τα επόµενα:

(i) Αν f και g είναι 1-1, τότε η g ◦ f είναι 1-1.

(ii) Αν g ◦ f είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1.

(iii) Αν f και g είναι επί, τότε η g ◦ f είναι επί.

(iv) Αν g ◦ f είναι επί, τότε η g είναι επί.

Απόδειξη. (i) Υποθέτουµε ότι f και g είναι 1-1. Θα δείξουµε ότι g ◦ f είναι

1-1. ΄Εστω x1, x2 ∈ A µε g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2). Τότε g(f(x1)) = g(f(x2)).
Επειδή η g είναι 1-1, f(x1) = f(x2) και επειδή και η f είναι 1-1, x1 = x2.

(ii) Υποθέτουµε ότι g ◦ f είναι 1-1. Θα δείξουµε ότι η f είναι 1-1.

΄Εστω x1, x2 ∈ A µε f(x1) = f(x2). Εφαρµόζοντας την g στο στοιχείο
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f(x1) = f(x2) ∈ B παίρνουµε g(f(x1)) = g(f(x2)). Επειδή η g ◦ f είναι

1-1, προκύπτει x1 = x2.

(iii) Υποθέτουµε ότι f και g είναι επί. Θα δείξουµε ότι η g ◦ f είναι

επί. Πράγµατι, έστω z ∈ C. Επειδή η g είναι επί, υπάρχει y ∈ B µε

g(y) = x. Επίσης, επειδή η f είναι επί, υπάρχει x ∈ A µε f(x) = y. Τότε

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(y) = z.
(iv) Τέλος υποθέτουµε ότι η g ◦ f είναι επί και δείχνουµε ότι η g είναι επί :

΄Εστω z ∈ C. Επειδή η g ◦f είναι επί, υπάρχει x ∈ A µε g ◦f(x) = g(f(x)) =
z. Θέτοντας y = f(x), έχουµε το Ϲητούµενο y ∈ B µε g(y) = z.

13.4 Παρατήρηση. Στο (ii) της προηγούµενης πρότασης µπορεί η g να µην

είναι 1-1 και στο (iv) µπορεί η f να µην είναι επί. Πράγµατι, η

f : R→ R2 : f(x) = (x, 0)

είναι 1-1 αλλά δεν είναι επί και η

g : R2 → R : g(x, y) = x

είναι επί χωρίς να είναι 1-1. ΄Οµως η σύνθεση

g ◦ f : R −→ R : (g ◦ f)(x) = g(x, 0) = x

είναι 1-1 και επί.

Υπενθυµίζουµε ότι µια απεικόνιση f : A→ B είναι αντιστρέψιµη, αν και

µόνον αν η αντίστροφη σχέση f−1
είναι επίσης απεικόνιση. Εξειδικεύοντας

την ισοδυναµία (13) του Μαθήµατος 06, παίρνουµε

(14) f(x) = y ⇐⇒ f−1(y) = x.

Από την άλλη µεριά, για κάθε σύνολο X η διµελής σχέση της ισότητας

που αντιστοιχεί στην διαγώνιο DX (ϐλ. Παράδειγµα (1) από τα Παραδείγµατα

8.2 του ίδιου Μαθήµατος 06), είναι µια απεικόνιση h : X → X µε h(x) = x,
για κάθε x ∈ X που την ονοµάζουµε ταυτοτική απεικόνιση του συνόλου

X και την συµβολίζουµε µε idX . Παρατηρούµε ότι για κάθε f : X → Y και

κάθε g : Z → X ισχύει f ◦ idX = f και idX ◦ g = g.
Αν η f : A → B είναι αµφιµονοσήµαντη και f−1 : B → A η αντίστροφη

της, από την σχέση (14) προκύπτει αµέσως ότι

f−1 ◦ f = idA και f ◦ f−1 = B.

΄Οπως ϕαίνεται από την επόµενη πρόταση, οι δύο προηγούµενες ισότητες

είναι χαρακτηριστικές της αντίστροφης απεικόνισης.
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13.5 Πρόταση. Μια απεικόνιση f : A → B είναι αντιστρέψιµη αν και µόνον

αν υπάρχει µια µοναδική g : B → A µε g ◦ f = idA και f ◦ g = idB.

Απόδειξη. (⇒) Αν η f είναι αµφιµονοσήµαντη, τότε υπάρχει η g = f−1
και

ικανοποιεί τις ανωτέρω ισότητες. Για το µονοσήµαντο : ΄Εστω ότι υπάρχουν

g, h : B → A µε

g ◦ f = idA, f ◦ g = idB, h ◦ f = idA, f ◦ h = idB.

Τότε

g = g ◦ idB = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idA ◦ h = h

δηλ. g = h = f−1
.

(⇐) Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει µια g : B → A που ικανοποιεί τις

δύο ισότητες. Επειδή η ταυτοτικές απεικονίσεις είναι 1-1 και επί, από την

g ◦ f = idA προκύπτει ότι η f είναι 1-1 και από την f ◦ g = idB ότι η f είναι

επί, άρα η f είναι αµφιµονοσήµαντη.

13.6 Ορισµός. Λέµε ότι µια απεικόνιση f : A → B έχει αντίστροφη από

αριστερά αν υπάρχει µια g : B → A µε g ◦ f = idA. Μια τέτοια g λέγεται

αριστερή αντίστροφη της f .
Αντίστοιχα, λέµε ότι µια απεικόνιση f : A → B έχει αντίστροφη από

δεξιά αν υπάρχει µια h : B → A µε f ◦ h = idB. Μια τέτοια h λέγεται δεξιά

αντίστροφη της f .

13.7 Πρόταση. Μια f : A → B έχει αντίστροφη από αριστερά αν και µόνον

αν η f είναι 1-1.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι η g : B → A είναι αριστερή αντίστροφη της f . Τότε

g ◦ f = idA. Επειδή η idA είναι 1-1, η f είναι 1-1.

(⇐) ΄Εστω ότι η f είναι 1-1. Σταθεροποιούµε ένα ao ∈ A και ορίζουµε

g : B → A ως εξής : αν y ∈ f(A), υπάρχει ένα µοναδικό x ∈ A µε f(x) = y.
Τότε ϑέτουµε g(y) = x. Αν y /∈ f(A), ϑέτουµε g(y) = ao. Παρατηρούµε ότι

για κάθε x ∈ A έχουµε y = f(x) ∈ f(A), άρα g ◦ f(x) = g(f(x)) = x, δηλ.

g ◦ f = idA.

Σηµείωση: Αν η f δεν είναι επί, η απεικόνιση g που κατασκευάζουµε

στην προηγούµενη πρόταση δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη, αλλά αλλάζει

αν επιλεγεί άλλο ao.
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13.8 Παράδειγµα. Θεωρούµε την απεικόνιση

f : (−∞, 0]→ R : f(x) = x2.

Η f είναι 1-1, χωρίς να είναι επί. ΄Αρα έχει (όχι µοναδική) αντίστροφη από

αριστερά. Για να ϐρούµε µια τέτοια αριστερή αντίστροφη, σταθεροποιούµε

ένα xo ∈ R, έστω xo = 0. Για κάθε y ∈ [0,+∞) = f((−∞, 0]) ⊆ R, υπάρχει

ακριβώς ένα x = −√y ∈ (−∞, 0] µε f(x) = y. Θέτουµε g(y) = −√y. Για

κάθε y ∈ R µε y /∈ f(R), δηλ. για κάθε y ∈ (−∞, 0), ϑέτουµε g(y) = xo = 0.
Τότε η g είναι αριστερή αντίστροφη της f . Κάθε άλλη επιλογή του xo µας

δίνει µια διαφορετική αριστερή αντίστροφη.

13.9 Πρόταση. Μια f : A→ B έχει αντίστροφη από δεξιά αν και µόνον αν η

f είναι επί.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι η h : B → A είναι δεξιά αντίστροφη της f . Τότε

f ◦ h = idB. Επειδή η idA είναι επί, η f είναι επί.

(⇐) ΄Εστω ότι η f είναι επί. Τότε για κάθε y ∈ B η αντίστροφη εικόνα

Ay = f−1({y}) είναι µη κενή. Για κάθε y ∈ B, επιλέγουµε ένα xy ∈ Ay).
Τότε f(xy) = y. Θέτουµε h : B → A µε h(y) = xy, για κάθε y ∈ B, οπότε

f(h(y)) = f(xy) = y, δηλ. f ◦ h = idB.

Σηµείωση: Αν η f δεν είναι 1-1, η h που κατασκευάζουµε δεν είναι µονο-

σήµαντα ορισµένη, αλλά αλλάζει αν αλλάξουµε την επιλογή των xy.

13.10 Παράδειγµα. ΄Εστω η απεικόνιση

f : R −→ [0,+∞) : f(x) = x2.

Τώρα η f είναι επί, χωρίς να είναι 1-1. Για κάθε y ∈ [0,+∞), είναι

Ay = {−√y,√y}, δηλ. όλα τα Ay είναι δι-σύνολα εκτός του A0 που είναι

µονοσύνολο. Για την κατασκευή της δεξιάς αντίστροφης της f , σε κάθε Ay

διαλέγουµε ένα στοιχείο, έστω την ϑετική ϱίζα
√
y, και ϑέτουµε g(y) =

√
y.

Η g είναι δεξιά αντίστροφη της f . Κάθε αυθαίρετη επιλογή ενός στοιχείου

σε κάθε Ay δίνει διαφορετικη g. Μπορούµε να πάρουµε, για παράδειγµα,

g(y) =
√
y, αν y ∈ Q, και g(y) = −√y, αν y /∈ Q.

13.11 Πρόταση. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση που έχει αριστερή αντί-

στροφη g και δεξιά αντίστροφη h. Τότε η f είναι αντιστρέψιµη και g = h = f−1
.
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Απόδειξη. Από τις προηγούµενες δύο προτάσεις, αφού η f έχει και αριστερή

και δεξιά αντίστροφη, είναι 1-1 και επί, δηλ. είναι αµφιµονοσήµαντη, άρα

αντιστρέψιµη. Επειδή g ◦ f = idA και f ◦ h = idB, παίρνουµε

g = g ◦ idB = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idA ◦ h = h

και η ισότητα µε την f−1
προκύπτει από την Πρόταση 13.5.

Το τελευταίο αποτέλεσµα αυτής της ενότητας αφορά στην αντιστροφή µιας

σύνθετης συνάρτησης.

13.12 Πρόταση. ΄Εστω f : A → B και g : B → C δύο αντιστρέψιµες

συναρτήσεις. Τότε η σύνθεση g ◦ f : A→ C είναι αντιστρέψιµη και

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Απόδειξη. Κάθε µια από τις f , g είναι 1-1 και επί, άρα και η σύνθεση g ◦ f
είναι 1-1 και επί (ϐλ. Πρόταση 13.3 (i),(iii) ). Παρατηρούµε ότι

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = f−1 ◦ (g−1 ◦ g) ◦ f = f−1 ◦ idB ◦ f
= f−1 ◦ f = idA

και

(g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = g ◦ (f ◦ f−1) ◦ g = g ◦ idA ◦ g−1

= g ◦ g−1 = idC

και η Ϲητούµενη ισοτητα προκύπτει από την Πρόταση 13.11.


