
ΜΑΘΗΜΑ 04

6 Συµµετρική διαφορά

6.1 Ορισµός. ΄Εστω A,B ⊆ E. Ονοµάζουµε συµµετρική διαφορά των A
και B το σύνολο

A4B = (A \B) ∪ (B \ A).

6.2 Πρόταση. Για κάθε A,B ⊆ E ισχύουν τα παρακάτω:

(i) A4B = (A ∩Bc) ∪ (B ∩ Ac)
(ii) A4B = (A ∪B) \ (A ∩B)

Απόδειξη. (i) ΄Αµεσο, από τον ορισµό της συµµετρικής διαφοράς και την σχέση
A \B = A ∩Bc.

(ii) Εφαρµόζοντας στο δεύτερο µέλος της (i) την επιµεριστική ιδιότητα,
έχουµε

A4B = (A ∪B) ∩ (A ∪ Ac) ∩ (Bc ∪B) ∩ (Bc ∪ Ac)

= (A ∪B) ∩ E ∩ E ∩ (B ∩ A)c

= (A ∪B) ∩ (A ∩B)c

= (A ∪B) \ (A ∩B)
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6.3 Πρόταση. Για κάθε A,B,C ⊆ E ισχύουν τα παρακάτω:

(i) A4 6Ο = A.

(ii) A4 A = 6Ο.

(iii) A4B = B 4 A.

(iv) A4 (B 4 C) = (A4B)4 C.

Απόδειξη. (i) A4 6Ο = A ∪ 6Ο \ A ∩ 6Ο = A \ 6Ο = A.
(ii) A4 A = A ∪ A \ A ∩ A = A \ A = 6Ο.
(iii) A4B = A ∪B \ A ∩B = B ∪ A \B ∩ A = B 4 A.
(iv) Για την τελευταία ιδιότητα, έχουµε

A4 (B 4 C) = [A ∩ (B 4 C)c] ∪ [(B 4 C) ∩ Ac]

= {A ∩ [(B ∩ Cc) ∪ (C ∩Bc)]c}
∪ {[(B ∩ Cc) ∪ (C ∩Bc)] ∩ Ac}

= {A ∩ [(B ∩ Cc)c ∩ (C ∩Bc)c]}
∪ [(B ∩ Cc ∩ Ac) ∪ (C ∩Bc ∩ Ac)]

= {A ∩ [(Bc ∪ C) ∩ (Cc ∪B)]}
∪ (B ∩ Cc ∩ Ac) ∪ (C ∩Bc ∩ Ac)

= {A ∩ [(Bc ∩ Cc) ∪ (Bc ∩B) ∪ (C ∩ Cc) ∪ (C ∩B)]}
∪ (B ∩ Cc ∩ Ac) ∪ (C ∩Bc ∩ Ac)

= {A ∩ [(Bc ∩ Cc) ∪ 6Ο ∪ 6Ο ∪ (C ∩B)]}
∪ (B ∩ Cc ∩ Ac) ∪ (C ∩Bc ∩ Ac)

= (A ∩Bc ∩ Cc) ∪ (A ∩ C ∩B)

∪ (B ∩ Cc ∩ Ac) ∪ (C ∩Bc ∩ Ac)

Η τελευταία παράσταση είναι συµµετρική ως προς A, B, C, απ΄ όπου προκύ-
πτει η Ϲητούµενη ισότητα.
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Το σύνολο A4 (B4C) = (A4B)4C ϕαίνεται στο επόµενο διάγραµµα
του Venn:

6.4 Πρόταση. (επιµεριστική ιδιότητα). Για κάθε A,B,C ⊆ E, ισχύει

(9) (A4B) ∩ C = (A ∩ C)4 (B ∩ C).

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (ii) της Πρότασης 6.2 και (v) της Πρό-
τασης 4.2 παίρνουµε

(A4B) ∩ C = [(A ∪B) \ (A ∩B)] ∩ C

= [(A ∪B) ∩ C] \ [(A ∩B) ∩ C]

= [(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)] \ [(A ∩ C) ∩ (B ∩ C)]

= (A ∩ C)4 (B ∩ C).
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6.5 Παρατήρηση.
∗ Θεωρούµε ένα σύνολο αναφοράς E και περιορίζουµε την

µελέτη µας στα υποσύνολά του. Συγκρίνοντας µε τις ιδιότητες της πρόσθεσης
των πραγµατικών αριθµών, παρατηρούµε ότι η συµµετρική διαφορά µεταξύ
των στοιχείων του P(E) έχει τις εξής ιδιότητες :

(Σ1) Είναι µεταθετική, δηλ. A4B = B 4 A, για κάθε A,B ∈ P(E).
(Σ2) Είναι προσεταιριστική, δηλ. A4 (B 4 C) = (A4 B)4 C, για κάθε

A,B,C ∈ P(E).
(Σ3) ΄Εχει ουδέτερο στοιχείο, το 6Ο: 6Ο ∪ A = A, για κάθε A ∈ P(E).
(Σ4) Κάθε A ∈ P(E) έχει συµµετρικό, το ίδιο το A: A4 A = 6Ο.

Βλέπουµε ότι υπάρχει απόλυτη αναλογία στις ιδιότητες της πρόσθεσης στο
R και της συµµετρικής διαφοράς στο P(E). Τα δύο αυτά σύνολα µε τις
αντίστοιχες πράξεις τους είναι αβελιανές/µεταθετικές οµάδες.

Από τις ανωτέρω ιδιότητες προκύπτει ότι ισχύει η ισοδυναµία

(10) A4X = A4 Y ⇐⇒ X = Y.

Πράγµατι,

A4X = A4 Y ⇒ A4 (A4X) = A4 (A4 Y )

⇒ (A4 A)4X = (A4 A)4 Y

⇒ 6Ο4X = 6Ο4 Y

⇒ X = Y

Επίσης, λύνουµε µονοσήµαντα εξισώσεις της µορφής

(11) A4X = B,

ακολουθώντας την διαδικασία µε την οποία λύνουµε την εξίσωση a + x = b,
στο R, δηλ. προσθέτοντας και στα δύο µέλη της ισότητας το συµµετρικό
(: αντίθετο) του a:

a+ x = b⇒ (−a) + (a+ x) = (−a) + b⇒ x = b− a.

΄Ετσι, έχουµε

A4X = B ⇒ A4 (A4X) = A4B

⇒ (A4 A)4X = A4B

⇒ 6Ο4X = A4B

⇒ X = A4B


