
Jemèlia twn Majhmatik¸n (2008�09)

MigadikoÐ arijmoÐ � Ask seic

1. (a) An |z| < 1 kai λ > 0, apodeÐxte ìti |λz| < λ.

(b) An to mètro kajenìc apì touc migadikoÔc z1, z2, . . . zk eÐnai mikrìtero tou 1 kai
gia touc jetikoÔc pragmatikoÔc arijmoÔc λ1, λ2, . . . , λk isqÔei λ1+λ2+ · · ·+λk = 1,
na apodeÐxete ìti |λ1z1 + λ2z2 + · · ·+ λkzk| < 1.

2. An z, v, w ∈ C me z + v + w 6= 0 kai |z| = |v| = |w| = ρ, apodeÐxte ìti:
(a) 1

z + 1
v + 1

w = z+v+w
ρ2 .

(b)
∣∣∣ zv+vw+wz

z+v+w

∣∣∣ = ρ.

3. (a) ApodeÐxte ìti
∣∣∣ z−i
z+i

∣∣∣ < 1 an kai mìnon an Im(z) > 0.

(b) An
∣∣∣ z1−i
z1+i

∣∣∣ + · · ·+
∣∣∣ zn−i
zn+i

∣∣∣ < 1, apodeÐxte ìti
∣∣∣ z1+···+zn−i
z1+···+zn+i

∣∣∣ < 1.

4. (a) Na ermhneÔsete gewmetrik� tic parak�tw sqèseic:

(1) |z1| = |z2| = |z3|, (2) z1+z2+z3 = 0, (3) |z1−z2| = |z2−z3| = |z3−z1|.

(b) Exhg ste gewmetrik� giatÐ h isqÔc opoiwnd pote dÔo ek twn parap�nw sqèsewn
sunep�getai thn trÐth.

(g) ApodeÐxte algebrik� to (b).

5. Na lujoÔn grafik� oi anis¸seic:
(a) (|z − i| − 1) · (|z − 1| − 2) < 0.
(b) (|z + 1| − |z − i|) · (|z − 3 + 3i| − 2) < 0.

6. DÐnetai to sÔnolo A = {z ∈ C : |z − 2− 2i| =
√

2}.
(a) Na breÐte ta z ∈ A gia ta opoÐa h par�stash |z − 4| gÐnetai mègisth kaj¸c kai
thn mègisth aut  tim .

(b) Apì ìlouc touc migadikoÔc w = λ−2λi, λ ∈ R, na breÐte autìn pou elaqistopoieÐ
thn par�stash |z − w| ìtan z ∈ A, kaj¸c kai thn el�qisth aut  apìstash.

7. DÐnetai h migadik  sun�rthsh f(z) = z + 2
z , z ∈ C∗. Na brejoÔn:

(a) H eikìna tou kÔklou |z| = 1 mèsw thc f .
(b) H eikìna thc hmieujeÐac y = x, x > 0 mèsw thc f .

8. An h eikìna tou migadikoÔ z kineÐtai epÐ thc mesokajètou tou eujugr�mmou
tm matoc me �kra ta O(0, 0) kai A(2, 0), apodeÐxte ìti o w = 1

z kineÐtai se kÔklo,
tou opoÐou na prosdiorÐsete to kèntro kai thn aktÐna.

9. An z, w ∈ C∗, me z2 + w2 = zw, apodeÐxte ìti:



(a) z3 + w3 = 0.
(b) To trÐgwno me korufèc thn arq  twn axìnwn O kai tic eikìnec M1(z), M2(w)

sto migadikì epÐpedo, eÐnai isìpleuro.

(g)
(

z
w

)13 +
(

w
z

)13 = 1.

10. DÐnetai o migadikìc arijmìc z0 me 0 < Im(z0) < 999 kai to sÔnolo A twn
migadik¸n arijm¸n z, me z 6= z0 kai z 6= z0, pou ikanopoioÔn th sqèsh:

1
|z − z0|

+
1

|z − z0|
=

1998
|z − z0| · |z − z0|

.

Na breÐte th megalÔterh dunat  apìstash pou mporoÔn na apèqoun metaxÔ touc oi
eikìnec duo migadik¸n arijm¸n tou sunìlou A. PoioÐ eÐnai autoÐ oi migadikoÐ arijmoÐ?
Na exet�sete thn perÐptwsh pou z0 = z0.

11. Na brejeÐ o gewmetrikìc tìpoc twn eikìnwn M(z) twn migadik¸n arijm¸n pou
ikanopoioÔn thn |z − 4i|+ |z + 4i| = 10. Katìpin na brejoÔn autoÐ me to mègisto ki
el�qisto mètro.

12. Na brejoÔn oi migadikoÐ arijmoÐ z pou epalhjeÔoun thn 2z2 + 3z = 2z2 + 3z.

13. An h eikìna M(z) tou migadikoÔ arijmoÔ z = a + bi kineÐtai p�nw se kÔklo me
kèntro to (−2, 1) ki aktÐna ρ = 1, na breÐte to gewmetrikì tìpo twn eikìnwn M(w)
twn migadik¸n w pou ikanopoioÔn th sqèsh w − 2z = −2 + 4i.

14. DÐnetai stajerìc migadikìc arijmìc a+bi. Na breÐte thn exÐswsh thc kampÔlhc
sthn opoÐa an koun oi eikìnec twn migadik¸n z = x + yi ìtan isqÔei

a + bi · z + (a + bi)z = 0.

15. An o migadikìc z ikanopoieÐ thn (1 − i)z + (1 + i)z + c = 0, tìte na brejeÐ h
kampÔlh pou diagr�fei h eikìna tou migadikoÔ w = 1

z ìtan: (a) c = 0, (b) c = 1.

16. An |z| = 1 kai z2 +w2 = 0, apodeÐxte ìti |zn +wn| ∈ {0,
√

2, 2} gia k�je n ∈ N.

17. (a) An ρ > 0 na gr�yete sthn trigwnometrik  morf  touc parak�tw migadikoÔc:

z1 = ρ(cos θ − i sin θ), z2 = −ρ(cos θ + i sin θ), z3 = ρ(sin θ + i cos θ).

(b) Na breÐte èna ìrisma tou w = −(cos θ − i sin θ)3(sin θ + i cos θ)4.

18. Na grammoski�sete to qwrÐo pou orÐzetai apì tic eikìnec twn migadik¸n z ìtan
π
4 ≤ Arg(z) ≤ π

2 kai 1 ≤ |z| ≤ 2.

19. BreÐte to mètro ki èna ìrisma tou z = (− cos a + i sin a)(sin a− i cos a).



20. An Arg(z) = 3π
8 , na brejeÐ o el�qistoc jetikìc fusikìc n ¸ste zn + zn = 0.

21. (a) Na brejeÐ o gewmetrikìc tìpoc twn eikìnwn M(z) twn migadik¸n z = x+yi
pou ikanopoioÔn th sqèsh

|z − 3|
|z + 6|

= 2.

(b) Na brejoÔn oi migadikoÐ tou parap�nw tìpou me to mègisto ki el�qisto prwteÔon
ìrisma kai na grafoÔn sth morf  a + bi.

21'. Na brejeÐ to prwteÔon ìrisma tou z ìtan:
(a) o z eÐnai jetikìc pragmatikìc.
(b) o z eÐnai arnhtikìc pragmatikìc.
(g) z = x− xi, x < 0.
(d) o z eÐnai fantastikìc.

22. DÐnetai o migadikìc z0 6= 0. An O eÐnai h arq  twn axìnwn, A h eikìna tou z0 kai
B h eikìna tou iz0, na brejeÐ wc sun�rthsh tou z0 h exÐswsh tou perigegrammènou
kÔklou sto trÐgwno AOB.

23. (a) An h eikìna M(z) tou migadikoÔ z = a+bi kineÐtai p�nw se kÔklo me kèntro
to (−2, 1) ki aktÐna ρ = 1, na breÐte to gewmetrikì tìpo twn eikìnwn M(w) twn
migadik¸n w pou ikanopoioÔn th sqèsh w − 2z = −2 + 4i.

(b) BreÐte to mètro twn migadik¸n tou parap�nw gewmetrikoÔ tìpou pou èqoun
mègisto ki el�qisto prwteÔon ìrisma.

24. An gia touc migadikoÔc z, w isqÔoun oi z − w = 2 + 2
√

3i kai zw = 2 − 2i,
apodeÐxte ìti

Arg[(z + w)2] =
π

2
.

25. An |z1| = |z2| = |z1 − z2|, apodeÐxte ìti ta prwteÔonta orÐsmata twn z1, z2

diafèroun kat� π/3 kai katìpin ìti z3
1 + z3

2 = 0.

26. (a) BreÐte to sÔnolo twn eikìnwn twn migadik¸n z ìtan o

w =
|z|2 + z2

2
− Im(z − i)

èqei ìrisma π/2   −π/2.
(b) Na brejoÔn oi migadikoÐ tou parap�nw sunìlou me to mègisto ki el�qisto
prwteÔon ìrisma.

27. An to polu¸numo P (z) = z5 + a4z
4 + a3z

3 + a2z
2 + a1z + a0 èqei mìno dÔo

pragmatikèc rÐzec, apodeÐxte ìti èqei toul�qisto èna migadikì suntelest .



28. Na lujoÔn sto C oi poluwnumikèc exis¸seic:
(a) z4 + 4z3 + 14z2 + 4z + 13 = 0 an mia rÐza thc eÐnai to i.
(b) z(z2 + 9) = 2(2z2 + 5) an mia rÐza thc eÐnai o 1 + 2i.

29. ApodeÐxte ìti to migadikì polu¸numo

P (z) = (cos a + z sin a)k − (cos(ka) + z sin(ka)), k ≥ 1

èqei par�gonta ton z2 + 1.

30. 'Estw to polu¸numo P (x) = x2 + bx + γ. An z1, z2 eÐnai suzugeÐc migadikèc
rÐzec tou polu¸numou, apodeÐxte ìti:

(a) Oi suntelestèc b kai γ eÐnai pragmatikoÐ.
(b) H exÐswsh x2 + bx− γ = 0 èqei pragmatikèc rÐzec.

31. DÐnetai ìti o arijmìc 1+3i eÐnai rÐza thc exÐswshc: x4−6x3 +ax2 +bx+70 = 0
me a, b ∈ R.

(a) BreÐte ta a, b.
(b) BreÐte tic upìloipec rÐzec thc exÐswshc.

32. DÐnetai to polu¸numo P (z) = z5 + 2z4 + 4z3 + 5z2 + 4z + 2, z ∈ C.
(a) Na brejoÔn oi koinèc rÐzec twn exis¸sewn z3 = 1 kai P (z) = 0.
(b) Na brejoÔn oi rÐzec thc P (z) = 0.
(g) Na grafeÐ to P (z) wc ginìmeno prwtobajmÐwn   deuterobajmÐwn paragìntwn

me pragmatikoÔc suntelestèc ìpou oi deuterob�jmioi par�gontec èqoun arnhtik 
diakrÐnousa.

33. An 1, ζ1, . . . , ζn−1 eÐnai oi n-ostèc rÐzec thc mon�dac, n ∈ N, apodeÐxte ìti:
(a) An ζ1 = cos 2π

n + i sin 2π
n , tìte ζk = ζk

1 , k = 0, 1, . . . , n− 1.
(b) 1 + ζp

1 + · · ·+ ζp
n−1 = n an o p ∈ N eÐnai pollapl�sio tou n kai 0 alli¸c.

34. An 1, ω1, . . . , ωn−1 eÐnai oi rÐzec thc zn = 1, apodeÐxte ìti:
(a) Oi ω1, . . . , ωn−1 eÐnai oi rÐzec thc exÐswshc zn−1 +zn−2 + · · ·+z2 +z+1 = 0.
(b) (1− ω1)(1− ω2) · · · (1− ωn−1) = n.
(g) 'Estw A1A2 · · ·An kanonikì n-gwno eggegrammèno se kÔklo aktÐnac ρ = 1.

Na upologisteÐ to ginìmeno twn apost�sewn miac koruf c apì tic upìloipec.

35. An 1, ζ1, . . . , ζn−1 eÐnai oi n-ostèc rÐzec thc mon�dac, n ∈ N, apodeÐxte ìti gia
k�je migadikì z isqÔei:

|z − 1|2 + |z − ζ1|2 + · · ·+ |z − ζn−1|2 = n(|z|2 + 1).

Na ermhneujeÐ gewmetrik� h parap�nw isìthta.

36. An z0, z1, z2 eÐnai oi kubikèc rÐzec thc mon�dac, apodeÐxte ìti (4z0+7z1+4z2)3 =
27.



37. An gia to P (z) = z3 + az2 + bz + γ, a, b, γ ∈ R, gnwrÐzoume ìti oi eikìnec twn
riz¸n tou eÐnai suneujeiak� shmeÐa kai mia apì autèc eÐnai o 1−2i, na upologistoÔn
ta a, b kai γ.

38. An wn = 1 deÐxte ìti 1+2w+3w2 + · · ·+nwn−1 = n(n+1)
2 an w = 1 kai = n

w−1
an w 6= 1.

39. DÐnetai h exÐswsh zn = zm, n, m ∈ N. ApodeÐxte ìti:
(a) Oi mh mhdenikèc lÔseic èqoun mètro 1.
(b) H exÐswsh èqei n + m diakekrimènec mh mhdenikèc lÔseic.

40. Na lujoÔn sto C oi parak�tw exis¸seic:

(z + 1)5 + (z − 1)5 = 0, z3 = 8(1− z)3, z7 + z−7 = 0.

41. Na brejeÐ h mègisth kai h el�qisth apìstash thc eikìnac tou migadikoÔ z = 3+i
apì tic eikìnec twn riz¸n thc exÐswshc z6 = 64.

42. An z0, z1, z2, z3, z4 eÐnai oi rÐzec thc z5 = 1, apodeÐxte ìti:
(a) (2z0 + 2z1 + 4z2 + 2z3 + 2z4)5 = 32.
(b) (1− z1)(1− z2)(1− z3)(1− z4) = 5.
(g) Na grafeÐ wc ginìmeno deuterobajmÐwn paragìntwn me pragmatikoÔc sun-

telestèc to P (z) = z4 + z3 + z2 + z + 1.

43. Na analÔsete to P (z) = z4 + 1 se ginìmeno deuterob�jmiwn paragìntwn me
pragmatikoÔc suntelestèc.


