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Eisagwg 

ArqÐzontac th melèth twn majhmatik¸n sto Panepist mio, ac prospaj soume na analo-
gistoÔme p¸c dhmiourgoÔntai ta majhmatik�. Ta majhmatik� eÐnai drasthriìthta tou an-
jr¸pinou mualoÔ. Enac upologist c ston opoÐo ja eÐqame katagr�yei ìlouc touc kanìnec
thc logik c, ja mporoÔse na dhmiourg sei, me tuqaÐo trìpo, prot�seic kai na elègxei e�n
autèc eÐnai alhjeÐc   ìqi. To anjr¸pino mualì ìmwc, an kai mporeÐ na elègxei èna-èna ta
logik� b mata, douleÔei kurÐwc me �llo trìpo. Epidi¸kei mia sunolik  eikìna, apì thn
opoÐa mporeÐ na katano sei ìlo to epiqeÐrhma, sunjètontac tic idèec se mia genik¸terh
dom  kai sundèontac autèc me �llec idèec. O sunduasmìc thc logik c an�lushc kai thc
sunolik c prosèggishc dÐdei ta kalÔtera apotelèsmata.

Kaj¸c ènac �njrwpoc apokt� majhmatikèc plhroforÐec, tic sunjètei se mia majh-
matik  ènnoia. Argìtera mporeÐ na emfanistoÔn nèec plhroforÐec, pou na mhn tairi�-
zoun me th majhmatik  ènnoia pou èqei dhmiourghjeÐ sto mualì tou. Otan sumbeÐ autì,
kai afoÔ elegqjeÐ h orjìthta twn nèwn stoiqeÐwn, mporeÐ na qreiasteÐ na tropopoihjeÐ h
arqik  sunolik  eikìna, anamorf¸nontac   dhmiourg¸ntac mia nèa, pio ekleptusmènh majh-
matik  ènnoia. Oso sumbaÐnei autì, prokaleÐtai sÔgqush. Gia na proqwr sei h diadikasÐa
o majhmatikìc prèpei na mhn q�sei thn empistosÔnh ¸ste na xeper�sei th sÔgqush.

H diadikasÐa me thn opoÐa dhmiourgoÔntai majhmatikèc ènnoiec den eÐnai logik  kai eujÔ-
grammh. O majhmatikìc y�qnei stic gn¸seic kai tic empeirÐec tou, gia na piasteÐ k�pou. Se
k�poia f�sh, oi di�forec idèec mporeÐ na arqÐsoun na tairi�zoun. Sto tèloc, mporeÐ ìlec
oi basikèc idèec na sunduastoÔn se mia sÔntomh, strwt  kai logik  apìdeixh.

San apìfoitoi LukeÐou, gnwrÐzete  dh pollèc majhmatikèc ènnoiec. Stìqoc twn spoud¸n
sac sto Panepist mio eÐnai na ktÐsete se autèc tic ènnoiec kai na tic ekleptÔnete se èna
an¸tero epÐpedo majhmatik c wrimìthtac. Gia na to petÔqoume autì prèpei na xekin soume
apì paradeÐgmata pou basÐzontai se gnwstèc ènnoiec, kai sth b�sh aut¸n na kataskeu�-
soume nèec ènnoiec.

Aut  h diadikasÐa den èqei kamÐa sqèsh me mia axiwmatik  kataskeu  ìlwn twn majh-
matik¸n apì to kenì, h opoÐa eÐnai efikt  kai mporeÐ na èqei filosofikì endiafèron, all�
den èqei idiaÐterh didaktik  qrhsimìthta.

Meg�lo mèroc thc majhsiak c diadikasÐac sunÐstatai sthn anakataskeu  prìterwn ma-
jhmatik¸n ennoi¸n, gia na prosarmostoÔn se nèec idèec. Aut  h diadikasÐa eÐnai pou
prokaleÐ sÔgqush. Prèpei na perimènete oti ja sunant sete periìdouc sÔgqushc stic
spoudèc sac. Otan autèc den ofeÐlontai se elleip  ex ghsh ek mèrouc twn didaskìntwn
  apl¸c parermhneÐa, prèpei na tic jewreÐte qr simec kai euprìsdektec. EÐnai èndeixh oti
sunteleÐtai prìodoc stic gn¸seic sac.

Ena kalì par�deigma eÐnai h sÔgqush pou prok�lese stouc majhmatikoÔc, gia arketoÔc
ai¸nec, h ènnoia twn migadik¸n arijm¸n. Htan gnwstì oti to tetr�gwno enìc arijmoÔ di-
aforetikoÔ apì to mhdèn, eÐte jetikoÔ eÐte arnhtikoÔ, eÐnai p�ntote jetikì. Ara h tetrag-
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wnik  rÐza tou −1 den mporoÔse na eÐnai oÔte jetikìc oÔte arnhtikìc arijmìc, kai den
up rqe jèsh p�nw sthn eujeÐa twn arijm¸n gia mia tètoia posìthta. Gia na xeperasteÐ h
sÔgqush  tan aparaÐthto na tropopoihjeÐ h ènnoia twn arijm¸n, pou sundeìtan me shmeÐa
mac eujeÐac. H tetragwnik  rÐza tou −1 èqei th jèsh thc ìqi sthn eujeÐa all� sto epÐpedo.

Se autì to m�jhma ja prospaj soume, xekin¸ntac apì tic gnwstèc majhmatikèc èn-
noiec, na gnwrÐsoume stadiak� nèec idèec, na anamorf¸soume tic shmantikèc gn¸seic pou
 dh èqete sta majhmatik�, me trìpo ¸ste na proetoimasteÐte gia thn proqwrhmènh melèth
twn majhmatik¸n. Prin d¸soume orismoÔc nèwn ennoi¸n ja exet�zoume, stic dialèxeic kai
sta ergast ria problhm�twn, arket� paradeÐgmata sta opoÐa na basÐsoume tic nèec ènnoiec.

Oi shmei¸seic autèc eÐnai basismènec, sto megalÔtero mèroc touc, sto biblÐo Founda-
tions of Mathematics twn I.Stewart kai D.Tall, Oxford University Press.



Kef�laio 1

SÔnola

H ènnoia tou sunìlou jewreÐtai jemeli¸dhc sta sÔgqrona majhmatik� � perissìtero
akìmh kai apì thn ènnoia tou arijmoÔ. Enac apì touc lìgouc eÐnai oti h gl¸ssa twn
sunìlwn mac epitrèpei na diatup¸noume majhmatikèc idiìthtec me meg�lh genikìthta: to
Pujagìreio Je¸rhma eÐnai shmantikì giatÐ isqÔei se k�je orjog¸nio trÐgwno, dhlad 
ekfr�zei mia idiìthta tou sunìlou twn orjogwnÐwn trig¸nwn.

H ènnoia tou sunìlou eÐnai arqik  thc JewrÐac Sunìlwn, sunep¸c den orÐzetai sth b�sh
k�poiwn aploÔsterwn ennoi¸n, akrib¸c ìpwc h ènnoia tou arijmoÔ sthn Arijmhtik    tou
shmeÐou sth GewmetrÐa. Autì den ja mac empodÐsei na apokt soume mia arket� saf  eikìna
gia to ti eÐnai èna sÔnolo. SÔnolo eÐnai mia opoiad pote sullog  apì antikeÐmena. MporeÐ
na perièqei peperasmèno   �peiro pl joc antikeimènwn,   akìma kanèna antikeÐmeno. Ta
antikeÐmena den eÐnai aparaÐthto na eÐnai omoeid . MporoÔme na jewr soume èna sÔnolo
apì treÐc arijmoÔc, dÔo trÐgwna kai mia sun�rthsh.

Gia na melet soume ìla ta sÔnola pou emfanÐzontai sta Majhmatik�, eÐnai qr simo na
xekin soume me tic genikèc idiìthtec pou eÐnai koinèc se ìla ta sÔnola. Sto pr¸to mèroc
tou maj matoc ja exet�soume di�forouc trìpouc na sunjètoume   na tropopoioÔme k�poia
sÔnola gia na dhmiourg soume nèa sÔnola.

StoiqeÐa. Isìthta sunìlwn
Ta antikeÐmena apì ta opoÐa apoteleÐtai èna sÔnolo onom�zontai stoiqeÐa tou sunìlou.
Lème oti ta stoiqeÐa enìc sunìlou an koun s� autì. Gia na sumbolÐsoume oti to stoiqeÐo
x an kei sto sÔnolo S gr�foume

x ∈ S.

E�n to x den an kei sto S gr�foume
x 6∈ S.

Gia na gnwrÐzoume poiì sÔnolo exet�zoume, prèpei na gnwrÐzoume akrib¸c poi� eÐnai
ta stoiqeÐa tou. Kai antÐstrofa, e�n gnwrÐzoume akrib¸c ta stoiqeÐa enìc sunìlou, gn-
wrÐzoume to sÔnolo. To z thma eÐnai oti mporoÔme na perigr�youme to Ðdio sÔnolo me
diaforetikoÔc trìpouc. Gia par�deigma, e�n A eÐnai to sÔnolo twn riz¸n thc exÐswshc

x2 − 6x + 8 = 0

kai B to sÔnolo twn �rtiwn arijm¸n metaxÔ tou 1 kai tou 5, tìte to A kai to B èqoun
akrib¸c dÔo stoiqeÐa, touc arijmoÔc 2 kai 4. Sunep¸c to A kai to B eÐnai to Ðdio sÔnolo.
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DÔo sÔnola eÐnai Ðsa e�n èqoun ta Ðdia stoiqeÐa. SumbolÐzoume thn isìthta twn sunìlwn
S kai T me

S = T,

en¸ ìtan den eÐnai Ðsa gr�foume
S 6= T.

O aploÔsteroc trìpoc na prosdiorÐsoume èna sÔnolo eÐnai na katagr�youme ìla ta
stoiqeÐa tou (e�n autì eÐnai dunatì). O sun jhc sumbolismìc eÐnai na ta kleÐnoume se
agkÔlec { }. Otan gr�foume

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
ennooÔme to sÔnolo tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai oi arijmoÐ 1, 2, 3, 4, 5, 6, kai mìnon autoÐ.

Prèpei na tonÐsoume dÔo shmeÐa sqetik� me autìn to sumbolismì, sunèpeiec kai ta dÔo
thc ènnoiac thc isìthtac gia sÔnola. Pr¸ton, h seir� me thn opoÐa gr�foume ta stoiqeÐa
eÐnai adi�forh:

{5, 4, 3, 2, 6, 1} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
DeÔteron, epanal yeic twn stoiqeÐwn sthn katagraf  den all�zoun to sÔnolo:

{1, 2, 3, 4, 6, 1, 3, 5} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Gia na prosdiorÐsoume k�poio sÔnolo, mporeÐ na mhn eÐnai praktikì,   oÔte kan dunatì,
na katagr�youme ìla ta stoiqeÐa tou. To sÔnolo twn pr¸twn arijm¸n perigr�fetai polÔ
kalÔtera apì aut n th fr�sh par� me thn aparÐjmhsh merik¸n pr¸twn

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .}.

Ja mporoÔsame na gr�youme

P = {ìloi oi pr¸toi arijmoÐ}.

MÐa qr simh parallag  eÐnai

P = {p | p eÐnai pr¸toc arijmìc}.

Genikìtera, o sumbolismìc

Q = {x | �k�ti sqetikì me to x�}

diab�zetai ��Q eÐnai to sÔnolo ìlwn twn x gia ta opoÐa isqÔei to �k�ti sqetikì me to x� ��.
Gia na prosdiorÐsoume, gia par�deigma, to sÔnolo twn lÔsewn thc exÐswshc x2−5x+6 = 0
ja mporoÔsame na lÔsoume thn exÐswsh kai na gr�youme S = {2, 3},   ja mporoÔsame na
gr�youme

S = {x |x2 − 5x + 6 = 0}.
O deÔteroc trìpoc prosdiorÐzei to sÔnolo qwrÐc na mac dÐdei rht� ta stoiqeÐa tou, all�
kai qwrÐc na qrei�zetai na lÔsoume thn exÐswsh.

Me autì to sumbolismì up�rqei k�poia as�feia. E�n anaferìmaste stouc fusikoÔc
arijmoÔc, to sÔnolo

{x | 1 ≤ x ≤ 5}
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apoteleÐtai apì touc arijmoÔc 1, 2, 3, 4, 5, all� e�n anaferìmaste stouc pragmatikoÔc
arijmoÔc, tìte perilamb�nei kai ìlouc touc upìloipouc arijmoÔc metaxÔ tou 1 kai tou 5. O
kalÔteroc trìpoc na k�noume aut n th di�krish eÐnai na prosdiorÐsoume to sÔnolo Y apì
to opoÐo epilègoume ta x pou ikanopoioÔn to �k�ti sqetikì me to x�. O sumbolismìc

X = {x ∈ Y | �k�ti sqetikì me to x�}
shmaÐnei oti X eÐnai to sÔnolo twn stoiqeÐwn x tou sunìlou Y gia ta opoÐa isqÔei to �k�ti
sqetikì me to x�.

'Enac pio sobarìc lìgoc gia na dieukrinÐzoume to sÔnolo Y apì to opoÐo epilègoume
ta stoiqeÐa tou X eÐnai gia na exasfalÐsoume oti to �k�ti sqetikì me to x� èqei nìhma gia
ìla ta x ∈ Y , eÐnai dhlad  mia idiìthta pou eÐnai safèc e�n isqÔei   den isqÔei gia k�je
stoiqeÐo tou Y , kai tìte X eÐnai to sÔnolo twn stoiqeÐwn tou Y gia ta opoÐa isqÔei aut 
h idiìthta.

'Askhsh 1.1 Poièc apì tic parak�tw prot�seic eÐnai alhjeÐc kai poièc yeudeÐc? Exhg ste
sÔntoma thn ap�nths  sac.

aþ. 1 ∈ {1, 2} bþ. 3 ∈ {1, 5, 2, 3}
gþ. 3 ∈ {1, 5, 2} dþ. {1, 3} ∈ {1, 3, 5, 2}
eþ. {5} ∈ {1, 3, 5, 2} �þ. 2 ∈ {x ∈ R |x2 − 3x + 2 = 0}
zþ. {1, 4, 2, 3} = {2, 3, 1, 4, 3, 2} hþ. {a, d, b, d} = {a, b, d}
jþ. {a, b, d, d} = {a, b, a, d} iþ. {x ∈ Q |x2 − 2x = 0} = {x ∈ R |x2 − 2x = 0}

UposÔnola
Ena sÔnolo B eÐnai uposÔnolo tou A e�n k�je stoiqeÐo tou B eÐnai kai stoiqeÐo tou A.
Lème epÐshc oti to B perièqetai sto A kai gr�foume

B ⊆ A.

Prìtash 1.1 E�n A kai B eÐnai sÔnola, tìte A = B e�n kai mìnon e�n A ⊆ B kai
B ⊆ A.

Apìdeixh. E�n A = B tìte, efìson A ⊆ A, èpetai oti A ⊆ B kai B ⊆ A. Antistrìfwc,
upojètoume oti A ⊆ B kai B ⊆ A. Tìte k�je stoiqeÐo tou A eÐnai stoiqeÐo to B kai k�je
stoiqeÐo tou B eÐnai stoiqeÐo tou A. 'Ara ta A kai B èqoun ta Ðdia stoiqeÐa, kai sunep¸c
A = B.

¤

Prìtash 1.2 E�n A, B, C eÐnai sÔnola, kai A ⊆ B kai B ⊆ C, tìte A ⊆ C.

Apìdeixh. K�je stoiqeÐo tou A eÐnai stoiqeÐo tou B kai k�je stoiqeÐo tou B eÐnai
stoiqeÐo tou C. 'Ara k�je stoiqeÐo tou A eÐnai stoiqeÐo tou C, kai sunep¸c A ⊆ C.

¤
EÐnai polÔ shmantikì na diakrÐnoume uposÔnola kai stoiqeÐa. Ta stoiqeÐa tou {1, 2} eÐnai

ta 1 kai 2. Ta uposÔnola tou {1, 2} eÐnai ta {1, 2}, {1}, {2}, kai akìmh èna uposÔnolo,
pou proc to parìn ja to sumbolÐsoume { }.
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H prìtash 1.2 den isqÔei e�n antikatast soume ⊆ me ∈. Ta stoiqeÐa enìc stoiqeÐou tou
sunìlou X den eÐnai aparaÐthta stoiqeÐa tou X. Gia par�deigma, e�n A = 1, B = {1, 2}
kai C = {{1, 2}, {3, 4}}, tìte A ∈ B kai B ∈ C, all� ta stoiqeÐa tou C eÐnai ta sÔnola
{1, 2} kai {3, 4}, �ra A = 1 den eÐnai stoiqeÐo tou C.

To sÔnolo pou sumbolÐsame { } eÐnai èna sÔnolo sto opoÐo den an kei kanèna stoiqeÐo.
Ena tètoio sÔnolo to lème kenì. Gia par�deigma, to sÔnolo

{x ∈ Z |x = x + 1}
eÐnai kenì, afoÔ h exÐswsh x = x + 1 den èqei lÔseic sto Z. Ena kenì sÔnolo èqei k�poiec
axioprìsektec idiìthtec. E�n E eÐnai èna kenì sÔnolo kai X eÐnai opoiod pote sÔnolo,
tìte E ⊆ X. GiatÐ? Prèpei na deÐxoume oti k�je stoiqeÐo tou E eÐnai stoiqeÐo tou X. Gia
na mhn isqÔei autì, ja prèpei na up�rqei k�poio stoiqeÐo tou E pou na mhn an kei sto X.
AfoÔ to E eÐnai kenì, den up�rqei kanèna tètoio stoiqeÐo.

E�n E kai F eÐnai dÔo ken� sÔnola, apì to prohgoÔmeno apotèlesma èqoume oti E ⊆ F
kai F ⊆ E. Ara E = F . Ola ta ken� sÔnola eÐnai Ðsa. Ara up�rqei èna monadikì kenì
sÔnolo. DÐnoume se autì to sÔnolo èna eidikì sÔmbolo:

∅

sumbolÐzei to monadikì kenì sÔnolo.

'Askhsh 1.2 Poièc apì tic parak�tw prot�seic eÐnai alhjeÐc kai poièc yeudeÐc? Exhg ste
sÔntoma thn ap�nths  sac.

aþ. 1 ⊆ {1, 2} bþ. {3, 1} ⊆ {1, 5, 2, 3}
gþ. {3} ⊆ {1, 5, 2} dþ. {1, 3} ∈ {1, 3, 5, 2}
eþ. {5} ∈ {1, 3, 5, 2} �þ. 2 ⊆ {x ∈ R |x2 − 3x + 2 = 0}
zþ. {1, 4, 2, 3} ⊆ {2, 3, 1, 4, 3, 2} hþ. {a, b, d, d} ⊆ {a, b, a, d}
jþ. {b ∈ N | b > 2} = {a ∈ N | a > 2} iþ. {b ∈ N | b > 2} ⊆ {a ∈ N | a > 2}
iaþ. {2} ⊆ {1, {2}} ibþ. {2} ∈ {1, {2}}
igþ. {b ∈ N | b ≥ 2} ⊆ {a ∈ N | a > 2} idþ. {x ∈ Q | x2 − 2 = 0} = ∅

SÔnolo twn p�ntwn?
Opwc up�rqei to kenì sÔnolo, pou den perièqei kanèna stoiqeÐo, mporoÔme na anarwthjoÔme
e�n up�rqei èna sÔnolo pou perièqei ta p�nta. Ja doÔme oti aut  h idèa eÐnai paratrabhg-
mènh.

Ac jewr soume th sullog  Ω ìlwn twn sunìlwn. E�n Ω eÐnai èna sÔnolo, tìte to Ðdio to
Ω eÐnai stoiqeÐo tou eautoÔ tou, Ω ∈ Ω. Ta sunhjismèna sÔnola pou èqoume sunant sei,
ìpwc to sÔnolo N twn fusik¸n arijm¸n, den eÐnai stoiqeÐa tou eautoÔ touc. MporeÐte
na afier¸sete lÐgh ¸ra prospaj¸ntac na fantasteÐte èna sÔnolo pou eÐnai stoiqeÐo tou
eautoÔ tou.

T¸ra mporoÔme na jewr soume to uposÔnolo S tou Ω pou apoteleÐtai apì ta sÔnola
pou den eÐnai stoiqeÐa tou eautoÔ touc,

S = {A ∈ Ω |A 6∈ A} .

AfoÔ S ⊆ Ω, to S eÐnai epÐshc sÔnolo, kai mporoÔme na anarwthjoÔme e�n to S eÐnai
stoiqeÐo tou eautoÔ tou. T¸ra ìmwc èqoume to ex c par�doxo.
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• E�n S ∈ S, tìte S ∈ Ω all� to S den ikanopoieÐ thn idiìthta pou qarakthrÐzei ta
stoiqeÐa tou S, kai sunep¸c S 6∈ S.

• E�n S 6∈ S, tìte S ∈ Ω kai to S ikanopoieÐ thn idiìthta pou qarakthrÐzei ta stoiqeÐa
tou S, sunep¸c S ∈ S.

Opoiad pote apì tic dÔo upojèseic gia to S, odhgeÐ se antÐfash.
Autì to par�doxo, gnwstì me to ìnoma par�doxo tou Russell, proèkuye epeid  jewr -

same oti sullogèc ìpwc h S   h Ω eÐnai sÔnola. H arqik  mac perigraf  enìc sunìlou
wc mÐa opoiad pote sullog  den eÐnai epark c. Se pio proqwrhmèna maj mata JewrÐac
Sunìlwn, ja doÔme p¸c xepernioÔntai ta par�doxa, me kat�llhlo periorismì thc ènnoiac
tou sunìlou. Proc to parìn, ja prosèqoume ta sÔnola pou exet�zoume na eÐnai saf¸c
prosdiorismèna, kai na gnwrÐzoume akrib¸c poi� stoiqeÐa an koun sto sÔnolo kai poi� ìqi.

H mh Ôparxh enìc sunìlou twn p�ntwn eÐnai akìmh ènac lìgoc gia ton opoÐo o sumbolis-
mìc

{x ∈ Y |P (x)} ,

ìpou Y eÐnai èna gnwstì sÔnolo, kai P (x) eÐnai �k�ti sqetikì me to x�, eÐnai protimìteroc
apì to sumbolismì

{x |P (x)} .

Eqontac prosdiorÐsei to Y , mporoÔme na exet�soume thn idiìthta P (x) kai na bebai-
wjoÔme oti èqei nìhma gia ìla ta stoiqeÐa tou Y , prin epilèxoume aut� gia ta opoÐa eÐnai
alhj c.

Alloi¸c eÐnai san na jewroÔme to {x ∈ Ω |P (x)}, to opoÐo eÐdame oti mporeÐ na odhg sei
se par�doxa. ParathreÐste oti e�n jewr soume k�poio sugkekrimèno sÔnolo pou apoteleÐ-
tai apì sÔnola, h idiìthta X 6∈ X den parousi�zei kanèna prìblhma. Gia par�deigma, e�n
T = {N, Z, Q, R, C}, tìte

{X ∈ T |X 6∈ X} = {N, Z, Q, R, C} ,

kai profan¸c T 6∈ T .

Enwsh kai tom 
DÔo shmantikèc mèjodoi gia na dhmiourg soume nèa sÔnola eÐnai h ènwsh kai h tom . H
ènwsh dÔo sunìlwn A kai B eÐnai to sÔnolo tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai ta stoiqeÐa tou
A kai ta stoiqeÐa tou B kai mìnon aut�. E�n

A = {1, 2, 3} B = {3, 4, 5}
tìte h ènwsh eÐnai {1, 2, 3, 4, 5}. SumbolÐzoume thn ènwsh twn sunìlwn A kai B me A∪B,

A ∪B = {x |x ∈ A   x ∈ B (  kai ta dÔo)}.
H tom  dÔo sunìlwn A kai B eÐnai to sÔnolo tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai ìla ta koin�

stoiqeÐa twn A kai B. Gia ta sÔnola A kai B tou prohgoÔmenou paradeÐgmatoc h tom 
eÐnai to sÔnolo {3}, giatÐ mìnon to 3 an kei kai sta dÔo sÔnola. SumbolÐzoume thn tom 
twn sunìlwn A kai B me A ∩B,

A ∩B = {x |x ∈ A kai x ∈ B}.

'Askhsh 1.3 ProsdiorÐste ta parak�tw sÔnola.
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aþ. {1, 2, 4} ∪ {2, 3, 6}
bþ. {1, 2, 4} ∩ {2, 3, 6}
gþ. A ∪B, ìpou A = {x ∈ Z | x ≥ 3} kai B = {y ∈ Z | y ≤ −3}.
dþ. C ∩D, ìpou C = {x ∈ Z |x ≥ −3} kai D = {y ∈ Z | y ≤ 3}.

Prìtash 1.3 E�n A,B,C eÐnai sÔnola, tìte

1. A ∪∅ = A

2. A ∪ A = A

3. A ∪B = B ∪ A

4. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

Apìdeixh. Mìnon to (4) parousi�zei k�poia duskolÐa. Upojètoume oti x ∈ (A∪B)∪C.
Tìte x ∈ A∪B eÐte x ∈ C. E�n x ∈ C, tìte x ∈ B ∪C, �ra x ∈ A∪ (B ∪C). E�n x 6∈ C,
tìte x ∈ A eÐte x ∈ B. Se k�je perÐptwsh èqoume x ∈ A∪ (B ∪C). Eqoume deÐxei oti e�n
x ∈ (A ∪B) ∪ C tìte x ∈ A ∪ (B ∪ C), dhlad 

(A ∪B) ∪ C ⊆ A ∪ (B ∪ C).

Me èna parìmoio epiqeÐrhma deÐqnoume oti

A ∪ (B ∪ C) ⊆ (A ∪B) ∪ C.

QrhsimopoioÔme thn prìtash 1.1 gia na deÐxoume to zhtoÔmeno.
¤

Parìmoia apotelèsmata isqÔoun gia tic tomèc.

Prìtash 1.4 E�n A,B,C eÐnai sÔnola, tìte

1. A ∩∅ = ∅

2. A ∩ A = A

3. A ∩B = B ∩ A

4. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

¤
Oi apodeÐxeic eÐnai an�logec me autèc thc Prìtashc 1.3.

'Askhsh 1.4 Sumplhr¸ste tic apodeÐxeic twn Prot�sewn 1.3 kai 1.4.

Tèloc up�rqoun dÔo tautìthtec pou sundèoun en¸seic kai tomèc.

Prìtash 1.5 E�n A,B,C eÐnai sÔnola, tìte
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1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

2. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Apìdeixh. E�n x ∈ A∪ (B ∩C), tìte x ∈ A eÐte x ∈ B ∩C. E�n x ∈ A tìte x ∈ A∪B
kai x ∈ A∪C, �ra x ∈ (A∪B)∩ (A∪C). Diaforetik�, x ∈ B ∩C, k�ti pou sunep�getai
x ∈ B kai x ∈ C. Ara x ∈ A ∪ B kai x ∈ A ∪ C, sunep¸c x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Autì
deÐqnei oti

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

AntÐstrofa, upojètoume oti y ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Tìte y ∈ A ∪ B kai y ∈ A ∪ C.
Ja exet�soume dÔo peript¸seic: ìtan y ∈ A kai ìtan y 6∈ A. Sthn pr¸th perÐptwsh,
y ∈ A ∪ (B ∩ C). Sth deÔterh perÐptwsh, efìson y ∈ A ∪ B, prèpei na isqÔei y ∈ B,
kai parìmoia y ∈ C. 'Epetai oti y ∈ B ∩ C, kai sunep¸c, kai se aut n thn perÐptwsh
y ∈ A ∪ (B ∩ C). Ara

(A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Ta dÔo apotelèsmata dÐdoun th zhtoÔmenh tautìthta. H apìdeixh tou 2 eÐnai an�logh.
¤

'Askhsh 1.5 Sumplhr¸ste thn apìdeÐxh thc Prìtashc 1.5.

H Prìtash 1.5 dÐdei dÔo epimeristikoÔc kanìnec, an�logouc me ton epimeristikì
kanìna gia ton pollaplasiasmì wc proc thn prìsjesh:

a · (b + c) = (a · b) + (a · c) .

Prosèxte oti sthn perÐptwsh twn arijmhtik¸n pr�xewn den isqÔei h epimeristik  idiìthta
e�n antistrèyoume tic pr�xeic: h prìsjesh den eÐnai epimeristik  wc proc ton pollaplasi-
asmì.

Ta legìmena diagr�mmata Venn prosfèroun èna trìpo na parast soume autèc tic
sunolojewrhtikèc tautìthtec.

Sq ma 1.1: Di�gramma Venn

Tètoia sqèdia suqn� bohjoÔn sthn katanìhsh twn sqèsewn metaxÔ twn diafìrwn sunìl-
wn, all� prèpei na sqediastoÔn prosektik� gia na parist�noun th genikìterh k�je for�
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perÐptwsh. E�n èqoume èna sÔnolo, sto di�gramma Venn emfanÐzontai dÔo perioqèc: ta
shmeÐa pou an koun sto sÔnolo kai aut� pou den an koun se autì (Sq ma 1.2).

Sq ma 1.2: Di�gramma Venn enìc sunìlou

Me dÔo sÔnola èqoume tèssereic perioqèc, en¸ me trÐa sÔnola okt¸ perioqèc. EÐnai
eÔkolo na sqedi�soume treic kÔklouc ¸ste na diakrÐnontai oi okt¸ perioqèc pou parist�-
noun th genik  perÐptwsh gia trÐa sÔnola (Sq ma 1.3).

Sq ma 1.3: Di�gramma Venn tri¸n sunìlwn

Gia tèssera sÔnola, to an�logo sq ma den mporeÐ na gÐnei me kÔklouc. MporeÐte na to
katafèrete me treic kÔklouc kai èna eleÔjero sq ma?

Ta diagr�mmata apoteloÔn shmantikì bo jhma sthn katanìhsh thc kat�stashc. 'Omwc
se autì to st�dio twn spoud¸n sac, ìtan sac zhteÐtai na apodeÐxete mÐa sqèsh metaxÔ
sunìlwn, mporeÐte na qrhsimopoi sete epikourik� to di�gramma, all� eÐnai aparaÐthto na
gr�yete thn apìdeixh qrhsimopoi¸ntac me prosoq  to swstì majhmatikì sumbolismì kai
akribeÐc majhmatikèc diatup¸seic.

'Askhsh 1.6 Sqedi�ste ta diagr�mmata Venn stic akìloujec peript¸seic:
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aþ. 'Eqoume dÔo sÔnola A kai B tètoia ¸ste (A ∪B) ⊆ B kai B 6⊆ A.

bþ. 'Eqoume trÐa sÔnola A, B kai C tètoia ¸ste A∩B∩C = ∅, A∩B 6= ∅, A∩C 6= ∅
kai B ∩ C 6= ∅.

Prìtash 1.6 E�n A kai B eÐnai sÔnola, oi epìmenec idiìthtec eÐnai isodÔnamec

1. A ⊆ B

2. A ∩B = A

3. A ∪B = B.

H prìtash shmaÐnei oti k�je mia apì tic treÐc idiìthtec isqÔei e�n kai mìnon e�n isqÔoun
kai oi �llec dÔo. Sumbolik�

(A ⊆ B) ⇔ (A ∩B = A) ⇔ (A ∪B = B)

Apìdeixh. Upojètoume oti A ⊆ B kai jèloume na deÐxoume oti A∩B = A. GnwrÐzoume
oti A ∩ B ⊆ A. E�n x ∈ A, tìte, afoÔ A ⊆ B, x ∈ B, �ra x ∈ A ∩ B, kai A ⊆ A ∩ B.
'Ara A ∩B = A.

AntÐstrofa, upojètoume oti A∩B = A kai jèloume na deÐxoume oti A ⊆ B. E�n x ∈ A,
tìte x ∈ A ∩B, �ra x ∈ B kai A ⊆ B.

DeÐxame oti ta 1 kai 2 eÐnai isodÔnama.
Gia thn isodunamÐa twn 1 kai 3, parathroÔme oti to 3 lèei oti e�n b�loume ta stoiqeÐa

tou A mazÐ me ta stoiqeÐa tou B, paÐrnoume to sÔnolo B. Sumplhr¸ste pio analutik� thn
apìdeixh, ìpwc sto prohgoÔmeno.

¤

Sumplhr¸mata
E�n A kai B eÐnai sÔnola, h sunolojewrhtik  diafor� A\B orÐzetai wc to sÔnolo ìlwn
twn stoiqeÐwn tou A pou den an koun sto B,

A \B = {x ∈ A |x 6∈ B}.

'Askhsh 1.7 E�n A = {1, 2, 3} kai B = {1, 5, 6, 7}, breÐte ta sÔnola A ∪ B, A ∩ B,
A \B, B \ A kai (A ∪B) \ (A ∩B).

E�n B eÐnai uposÔnolo tou A onom�zoume to A \ B sumpl rwma tou B wc proc
to A.

Den mporoÔme na xeq�soume to A kai na orÐsoume to sumpl rwma tou B wc to sÔnolo
ìlwn ìsa den an koun sto B, giatÐ tìte h ènwsh tou B kai tou upotijèmenou sumplhr¸-
matoc ja  tan to sÔnolo Ω twn p�ntwn, pou ìpwc eÐdame den mporeÐ na up�rqei.

Se sugkekrimènec peript¸seic mporeÐ na up�rqei èna sÔnolo pou perièqei ìla ta antikeÐ-
mena pou exet�zoume. Tìte onom�zoume autì to sÔnolo q¸ro. Otan anaferìmaste se
akeraÐouc arijmoÔc, o q¸roc mporeÐ na eÐnai to sÔnolo Z twn akeraÐwn. Otan èqoume sto
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Sq ma 1.4: H sunolojewrhtik  diafor� A \B.

Sq ma 1.5: To sumpl rwma tou B wc proc to A.

nou mac k�poio sugkekrimèno q¸ro U , orÐzoume to sumpl rwma Bc k�je uposunìlou
B tou U na eÐnai

Bc = U \B,

dhlad  na eÐnai to sumpl rwma tou B wc proc to q¸ro U . Orismènec idiìthtec tou
sumplhr¸matoc dÐdoume sthn epìmenh Prìtash.

Prìtash 1.7 E�n A kai B eÐnai uposÔnola tou q¸rou U , isqÔoun ta akìlouja:

1. ∅c = U

2. U c = ∅

3. (Ac)c = A

4. E�n A ⊆ B tìte Bc ⊆ Ac.
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IdiaÐtero endiafèron èqoun oi kanìnec De Morgan gia th sqèsh tou sumplhr¸matoc
me en¸seic kai tomèc:

Prìtash 1.8 E�n A kai B eÐnai uposÔnola tou q¸rou U , isqÔoun ta akìlouja:

1. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

2. (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

Apìdeixh. E�n x ∈ (A ∪ B)c, tìte x 6∈ A ∪ B. Autì shmaÐnei oti x 6∈ A kai x 6∈ B, �ra
x ∈ Ac kai x ∈ Bc, kai sunep¸c x ∈ Ac ∩Bc. Epomènwc

(A ∪B)c ⊆ Ac ∩Bc .

Gia na apodeÐxoume ton antÐjeto egkleismì, antistrèfoume ta b mata thc prohgoÔmenhc
apìdeixhc. Etsi apodeiknÔetai h 1.

Gia na apodeÐxoume thn 2 mporoÔme na akolouj soume an�loga b mata. Enac �lloc
trìpoc eÐnai na antikatast soume to A me tì Ac kai to B me to Bc sthn 1, pou dÐdei

(Ac ∪Bc)c = Acc ∩Bcc = A ∩B.

Katìpin paÐrnoume sumplhr¸mata, kai èqoume

(A ∩B)c = (Ac ∪Bc)cc = Ac ∪Bc

pou eÐnai h 2.
¤

'Askhsh 1.8 Aplopoi ste tic akìloujec ekfr�seic

aþ. (Dc ∪ F )c ∪ (D ∩ F )

bþ. ((Xc ∪ Y ) ∩ (Xc ∪ Y c))c

'Askhsh 1.9 DeÐxte oti gia opoiad pote uposÔnola A kai B tou q¸rou U , isqÔei h
isìthta A \B = A ∩Bc, kai qrhsimopoi ste thn gia na deÐxete oti

aþ. (A \B) \ C = A \ (B ∪ C)

bþ. (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C).

OrÐzoume th summetrik  diafor� A M B dÔo sunìlwn A kai B na eÐnai to sÔnolo
pou perièqei ta stoiqeÐa pou an koun   sto A   sto B, all� ìqi kai sta dÔo:

A M B = (A \B) ∪ (B \ A) .

'Askhsh 1.10 DeÐxte oti

A M B = (A ∪B) \ (A ∩B) .
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Sq ma 1.6: H summetrik  diafor�.

'Askhsh 1.11 UpologÐste ta sÔnola A M A kai A M ∅. DeÐxte oti A M B = B M A.

MporeÐ na prosèxate oti oi kanìnec thc JewrÐac Sunìlwn parousi�zontai se zeÔgh: gia
k�je kanìna, e�n all�xoume ìlec tic en¸seic se tomèc kai tic tomèc se en¸seic, paÐrnoume
ènan �llo kanìna. Ja onom�soume aut n thn parat rhsh Arq  Duðkìthtac tou De
Morgan.

E�n se mia alhj  sunolojewrhtik  tautìthta sthn opoÐa emfanÐzontai mìnon oi pr�xeic
∪ kai ∩, antikatast soume k�je ∪ me ∩ kai k�je ∩ me ∪, prokÔptei mia nèa alhj c
tautìthta.

H genik  apìdeixh autoÔ tou apotelèsmatoc basÐzetai se mia k�pwc perÐplokh epagwg ,
pou krÔbei thn aplìthta tou basikoÔ epiqeir matoc. Ac jewr soume mia qarakthristik 
perÐptwsh.

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (1.1)

P�rete ta sumplhr¸mata kai efarmìste dÔo forèc touc kanìnec De Morgan gia na katal x-
ete sthn

Ac ∩ (Bc ∪ Cc) = (Ac ∩Bc) ∪ (Ac ∩ Cc).

Aut  h tautìthta isqÔei gia opoiad pote sÔnola A, B, C, �ra isqÔei kai gia ta Ac, Bc, Cc,
kai dÐdei thn tautìthta pou prokÔptei apì thn 1.1 me efarmog  thc duðkìthtac De Morgan.

SÔnola apì sÔnola
Merikèc forèc exet�zoume sÔnola ta stoiqeÐa twn opoÐwn eÐnai epÐshc sÔnola. Gia par�deigma,
S = {A, B}, ìpou A = {1, 2}, B = {2, 3, 4}. Ena genikìtero par�deigma eÐnai to sÔno-
lo ìlwn twn uposunìlwn enìc sunìlou X, pou onom�zetai dunamosÔnolo tou X kai
sumbolÐzetai P(X):

Y ∈ P(X) e�n kai mìnon e�n Y ⊆ X

E�n X = {0, 1}, tìte P(X) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}.
Se tètoiec peript¸seic ìpou k�je stoiqeÐo tou S eÐnai èna sÔnolo, mporoÔme na pro-

qwr soume èna b ma parapèra kai na jewr soume ta stoiqeÐa twn stoiqeÐwn tou S. Etsi
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mporoÔme na genikeÔsoume tic ènnoiec thc ènwshc kai thc tom c:
⋃

S = {x|x ∈ A gia k�poio A ∈ S},

kai e�n S 6= ∅, 1 ⋂
S = {x| x ∈ A gia k�je A ∈ S}.

⋃
S eÐnai h ènwsh tou S, kai

⋂
S eÐnai h tom  tou S. H ènwsh tou S apoteleÐtai apì

ìla ta stoiqeÐa ìlwn twn stoiqeÐwn tou S, en¸ h tom  tou S apoteleÐtai apì ta koin�
stoiqeÐa ìlwn twn stoiqeÐwn tou S. Gia par�deigma

⋃
{{1, 2}, {2, 3, 4}} = {1, 2, 3, 4}
⋂
{{1, 2}, {2, 3, 4}} = {2}.

Gia k�je sÔnolo X isqÔei ⋃
P(X) = X

⋂
P(X) = ∅.

Autìc o sumbolismìc apoteleÐ pr�gmati genÐkeush thc ènwshc kai thc tom c dÔo sunìlwn.
E�n S = {A1, A2, . . . , An}, ènac enallaktikìc sumbolismìc eÐnai

⋃
S =

n⋃
r=1

Ar

⋂
S =

n⋂
r=1

Ar .

'Askhsh 1.12 BreÐte to dunamosÔnolo tou sunìlou X, ìpou X = {α, γ, ω}, kai to
dunamosÔnolo tou sunìlou A, ìpou A = {a, {a, b}}.

'Askhsh 1.13 E�n S eÐnai to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou Z sta opoÐa an kei to
0, breÐte ta ⋃

S kai
⋂

S .

1Εάν S = ∅, η τομή
⋂

S δεν ορίζεται. Εάν το S είναι κενό, τότε οτιδήποτε ανήκει σε κάθε στοιχείο του
S, και θα είχαμε το σύνολο των πάντων.
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Ask seic
UpenjumÐzoume to sumbolismì

N : oi fusikoÐ arijmoÐ Z : oi akèraioi arijmoÐ
Q : oi rhtoÐ arijmoÐ R : oi pragmatikoÐ arijmoÐ

Se autèc tic ask seic jèloume na prosèxoume th di�krish metaxÔ

∈ : an kei, eÐnai stoiqeÐo tou . . .

⊆ : perièqetai, eÐnai uposÔnolo tou . . .

'Askhsh 1.14 Poièc apì tic parak�tw prot�seic eÐnai alhjeÐc kai poièc yeudeÐc? Exh-
geÐste sÔntoma thn ap�nths  sac.

aþ. 1 ⊆ {1, 3, 5, 2} bþ. {1, 2} ⊆ {1, 3, 5, 2}
gþ. {x ∈ R |x2 − 3x + 2 = 0} ⊆ {1, 3, 5} dþ. {x ∈ R |x2 − 3x + 2 = 0} ∈ N
eþ.

√
2 ∈ {x ∈ Q |x2 − 2 = 0} �þ. − 3 ∈ {a ∈ N | a > 2}

zþ. {1} ∈ {1, 2, 3} hþ. {1} ⊆ {1, 2, 3}
jþ. 1 ⊆ {1, 2, 3} iþ. {1, 2} ⊆ {1, {2}}
iaþ. {{2}} ∈ {1, {2}} ibþ. {{2}} ⊆ {1, {2}}
igþ. ∅ ⊆ ∅ idþ. ∅ ∈ ∅
ieþ. ∅ ∈ {∅} i�þ. ∅ ⊆ {∅}

'Askhsh 1.15 ProsdiorÐste ta parak�tw sÔnola.

aþ. {1, 2, {4}} ∪ {2, 3, 6}
bþ. {1, {2}, 4} ∩ {2, 3, 6}
gþ. A ∪B, ìpou A = {x ∈ Z | |x| ≥ 3} kai B = {y ∈ Z | y ≤ −3}.
dþ. C ∩D, ìpou C = {x ∈ Z | |x| ≥ 3} kai D{y ∈ Z | y ≤ 3}.
eþ. A ∪ {A}, ìpou A = {1, 2, 3}.
�þ. ∅ ∪ {∅}
zþ. ∅ ∩ {∅}

'Askhsh 1.16 4. Poi� apì ta parak�tw sÔnola eÐnai Ðsa?

aþ. {−1, 1, 2}
bþ. {−1, 2, 1, 2}
gþ. {n ∈ Z | |n| ≤ 2 kai n 6= 0}
dþ. {−2, 2} ∪ {1,−1}
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'Askhsh 1.17 E�n V = {α, f, X} kai W = {1, f, ∅, {α}}, breÐte ta V \W kai W \V .

'Askhsh 1.18 E�n A = {a, b, {a, c}, ∅}, breÐte ta sÔnola

aþ. A \ {a}
bþ. A \∅
gþ. A \ {a, c}
dþ. A \ {{a, c}}
eþ. A M {a, c}
�þ. {a} \ A

'Askhsh 1.19 DeÐxte oti h summetrik  diafor� èqei thn prosetairistik  idiìthta:

(A M B) M C = A M (B M C) .

'Askhsh 1.20 ApodeÐxte oti:

aþ. (A M B) M A = B

bþ. (A M B) ∩ C = (A ∩ C) M (B ∩ C)

'Askhsh 1.21 Qrhsimopoi ste to prohgoÔmeno apotèlesma gia na deÐxete oti e�n A, B
kai C eÐnai (opoiad pote) sÔnola kai A M B = A M C tìte B = C. ApodeÐxte oti h
exÐswsh A M X = B èqei monadik  lÔsh.

'Askhsh 1.22 E�n X = X1 ∪X2, deÐxte oti
⋃

X =
(⋃

X1

)
∪

(⋃
X2

)
.

'Askhsh 1.23 E�n A = {∅, {∅}} kai B = {a, {a}, b}, prosdiorÐste gia k�je mia apì
tic parak�tw prot�seic e�n eÐnai alhj c   yeud c:

aþ. ∅ ∈ P(A)

bþ. ∅ ⊆ P(A)

gþ. {∅} ∈ P(A)

dþ. {{a}} ∈ P(B)

eþ. {{a}} ⊆ P(B)
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�þ. {{a}, b} ⊆ P(B)

zþ. {{a}, {{a}}} ⊆ P(B)

'Askhsh 1.24 DÐdetai èna sÔnolo X, èna uposÔnolo A ⊆ X kai Z = X∪P(X). DeÐxte
oti A ⊆ Z kai A ∈ Z.

'Askhsh 1.25 E�n to sÔnolo A èqei n stoiqeÐa, pìsa stoiqeÐa èqei to dunamosÔnolo
P(A)? (MporeÐte na exet�sete mikr� n gia na mantèyete thn ap�nthsh, kai sth sunèqeia
na qrhsimopoi sete th mèjodo thc epagwg c gia thn apìdeixh.)

'Askhsh 1.26 Prìblhma gia geroÔc lÔtec.
DeÐxte oti den up�rqei sÔnolo X tètoio ¸ste P(X) ⊆ X. (Exet�ste ta uposÔnola Y tou
X pou èqoun thn idiìthta Y 6∈ Y , gia na odhghjeÐte se antÐfash an�logh me to par�doxo
tou Russell.)
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Sqèseic

H ènnoia thc sqèshc eÐnai mia apì tic basikìterec sth jewrÐa sunìlwn, kai qrhsimopoieÐtai
se ìlouc touc kl�douc twn majhmatik¸n, kai se pollèc �llec peript¸seic. ParadeÐgmata
sqèsewn metaxÔ arijm¸n eÐnai �megalÔteroc apì�, �mikrìteroc apì�, �eÐnai diairèthc tou�,
�eÐnai Ðsoc pros�, �den eÐnai Ðsoc pros�, . . . . ParadeÐgmata apì th jewrÐa sunìlwn eÐnai
�eÐnai uposÔnolo�, �an kei�, . . . . ParadeÐgmata apì �llec perioqèc eÐnai �eÐnai adelfìc ths�,
�eÐnai mhtèra tou�, . . . . Olec autèc oi ekfr�seic anafèrontai se dÔo pr�gmata, kai to pr¸to
eÐte èqei th sqèsh pou anafèretai proc to deÔtero, eÐte den thn èqei. Gia par�deigma, h
èkfrash a > b, ìpou a kai b eÐnai akèraioi arijmoÐ, eÐte eÐnai alhj c eÐte den eÐnai ( 2 > 1
eÐnai alhj c, 1 > 2 den eÐnai alhj c).

Prèpei na diakrÐnoume to pr¸to apì to deÔtero apì ta dÔo pr�gmata pou sqetÐzontai:
a > b eÐnai diaforetikì apì b > a. Etsi to pr¸to pr�gma pou ja k�noume eÐnai na
perigr�youme diatetagmèna zeÔgh. Se pollèc peript¸seic ta antikeÐmena sta opoÐa
anafèretai h sqèsh an koun se diaforetik� sÔnola.

Ja perigr�youme thn ènnoia thc sqèshc qrhsimopoi¸ntac tic ènnoiec thc jewrÐac sunìl-
wn, kai katìpin ja exet�soume pio analutik� dÔo polÔ shmantik� eÐdh sqèsewn: tic sqèseic
isodunamÐac kai tic sqèseic di�taxhc.

Diatetagmèna zeÔgh
Se èna sÔnolo, h di�taxh (h seir�) me thn opoÐa gr�foume ta stoiqeÐa den k�nei diafor�,
ètsi ¸ste {a, b} = {b, a}. Se orismènec peript¸seic ìmwc aut  h di�taxh èqei shmasÐa.
Gia par�deigma, sthn analutik  gewmetrÐa, oi suntetagmènec enìc shmeÐou tou epipèdou
parist�nontai apì zeÔgh pragmatik¸n arijm¸n (x, y). H di�taxh èqei shmasÐa, afoÔ to
shmeÐo me suntetagmènec (1, 2) eÐnai diaforetikì apì to shmeÐo me suntetagmènec (2, 1),
Sq ma 2.1.

SumbolÐzoume to diatetagmèno zeÔgoc (x, y), me parenjèseic antÐ gia agkÔlec, gia na to
diakrÐnoume apì to sÔnolo {x, y}. H basik  idiìthta pou apaitoÔme apì to nèo antikeÐmeno
eÐnai

(x, y) = (u, v) e�n kai mìnon e�n x = u kai y = v .

E�n A kai B eÐnai sÔnola, to kartesianì ginìmeno A× B eÐnai to sÔnolo ìlwn twn
diatetagmènwn zeug¸n me pr¸to stoiqeÐo apì to A kai deÔtero stoiqeÐo apì to B:

A×B = {(x, y)|x ∈ A, kai y ∈ B} .

17
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Sq ma 2.1: Suntetagmènec shmeÐwn sto epÐpedo.

Sthn prohgoÔmenh par�grafo prosdiorÐsame pìte ja lème oti dÔo diatetagmèna zeÔgh
eÐnai Ðsa, all� den èqoume dìsei akìma ènan orismì gia èna diatetagmèno zeÔgoc, qrhsi-
mopoi¸ntac tic ènnoiec thc jewrÐac sunìlwn. Gia na odhghjoÔme se ènan orismì, ac ske-
fjoÔme p¸c paÐrnoume èna diatetagmèno zeÔgoc: dialègoume pr¸ta èna stoiqeÐo x apì to
sÔnolo A, kai met� èna stoiqeÐo y apì to sÔnolo B. Eqontac dialèxei to stoiqeÐo x è-
qoume to monosÔnolo {x}. Katìpin dialègoume to stoiqeÐo y kai èqoume to sÔnolo me dÔo
stoiqeÐa {x, y}. Sunolojewrhtik�, aut  h diadikasÐa perigr�fetai apì ta sÔnola {x} kai
{x, y}, dhlad  apì to sÔnolo {{x}, {x, y}}. O Polwnìc majhmatikìc Kuratowski èdwse
ton akìloujo orismì.

Orismìc. To diatetagmèno zeÔgoc (x, y) dÔo stoiqeÐwn x kai y orÐzetai na eÐnai to
sÔnolo

(x, y) = {{x}, {x, y}} .

Prèpei na elègxoume oti autìc o orismìc sumfwneÐ me ton trìpo pou jèloume na pros-
diorÐsoume thn isìthta dÔo diatetagmènwn zeug¸n.

Prìtash 2.1 Me ton orismì tou Kuratowski isqÔei oti

(x, y) = (u, v) e�n kai mìnon e�n x = u kai y = v .

Apìdeixh. EÐnai profanèc oti e�n x = u kai y = v, tìte (x, y) = (u, v).
Sthn antÐjeth kateÔjunsh, upojètoume oti (x, y) = (u, v). E�n x 6= y, tìte {{x}, {x, y}}

èqei dÔo diaforetik� stoiqeÐa, to {x} kai to {x, y}, �ra kai to (u, v) = {{u}, {u, v}}
prèpei na èqei dÔo diaforetik� stoiqeÐa. Autì shmaÐnei oti u 6= v, giatÐ e�n u = v tìte
{u, v} = {u}. SumperaÐnoume oti {x} = {u}   {x} = {u, v}. E�n {x} = {u, v} ja eÐqame
u ∈ {x} kai v ∈ {x}, �ra u = x = v, pou antif�skei proc to prohgoÔmeno sumpèrasma.
Sunep¸c èqoume {x} = {u} kai x = u.

Me an�logo epiqeÐrhma èqoume oti {x, y} = {u, v}, kai afoÔ x = u, x 6= y kai y ∈ {u, v},
sumperaÐnoume oti y = v.

E�n x = y, tìte o sunolojewrhtikìc orismìc tou zeÔgouc gÐnetai

(x, y) = (x, x) = {{x}, {x, x}} = {{x}, {x}} = {{x}} ,
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�ra to (x, y) èqei mìnon èna stoiqeÐo, to {x}. E�n (x, y) = (u, v), tìte to (u, v) èqei epÐshc
mìnon èna stoiqeÐo, �ra {u} = {u, v}, kai sunep¸c u = v, (u, v) = {{u}}. Ara h isìthta
(x, y) = (u, v) gÐnetai {{x}} = {{u}} kai en suneqeÐa {x} = {u} kai x = u. Se aut n thn
perÐptwsh èqoume x = y = u = v, kai h apìdeixh oloklhr¸jhke.

¤
EÐdame oti èqoume èna sunolojewrhtikì orismì tou diatetagmènou zeÔgouc, pou k�nei

akribèc to ti ennooÔme me pr¸to kai deÔtero stoiqeÐo tou zeÔgouc. Sthn pr�xh, ìtan
skeftìmaste èna diatetagmèno zeÔgoc èqoume th diaisjhtik  eikìna tou �pr¸tou� kai �deÔter-
ou� stoiqeÐou,   mia parallag  thc eikìnac twn suntetagmènwn enìc shmeÐou sto epÐpedo.
EÐnai qr simo ìmwc na gnwrÐzoume oti e�n k�pote th qreiastoÔme, up�rqei h austhr  ènnoia,
basismènh mìno stic ènnoiec thc jewrÐac sunìlwn.

H eikìna twn suntetagmènwn sto epÐpedo mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na parast -
soume �lla sÔnola. Gia par�deigma, e�n A = {a, b, c} kai B = {u, v}, parist�noume to
kartesianì ginìmeno A×B me to Sq ma 2.2

Sq ma 2.2: To kartesianì ginìmeno A×B.

Prosèxte oti A×B 6= B × A. Gia par�deigma, e�n A = {a, b, c} kai B = {u, v}, tìte

A×B = {(a, u), (a, v), (b, u), (b, v), (c, u), (c, v)}

en¸
B × A = {(u, a), (u, b), (u, c), (v, a), (v, b), (v, c)} .

'Askhsh 2.1 DÐdontai ta sÔnola X = {1, 2, 3} kai Y = {1, 4, β}. BreÐte ta kartesian�
ginìmena X × Y kai Y ×X.

Prìtash 2.2 Gia opoiad pote sÔnola A, B, C isqÔoun oi tautìthtec:

1. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

2. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

3. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)
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4. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume mìno to (1), kai ja af soume ta upìloipa wc ask seic.
JewroÔme (u, v) ∈ (A ∪ B) × C. Tìte u ∈ A ∪ B kai v ∈ C. Ara u ∈ A   u ∈ B.

E�n u ∈ A tìte (u, v) ∈ A × C. E�n u ∈ B tìte (u, v) ∈ B × C. Se k�je perÐptwsh
(u, v) ∈ (A× C) ∪ (B × C). Ara

(A ∪B)× C ⊆ (A× C) ∪ (B × C) .

T¸ra jewroÔme x = (y, z) ∈ (A× C) ∪ (B × C). EÐte x ∈ A× C   x ∈ B × C. Sthn
pr¸th perÐptwsh, y ∈ A kai z ∈ C. Sth deÔterh perÐptwsh y ∈ B kai z ∈ C. Ara se k�je
perÐptwsh y ∈ A ∪B kai z ∈ C, sunep¸c x = (y, z) ∈ (A ∪B)× C. Ara

(A× C) ∪ (B × C) ⊆ (A ∪B)× C .

¤
To apotèlesma mporeÐ na parastajeÐ sto akìloujo di�gramma tou Sq matoc 2.3.

Sq ma 2.3: Kartesianì ginìmeno ènwshc dÔo sunìlwn.

'Opwc kai me ta diagr�mmata Venn, tètoia diagr�mmata kartesian¸n ginomènwn apoteloÔn
bohj mata gia thn apìdeixh, all� se autì to st�dio twn spoud¸n sac apaiteÐtai na gr�fete
thn apìdeixh analutik�, qrhsimopoi¸ntac to swstì majhmatikì sumbolismì kai akribeÐc
majhmatikèc diatup¸seic.

'Askhsh 2.2 ApodeÐxte ta 2, 3, kai 4 thc Prìtashc 2.2

Prìtash 2.3 Gia opoiad pote sÔnola A, B, C, D isqÔei

(A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D) .
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Sq ma 2.4: Kartesianì ginìmeno tom¸n.

¤
'Askhsh 2.3 Akolouj¸ntac th mèjodo thc prohgoÔmenhc apìdeixhc, kai me th bo jeia
tou Sq matoc 2.4, sumplr¸ste thn apìdeixh thc Prìtashc 2.3.

To antÐstoiqo apotèlesma den isqÔei gia en¸seic sth jèsh twn tom¸n!

'Askhsh 2.4 Sqedi�ste to antÐstoiqo sq ma gia to kartesianì ginìmeno twn en¸sewn
sunìlwn, kai apodeÐxte oti

(A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D) .

BreÐte èna par�deigma gia na deÐxete oti den isqÔei p�nta o antÐjetoc egkleismìc.

EÐnai eÔkolo t¸ra na orÐsoume diatetagmènec tri�dec, tetr�dec k.o.k.

(a, b, c) = ((a, b), c)

(a, b, c, d) = (((a, b), c), d)

Aut� ta sÔnola eÐnai stoiqeÐa epanalambanomènwn kartesian¸n ginomènwn

A×B × C = (A×B)× C

A×B × C ×D = ((A×B)× C)×D .

Sto Kef�laio 3 ja doÔme ènan �llo trìpo na orÐsoume th genik  ènnoia thc diatetagmènhc
n-�dac

(a1, a2, a3, . . . , an)

gia k�je fusikì arijmì n.
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Sqèseic
Diaisjhtik�, mia sqèsh metaxÔ dÔo majhmatik¸n antikeimènwn a kai b eÐnai k�poia sunj kh
pou anafèretai sta a kai b kai h opoÐa eÐte eÐnai alhj c gia sugkekrimènec timèc twn a kai
b eÐte eÐnai yeud c. Gia par�deigma, a > b eÐnai mia sqèsh metaxÔ fusik¸n arijm¸n:

2 > 1 eÐnai alhj c

1 > 2 eÐnai yeud c

15 > 23 eÐnai yeud c

k.o.k. H sqèsh eÐnai k�poia idiìthta twn zeug¸n twn stoiqeÐwn a kai b. Prosèxte oti
prèpei na qrhsimopoi soume diatetagmèna zeÔgh (a, b), afoÔ, gia par�deigma 2 > 1 eÐnai
alhj c en¸ 1 > 2 eÐnai yeud c.

E�n gnwrÐzoume gia poi� diatetagmèna zeÔgh (a, b) alhjeÔei oti a > b, tìte ousiastik�
gnwrÐzoume th sqèsh �megalÔtero apì�. Aut  h parat rhsh odhgeÐ ston orismì thc sqèshc
mèsw enìc sunìlou diatetagmènwn zeug¸n.

Orismìc. E�n A kai B eÐnai sÔnola, mÐa dimel c sqèsh metaxÔ twn stoiqeÐwn
twn sunìlwn A kai B eÐnai èna uposÔnolo tou kartesianoÔ ginomènou A×B.

E�n A = B, lème oti èqoume mia sqèsh sto A, dhlad  èna uposÔnolo tou A× A.

Gia par�deigma, h sqèsh �megalÔtero apì� sto sÔnolo N twn fusik¸n arijm¸n eÐnai to
sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn zeug¸n (a, b), ìpou a, b ∈ N kai a > b, me th sun jh
shmasÐa.

E�n ρ eÐnai mia sqèsh metaxÔ twn sunìlwn A kai B, lème oti to a ∈ A kai to b ∈ B
sqetÐzontai mèsw thc ρ e�n (a, b) ∈ ρ ⊆ A×B. QrhsimopoioÔme epÐshc to sumbolismì a ρ b
enno¸ntac oti (a, b) ∈ ρ. Autìc o sumbolismìc eÐnai pio kont� sto sun jh sumbolismì gia
pollèc apì tic pio koinèc sqèseic: a = b, a > b, a ≥ b, a|b (a eÐnai diairèthc tou b).

MporoÔme na parast soume mia sqèsh grafik�, san uposÔnolo tou kartesianoÔ ginomè-
nou:

H sqèsh ≥ sto N parist�netai sto Sq ma 2.5:
H sqèsh = sto N eÐnai to uposÔnolo {(x, x)|x ∈ N}, kai parist�netai apì �ta shmeÐa

sth diag¸nio�, ìpwc sto Sq ma 2.6.
E�n X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} kai | sumbolÐzei th sqèsh �eÐnai diairèthc tou� sto X, wc sÔnolo

diatetagmènwn zeug¸n èqoume

| = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 2), (2, 4), (2, 6),

(3, 3), (3, 6), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}.

DÔo sqèseic σ kai ρ metaxÔ twn stoiqeÐwn dÔo sunìlwn A kai B, eÐnai dÔo uposÔnola
tou kartesianoÔ ginomènou A×B. Sunep¸c mporoÔme na efarmìsoume sunolojewrhtikèc
pr�xeic se autèc, kai na p�roume sÔnola ìpwc ρ ∪ σ, ρ ∩ σ, ρ \ σ, σ \ ρ. K�je èna apì
aut� ta sÔnola orÐzei epÐshc mÐa sqèsh metaxÔ twn stoiqeÐwn twn A kai B.

'Askhsh 2.5 DÐdontai oi sqèseic ρ kai σ sto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n, N =
{1, 2, 3, . . . }, pou orÐzontai apì:

(a, b) ∈ ρ e�n a | b
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Sq ma 2.5: H sqèsh ≥ sto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n.

Sq ma 2.6: H sqèsh isìthtac sto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n.

kai
(a, b) ∈ σ e�n a2 | b .

Perigr�yte me idiìthtec diairetìthtac tic sqèseic

ρ ∪ σ, ρ ∩ σ, ρ \ σ, σ \ ρ .

E�n antistrèyoume th di�taxh twn stoiqeÐwn se k�je diatetagmèno zeÔgoc se mia sqèsh,
paÐrnoume thn antÐstrofh sqèsh. E�n ρ eÐnai mia sqèsh metaxÔ twn stoiqeÐwn tou A
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kai tou B, h antÐstrofh sqèsh ρ−1 eÐnai h sqèsh metaxÔ twn stoiqeÐwn tou B kai tou A,
h opoÐa orÐzetai wc

ρ−1 = {(b, a) ∈ B × A | (a, b) ∈ ρ} .

E�n èqoume mia sqèsh ρ metaxÔ twn stoiqeÐwn twn sunìlwn A kai B, kai uposÔnola
U ⊆ A kai V ⊆ B, orÐzoume ton periorismì σ thc sqèshc ρ sto U kai sto V

σ = {(a, b) ∈ ρ| a ∈ U, b ∈ V } = ρ ∩ (U × V ) .

Oson afor� stoiqeÐa tou U kai tou V , h σ kai h ρ lène ta Ðdia pr�gmata. H mình diafor�
eÐnai oti h σ den lèei tÐpota gia ta stoiqeÐa pou den an koun sto U kai sto V .

Sqèseic isodunamÐac
Sta majhmatik�, tìso sta stoiqei¸dh ìso kai sta proqwrhmèna, h di�krish metaxÔ �rtiwn
kai peritt¸n akeraÐwn eÐnai suqn� shmantik . (Oi perittoÐ akèraioi eÐnai autoÐ pou gr�fontai
sth morf  2n + 1 gia n akèraio, dhlad  oi . . . ,−5,−3,−1, 1, 3, 5, . . ., en¸ oi �rtioi eÐnai
autoÐ pou gr�fontai sth morf  2n gia n akèraio, dhlad  oi . . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .. To
sÔnolo Z ìlwn twn akeraÐwn qwrÐzetai se dÔo, xèna metaxÔ touc uposÔnola

Z1 = to sÔnolo twn peritt¸n akeraÐwn

Z0 = to sÔnolo twn artÐwn akeraÐwn ,

ètsi ¸ste
Z1 ∩ Z0 = ∅ , Z1 ∪ Z0 = Z .

MporoÔme na qwrÐsoume to Z se aut� ta uposÔnola qrhsimopoi¸ntac mia sqèsh, pou ja
sumbolÐsoume proc to parìn me ∼. Gia m, n ∈ Z orÐzoume

m ∼ n e�n kai mìnon e�n m− n eÐnai pollapl�sio tou 2.

Tìte

• ìloi oi perittoÐ akèraioi sqetÐzontai mèsw thc ∼,

• ìloi oi �rtioi akèraioi sqetÐzontai mèsw thc ∼,

• kanènac �rtioc akèraioc den sqetÐzetai me k�poio perittì akèraio,

• kanènac perittìc akèraioc den sqetÐzetai me k�poio �rtio akèraio.

Aut  h dunatìthta ofeÐletai se k�poiec genikèc idiìthtec thc sqèshc ∼ tic opoÐec ja
exet�soume.

Genikìtera, upojèste oti èna sÔnolo eÐnai qwrismèno se k�poia komm�tia pou eÐnai xèna
an� dÔo.

MporoÔme na orÐsoume mia sqèsh ∼

x ∼ y e�n kai mìnon e�n x kai y brÐskontai sto Ðdio komm�ti

ìpwc faÐnetai sto Sq ma 2.8.
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Sq ma 2.7: SÔnolo qwrismèno se komm�tia, xèna an� dÔo.

Sq ma 2.8: H sqèsh �an koun sto Ðdio komm�ti�.

AntÐstrofa, mporoÔme na p�roume ta komm�tia apì th sqèsh ∼: to komm�ti sto opoÐo
an kei to stoiqeÐo x eÐnai to

Ex = {y ∈ X|x ∼ y} .

E�n kataskeu�soume uposÔnola me an�logo trìpo apì mia �llh sqèsh, ta pr�gmata mporeÐ
na eÐnai diaforetik�. Gia par�deigma, mporeÐ ta komm�tia na mhn eÐnai xèna metaxÔ touc. E�n
qrhsimopoi soume th sqèsh �eÐnai diairèthc tou�, |, sto sÔnolo {1, 2, 3, 4, 5, 6}, èqoume

E1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E2 = {2, 4, 6}
E3 = {3, 6}
E4 = {4}
E5 = {5}
E6 = {6} .
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E�n qrhsimopoi soume th sqèsh > stouc fusikoÔc arijmoÔc, to x den an kei kan sto Ex,
to opoÐo profan¸c den eÐnai �to komm�ti sto opoÐo an kei to x�.

Se tÐ diafèrei h sqèsh ∼ apì tic �llec, ¸ste se ekeÐnh thn perÐptwsh na paÐrnoume to
q¸risma sta Ex? ParathroÔme treic entel¸c stoiqei¸deic idiìthtec:

to x an kei sto Ðdio komm�ti me ton eautì tou, dhlad  to zeÔgoc (x, x) an kei sth
sqèsh,

e�n to x an kei sto Ðdio komm�ti me to y, tìte to y an kei sto Ðdio komm�ti me to x,

e�n to x an kei sto Ðdio komm�ti me to y, kai to y an kei sto Ðdio komm�ti me to z,
tìte to x an kei sto Ðdio komm�ti me to z.

Profan¸c, mia sqèsh ∼ me thn idiìthta oti x ∼ y e�n kai mìnon e�n to x kai to y an koun
sto Ðdio komm�ti, prèpei na èqei tic treic an�logec idiìthtec, tic opoÐec diatup¸noume tupik�
ston akìloujo orismì.

Orismìc. Mia sqèsh ∼ sto sÔnolo X onom�zetai sqèsh isodunamÐac sto X e�n
èqei tic akìloujec idiìthtec gia ìla ta x, y, z ∈ X.

(SI1) x ∼ x (h sqèsh ∼ eÐnai anaklastik ).

(SI2) E�n x ∼ y, tìte y ∼ x (h sqèsh ∼ eÐnai summetrik ).

(SI3) E�n x ∼ y kai y ∼ z, tìte x ∼ z (h sqèsh ∼ eÐnai metabatik ).

Ja doÔme oti k�je sqèsh isodunamÐac se èna sÔnolo X prokÔptei apì to q¸risma tou
sunìlou X se komm�tia. Pr¸ta ìmwc ja orÐsoume akrib¸c ti ennooÔme me q¸risma se xèna
metaxÔ touc komm�tia.

Orismìc. Mia diamèrish tou sunìlou X eÐnai èna sÔnolo D tou opoÐou ta stoiqeÐa
eÐnai mh ken� uposÔnola tou X, ètsi ¸ste

(D1) K�je x ∈ X an kei se k�poio A ∈ D,

(D2) E�n A, B ∈ D kai A 6= B, tìte A ∩B = ∅.

Ta �komm�tia� eÐnai ta stoiqeÐa tou D. H idiìthta (D1) lèei oti to X eÐnai h ènwsh ìlwn
twn kommati¸n. H (D2) lèei oti ta komm�tia den tèmnontai metaxÔ touc.

E�n ∼ eÐnai mia sqèsh isodunamÐac, orÐzoume thn kl�sh isodunamÐac (wc proc th
sqèsh ∼) tou stoiqeÐou x ∈ X na eÐnai to sÔnolo

Ex = {y ∈ X|x ∼ y} .

Je¸rhma 2.4 Estw ∼ mia sqèsh isodunamÐac se èna sÔnolo X. Tìte D = {Ex|x ∈ X}
eÐnai diamèrish tou X. H sqèsh �an kei sto Ðdio stoiqeÐo thc D� eÐnai h Ðdia me th ∼.

AntÐstrofa, e�n D eÐnai diamèrish tou X, jewroÔme th sqèsh ∼ pou orÐzetai wc x ∼ y
e�n kai mìnon e�n x kai y brÐskontai sto Ðdio stoiqeÐo thcD. Tìte∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac,
kai h antÐstoiqh diamèrish se kl�seic isodunamÐac eÐnai h D.
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Apìdeixh. Efìson x ∈ Ex h idiìthta (D1) gia th diamèrish ikanopoieÐtai. Ja elègxoume
th (D2). Upojètoume oti Ex ∩ Ey 6= ∅. Tìte up�rqei z ∈ Ex ∩ Ey, gia to opoÐo isqÔei
x ∼ z kai y ∼ z. Apì th summetrik  idiìthta, z ∼ y kai apì metabatikìthta x ∼ y.

Ja deÐxoume oti autì sunep�getai Ex = Ey. E�n u ∈ Ex, tìte x ∼ u kai y ∼ x, �ra
y ∼ u. Sunep¸c u ∈ Ey kai Ex ⊆ Ey. Parìmoia Ey ⊆ Ex. Autì deÐqnei oti Ex = Ey.

Eqoume deÐxei oti   Ex ∩ Ey = ∅   Ex = Ey. Autì eÐnai logik� isodÔnamo me to (D2).
T¸ra orÐzoume x ≈ y na shmaÐnei �x kai y an koun sthn Ðdia kl�sh isodunamÐas�. Tìte

x ≈ y e�n kai mìnon e�n x, y ∈ Ez gia k�poio z

e�n kai mìnon e�n z ∼ x kai z ∼ y gia k�poio z

e�n kai mìnon e�n x ∼ y .

Ara ≈ kai ∼ eÐnai h Ðdia sqèsh.
To antÐstrofo apotèlesma apodeiknÔetai me parìmoio trìpo, all� eÐnai eukolìtero. To

af noume gia �skhsh.
¤

Oi idiìthtec oi opoÐec qarakthrÐzoun mÐa sqèsh isodunamÐac eÐnai arket� shmantikèc ¸ste
na tic exet�soume kai memonomèna.

Orismìc. Mia sqèsh ρ sto sÔnolo A lègetai

1. Anaklastik , e�n gia k�je x ∈ A, (x, x) ∈ ρ.

2. Summetrik , e�n gia k�je x, y ∈ A, e�n (x, y) ∈ ρ tìte (y, x) ∈ ρ.

3. Metabatik , e�n gia k�je x, y, z ∈ A, e�n (x, y) ∈ ρ kai (y, z) ∈ ρ, tìte
(x, z) ∈ ρ.

'Askhsh 2.6 JewroÔme tic sqèseic ρ kai σ sto X, dhlad  ρ, σ ⊆ X × X. E�n oi ρ
kai σ eÐnai anaklastikèc, deÐxte oti h ρ∪σ kai h ρ∩σ eÐnai epÐshc anaklastikèc. EÐnai h
sqèsh ρ \ σ anaklastik ?

'Askhsh 2.7 DÐdoume di�forec sqèseic sto R. Poièc apì autèc eÐnai anaklastikèc,
summetrikèc, metabatikèc?

aþ. x < y

bþ. x ≥ y

gþ. |x− y| < 1

dþ. |x− y| ≤ 0

eþ. x− y eÐnai rhtìc

�þ. x− y eÐnai �rrhtoc
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Par�deigma sqèshc isodunamÐac:
Arijmhtik  modulo 3.
Ja qrhsimopoi soume thn ènnoia thc sqèshc isodunamÐac gia na genikeÔsoume th di�krish
metaxÔ �rtiwn kai peritt¸n akeraÐwn, kai na eisag�goume touc akeraÐouc modulo n,
gia n ≥ 3.

Pr¸ta exet�zoume thn perÐptwsh n = 3. OrÐzoume th sqèsh isotimÐac modulo 3,
≡3, sto Z

m ≡3 n e�n kai mìnon e�n m− n eÐnai pollapl�sio tou 3 .

Prìtash 2.5 ≡3 eÐnai sqèsh isodunamÐac.

Apìdeixh.

(SI1) m−m = 0 = 3 · 0.
(SI2) E�n m− n = 3k tìte n−m = 3(−k).

(SI3) E�n m− n = 3k kai n− p = 3l, tìte m− p = 3(k + l).

¤
GnwrÐzoume oti oi kl�seic isodunamÐac, pou se aut n thn perÐptwsh onom�zontai k-

l�seic upoloÐpwn mod3, apoteloÔn diamèrish tou sunìlou twn akeraÐwn. Ac doÔme
merik� paradeÐgmata.

E0 = {y| 0 ≡3 y}
= {y| y − 0 eÐnai pollapl�sio tou 3}
= {y| y = 3k gia k�poio k ∈ Z} .

E1 = {y| 1 ≡3 y}
= {y| y − 1 eÐnai pollapl�sio tou 3}
= {y| y = 3k + 1 gia k�poio k ∈ Z} .

E2 = {y| 2 ≡3 y}
= {y| y = 3k + 2 gia k�poio k ∈ Z} .

E3 = {y| y = 3k + 3 gia k�poio k ∈ Z} .

Omwc, 3k + 3 = 3(k + 1), �ra E3 = E0. Parìmoia, E4 = E1, E5 = E2, E−1 = E2,
E−2 = E1, k.o.k. K�je akèraioc eÐnai thc morf c 3k, 3k + 1   3k + 2, �ra èqoume akrib¸c
treÐc kl�seic upoloÐpwn:

E0 = {. . . ,−9,−6,−3, 0, 3, 6, 9, . . .}
E1 = {. . . ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, 10, . . .}
E2 = {. . . ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, 12, . . .}
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Ac exet�soume t¸ra e�n mporoÔme na k�noume arijmhtikèc pr�xeic me autèc tic kl�seic
isodunamÐac.

Gia na aposafhnÐsoume to sumbolismì, ja sumbolÐsoume thn kl�sh upoloÐpwn tou n me
n3 antÐ gia En. 'Etsi oi treic kl�seic sumbolÐzontai 03, 13, 23, kai jètoume Z3 = {03, 13, 23}.
OrÐzoume pr�xeic prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ sto sÔnolo Z3 wc ex c:

m3 + n3 = (m + n)3 (2.1)
m3n3 = (mn)3 (2.2)

Gia par�deigma, 13 + 23 = 33 = 03, 2323 = 43 = 13.
Af nontac proc to parìn to er¸thma thc qrhsimìthtac enìc tètoiou orismoÔ, ac exet�-

soume e�n ta pr�gmata eÐnai tìso apl� ìso faÐnontai. Ja doÔme oti mia pio prosektik 
melèth mporeÐ na mac k�nei na anhsuq soume, all� lÐgo perissìterh prosoq  ja mac peÐsei
oti den up�rqei prìblhma, toul�qiston se aut n thn perÐptwsh.

IdoÔ k�ti pou prèpei na mac problhmatÐsei: h Ðdia kl�sh èqei poll� diaforetik� onìmata.
13 = 43 = 73 = . . . , 23 = 53 = 83 = . . . . O orismìc mporeÐ na dÐdei diaforetik�
apotelèsmata, an�loga me to pio ìnoma qrhsimopoioÔme! EÐdame oti 13 + 23 = 03. All�
13 = 73 kai 23 = 83, �ra jèloume 13 + 23 = 73 + 83 = 153. Pr�gmati, 153 = 03, �ra mèqri
t¸ra p�me kal�. Ti sumbaÐnei sth genik  perÐptwsh?

E�n i3 = j3 tìte i− j = 3k gia k�poio k, kai e�n m3 = n3 tìte m− n = 3l gia k�poio
l. Apì ton kanìna (2.1) èqoume dÔo dunatèc apant seic:

i3 + m3 = (i + m)3, j3 + n3 = (j + n)3.

'Omwc
i + m = j + 3k + n + 3l = (j + n) + 3(k + l),

kai sunep¸c
(i + m)3 = (j + n)3.

'Ara èqoume to Ðdio apotèlesma stic dÔo peript¸seic, kai o kanìnac (2.1) orÐzei pragmatik�
thn prìsjesh kl�sewn upoloÐpwn.

Parìmoia prèpei na exet�soume e�n èqoume pragmatik� orÐsei ton pollaplasiasmì k-
l�sewn me ton kanìna (2.2). Gia ta i, j,m, n ìpwc parap�nw, èqoume

i3m3 = (im)3, j3n3 = (jn)3.

All�
im = (j + 3k)(n + 3l) = jn + 3(jl + nk + 3kl),

�ra
(im)3 = (jn)3,

pou shmaÐnei oti o (2.2) orÐzei ton pollaplasiasmì.
Autì to prìblhma dhmiourgeÐ arket  sÔgqush. EmfanÐzetai k�je for� pou prospajoÔme

na orÐsoume pr�xeic an�mesa se sÔnola me èna kanìna thc morf c �di�lexe stoiqeÐa apì
ta sÔnola, k�ne k�poia pr�xh metaxÔ touc, kai p�re to sÔnolo sto opoÐo an kei to apotè-
lesma�. Se peript¸seic ìpwc h parap�nw, pou o sumbolismìc krÔbei mia tètoia diadikasÐa,
prèpei na eÐmaste polÔ prosektikoÐ, na exet�soume ti shmaÐnei o sumbolismìc kai na mhn
parasurjoÔme se tuflì qeirismì twn sumbìlwn. Prèpei na elègxoume oti oi diaforetikèc
epilogèc dÐdoun to Ðdio apotèlesma.
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OÔte eÐnai asfalèc na pisteÔoume oti k�poioc eÔlogoc orismìc ja douleÔei swst�. Gia
par�deigma, ac prospaj soume na orÐsoume dun�meic sto Z3. Enac fusiologikìc trìpoc
na to k�noume eÐnai na mimhjoÔme tic (2.1) kai (2.2), kai na orÐsoume

m3
n3 = (mn)3.

Gia par�deigma, 23
23 = (22)3 = 43 = 13. Ja mporoÔsame akìma na apodeÐxoume oti

ikanopoioÔntai oi kanìnec twn dun�mewn

m3
n3+p3 = (mn+p)3 = (mnmp)3 = (mn)3(m

p)3 = m3
n3m3

p3 . (∗)

An ìmwc efarmìsoume autìn ton �orismì�, efìson 23 = 53, èqoume

13 = 23
23 = 23

53 = (25)3 = (32)3 = 23.

All� 13 6= 23, kai prèpei na paradeqjoÔme oti o orismìc kai o kanìnac (*) pou sumper�name
eÐnai mia eulogofan c, kai gi�autì epikÐndunh, anohsÐa. Oi majhmatikoÐ lène oti prèpei na
exet�soume pwc h pr�xh eÐnai �kal� orismènh�.

Ac epistrèyoume sthn arijmhtik  tou Z3. MporoÔme na kataskeu�soume pÐnakec prìs-
jeshc kai pollaplasiasmoÔ

+ 03 13 23

03 03 13 23

13 13 23 03

23 23 03 13

× 03 13 23

03 03 03 03

13 03 13 23

23 03 23 13

MporoÔme na epalhjeÔsoume polloÔc kanìnec thc arijmhtik c an�logouc me autoÔc twn
akeraÐwn, ìpwc:

x + y = y + x x(y + z) = xy + xz.

E�n antÐ gia 3 qrhsimopoi soume k�poion �llo akèraio n ≥ 4, mporoÔme me an�logo
trìpo na kataskeu�soume touc akeraÐouc modulo n. OrÐzoume th sqèsh isotimÐac modulo
n, ≡n:

x ≡n y e�n kai mìnon e�n x− y eÐnai pollapl�sio tou n.

'Eqoume n diaforetikèc kl�seic upoloÐpwn modn, 0n, 1n, 2n, . . . , (n − 1)n, en¸ nn =
0n, (n+1)n = 1n k.o.k. H kl�sh xn apoteleÐtai apì touc akeraÐouc pou af noun upìloipo
x ìtan diairejoÔn me to n. Sto sÔnolo Zn twn kl�sewn upoloÐpwn mod n mporoÔme na
orÐsoume arijmhtikèc pr�xeic ìpwc sto Z3.

'Askhsh 2.8 BreÐte ìla ta diatetagmèna zeÔgh stoiqeÐwn tou Z12, (a, b) gia ta opoÐa
isqÔei: a · b = 012.

Sqèseic di�taxhc
Oi sqèseic di�taxhc pou sunantoÔme ìtan asqoloÔmaste me arijmoÔc, ìpwc 4 < 5, 7 > 2π,
x2 ≥ 0, 1− x2 ≤ 1 gia k�je pragmatikì arijmì x, sundèontai ìlec metaxÔ touc:

x < y shmaÐnei to Ðdio me y > x,
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x ≤ y shmaÐnei to Ðdio me y ≥ x,

x ≤ y shmaÐnei to Ðdio me x < y   x = y,

x < y shmaÐnei to Ðdio me x ≤ y kai x 6= y .

Otan qrhsimopoioÔme sugkekrimènouc arijmoÔc, mporeÐ na eÐnai protimìtero na qrhsimopoi -
soume tic gn siec anisìthtec <   >. Den ja gr�fame 2+2 ≥ 4, (par�olo pou eÐnai swstì)
afoÔ gnwrÐzoume k�ti pio sugkekrimèno, oti 2 + 2 = 4. Parìmoia, ja gr�fame 2 + 2 > 3,
giatÐ autì dÐdei pio sugkekrimènh plhroforÐa apì to 2+2 ≥ 3. Se genikìterec katast�seic
eÐnai suqn� protimìtero to antÐjeto. Gia par�deigma, ìtan (an) kai (bn) eÐnai akoloujÐec
pou sugklÐnoun sta ìria a kai b antÐstoiqa, e�n an ≥ bn gia k�je n, tìte mporoÔme na
sumper�noume oti a ≥ b. Omwc h upìjesh oti isqÔei h gn sia anisìthta an > bn den
sunep�getai oti a > b. Ja xekin soume me th melèth twn asjen¸n sqèsewn di�taxhc.

Orismìc. Mia sqèsh ρ sto sÔnolo A onom�zetai asjen c sqèsh di�taxhc e�n èqei
tic akìloujec idiìthtec gia ìla ta x, y, z ∈ A.

(AD1) E�n x ρ x kai y ρ z tìte x ρ z,

(AD2) Gia k�je dÔo stoiqeÐa x kai y tou A, isqÔei èna apì ta x ρ y   y ρx,   kai ta dÔo,

(AD3) E�n x 6= y kai isqÔei x ρ y, tìte den isqÔei y ρ x (h ρ eÐnai antisummetrik ).

Oi idiìthtec (AD2) kai (AD3) shmaÐnoun oti e�n x 6= y, isqÔei akrib¸c èna apì ta x ρ y
  y ρx. Sunep¸c e�n isqÔoun kai ta dÔo x ρ y kai y ρx, tìte x = y.

Autèc oi idiìthtec profan¸c isqÔoun gia tic sqèseic ≥ kai ≤. Autì den prèpei na mac
ekpl ttei. GnwrÐzoume oti gia k�je sqèsh ρ mporoÔme na orÐsoume thn antÐstrofh sqèsh
σ = ρ−1 mèsw thc

x σ y e�n kai mìnon e�n y ρ x .

'Askhsh 2.9 E�n ρ eÐnai sqèsh asjenoÔc di�taxhc, tìte h antÐstrofh sqèsh eÐnai epÐshc
asjen c di�taxh.

Par�deigma 2.1 E�n A = {a, b, c}, ìpou ta a, b, c eÐnai ìla diaforetik�, mia asjen c
di�taxh orÐzetai apì aρ b, a ρ c, b ρ c, a ρ a, b ρ b, c ρ c. MporoÔme na anaparast soume
aut  th di�taxh e�n jewr soume ta a, b, c wc trÐa shmeÐa se mia gramm , me x ρ y e�n to x
brÐsketai sta arister� tou y   e�n x = y. H antÐstrofh sqèsh b�zei ta stoiqeÐa sth seir�
c, b, a.

Par�deigma 2.2 OrÐzoume sto epÐpedo th sqèsh ρ me:

(x1, y1) ρ (x2, y2) e�n eÐte y1 < y2

eÐte y1 = y2 kai x1 ≤ x2

Sto Sq ma 2.9 blèpoume oti (x1, y1) ρ (x2, y2) shmaÐnei oti eÐte to (x1, y1) brÐsketai se
mia orizìntia gramm  gn sia k�tw apì to (x2, y2),   ta dÔo shmeÐa brÐskontai sthn Ðdia
orizìntia gramm  kai to (x1, y1) eÐnai Ðso   brÐsketai sta arister� tou (x2, y2).

Par�deigma 2.3 Sto sÔnolo A = {{0}, {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 3}}, orÐzoume x ρ y
na shmaÐnei x ⊆ y gia x, y ∈ A.



32 Jemèlia twn Majhmatik¸n

Sq ma 2.9: Sqèsh di�taxhc sto epÐpedo.

'Askhsh 2.10 Elègxte oti ikanopoioÔntai oi idiìthtec (AD1), (AD2) kai (AD3) gia ta
parap�nw paradeÐgmata.

'Askhsh 2.11 DeÐxte oti k�je sqèsh asjenoÔc di�taxhc eÐnai anaklastik .

H sqèsh �eÐnai uposÔnolo tou� (sto sÔnolo twn uposunìlwn enìc q¸rou U) ikanopoieÐ

(X ⊆ Y kai Y ⊆ Z) sunep�getai X ⊆ Z

(X ⊆ Y kai Y ⊆ X) sunep�getai X = Y

all� en gènei mporeÐ na èqoume sÔnola X, Y me X 6⊆ Y kai Y 6⊆ X. Autì shmaÐnei
oti o egkleismìc sunìlwn ikanopoieÐ genik� tic (AD1) kai (AD3), all� ìqi thn (AD2).
Mia sqèsh se èna sÔnolo A pou ikanopoieÐ tic idiìthtec (AD1) kai AD(3) onom�zetai
merik  di�taxh. E�n A eÐnai opoiod pote sÔnolo tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai sÔnola,
o egkleismìc orÐzei mia merik  di�taxh sto A.

E�n ρ eÐnai mia asjen c di�taxh sto sÔnolo A, tìte h antÐstoiqh gn sia di�taxh τ
orÐzetai me

x τ y e�n kai mìnon e�n x ρ y kai x 6= y .

Gia par�deigma, e�n ρ eÐnai h ≤, tìte τ eÐnai h <.

Prìtash 2.6 Mia gn sia di�taxh τ sto sÔnolo A ikanopoieÐ:

(GD1) a τ b kai b τ c sunep�gontai a τ c

(GD2) e�n a, b ∈ A, tìte akrib¸c mia apì tic akìloujec sqèseic isqÔei (kai oi �llec dÔo ìqi)

a τ b, b τ a, a = b .

Apìdeixh. JewroÔme th gn sia di�taxh τ pou antistoiqeÐ sthn asjen  di�taxh ρ. Up-
ojètoume oti isqÔoun oi a τ b kai b τ c. Tìte isqÔoun a ρ b kai b ρ c, kai apì thn (AD1)
sumperaÐnoume oti aρ c. Den mporeÐ na isqÔei a = c, giatÐ e�n Ðsque, me antikat�stash sthn
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b ρ c paÐrnoume b ρ a kai mazÐ me th a ρ b kai thn (AD3), èqoume a = b, pou eÐnai adÔnaton
afoÔ a τ b. Eqoume epalhjeÔsei th (GD1).

Apì thn (AD2) èqoume, gia k�je a, b ∈ A, mÐa apì tic a ρ b   b ρ a. Ara isqÔei mia apì
tic a τ b   a = b   b τ a. H a = b antif�skei me tic �llec dÔo, �ra den mporoÔn na isqÔoun
tautìqrona. H a τ b kai h b τ a den mporoÔn na isqÔoun tautìqrona, giatÐ tìte ja eÐqame
a ρ b kai b ρ a, kai apì thn (AD3), a = b, pou p�li dÐdei antÐfash. Eqoume epalhjeÔsei th
(GD2).

¤
H idiìthta (GD2) onom�zetai kanìnac triqotomÐac.
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Ask seic

'Askhsh 2.12 Elègxate e�n isqÔoun oi isìthtec

aþ. (A \B)× C = (A× C) \ (B × C)

bþ. (A M B)× C = (A× C) M (B × C).

'Askhsh 2.13 Sto A = N× N orÐzoume th sqèsh σ, dhlad  σ ⊆ (N× N)× (N× N),
wc ex c:

(m, n) σ (r, s) e�n m + s = r + n .

DeÐxte oti h σ eÐnai sqèsh isodunamÐac. Oi kl�seic isodunamÐac aut c thc sqèshc an-
tistoiqoÔn me fusiologikì trìpo sta stoiqeÐa enìc gnwstoÔ sunìlou. Poiì eÐnai autì?

'Askhsh 2.14 JewroÔme tic sqèseic ρ kai σ sto X, dhlad  ρ, σ ⊆ X ×X. E�n oi ρ
kai σ eÐnai summetrikèc, exet�ste e�n h ρ∪σ h ρ∩σ kai h ρ \σ eÐnai epÐshc summetrikèc.

'Askhsh 2.15 Up�rqei k�poio l�joc sthn parak�tw apìdeixh oti e�n mÐa sqèsh ∼ eÐnai
summetrik  kai metabatik , tìte eÐnai anaklastik ? Exhg ste thn ap�nths  sac.
�Apìdeixh�: Estw a ∼ b. AfoÔ h ∼ eÐnai summetrik , b ∼ a. AfoÔ h ∼ eÐnai metabatik ,
apì ta a ∼ b kai b ∼ a sumperaÐnoume a ∼ a. Ara h ∼ eÐnai anaklastik .

'Askhsh 2.16 JewroÔme to sÔnolo A = {1, 2, 3} kai tic sqèseic pou orÐzontai sto
Sq ma 2.10.

aþ. Poio uposÔnolo tou A× A apoteleÐ th sqèsh x > y sto A?

bþ. P¸c sumbolÐzoume sun jwc th sqèsh pou orÐzetai apì to uposÔnolo τ tou A× A?

Sq ma 2.10: Sqèseic sto sÔnolo A = {1, 2, 3}.

gþ. Gia k�je mia apì tic sqèseic ρ kai σ sto A, exet�ste e�n eÐnai anaklastik , sum-
metrik , metabatik .
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dþ. E�n k�poia apì tic sqèseic ρ, σ eÐnai sqèsh isodunamÐac, poi� eÐnai h antÐstoiqh
diamèrish tou A?

'Askhsh 2.17 Poia sqèsh sto R orÐzei o kÔkloc C ⊆ R× R? (Sq ma 2.11)

Sq ma 2.11: O kÔkloc wc sqèsh.

'Askhsh 2.18 Se k�je mÐa apì tic akìloujec peript¸seic breÐte ta el�qista ston arijmì
stoiqeÐa me ta opoÐa prèpei na sumplhrwjeÐ to sÔnolo χ ¸ste na orÐzei mÐa sqèsh (Sq ma
2.12)

aþ. anaklastik ,

bþ. summetrik ,

gþ. metabatik .

Sq ma 2.12: Sqèsh sto sÔnolo A = {1, 2, 3}.
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'Askhsh 2.19 Sto Z jewroÔme tic sqèseic ≡6 kai ≡4. Poi� eÐnai h sqèsh ≡6 ∩ ≡4?

'Askhsh 2.20 JewroÔme ta sÔnola A = {1, 2, 3}, B = {a, b} kai C = A×B.

aþ. Gr�yte ìla ta stoiqeÐa tou C.

bþ. Sqedi�ste to kartesianì ginìmeno A× C.

gþ. OrÐzoume th sqèsh ρ metaxÔ twn sunìlwn A kai C, me

x ρ (u, v) e�nn x > u .

Shmei¸ste sto sqèdio tou A× C to uposÔnolo pou orÐzei th sqèsh ρ.

'Askhsh 2.21 Sto sÔnolo {1, 2, 3, 4, 5, 6} orÐzoume th sqèsh

x ρ y e�nn y eÐnai pollapl�sio tou x .

Exet�ste e�n h sqèsh ρ ikanopoieÐ th metabatik  kai thn antisummetrik  idiìthta, kai e�n
tic ikanopoieÐ, exet�ste ti eÐdouc di�taxh eÐnai.



Kef�laio 3

Sunart seic

H ènnoia thc sun�rthshc èqei ter�stia shmasÐa sta sÔgqrona Majhmatik�. Arqik� h èn-
noia thc sun�rthshc katèlabe kentrik  jèsh ston Apeirostikì Logismì. H shmerin  ènnoia
exelÐqjhke stadiak� apì tic pr¸tec prosp�jeiec na orisjeÐ h ènnoia thc sun�rthshc, pou
 tan k�pwc sugkequmènec. S mera h JewrÐa Sunìlwn, dÐdei ènan polÔ genikì kai aplì
orismì. H meg�lh genikìthta tou orismoÔ k�nei aparaÐthth thn epibol  epiplèon perior-
ism¸n se di�forouc kl�douc: ston Apeirostikì Logismì, gia par�deigma, endiaferìmaste
se sunart seic pou eÐnai diaforÐsimec   oloklhr¸simec.

Se autì to Kef�laio ja anaptÔxoume, mèsa apì paradeÐgmata, thn ènnoia thc sun�rthshc
kai ja doÔme k�poiec apì tic genikèc idiìthtec sunart sewn. To gr�fhma miac sun�rthshc
sundèetai tìso me ton tupikì orismì ìso kai thn paradosiak  eikìna.

H paradosiak  eikìna
Paradosiak�, eis�goume mia �metablht � x, pou sun jwc eÐnai pragmatikìc arijmìc, kai
mil�me gia th �sun�rthsh f(x) tou x�. To basikì eÐnai oti mporoÔme na upologÐsoume thn
tim  f(x) gia k�je dedomènh tim  thc x (pijanìn me k�poiouc periorismoÔc, ìpwc x 6= 0
  x > 0, pou exart¸ntai apì th sun�rthsh). Etsi h tetragwnik  sun�rthsh paÐrnei tim 
x2 gia k�je x, h ekjetik  sun�rthsh paÐrnei thn tim  ex gia k�je pragmatikì arijmì x,
h sun�rthsh tan paÐrnei thn tim  tan(x) gia k�je x ektìc apì ta peritt� pollapl�sia
tou π/2, h logarijmik  sun�rthsh paÐrnei thn tim  log(x) gia k�je pragmatikì x > 0, to
paragontikì x! orÐzetai mìno gia jetikoÔc akeraÐouc.

Se k�je perÐptwsh mporoÔme, jewrhtik�, na upologÐsoume thn tim  thc sun�rthshc
pou antistoiqeÐ stic sqetikèc timèc tou x. H sun�rthsh susqetÐzei se k�je kat�llhlo
pragmatikì arijmì x mia tim  f(x) pou eÐnai epÐshc k�poioc pragmatikìc arijmìc.

Den prèpei na sugqèome tic timèc thc sun�rthshc me thn Ðdia th sun�rthsh. H logari-
jmik  sun�rthsh den eÐnai h tim  log(x), all� o kanìnac �p�re to log�rijmo� pou mac lèei
p¸c na broÔme thn tim . MporoÔme na poÔme oti eÐnai to sÔmbolo log. Skeftìmaste mia
sun�rthsh san èna �kanìna�, pou gia k�je pragmatikì arijmì x, pijanìn me k�poiouc peri-
orismoÔc, orÐzei ènan �llo pragmatikì arijmì f(x). Ja epimeÐnoume na eÐnai h f(x) monadik�
prosdiorismènh: ènac kanìnac pou dÐdei dÔo diaforetikèc apant seic se èna er¸thma den
eÐnai idiaÐtera qr simoc. Autì shmaÐnei oti prèpei na eÐmaste prosektikoÐ me sunart seic
ìpwc �tetragwnik  rÐza�, kai na prosdiorÐzoume e�n ennooÔme th jetik    thn arnhtik  rÐza.

'Askhsh 3.1 H perÐmetroc, se mètra, enìc tetrag¸nou me pleur� s mètra eÐnai P = 4s.

37
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aþ. Gr�yte aut n th sqèsh se morf  sun�rthshc, ìpou g eÐnai to ìnoma thc sun�rthshc.

bþ. UpologÐste g(s + 4) kai gr�yte ti shmaÐnei.

gþ. UpologÐste g(s) + 4 kai gr�yte ti shmaÐnei.

dþ. UpologÐste g(4s) kai gr�yte ti shmaÐnei.

H genik  ènnoia thc sun�rthshc
H pio genik  ènnoia thc sun�rthshc èrqetai apì thn paradosiak , e�n afairèsoume ton
periorismì na eÐnai ta x kai f(x) pragmatikoÐ arijmoÐ. To aploÔstero eÐnai na mh jèsoume
kanènan periorismì sto ti eÐnai ta x kai f(x). Tìte prèpei na k�noume pio safèc ti ennooÔme
me �kanìna�.

JewroÔme dÔo sÔnola, A kai B. Arqik�, onom�zoume sun�rthsh apì to A sto B ènan
kanìna pou antistoiqeÐ se k�je stoiqeÐo tou A èna monadikì stoiqeÐo tou B.

Autìc o orismìc dÐdei mÐa polÔ eureÐa ènnoia. Perilamb�nei ìla ta prohgoÔmena pa-
radeÐgmata: jewroÔme wc A èna kat�llhlo uposÔnolo tou R, kai wc B to R. Gia thn
ekjetik  sun�rthsh A = R, B = R kai o kanìnac eÐnai f(x) = ex. Gia to log�rijmo
A = {x ∈ R|x > 0}, B = R kai o kanìnac f(x) = log(x). Gia to paragontikì A = N,
B = N kai f(x) = x!

ParadeÐgmata �llou eÐdouc sunart sewn:

A = {ìloi oi kÔkloi sto epÐpedo}, B = R, f(x) = h aktÐna tou x.

A = {ìla ta mh ken� uposÔnola tou {0, 2, 4}}, B = N, f(x) = o mikrìteroc ari-
jmìc sto x.

A = Z, B = {0, 1, 2}, f(x) = to upìloipo tou x ìtan to diairèsoume me to 3.

H sun jhc orologÐa eÐnai na onom�zoume to A pedÐo orismoÔ thc f kai to B pedÐo
tim¸n thc f , kai na gr�foume

f : A → B

gia na sumbolÐsoume th sun�rthsh f me pedÐo orismoÔ A kai pedÐo tim¸n B.
Autì pou apomènei na aposafhnÐsoume gia na èqoume ton tupikì orismì thc sun�rthshc

eÐnai o �kanìnas�. Ja katafÔgoume sthn Ðdia idèa pou qrhsimopoi same gia tic sqèseic: ja
ekfr�soume th susqètish metaxÔ tou stoiqeÐou x ∈ A kai tou stoiqeÐou f(x) ∈ B b�zont�c
ta se èna diatetagmèno zeÔgoc (x, f(x)). O �kanìnas� t¸ra gÐnetai ènac �kat�logos�, to
sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn zeug¸n (x, f(x)) gia ìla ta x sto A, kai autì den eÐnai
tÐpote �llo apì èna uposÔnolo tou kartesianoÔ ginomènou A×B. H apaÐthsh na orÐzetai
to f(x) gia k�je x ∈ A shmaÐnei oti gia k�je x ∈ A prèpei na up�rqei k�poio stoiqeÐo (x, y)
sto sÔnolo. H monadikìthta tou f(x) shmaÐnei oti to y prèpei na eÐnai monadikì. T¸ra
blèpoume p¸c to sÔnolo twn diatetagmènwn zeug¸n ekfr�zei ton kanìna. Gia na broÔme
to f(x) anazhtoÔme sto sÔnolo èna zeÔgoc me pr¸to stoiqeÐo x. Ena tètoio zeÔgoc (x, y)
up�rqei kai eÐnai monadikì. Jètoume f(x) = y.

Orismìc. E�n A kai B eÐnai sÔnola, mia sun�rthsh f : A → B eÐnai èna uposÔnolo
f tou A×B, tètoio ¸ste:
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S1 E�n x ∈ A, tìte up�rqei y ∈ B tètoio ¸ste (x, y) ∈ f .

S2 Autì to y eÐnai monadikì. Dhlad  e�n x ∈ A kai up�rqoun y, z ∈ B tètoia ¸ste
(x, y) ∈ f kai (x, z) ∈ f , tìte y = z.

Mia sun�rthsh onom�zetai epÐshc apeikìnish,   metasqhmatismìc.

Blèpoume oti mÐa sun�rthsh eÐnai mia sqèsh, pou ikanopoieÐ tic idiìthtec S1 kai S2.
SÔmfwna me autìn ton orismì, h tetragwnik  sun�rthsh y = x2 sto R eÐnai to uposÔnolo
tou R× R

{(x, x2)|x ∈ R} .

Gia na epanèljoume sto sun jh orismì jètoume f(x) to monadikì stoiqeÐo y ∈ B gia to
opoÐo (x, y) ∈ f . 'Eqoume y = f(x) e�n kai mìnon e�n (x, y) ∈ f .

H paradosiak  ènnoia thc sun�rthshc dÐdei perissìterh èmfash ston trìpo me ton opoÐo
paÐrnoume to f(x) apì to x. Sta sÔgqrona Majhmatik� protimoÔme, gia ton tupikì orismì
thc genik c ènnoiac thc sun�rthshc, na mhn anaferjoÔme se autì, all� na jewr soume oti
h Ðdia h sun�rthsh dÐdei thn antistoÐqhsh, mèsw twn zeug¸n (x, f(x)). Sthn kajhmerin 
qr sh qrhsimopoioÔme ekfr�seic pio kont� sthn paradosiak  ènnoia, ìpwc:

�OrÐzoume mia sun�rthsh f : A → B mèsw thc f(x) = . . . gia k�je x ∈ A�.

Se k�je perÐptwsh oi teleÐec �. . . � antikajÐstantai apì th diadikasÐa mèsw thc opoÐac
brÐskoume to f(x) apì to x.

Autì pou prèpei na prosèqoume se k�je perÐptwsh eÐnai na elègxoume oti h diadikasÐa
�. . . � orÐzei to f(x) me monadikì trìpo, kai oti h tim  f(x) an kei sto B gia k�je x ∈ A.

Ac doÔme merik� paradeÐgmata ìpou autèc oi sunj kec den ikanopoioÔntai.

�OrÐzoume f : R→ R me f(x) =
x2 + 17x + 93

x + 1
.�

Autì den orÐzei sun�rthsh giatÐ ìtan x = −1, to kl�sma den orÐzetai, �ra h tim  f(−1) den
èqei prosdioristeÐ wc pragmatikìc arijmìc. E�n all�xoume ton orismì se f : R\{−1} → R
tìte eÐnai ent�xei.

�OrÐzoume f : {x ∈ Q|x > 0} → Q me f(x) =
√

x�,

ìpou
√

x eÐnai h jetik  tetragwnik  rÐza. Se aut n thn perÐptwsh gia k�poiec timèc tou x
sto {x ∈ Q| x > 0} h tim  thc

√
x den eÐnai rhtìc arijmìc.

� OrÐzoume f : R→ Z me f(x) = o plhsièsteroc akèraioc proc to x �.

Se aut n thn perÐptwsh h tim  f(1
2
) den orÐzetai me monadikì trìpo.

'Askhsh 3.2 Oi parak�tw sunart seic èqoun pedÐo tim¸n to R, kai pedÐo orismoÔ k�poio
uposÔnolo tou R. BreÐte se k�je perÐptwsh pio eÐnai to megalÔtero dunatì pedÐo orismoÔ.

aþ. h(x) = log x

bþ. α(v) = −v

gþ. j(β) = 1
β2−1

dþ. g(u) = log log cos u
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Genikèc idiìthtec sunart sewn
E�n f : A → B eÐnai sun�rthsh, h eikìna thc f eÐnai to uposÔnolo tou B:

f(A) = {f(x)|x ∈ A} .

H eikìna thc f sumbolÐzetai epÐshc im (f)
H eikìna thc f eÐnai to sÔnolo twn tim¸n f(x) pou paÐrnoume gia ìla ta x apì to pedÐo

orismoÔ. Den eÐnai aparaÐthto na eÐnai ìlo to pedÐo tim¸n. Gia par�deigma, e�n f : R→ R
eÐnai h sun�rthsh me timèc f(x) = x2 tìte h eikìna eÐnai to sÔnolo twn jetik¸n pragmatik¸n
arijm¸n mazÐ me to mhdèn (to sÔnolo twn mh arnhtik¸n pragmatik¸n arijm¸n), kai ìqi ìlo
to pedÐo tim¸n R.

H èlleiyh summetrÐac ston orismì thc sun�rthshc mporeÐ na faneÐ par�xenh. ApaitoÔme
na orÐzetai to f(x) gia k�je x ∈ A, all� den apaitoÔme k�je b ∈ B na eÐnai thc morf c f(x)
gia k�poio x. O lìgoc gi� autì eÐnai praktikìc: ìtan qrhsimopoioÔme mia sun�rthsh prèpei
na xèroume e�n orÐzetai. H akrib c gn¸sh tou pedÐou orismoÔ eÐnai loipìn anagkaÐa. EÐnai
ligìtero shmantikì na gnwrÐzoume akrib¸c pou brÐskontai oi timèc f(x), kai mporoÔme na
dialèxoume to pedÐo tim¸n an�loga me thn perÐptwsh (upì ton ìro oti h eikìna perièqetai
sto pedÐo tim¸n). Gia par�deigma, e�n f : N→ R eÐnai h sun�rthsh me timèc f(n) = 3

√
n!,

h eikìna thc f eÐnai to sÔnolo twn kubik¸n riz¸n twn paragontik¸n

{1, 3
√

2,
3
√

6,
3
√

24,
3
√

120, . . .} .

EÐnai aploÔstero na orÐsoume mÐa sun�rthsh qrhsimopoi¸ntac k�poio eurÔ pedÐo tim¸n, kai
na af soume to er¸thma poiì akrib¸c komm�ti tou pedÐou tim¸n apoteleÐ h eikìna gia thn
perÐptwsh pou to qreiastoÔme.

Prèpei na parathr soume oti, mil¸ntac austhr�, den mporoÔme na anaferìmaste �sto�
pedÐo tim¸n miac sun�rthshc. JewreÐste gia par�deigma tic sunart seic

f : R→ R f(x) = x2,
g : R→ R+ g(x) = x2,

(3.1)

ìpou R+ = {x ∈ R|x ≥ 0}. H pr¸th èqei pedÐo tim¸n R, h deÔterh R+. Omwc o tupikìc
orismìc miac sun�rthshc wc sÔnolo diatetagmènwn zeug¸n dÐdei kai gia tic dÔo peript¸seic
to Ðdio sÔnolo zeug¸n {(x, x2)|x ∈ R}. Oi sunart seic f kai g eÐnai Ðsec.

To pedÐo tim¸n miac sun�rthshc den eÐnai saf¸c prosdiorismèno. Opoiod pote sÔnolo
perièqei thn eikìna thc sun�rthshc mporeÐ na jewrhjeÐ wc pedÐo tim¸n. To pedÐo orismoÔ,
antijètwc, eÐnai monadik� prosdiorismèno.

MporoÔme na xeper�soume aut n thn as�feia orÐzontac mia sun�rthsh na eÐnai mia diate-
tagmènh tri�da (f, A, B) kai ìqi apl¸c to sÔnolo twn zeug¸n f . Se orismènouc kl�douc
twn majhmatik¸n autì eÐnai aparaÐthto, all� ed¸ ja protim soume na deqjoÔme thn as�feia
tou aploÔsterou orismoÔ. O sumbolismìc f : A → B prosdiorÐzei se poiì pedÐo tim¸n
anaferìmaste se k�je perÐptwsh.

Gia na parast soume sunart seic f : R → R suqn� qrhsimopoioÔme to gr�fhma. Gia
sunart seic metaxÔ �llwn sunìlwn eÐnai sun jwc protimìterh mia par�stash thc morf c
tou Sq matoc 3.1.

Gia k�je x ∈ A h tim  f(x) brÐsketai sto �kro tou antÐstoiqou bèlouc. Oi sunj kec
tou orismoÔ thc sun�rthshc se aut n th grafik  par�stash eÐnai:
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Sq ma 3.1: Par�stash sun�rthshc me bèlh.

S1' Akrib¸c èna bèloc xekin�ei apì k�je stoiqeÐo tou A,

S2' Ola ta bèlh katal goun se stoiqeÐa tou B.

Aut  h grafik  par�stash, ìpwc kai ta diagr�mmata Venn, eÐnai qr simh se apl� paradeÐg-
mata.

Se aut n thn par�stash h eikìna thc f apoteleÐtai apì ta stoiqeÐa tou B sta opoÐa
katal goun bèlh, Sq ma 3.2.

Sq ma 3.2: H eikìna thc sun�rthshc f .

H eikìna ja eÐnai ìlo to sÔnolo B e�n k�je stoiqeÐo tou B brÐsketai sto tèloc k�poiou
bèlouc.

'Askhsh 3.3 ProsdiorÐste thn eikìna gia tic akìloujec sunart seic f : R→ R.

aþ. f(x) = x3
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bþ. f(x) = x− 4

gþ. f(x) = ex + 3

dþ. f(x) =
{

1/x e�n x 6= 0
0 e�n x = 0

Orismìc. Lème oti mia sun�rthsh f : A → B eÐnai epeikonik  (  epÐ tou B,   oti
eÐnai mÐa epeikìnish) e�n k�je stoiqeÐo tou B eÐnai thc morf c f(x) gia k�poio x ∈ A.

Autì sumbaÐnei akrib¸c ìtan isqÔei f(A) = B. E�n mia sun�rthsh eÐnai   ìqi epeikonik 
exart�tai apì thn epilog  tou pedÐou tim¸n, h opoÐa prèpei na eÐnai saf c apì ta sum-
frazìmena, ìpwc sth fr�sh �f : A → B eÐnai epeikonik � (  �f eÐnai epÐ tou B�), ìpou to
pedÐo tim¸n eÐnai to sÔnolo B. Etsi, apì tic sunart seic f kai g sthn (3.1) h f den eÐnai
epeikonik , en¸ h g eÐnai.

E�n kanèna stoiqeÐo tou B den brÐsketai sto tèloc dÔo diaforetik¸n bel¸n, èqoume èna
�llo shmantikì eÐdoc sun�rthshc:

Orismìc. Lème oti mia sun�rthsh f : A → B eÐnai eneikonik  (  èna proc èna  
oti eÐnai mia eneikìnish) e�n, gia k�je x, y ∈ A, ìtan f(x) = f(y), tìte x = y.

Se aut n thn perÐptwsh h epilog  tou pedÐou tim¸n den dhmiourgeÐ kanèna prìblhma:
e�n mia sun�rthsh eÐnai eneikonik  me mia epilog  pedÐou tim¸n èqei thn Ðdia idiìthta kai me
k�je �llh epilog . Ac doÔme k�poia paradeÐgmata:

1. f : R→ R, ìpou f(x) = x2. Aut  den eÐnai eneikonik , afoÔ f(1) = 1 = f(−1) all�
1 6= −1.

2. h : R+ → R, ìpou h(x) = x2. Aut  eÐnai eneikonik : e�n x kai y eÐnai mh arnhtikoÐ
pragmatikoÐ arijmoÐ kai x2 = y2 tìte 0 = x2−y2 = (x−y)(x+y), �ra eÐte x−y = 0
opìte x = y, eÐte x + y = 0 pou gia x kai y mh arnhtikoÔc sunep�getai x = 0 = y.
Se k�je perÐptwsh x = y.

3. f : R \ {0} → R, ìpou f(x) = 1/x. Aut  eÐnai eneikonik : e�n 1/x = 1/y tìte
x = y.

Oi �kalÔteres� sunart seic eÐnai autèc pou èqoun kai tic dÔo idiìthtec:

Orismìc. Lème oti mia sun�rthsh f : A → B eÐnai amfimonos manth (  am-
feikonik ) e�n eÐnai eneikonik  kai epeikonik .

Aut  h idiìthta exart�tai apì thn epilog  tou pedÐou tim¸n. Profan¸c h f : A → B
eÐnai amfimonos manth e�n kai mìnon e�n k�je b ∈ B eÐnai thc morf c b = f(x) gia èna
monadikì x ∈ A.

'Oloi oi dunatoÐ sunduasmoÐ twn idiot twn eneikìnishc kai epeikìnishc mporoÔn na em-
fanistoÔn, ìpwc deÐqnei to Sq ma 3.3.

Mia polÔ apl  kai polÔ shmantik  sun�rthsh, pou orÐzetai se k�je sÔnolo, eÐnai h
tautotik  sun�rthsh iA : A → A h opoÐa orÐzetai wc iA(a) = a gia k�je a ∈ A. H iA
eÐnai profan¸c amfimonos manth.

'Askhsh 3.4 Gia k�je mÐa apì tic sunart seic thc 'Askhshc 3.3, breÐte e�n eÐnai

aþ. eneikonik 
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Sq ma 3.3: ParadeÐgmata sunart sewn.

bþ. epeikonik  epÐ tou R

gþ. amfimonos manth.

'Askhsh 3.5 D¸ste paradeÐgmata sunart sewn f : Z→ Z pou na eÐnai:

aþ. oÔte eneikonik , oÔte epeikonik ,

bþ. eneikonik , all� ìqi epeikonik ,

gþ. epeikonik , all� ìqi eneikonik ,

dþ. eneikonik  kai epeikonik .

Prosèxte oti h eikìna thc f prèpei na perièqetai sto Z.

To gr�fhma miac sun�rthshc
Eqoume dÔo diaforetikoÔc trìpouc na parast soume grafik� sunart seic apì to R sto R.
To gr�fhma thc sun�rthshc kai thn par�stash me bèlh. EÐnai endiafèron na sugkrÐnoume
tic dÔo parast�seic. Gia th sun�rthsh f(x) = x2, (x ∈ R), h par�stash me bèlh èqei th
morf  tou Sq matoc 3.4.

MporoÔme na sqedi�soume thn par�stash kalÔtera e�n topojet soume to A orizìntia
¸ste na sumpÐptei me to B sto 0, ìpwc sto Sq ma 3.5.

An periorÐsoume ta bèlh na eÐnai mìnon orizìntia   katakìrufa èqoume thn par�stash
tou Sq matoc 3.6.

Se autì to sq ma eÐnai fanerì oti to shmantikì eÐnai to shmeÐo sto opoÐo up�rqei h
gwnÐa se k�je bèloc. Kaj¸c metab�loume to x ìlec oi gwnÐec brÐskontai se mÐa kampÔlh,
ìpwc sto Sq ma 3.7, kai e�n afairèsoume ta bèlh, h kampÔlh pou emfanÐzetai sto Sq ma
3.8 eÐnai akrib¸c to gr�fhma thc sun�rthshc f .
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Sq ma 3.4: Par�stash thc sun�rthshc f(x) = x2 me bèlh, I.

Sq ma 3.5: Par�stash thc sun�rthshc f(x) = x2 me bèlh, II.

AntÐstrofa, sto gr�fhma mporoÔme na prosjèsoume ta bèlh: arqÐzoume sto x ∈ A
kai kinoÔmaste katakìrufa mèqri na sunant soume to gr�fhma, katìpin orizìntia mèqri na
sunant soume to B. Autì to shmeÐo ja eÐnai to f(x).

Ti parist�nei to gr�fhma thc sun�rthshc sÔmfwna me th jewrÐa sunìlwn? To epÐpedo
eÐnai to R × R, kai h gwnÐa sto bèloc apì to x sto f(x) brÐsketai sto shmeÐo (x, f(x)).
Ara to gr�fhma thc f parist�nei to sÔnolo

{(x, f(x))|x ∈ R} .

All� autì eÐnai akrib¸c o tupikìc orismìc thc Ðdiac thc sun�rthshc f . Sqedi�zontac to
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Sq ma 3.6: Par�stash thc sun�rthshc f(x) = x2 me bèlh, III.

Sq ma 3.7: Par�stash thc sun�rthshc f(x) = x2 me bèlh, IV.

R× R san to epÐpedo, to gr�fhma prokÔptei wc h fusik  par�stash thc sun�rthshc f .
Gia mia genik  sun�rthsh f : A → B èqoume mia an�logh eikìna. Prèpei na sqedi�soume

to A × B, kai na qrhsimopoi soume autì antÐ tou epipèdou. E�n A = {a, b, c} kai B =
{p, q}, kai f(a) = q, f(b) = p, f(c) = q, h f èqei to �gr�fhma� pou emfanÐzetai sto Sq ma
3.9.

Kat� analogÐa, to gr�fhma miac sun�rthshc apì to R sto R ja èprepe na èqei th morf 
tou Sq matoc 3.10, all� h paradosiak  par�stash, me touc �xonec sqediasmènouc mèsa
sto epÐpedo, eÐnai pio sunhjismènh kai praktik . Prèpei ìmwc na jumìmaste oti oi �xonec
den apoteloÔn mèroc tou graf matoc, all� qrhsimeÔoun wc deÐktec gia ta shmeÐa (x, y)
tou epipèdou.
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Sq ma 3.8: To gr�fhma thc sun�rthshc f(x) = x2.

Sq ma 3.9: Gr�fhma sun�rthshc.

Sq ma 3.10: Gr�fhma sun�rthshc.
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SÔnjesh sunart sewn
E�n f : A → B kai g : C → D eÐnai dÔo sunart seic, kai h eikìna thc f eÐnai uposÔnolo
tou C, tìte mporoÔme na sunjèsoume thn f kai th g, efarmìzontac pr¸ta thn f kai
met� th g.

Sq ma 3.11: SÔnjesh sunart sewn.

Tupik�, e�n ikanopoioÔntai oi parap�nw upojèseic, orÐzoume th sun�rthsh

g ◦ f : A → D

me
(g ◦ f) (x) = g(f(x)) .

H upìjesh oti f(A) ⊆ C eÐnai aparaÐthth gia na elègxoume oti èqoume orÐsei mia sun�rthsh
apì to A sto D, pr�gma pou den parousi�zei duskolÐa.

Mia shmantik  idiìthta thc sÔnjeshc sunart sewn eÐnai h prosetairistikìthta:

Prìtash 3.1 E�n f : A → B, g : C → D kai h : E → F eÐnai sunart seic, tètoiec
¸ste h eikìna thc f eÐnai uposÔnolo tou C kai h eikìna thc g eÐnai uposÔnolo tou E, tìte
orÐzontai oi dÔo sunart seic

h ◦ (g ◦ f) : A → F

(h ◦ g) ◦ f : A → F

kai eÐnai Ðsec.

Apìdeixh. EÔkola elègqoume oti ikanopoioÔntai oi sunj kec ¸ste na orÐzontai oi dÔo
sunart seic. Lègontac oti oi sunart seic eÐnai Ðsec ennooÔme oti ta dÔo uposÔnola tou
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A × F pou orÐzoun tic sunart seic eÐnai Ðsa. Autì shmaÐnei oti gia k�je x ∈ A oi dÔo
sunart seic paÐrnoun thn Ðdia tim . Pr�gmati

(h ◦ (g ◦ f)) (x) = h ((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))) ,

((h ◦ g) ◦ f) (x) = (h ◦ g) (f(x)) = h(g(f(x))) .

¤
'Askhsh 3.6 DÐdontai oi sunart seic f, g kai h apì touc fusikoÔc arijmoÔc stouc
fusikoÔc arijmoÔc, pou orÐzontai apì:

aþ. f(n) = n + 1

bþ. g(n) = 2n

gþ. h(n) =

{
0 e�n n eÐnai �rtioc
1 e�n n eÐnai perittìc

KajorÐste tic sunart seic f ◦ f , f ◦ g, g ◦ f , g ◦ h, h ◦ g kai (f ◦ g) ◦ h.

'Askhsh 3.7 DÐdontai sunart seic f kai g tètoiec ¸ste na orÐzetai h sÔnjesh g ◦ f .
DeÐxte oti

aþ. E�n h g ◦ f eÐnai epeikonik , tìte h g eÐnai epeikonik .

bþ. E�n h g ◦ f eÐnai eneikonik , tìte h f eÐnai eneikonik .

gþ. BreÐte paradeÐgmata sunart sewn f kai g gia na deÐxete oti den isqÔoun oi antÐstro-
fec sunepagwgèc, dhlad  oti e�n h g eÐnai epeikonik    e�n h f eÐnai eneikonik , den
isqÔei upoqrewtik� to Ðdio gia th sÔnjesh g ◦ f .

'Askhsh 3.8 E�n f : A → B kai g : B → C eÐnai amfimonos mantec, deÐxte oti
g ◦ f : A → C eÐnai amfimonos manth.

AntÐstrofec Sunart seic
Suqn� skeftìmaste oti h sun�rthsh f : A → B paÐrnei èna stoiqeÐo x ∈ A kai tou k�nei
k�ti gia na katal xei me to f(x) ∈ B. Merikèc forèc mporoÔme na broÔme mia sun�rthsh
pou k�nei to antÐstrofo kai anaireÐ autì pou èkane h f .

Orismìc. JewroÔme mia sun�rthsh f : A → B. Tìte h sun�rthsh g : B → A
onom�zetai antÐstrofh sun�rthsh thc f e�n

1. g(f(x)) = x gia k�je x ∈ A kai

2. f(g(y)) = y gia k�je y ∈ B.

Prosèxte oti oi dÔo sunj kec gr�fontai, isodÔnama, wc g ◦ f = iA kai f ◦ g = iB.
Sto akìloujo sq ma h f parist�netai me apl� bèlh kai h g me dipl�.
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Sq ma 3.12: AntÐstrofh sun�rthsh.

Je¸rhma 3.2 Mia sun�rthsh f : A → B èqei antÐstrofh sun�rthsh e�n kai mìno e�n
h f eÐnai amfimonos manth.

Apìdeixh. Upojètoume oti h f èqei antÐstrofh sun�rthsh g. Gia na apodeÐxoume oti
h f eÐnai eneikonik , upojètoume oti f(x) = f(y). Tìte x = g(f(x)) = g(f(y)) = y,
�ra h f eÐnai pr�gmati eneikìnish. Gia na apodeÐxoume oti h f eÐnai epeikonik , jewroÔme
y ∈ B. Tìte y = f(g(y)), �ra to y eÐnai thc morf c f(x), gia x = g(y). Sunep¸c h f eÐnai
epeikìnish.

AntÐstrofa, upojètoume oti h f eÐnai amfimonos manth. Tìte, afoÔ h f eÐnai epeikonik ,
gia k�je y ∈ B up�rqei x ∈ A tètoio ¸ste y = f(x). Efìson h f eÐnai eneikonik , autì to
x eÐnai monadikì. OrÐzoume th sun�rthsh g : B → A me g(y) = x. H g eÐnai h antÐstrofh
sun�rthsh thc f .

¤
H antÐstrofh sun�rthsh, e�n up�rqei, eÐnai monadik : upojètoume oti g kai h eÐnai

antÐstrofec sunart seic thc f : A → B. Tìte, gia k�je y ∈ B, up�rqei monadikì x ∈ A
tètoio ¸ste y = f(x), kai

g(y) = g(f(x)) = x = h(f(x)) = h(y) .

Sunep¸c g = h.
Thn antÐstrofh sun�rthsh thc f : A → B th sumbolÐzoume f−1 : B → A. ParathreÐste

oti e�n jewr soume thn f wc mÐa sqèsh metaxÔ twn stoiqeÐwn tou A kai tou B, tìte h
antÐstrofh sun�rthsh f−1 eÐnai akrib¸c h antÐstrofh sqèsh metaxÔ twn stoiqeÐwn tou B
kai tou A.

Par�deigma 3.1 f : R → R, f(x) = x3. Aut  eÐnai amfimonos manth, kai èqei
antÐstrofh sun�rthsh g : R→ R, g(x) = 3

√
x.

Par�deigma 3.2 f : R → R, f(x) = x2. Den eÐnai oÔte eneikonik  oÔte epeikonik ,
�ra den èqei antÐstrofh sun�rthsh. TÐ sumbaÐnei me tic tetragwnikèc rÐzec? MporoÔme
na jewr soume thn amfimonos manth sun�rthsh f me pedÐo orismoÔ kai pedÐo tim¸n to
R+ = {x ∈ R | x ≥ 0}. Tìte h f èqei antÐstrofo g(x) =

√
x (th jetik  tetragwnik  rÐza).

Par�deigma 3.3 Upojètoume gnwstèc k�poiec idiìthtec thc ekjetik c kai thc log-
arijmik c sun�rthshc. JewroÔme th sun�rthsh f : R → R, f(x) = ex. Aut  eÐnai
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eneikonik , giatÐ e�n ex = ey tìte ex−y = 1 �ra x − y = 0 kai sunep¸c x = y. 'Omwc den
eÐnai epeikonik , kai sunep¸c den èqei antÐstrofh sun�rthsh. MporoÔme ìmwc na jewr -
soume th sun�rthsh f : R → R# ìpou R# = {x ∈ R| x > 0} kai f(x) = ex. T¸ra h f
eÐnai amfimonos manth, kai h g : R# → R, g(y) = log y eÐnai h antÐstrofh sun�rthsh.

Par�deigma 3.4 Upojètoume gnwstèc k�poiec idiìthtec twn trigwnometrik¸n sunart -
sewn. JewroÔme thn f : R → R, f(x) = sin x. Aut  den eÐnai oÔte epeikonik  oÔte
eneikonik , �ra den èqei antÐstrofh sun�rthsh. P¸c ja orÐsoume to tìxo hmitìnou,
arcsin? E�n orÐsoume arcsin y wc to monadikì arijmì x me −π/2 ≤ x ≤ π/2 tètoion
¸ste sin x = y, tìte èqoume sin(arcsin y) = y, all� den isqÔei arcsin(sin x) = x. Gia
par�deigma, arcsin(sin 6π) = arcsin 0 = 0 6= 6π .

Merikèc forèc lègetai oti h arcsin eÐnai pleiìtimh, dhlad  oti oi timèc thc den eÐnai
monadik� orismènec. SÔmfwna me ton orismì thc sun�rthshc pou d¸same, tìte den mporeÐ
na eÐnai sun�rthsh.

H kalÔterh lÔsh eÐnai na jewr soume thn

f : {x ∈ R| − π/2 ≤ x ≤ π/2} → {x ∈ R| − 1 ≤ x ≤ 1}, f(x) = sin x .

Tìte h f eÐnai amfimonos manth, kai arcsin eÐnai antÐstrofh sun�rthsh aut c thc sun�r-
thshc.

'Askhsh 3.9 Gia th sun�rthsh thc 'Askhshc 3.1, se tÐ mon�dec ekfr�zetai h posìthta
g−1(8)?

Prìtash 3.3 E�n f : A → B kai g : B → C eÐnai amfimonos mantec, tìte g◦f : A → C
eÐnai amfimonos manth kai

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 .

Apìdeixh. GnwrÐzoume oti g ◦ f eÐnai amfimonos manth, ('Askhsh 3.8). EpalhjeÔoume
oti f−1 ◦ g−1 eÐnai h antÐstrofh sun�rthsh, (dec Sq ma 3.13). 'Eqoume

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = f−1 ◦ (g−1 ◦ (g ◦ f))

= f−1 ◦ ((g−1 ◦ g) ◦ f)

= f−1 ◦ (iB ◦ f)

= f−1 ◦ f

= iA .

Parìmoia deÐqnoume oti (g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = iC .
¤

Dexi� kai arister� antÐstrofa
EÐdame oti mia sun�rthsh f : A → B èqei antÐstrofh sun�rthsh mìnon ìtan eÐnai amfi-
monos manth. Merikèc forèc mporoÔme na broÔme mÐa sun�rthsh pou na antistrèfei thn f
mìnon apì th mia pleur�.

Orismìc. JewroÔme mia sun�rthsh f : A → B. Tìte h sun�rthsh g : B → A
onom�zetai
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Sq ma 3.13: AntÐstrofh sun�rthsh sÔnjeshc sunart sewn.

1. aristerì antÐstrofo thc f e�n g(f(x)) = x gia k�je x ∈ A,

2. dexiì antÐstrofo thc f e�n f(g(y)) = y gia k�je y ∈ B.

Prosèxte oti autèc oi sunj kec gr�fontai, isodÔnama, wc

1. H g eÐnai aristerì antÐstrofo thc f e�n g ◦ f = iA,

2. H g eÐnai dexiì antÐstrofo thc f e�n f ◦ g = iB,

Je¸rhma 3.4 Mia sun�rthsh f : A → B èqei

1. aristerì antÐstrofo e�n kai mìnon e�n eÐnai eneikonik ,

2. dexiì antÐstrofo e�n kai mìnon e�n eÐnai epeikonik ,

Apìdeixh. 1. Upojètoume oti h f èqei aristerì antÐstrofo g. Gia na apodeÐxoume oti h
f eÐnai eneikonik , upojètoume oti f(x) = f(y). Tìte x = g(f(x)) = g(f(y)) = y, �ra h f
eÐnai pr�gmati eneikìnish.

AntÐstrofa, upojètoume oti h f eÐnai eneikonik . E�n y ∈ B kai y = f(x), orÐzoume
g(y) = x. Efìson h f eÐnai eneikonik , autì to x eÐnai monadikì. E�n to y den an kei
sthn eikìna thc f , tìte den up�rqei tètoio x; Dialègoume opoiod pote a ∈ A kai orÐzoume
g(y) = a. Me autìn ton trìpo to g(y) orÐzetai gia k�je y ∈ B kai g : B → A eÐnai
sun�rthsh. All�, apì ton orismì, g(f(x)) = x, �ra h g eÐnai aristerì antÐstrofo.

2. Upojètoume oti h f èqei dexiì antÐstrofo g. E�n y ∈ B tìte y = f(g(y)), �ra to y
eÐnai thc morf c f(x), gia x = g(y). Sunep¸c h f eÐnai epeikìnish.

AntÐstrofa, upojètoume oti h f eÐnai epeikonik , kai jewroÔme y ∈ B. Tìte y = f(x)
gia k�poio q ∈ A, Ðswc ìqi monadikì. Gia k�je y ∈ B orÐzoume g(y) na eÐnai k�poio stoiqeÐo
tou A tètoio ¸ste f(g(y)) = y. Tìte g eÐnai sun�rthsh kai eÐnai dexiì antÐstrofo thc f .

¤
Par�deigma 3.5 f : R → R, f(x) = x2. Den eÐnai oÔte eneikonik  oÔte epeikonik ,
�ra den èqei antÐstrofo kanenìc eÐdouc. MporoÔme na k�noume thn f epeikonik  e�n jewr -
soume wc pedÐo tim¸n to R+ = {x ∈ R |x ≥ 0}. T¸ra h f èqei dexiì antÐstrofo g(x) =

√
x
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(th jetik  tetragwnik  rÐza). H g den eÐnai ìmwc aristerì antÐstrofo afoÔ
√

x2 = x e�n x ≥ 0 kai
√

x2 = −x > 0 e�n x < 0 .

Par�deigma 3.6 JewroÔme thn apeikìnish f : C→ R pou orÐzetai me f(z) = 1
2
(z + z̄).

Aut  den eÐnai amfimonos manth, all� eÐnai epeikonik . H sun�rthsh g : R → C pou
orÐzetai me g(x) = x + i0 ∈ C eÐnai aristerì antÐstrofo: f ◦ g(x) = 1

2
(x + x) = x.

Prìtash 3.5 E�n mia sun�rthsh èqei aristerì kai dexiì antÐstrofo, tìte èqei antÐstrofh
sun�rthsh, kai k�je dexiì   aristerì antÐstrofo eÐnai Ðso me aut n.

Apìdeixh. E�n h f : A → B èqei aristerì kai dexiì antÐstrofo, tìte h f eÐnai amfi-
monos manth, kai èqei antÐstrofh sun�rthsh f−1. E�n g eÐnai èna aristerì antÐstrofo,
tìte

g = g ◦ iB = g ◦ (f ◦ f−1) = (g ◦ f) ◦ f−1 = iA ◦ f−1 = f−1 .

Parìmoia, e�n h eÐnai èna dexiì antÐstrofo tìte h = f−1.
¤

Eikìna kai antÐstrofh eikìna uposunìlwn
E�n f : A → B eÐnai sun�rthsh,

1. Gia k�je uposÔnolo U ⊆ A, orÐzoume thn eikìna tou U mèsw thc f wc to uposÔnolo
tou B pou apoteleÐtai akrib¸c apì ta stoiqeÐa sta opoÐa apeikonÐzontai ta stoiqeÐa
tou U . Thn eikìna tou U mèsw thc f ja sumbolÐzome, proswrin�, me f+(U) :

U ⊆ A, f+(U) = {f(x) |x ∈ U} ⊆ B.

2. Gia k�je uposÔnolo Y ⊆ B, orÐzoume thn antÐstrofh eikìna tou Y mèsw thc f
wc to uposÔnolo tou A pou apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa tou A ta opoÐa apeikonÐ-
zontai se stoiqeÐa tou Y . Thn antÐstrofh eikìna tou Y mèsw thc f ja sumbolÐzome,
proswrin�, me f−(Y ) :

Y ⊆ B, f−(Y ) = {x ∈ A | f(x) ∈ Y } .

H eikìna kai h antÐstrofh eikìna orÐzontai gia k�je sun�rthsh kai gia k�je uposÔnolo
tou pedÐou orismoÔ   tou pedÐou tim¸n, antÐstoiqa. Eidikìtera, prosèxte oti h antÐstrofh
eikìna orÐzetai anex�rthta apì to e�n h f èqei antÐstrofh sun�rthsh.

Par�deigma 3.7 JewroÔme ta sÔnola A = {a, b, c, d} kai B = {p, q, r} kai th
sun�rthsh f : A → B pou dÐdetai sto Sq ma 3.14, kaj¸c kai ta uposÔnola U =
{a, b, c} ⊆ A kai V = {p, q} ⊆ B.
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Sq ma 3.14: Eikìnec kai antÐstrofec eikìnec.

Parathr ste oti isqÔoun oi akìloujec isìthtec.

f+ ({a}) = {p} = f+ ({c})
f+ ({b}) = {q}

f+ ({a, b}) = {p, q} = f+ ({b, c})
f− ({p}) = {a, c}
f− ({q}) = {b, d}
f− ({r}) = ∅

f+ (U) = {p, q} = V

f− (V ) = A 6= U.

Eidikìtera prosèxte oti f+ (U ∩ {d}) 6= f+(U) ∩ f+({d}).
MporoÔme na jewr soume thn f+ kai thn f− wc sunart seic sta sÔnola twn uposunìl-

wn tou A kai tou B antÐstoiqa:

f+ : P(A) → P(B)

f− : P(B) → P(A)

Prosèxte oti, par� thn onomasÐa thc, h f− den eÐnai en gènei h antÐstrofh sun�rthsh thc
f+ : P(A) → P(B), ìpwc faÐnetai apì to par�deigma 3.7:

f+ ({a}) = {p} all� f− ({p}) = {a, c}.

Prìtash 3.6 E�n f : A → B eÐnai sun�rthsh, oi sunart seic f+ : P(A) → P(B) kai
f− : P(B) → P(A) èqoun tic akìloujec idiìthtec: E�n U, V ⊆ A kai X, Y ⊆ B,

1. f+(∅) = ∅, f−(∅) = ∅, f−(B) = A
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2. f+(U ∪ V ) = f+(U) ∪ f+(V )

3. f+(U ∩ V ) ⊆ f+(U) ∩ f+(V )

4. f−(X ∪ Y ) = f−(X) ∪ f−(X) ∪ f−(Y )

5. f−(X ∩ Y ) = f−(X) ∪ f−(X) ∩ f−(Y )

6. f−(B \ Y ) = A \ f−(Y ).

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume thn 2. E�n y ∈ f+(U ∪ V ), tìte up�rqei x ∈ U ∪ V tètoio
¸ste y = f(x). E�n x ∈ U , tìte y ∈ f+(U), en¸ e�n x ∈ V , tìte y ∈ f+(V ). Se k�je
perÐptwsh y ∈ f+(U) ∪ f+(V ). AntÐstrofa, e�n y ∈ f+(U) ∪ f+(V ), tìte up�rqei x ∈ U
tètoio ¸ste y = f(x), eÐte up�rqei x ∈ V tètoio ¸ste y = f(x). Se k�je perÐptwsh,
y ∈ f+(U ∪ V ).

Apì to par�deigma 3.7 blèpoume oti sto 3 den isqÔei en gènei h isìthta. Af noume thn
apìdeixh twn �llwn idiot twn wc �skhsh.

¤
Ed¸ qrhsimopoi same to sumbolismì f+(U) kai f−(Y ) gia eukrÐneia, all� o sumbolismìc

pou qrhsimopoioÔn oi majhmatikoÐ eÐnai

f(U) gia thn eikìna tou U ⊆ A mèsw thc f,

kai
f−1(V ) gia thn antÐstrofh eikìna tou V ⊆ B mèsw thc f

Sun jwc to nìhma tou sumbolismoÔ f   f−1 eÐnai safèc apì ta sumfrazìmena, kai den
up�rqei kÐndunoc sÔgqushc metaxÔ thc sun�rthshc f kai twn sunart sewn �eikìna mèsw
thc f �, �antÐstrofh eikìna mèsw thc f �. IdiaÐterh prosoq  qrei�zetai ìtan to V eÐnai
monosÔnolo. PolÔ suqn� oi majhmatikoÐ antÐ gia f−1 ({p}) gr�foun f−1(p) enno¸ntac thn
antÐstrofh eikìna tou monosunìlou {p}. 'Otan sunant�te autì to sumbolismì den prèpei
na jewr sete oti h f eÐnai antistrèyimh sun�rthsh ektìc e�n autì gÐnetai safèc apì ta
sumfrazìmena.

'Askhsh 3.10 E�n f : A → B eÐnai sun�rthsh, kai U, V ⊆ A, X, Y ⊆ B, deÐxte oti

aþ. f(∅) = ∅, f−1(∅) = ∅, f−1(B) = A

bþ. f(U ∩ V ) ⊆ f(U) ∩ f(V )

gþ. E�n f eÐnai eneikìnish, tìte f(U ∩ V ) = f(U) ∩ f(V )

dþ. f−1(X ∪ Y ) = f−1(X) ∪ f−1(Y )

eþ. f−1(X ∩ Y ) = f−1(X) ∩ f−1(Y )

�þ. f−1(B \X) = A \ f−1(X)
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Periorismìc
E�n f : A → B eÐnai sun�rthsh kai X eÐnai uposÔnolo tou A, orÐzoume th sun�rthsh

f |X : X → B

pou onom�zetai periorismìc thc f sto X, me

f |X (x) = f(x) (x ∈ X) .

Aut  diafèrei apì thn f mìnon eic to oti agnooÔme ta x pou den an koun sto X. ParathroÔme
oti h eikìna f(X) tou sunìlou X eÐnai h eikìna thc periorismènhc sun�rthshc, im (f |X).

O periorismìc eÐnai mia m�llon tetrimmènh pr�xh stic sunart seic. EÐnai qr simh kurÐwc
gia na esti�soume thn prosoq  mac sth sumperifor� thc f sto uposÔnolo X. Merikèc
forèc autì eÐnai qr simo: sto par�deigma 3.4 parathr same oti h sin : R → I, ìpou I =
{x ∈ R| − 1 ≤ x ≤ 1}, den eÐnai amfimonos manth. E�n X = {x ∈ R| − π/2 ≤ x ≤ π/2},
o periorismìc sin|X : X → I eÐnai amfimonos manth sun�rthsh.

O periorismìc thc tautotik c apeikìnishc iA : A → A se èna uposÔnolo X ⊆ A dÐdei
thn emfÔteush

iA|X : X → A

gia thn opoÐa iA|X (x) = x gia k�je x ∈ X. Aut  eÐnai h Ðdia sun�rthsh me thn iX all�
me eurÔtero pedÐo tim¸n.

AkoloujÐec kai n-�dec
MporoÔme na qrhsimopoi soume tic sunart seic gia na dieukrinÐsoume orismènec ènnoiec.
Eqoume orÐsei diatetagmèna zeÔgh, diatetagmènec tri�dec, klp. all� den èqoume èna genikì
orismì.

JewroÔme to sÔnolo Xn = {1, 2, 3, . . . , n} = {x ∈ N| 1 ≤ x ≤ n}. E�n S eÐnai èna
sÔnolo, mia diatetagmènh n-�da stoiqeÐwn tou S,   peperasmènh akoloujÐa sto
S, mporeÐ na oristeÐ wc mÐa sun�rthsh

f : Xn → S .

Me autìn ton trìpo prosdiorÐzoume ta stoiqeÐa f(1), f(2), f(3), . . . , f(n) tou S. An al-
l�xoume to sumbolismì se (f1, f2, . . . , fn) blèpoume oti dÔo diatetagmènec n-�dec (f1, f2, . . . , fn)
kai (g1, g2, . . . , gn) eÐnai Ðsec e�n kai mìnon e�n f1 = g1, f2 = g2, . . . , fn = gn. Autì eÐnai
pou jèloume na isqÔei gia diatetagmènec n-�dec.

Parìmoia, mia akoloujÐa a1, a2, . . . sto S mporeÐ na oristeÐ wc mia sun�rthsh

f : N→ S

ìpou jètoume f(n) = an.
Sthn perÐptwsh twn diatetagmènwn zeug¸n, autìc o orismìc tupik� dÐdei diaforetik�

antikeÐmena apì ton orismì tou Kuratowski, all� èqei p�li thn idiìthta oti (f1, f2) =
(g1, g2) e�n kai mìnon e�n f1 = g1 kai f2 = g2, pou eÐnai autì pou zht�me.
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Sunart seic poll¸n metablht¸n
Ston Apeirostikì Logismì sunant�me �sunart seic dÔo metablht¸n� ìpwc

f(x, y) = x2 − 3y3 + cos xy (x, y ∈ R) .

EÐnai polÔ eÔkolo t¸ra na orÐsoume austhr� autèc tic ènnoiec. H parap�nw f eÐnai mia
sun�rthsh pou orÐzetai sto sÔnolo twn diatetagmènwn zeug¸n (x, y), dhlad 

f : R× R→ R .

Genikìtera, e�n A kai B eÐnai sÔnola, mia sun�rthsh dÔo metablht¸n a ∈ A kai b ∈ B eÐnai
mia sun�rthsh pou orÐzetai sto A×B   se èna uposÔnolì tou. Parìmoia, sunart seic n
metablht¸n eÐnai apl¸c sunart seic pou orÐzontai se èna sÔnolo diatetagmènwn n-�dwn.

DimeleÐc pr�xeic
Mia dimel c pr�xh se èna sÔnolo A eÐnai apl� mia sun�rthsh f : A×A → A. Eqoume
poll� paradeÐgmata tètoiwn antikeimènwn.

Par�deigma 3.8

1. Prìsjesh sto N, α : N× N→ N, α(x, y) = x + y.

2. Pollaplasiasmìc sto N, µ : N× N→ N, µ(x, y) = xy.

3. AfaÐresh sto Z, σ : Z× Z→ Z, σ(x, y) = x− y.

4. Sto dunamosÔnolo P(X) enìc sunìlou X orÐzoume th dimel  pr�xh �ènwsh�, u :
P(X)×P(X) → P(X), u(Y1, Y2) = Y1 ∪ Y2.

5. E�n X eÐnai èna sÔnolo, jewroÔme to sÔnolo M ìlwn twn sunart sewn apì to X
sto X, ètsi ¸ste f ∈ M shmaÐnei f : X → X. OrÐzoume th dimel  pr�xh thc
sÔnjeshc sunart sewn, c : M ×M → M, c(g, f) = g ◦ f .

Gia tic perissìterec dimeleÐc pr�xeic pou qrhsimopoioÔntai sta majhmatik� èqei kajier-
wjeÐ ènac sumbolismìc thc morf c x◦y gia to f(x, y). Gi� autì sun jwc sumbolÐzoume mia
dimel  pr�xh ◦ : A × A → A kai thn eikìna ◦(x, y) me x ◦ y. Suqn� onom�zoume to x ◦ y
ginìmeno   sÔnjesh twn x kai y. Se merikèc peript¸seic to endi�meso sÔmbolo katargeÐtai,
ìpwc ston pollaplasiasmì xy,   sth sÔnjesh sunart sewn, pou suqn� gr�foume gf antÐ
gia g ◦ f .

Se mia genik  dimel  pr�xh den perimènoume na isqÔei x ◦ y = y ◦ x. Gia par�deigma, h
afaÐresh: 2− 1 6= 1− 2.

E�n x ◦ y = y ◦ x gia k�je x, y ∈ A, lème oti h dimel c pr�xh eÐnai metajetik . Sta
paradeÐgmata 1, 2 kai 4 oi dimeleÐc pr�xeic eÐnai metajetikèc. Sto par�deigma 5 den eÐnai
metajetik  e�n to X èqei perissìtera apì èna stoiqeÐa.

E�n den gnwrÐzoume oti h pr�xh eÐnai metajetik , eÐnai shmantikì na diathroÔme th
di�taxh twn ìrwn sto ginìmeno. MporoÔme na epekteÐnoume tètoia ginìmena se treÐc  
perissìterouc ìrouc. E�n x, y, z ∈ A to ginìmeno x ◦ y ∈ A kai mporoÔme na p�roume to
ginìmeno autoÔ me to z. Se autì to shmeÐo prèpei na eisag�goume parenjèseic, ¸ste na
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diakrÐnoume to (x◦y)◦z apì to x◦(y◦z). An kai sto deÔtero ginìmeno oi ìroi emfanÐzontai
me thn Ðdia di�taxh, autì eÐnai to ginìmeno tou x me to y ◦ z kai mporeÐ endeqomènwc na eÐnai
diaforetikì. Gia par�deigma (3− 2)− 1 6= 3− (2− 1).

E�n (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) gia ìla ta x, y, z ∈ A, onom�zoume thn pr�xh ◦ prose-
tairistik . Sta paradeÐgmata 1, 2, 4, 5 oi pr�xeic eÐnai prosetairistikèc, en¸ sto 3 den
eÐnai. Sthn perÐptwsh prosetairistik c pr�xhc suqn� gr�foume x◦y◦z, qwrÐc parenjèseic.

Sthn an�ptuxh thc ènnoiac twn arijm¸n, oi metajetikèc kai prosetairistikèc pr�xeic
(h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc) apoteloÔn shmantik� ergaleÐa. Se kl�douc twn
sÔgqronwn Majhmatik¸n emfanÐzontai shmantik� paradeÐgmata mh metajetik¸n   mh pros-
etairistik¸n pr�xewn.

Oikogèneiec sunìlwn
Sto tèloc tou KefalaÐou 1 anaferj kame se sÔnola twn opoÐwn ta stoiqeÐa eÐnai sÔnola,
ìpwc

S = {S1, S2, . . . , Sn}
ìpou k�je Sr eÐnai èna sÔnolo. Qrhsimopoi¸ntac thn ènnoia thc sun�rthshc mporoÔme
na epekteÐnoume autìn to sumbolismì. E�n Xn = {1, 2, . . . , n}, èqoume amfimonos manth
sun�rthsh f : Xn → S ìpou f(r) = Sr. Den up�rqei lìgoc na perioristoÔme se peperas-
mèna sÔnola, oÔte na upojèsoume oti ìla ta Sr eÐnai diaforetik�. E�n A eÐnai opoiod pote
sÔnolo kai f : A → S eÐnai sun�rthsh, f(a) = Sa, ìpou k�je stoiqeÐo tou S eÐnai èna
sÔnolo, lème oti èqoume mia oikogèneia sunìlwn,

S = {Sα|α ∈ A} .

Se aut n thn perÐptwsh to A onom�zetai sÔnolo deikt¸n.
H ènwsh miac tètoiac oikogèneiac,

⋃
S = {x| x ∈ Sα gia k�poio α ∈ A}

sumbolÐzetai epÐshc ⋃
α∈A

Sα

en¸, e�n A 6= ∅, h tom 
⋂

S = {x| x ∈ Sα gia k�poio α ∈ A}

sumbolÐzetai an�loga ⋂
α∈A

Sα .

Otan A = Xn, qrhsimopoioÔme kai to sumbolismì
⋃n

r=1 Sr kai
⋂n

r=1 Sr, en¸ ìtan A = N
qrhsimopoieÐtai o sumbolismìc

⋃∞
r=1 Sr kai

⋂∞
r=1 Sr. Den up�rqei lìgoc na sac anhsuq sei

to �∞� se autoÔc touc sumbolismoÔc, pou eÐnai kat�loipo thc istorik c exèlixhc twn Ma-
jhmatik¸n. O sÔgqronoc sumbolismìc to apofeÔgei kai qrhsimopoieÐ

⋃
r∈N Sr kai

⋂
r∈N Sr.
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Ask seic

'Askhsh 3.11 ProsdiorÐste thn eikìna gia tic akìloujec sunart seic f : R→ R.

aþ. f(x) = x2 + 2x + 2

bþ. f(x) = |x|
gþ. f(x) = x2 + x− |x|2

'Askhsh 3.12 Gia k�je mÐa apì tic sunart seic thc 'Askhshc 3.11, breÐte e�n eÐnai

aþ. eneikonik 

bþ. epeikonik  epÐ tou R

gþ. amfimonos manth.

'Askhsh 3.13 Oi parak�tw sunart seic èqoun pedÐo tim¸n to R, kai pedÐo orismoÔ
k�poio uposÔnolo tou R. BreÐte se k�je perÐptwsh pio eÐnai to megalÔtero dunatì pedÐo
orismoÔ.

aþ. V (t) = log(1− t2)

bþ. y = log(sin2 x)

gþ. ρ =
√

(u− 1)(u− 2)(u− 3)(u− 4).

'Askhsh 3.14 E�n A = {1, 2} kai B = {a, b, c, }, pìsec diaforetikèc sunart seic
up�rqoun apì to A sto B? Pìsec apì to B sto A? Pìsec se k�je perÐptwsh eÐnai
eneikonikèc? pìsec eÐnai epeikonikèc? pìsec eÐnai amfimonos mantec?

'Askhsh 3.15 Prìblhma gia geroÔc lÔtec.
E�n A = ∅ kai B 6= ∅, deÐxte oti up�rqei akrib¸c mia sun�rthsh apì to A sto B, kai
kamÐa sun�rthsh apì to B sto A. Up�rqei sun�rthsh apì to ∅ sto ∅?

'Askhsh 3.16 Gia tic akìloujec sunart seic elègxte e�n up�rqei dexiì antÐstrofo  /kai
aristerì antÐstrofo, kai e�n up�rqei breÐte to.

aþ. f : R→ R, f(x) = 4x + 2

bþ. g : R→ R+, g(x) = x2.

'Askhsh 3.17 Gia tic sunart seic f kai g thc �skhshc 3.16, breÐte ta sÔnola f([−1, 1]),
f−1([0, 2]), g([−3, −2]) kai g−1([2, 4]).

'Askhsh 3.18 DÐdetai h sun�rthsh f : {a, b, c} → {1, 2, 3, 4} ìpwc sto Sq ma 3.15.
(UpenjumÐzetai oti f−1(U) mporeÐ na sumbolÐzei thn antÐstrofh eikìna pou sumbolÐsame
f−(U), en¸, e�n h f den eÐnai amfimonos manth, f−1(x) mporeÐ na sumbolÐzei thn antÐstrofh
eikìna tou {x}.)

BreÐte ta sÔnola
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Sq ma 3.15: 'Askhsh 3.18

aþ. f({a, b})

bþ. f({b, c})

gþ. f−1({1})

dþ. f−1({2})

eþ. f−1(3)

�þ. f−1({1, 2})

'Askhsh 3.19 BreÐte to megalÔtero uposÔnolo tou R×R sto opoÐo orÐzetai h sun�rthsh
dÔo metablht¸n

f(x, y) =
x2 + 3xy

(x− 1)y
.

'Askhsh 3.20 BreÐte thn ènwsh kai thn tom  twn parak�tw oikogenei¸n sunìlwn me
sÔnolo deikt¸n A.

aþ. A = {1, 2, 3, . . . , n} Sα = [0, α + 1].

bþ. A = N Sn = (0, 1
n
) = {x ∈ R | 0 < x < 1

n
}.

'Askhsh 3.21 DÐdontai ta sÔnola A = {a, b, c} kai B = {p, q, r}, kai h sun�rthsh
f : A → B pou orÐzetai sto Sq ma 3.16.

aþ. All�xte to pedÐo tim¸n thc f , ètsi ¸ste na mporeÐte na breÐte dexiì antÐstrofo thc
f . BreÐte dÔo diaforetik� dexi� antÐstrofa thc f .
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Sq ma 3.16: 'Askhsh 3.21

bþ. BreÐte dÔo diaforetik� sÔnola A1 kai A2 tètoia ¸ste A1 ∪ A2 = A kai f |Ai
na eÐnai

èna proc èna. BreÐte se k�je perÐptwsh to aristerì antÐstrofo thc f |Ai
.

gþ. EÐnai to aristerì antÐstrofo pou br kate antÐstrofh sun�rthsh thc f |Ai
: Ai → B?

'Askhsh 3.22 DÐdetai h sun�rthsh f : R→ R pou orÐzetai f(x) = (x + 1)2.

aþ. Sqedi�ste to gr�fhma thc f .

bþ. ProsdiorÐste ta sÔnola B = f(R), f−1([−1, 4]), f−1(−2), f−1([−2, 0)).

gþ. BreÐte dÔo diaforetik� dexi� antÐstrofa thc f : R→ B.

dþ. BreÐte dÔo uposÔnola tou R, A1 kai A2, tètoia ¸ste A1 ∪ A2 = R kai f |Ai
gia

i = 1, 2, na eÐnai èna proc èna. BreÐte se k�je perÐptwsh èna aristerì antÐstrofo
thc f |Ai

: Ai → R.

'Askhsh 3.23 OrÐzoume tic dimeleÐc pr�xeic sto Z:

aþ. x ◦ y = x− y

bþ. x ◦ y = |x− y|

gþ. x ◦ y = x + y + xy

dþ. x ◦ y = 1
2
(x + y + 1

2
((−1)x+y + 1) + 1).

EpalhjeÔste oti eÐnai dimeleÐc pr�xeic sto Z, dhlad  sunart seic Z × Z → Z. Se k�je
perÐptwsh elègxte e�n h pr�xh eÐnai metajetik  kai prosetairistik .

'Askhsh 3.24 MÐa akoloujÐa sunìlwn (An)n∈N0 lègetai fjÐnousa an gia k�je n ∈ N0

isqÔei
An+1 ⊆ An .
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aþ. ApodeÐxte oti an (An)n∈N0 eÐnai fjÐnousa, tìte gia k�je k ∈ N0:

∞⋂
n=0

An =
∞⋂

n=k

An

bþ. ApodeÐxte oti an (An)n∈N0 , (Bn)n∈N0 eÐnai fjÐnousec, tìte

∞⋂
n=0

(An ∪Bn) = (
∞⋂

n=0

An) ∪ (
∞⋂

n=0

Bn)

'Askhsh 3.25 'Estw f : X −→ Y . 'Estw (At)t∈T oikogèneia uposunìlwn tou X.
ApodeÐxte oti:

aþ.

f

(⋃
t∈T

At

)
=

⋃
t∈T

f(At),

bþ.

f

(⋂
t∈T

At

)
⊆

⋂
t∈T

f(At),

gþ. An h f eÐnai eneikonik , tìte

f

(⋂
t∈T

At

)
=

⋂
t∈T

f(At)
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Majhmatik  Logik 

H basik  idiìthta twn Majhmatik¸n, pou ta diakrÐnei apì �llec morfèc gn¸shc kai enopoieÐ
ìla ta majhmatik� apotelèsmata, eÐnai h qr sh majhmatik¸n apodeÐxewn gia na sumper�noume
nèa apotelèsmata apì �lla  dh gnwst�. Orismènec teqnikèc majhmatik c apìdeixhc faÐ-
nontai k�pwc par�xenec. Iswc h piì endiafèrousa apì autèc eÐnai h �eic �topon apagwg �:
gia na deÐxoume oti k�ti eÐnai alhjèc, upojètoume oti eÐnai yeudèc kai apodeiknÔoume oti
aut  h upìjesh odhgeÐ se antÐfash. IdoÔ èna aplì par�deigma:

Prìtash 4.1 To mikrìtero �nw fr�gma tou sunìlou S = {x ∈ R|x < 1} eÐnai o arijmìc
1.

Apìdeixh. O 1 eÐnai sÐgoura �nw fr�gma tou S. Upojètoume oti up�rqei èna �llo �nw
fr�gma K gia to opoÐo isqÔei K < 1. Apì aploÔc kanìnec thc arijmhtik c sumperaÐnoume
oti K < 1

2
(K + 1) < 1. All� tìte 1

2
(K + 1) ∈ S kai K < 1

2
(K + 1) pou antif�skei me thn

upìjesh oti to K eÐnai �nw fr�gma tou S. Ara h upìjesh oti up�rqei �nw fr�gma K me
K < 1 eÐnai yeud c. Sunep¸c k�je �nw fr�gma tou S eÐnai megalÔtero apì   Ðso proc to
1.

¤
Aut  eÐnai mia qarakthristik  perÐptwsh tètoiou eÐdouc epiqeir matoc. An P eÐnai h

prìtash �E�n K eÐnai �nw fr�gma tou S tìte K ≥ 1�, mac endiafèrei na apodeÐxoume oti
h P alhjeÔei. Upojètoume oti h P eÐnai yeud c, dhlad  oti up�rqei �nw fr�gma K tou S
me K < 1, kai, met� apì èna aplì epiqeÐrhma, katal goume se antÐfash. An to epiqeÐrhma
eÐnai swstì, tìte h P den mporeÐ na eÐnai yeud c, �ra eÐnai alhj c.

Gia na mporoÔme na qrhsimopoi soume aut n th mèjodo, kai na èqoume empistosÔnh sta
apotelèsmat� thc, prèpei na exasfalÐzoume dÔo proôpojèseic.

Pr¸ta, h prìtash P kai ìlec oi upìloipec prot�seic sto epiqeÐrhma, prèpei na eÐnai
saf¸c alhjeÐc   saf¸c yeudeÐc, akìmh kai an kat� th di�rkeia tou epiqeir matoc den
gnwrÐzoume poiì apì ta dÔo isqÔei. Autì den sumbaÐnei me pollèc prot�seic thc kajhmerin c
gl¸ssac, pou perièqoun genikìthtec oi opoÐec eÐnai alhjeÐc stic perissìterec peript¸seic,
all� Ðswc ìqi se ìlec. Stic majhmatikèc apodeÐxeic den epitrèpontai tètoiec genikìthtec:
k�je prìtash prèpei na eÐnai saf¸c alhj c   yeud c.

H deÔterh proôpìjesh se mia apìdeixh me apagwg  se �topo eÐnai na mhn perièqontai
ken� sta epiqeir mata pou qrhsimopoioÔntai gia na katal xoume sthn antÐfash. Mìno se
aut n thn perÐptwsh mporoÔme na eÐmaste bèbaioi oti h aitÐa thc antÐfashc eÐnai h arqik 
upìjesh, oti h P eÐnai yeud c.

62
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Prot�seic
Opwc eÐdame, eÐnai aparaÐthto k�je prìtash pou diatup¸noume sta Majhmatik� na eÐnai
saf¸c alhj c   yeud c. Gia na diakrÐnoume metaxÔ alhj¸n kai yeud¸n prot�sewn, lème oti
k�je prìtash èqei mia logik  tim    tim  alhjeÐac, pou th sumbolÐzoume me ta gr�mmata
A = alhjèc kai Y = yeudèc. Suqn� qrhsimopoioÔntai ta sÔmbola T   1 gia �alhjèc� kai
F   0 gia �yeudèc�.

E�n P eÐnai mia prìtash, h fr�sh �oqi P �, (h �rnhsh thc P ), eÐnai epÐshc mia prìtash,
me thn antÐjeth tim  alhjeÐac apì thn P . Gia par�deigma, e�n P eÐnai h yeud c prìtash
�2 + 2 = 5�, tìte �ìqi 2 + 2 = 5� eÐnai mia alhj c prìtash. SumbolÐzoume th fr�sh �ìqi P �

¬P .

Otan antikajistoÔme sth jèsh tou P mia sugkekrimènh prìtash, prosarmìzoume ton trìpo
pou diab�zoume thn prìtash stouc kanìnec tou suntaktikoÔ kai thc grammatik c, arkeÐ autì
na mhn alloi¸nei to majhmatikì nìhma. Sto prohgoÔmeno par�deigma, antÐ �ìqi 2 + 2 = 5�
ja lègame �den isqÔei oti 2 + 2 = 5�   �2 + 2 6= 5�   �2 + 2 = 5 eÐnai yeud c�.

Kathgor mata
Sto suntaktikì, �kathgìrhma� eÐnai to mèroc thc prìtashc pou �faner¸nei ekeÐno pou lège-
tai mèsa sthn prìtash gia to upokeÐmeno�. Sta majhmatik�, kathgìrhma   protasi-
akìc tÔpoc eÐnai mia èkfrash pou perièqei èna sÔmbolo, gia par�deigma to x, kai h opoÐa
eÐnai saf¸c alhj c   saf¸c yeud c prìtash ìtan antikatast soume to x me stoiqeÐo enìc
sunìlou S.

Par�deigma 4.1 E�n P (x) eÐnai to kathgìrhma

�O pragmatikìc arijmìc x eÐnai megalÔteroc apì 2�,

tìte P (3) eÐnai alhj c prìtash, en¸ P (1) eÐnai yeud c. E�n broÔme thn tim  alhjeÐac tou
P (a) gia k�je a ∈ R, èqoume mia sun�rthsh alhjeÐac TP : R → {A,Y} gia thn opoÐa
TP (a) = A e�n P (a) eÐnai alhj c, kai TP (a) = Y e�n P (a) eÐnai yeud c.

Aut  h ènnoia tairi�zei me tic idèec thc jewrÐac sunìlwn. To kathgìrhma P (x) qwrÐzei
to sÔnolo R se dÔo xèna uposÔnola, èna ìpou an koun ta stoiqeÐa gia ta opoÐa P (x) eÐnai
alhj c, kai to �llo ìpou an koun ta stoiqeÐa gia ta opoÐa P (x) eÐnai yeud c. To pr¸to
to sumbolÐzoume {x ∈ R|P (x)}. Sto par�deigma 4.1 autì gÐnetai {x ∈ R|x > 2}. To �llo
sÔnolo to sumbolÐzoume {x ∈ R| ¬P (x)}, pou sto par�deigm� mac eÐnai {x ∈ R|x ≤ 2}.

Genik�, gia k�je kathgìrhma P (x) sto sÔnolo S, èqoume sun�rthsh alhjeÐac TP : S →
{A, Y} kai

a ∈ {x ∈ S|P (x)} e�n kai mìnon e�n P (a) eÐnai alhj c,
a ∈ {x ∈ S| ¬P (x)} e�n kai mìnon e�n P (a) eÐnai yeud c.

AntÐ na qrhsimopoioÔme asafeÐc ekfr�seic ìpwc �kathgìrhma eÐnai èna eÐdoc èkfrashc
pou . . . �, ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume thn idèa thc sun�rthshc alhjeÐac gia na
d¸soume èna sunolojewrhtikì orismì tou kathgor matoc.

E�n perissìterec apì mÐa metablhtèc emfanÐzontai se mia èkfrash, lème oti èqoume
�kathgìrhma dÔo metablht¸n�   �tri¸n metablht¸n� k.o.k. Gia par�deigma, h èkfrash �x >
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y� eÐnai kathgìrhma dÔo metablht¸n. E�n to sumbolÐsoume Q(x, y), tìte Q(3, 2) eÐnai
alhjèc, en¸ Q(15/2, 10+

√
2) eÐnai yeudèc. Ed¸ h sun�rthsh alhjeÐac eÐnai TQ : R×R→

{A,Y}, ìpou TQ(x, y) = A e�n Q(x, y) eÐnai alhj c kai TQ(x, y) = Y e�n Q(x, y) eÐnai
yeud c.

Sthn pr�xh, oi majhmatikoÐ polÔ suqn� den anafèroun rht� poiì eÐnai to sÔnolo sto
opoÐo orÐzetai èna kathgìrhma. Gia par�deigma, jewreÐtai profanèc oti �x > 3� anafèretai
se pragmatikoÔc arijmoÔc. EpÐshc, kat� sunj kh, orismèna gr�mmata qrhsimopoioÔntai gia
stoiqeÐa enìc sugkekrimènou sunìlou. Gia par�deigma to n qrhsimopoieÐtai sun jwc gia
na sumbolÐsei èna fusikì arijmì. Etsi to kathgìrhma n > 3 ja jewreÐto oti anafèretai
mìno se fusikoÔc arijmoÔc.

Aut  h praktik  mporeÐ na faÐnetai tsapatsoÔlikh, ìmwc èqei mia kal  dikaiologÐa.
Oso pio analutik� gr�foume k�poia pr�gmata sta majhmatik�, tìso pio poll� sÔmbola
qreiazìmaste. Sto tèloc h selÐda gemÐzei sÔmbola, kai eÐnai dÔskolo na antilhfjoÔme
to sunolikì nìhma, lìgw twn uperbolik¸n leptomerei¸n. Tìte prèpei na epilèxoume to
sumbolismì pou ja ekfr�sei tic idèec me th megalÔterh dunat  saf neia all� kai suntomÐa.

Ola kai k�poio
E�n èqoume èna kathgìrhma P (x) pou orÐzetai se k�poio sÔnolo S, mporoÔme na a-
narwthjoÔme e�n alhjeÔei gia ìla ta stoiqeÐa tou S,   e�n alhjeÔei toul�qiston gia
k�poio stoiqeÐo tou S. MporoÔme na diatup¸soume thn prìtash �gia k�je x ∈ S, isqÔei
P (x)�   thn prìtash �up�rqei k�poio x ∈ S, gia to opoÐo isqÔei P (x)�. Autèc oi prot�seic
mporeÐ na eÐnai alhjeÐc   yeudeÐc. Tic gr�foume me majhmatik� sÔmbola, qrhsimopoi¸ntac
ton kajolikì posodeÐkth ∀ kai ton uparxiakì posodeÐkth ∃.

∀x∈S : P (x) diab�zetai �gia k�je x∈S, P (x)�.
∃x∈S : P (x) diab�zetai �up�rqei (toul�qiston èna) x∈S tètoio ¸ste P (x)�.
E�n to kathgìrhma P (x) eÐnai alhjèc gia ìla ta x∈S, tìte h prìtash �∀x∈S : P (x)�

eÐnai alhj c, alli¸c eÐnai yeud c. E�n to kathgìrhma P (x) eÐnai alhjèc gia toul�qiston èna
x∈S, tìte h prìtash �∃x∈S : P (x)� eÐnai alhj c, alli¸c eÐnai yeud c. Otan diab�zoume
aut� ta sÔmbola mporoÔme na qrhsimopoi soume diaforetikèc ekfr�seic sta ellhnik�, pou
apodÐdoun to Ðdio nìhma: �gia k�je x∈S, P (x)�   �gia ìla ta x∈S, P (x)� kai antÐstoiqa,
�up�rqei x∈S tètoio ¸ste P (x)�   �gia k�poio x∈S, P (x)�, k.o.k.

AxÐzei na parathr soume oti h prìtash �gia k�poio x ∈ S, P (x)� sta majhmatik� den
uponoeÐ oti up�rqei k�poio �llo x ∈ S gia to opoÐo P (x) eÐnai yeudèc. Sthn kajhmerin 
gl¸ssa, h fr�sh �k�poioi politikoÐ eÐnai èntimoi� mporeÐ na uponoeÐ oti up�rqoun kai k�poioi
pou den eÐnai. Sta majhmatik� den up�rqoun tètoiec proekt�seic. Gia par�deigma, h prìtash

�k�poioc apì touc arijmoÔc 3677, 601, 19, 257, 11119, 12563 eÐnai pr¸toc �

eÐnai alhj c, afoÔ eÔkola blèpoume oti to 19 eÐnai pr¸toc arijmìc. To gegonìc oti kai
ìloi oi �lloi eÐnai pr¸toi den all�zei autì to sumpèrasma. Etsi, gia na elègxoume thn
al jeia thc prìtashc ∃x∈S : P (x) arkeÐ na broÔme mia tim  tou x gia thn opoÐa h P (x)
eÐnai alhj c.

Par�deigma 4.2 ∀x∈R : x2 ≥ 0 shmaÐnei �gia k�je x∈R, x2 ≥ 0�   �to tetr�gwno k�je
pragmatikoÔ arijmoÔ eÐnai mh arnhtikì�   k�poia �llh isodÔnamh diatÔpwsh. H prìtash
eÐnai alhj c.
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Par�deigma 4.3 ∃x∈R : x2 ≥ 0 shmaÐnei �gia k�poio x∈R, x2 ≥ 0�   �up�rqei k�poioc
pragmatikìc arijmìc tou opoÐou to tetr�gwno eÐnai mh arnhtikì�. Kai aut  eÐnai alhj c.

Par�deigma 4.4 ∀x∈R : x2 > 0 eÐnai yeud c, afoÔ 02 6> 0.

Par�deigma 4.5 ∃x∈R : x2 > 0 eÐnai alhj c, afoÔ 12 > 0. Se aut n thn perÐptwsh
up�rqoun poll� �lla stoiqeÐa tou R ektìc apì to 1 pou epalhjeÔoun to kathgìrhma.

Par�deigma 4.6 ∃x∈R : x2 < 0 eÐnai yeud c. Antijètwc, h prìtash ∃x∈R : x2 ≤ 0
eÐnai alhj c.

E�n se mÐa prìtash me posodeÐktec antikatast soume to sÔmbolo thc metablht c x
k�je for� pou emfanÐzetai, me k�poio �llo sÔmbolo, jewroÔme oti den all�zei h prìtash.
∃x∈S : P (x) shmaÐnei to Ðdio me ∃y∈S : P (y).
∀x∈S : P (x) shmaÐnei to Ðdio me ∀y∈S : P (y).

Par�deigma 4.7 ∃x ∈ R : x2 > 0 eÐnai isodÔnamo me to ∃ y ∈ R : y2 > 0. Kai oi
dÔo ekfr�seic lène oti � up�rqei ènac pragmatikìc arijmìc tou opoÐou to tetr�gwno eÐnai
jetikì�.

Perissìteroi posodeÐktec
E�n èqoume èna kathgìrhma me dÔo   perissìterec metablhtèc, mporoÔme na qrhsimopoi -
soume ènan posodeÐkth gia k�je metablht . Gia par�deigma, e�n P (x, y) eÐnai to kathgìrhma
�x + y = 0�, tìte h prìtash

∀x∈R ∃y∈R : P (x, y)

diab�zetai �gia k�je x∈R up�rqei y∈R tètoio ¸ste x + y = 0�.
SunhjÐzetai na gr�fontai oi posodeÐktec sthn arq  thc prìtashc sthn opoÐa anafèrontai,

kai na diab�zontai sth seir�. Gia par�deigma, h prìtash

∃y∈R ∀x∈R : P (x, y)

ja diabazìtan �up�rqei y∈R tètoio ¸ste gia k�je x∈R, x + y = 0�.
H di�taxh twn posodeikt¸n k�nei diafor�. Apì tic dÔo prot�seic pou d¸same,

h
∀x∈R∃y∈R : P (x, y)

eÐnai alhj c (gia k�je x∈R mporoÔme na p�roume y = −x gia na èqoume x + y = 0), all�
h

∃y∈R ∀x∈R : P (x, y)

eÐnai yeud c, giatÐ uposthrÐzei oti up�rqei k�poio y∈R pou ikanopoieÐ x + y = 0 gia k�je
x∈R, pr�gma pou den mporeÐ na epiteuqjeÐ apì mia tim  tou y.

H topojèthsh twn posodeikt¸n sth swst  di�taxh se mia prìtash eÐnai ousi¸dhc gia
th saf  majhmatik  skèyh. EÐnai èna arket� koinì l�joc, pou k�noun akìmh kai èmpeiroi
majhmatikoÐ. Mia aitÐa tou probl matoc emfanÐzetai ìtan prospajoÔme na gr�youme mia,
pijanìn saf¸c diatupwmènh, logik  prìtash se omiloÔmenh majhmatik  gl¸ssa. H di�taxh
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twn lèxewn mporeÐ na all�xei, gia na gÐnei piì strwt  h fr�sh, kai autì na bl�yei th saf -
neia. Eidikìtera, oi posodeÐktec mporeÐ na topojethjoÔn sto eswterikì thc prìtashc antÐ
na brÐskontai ìloi sthn arq . (To k�name autì pio p�nw, ìtan gr�yame oti �...uposthrÐzei
oti up�rqei k�poio y∈R pou ikanopoieÐ x + y = 0 gia k�je x∈R�.)

H prìtash

�k�je mh mhdenikìc rhtìc arijmìc èqei rhtì antÐstrofo�

shmaÐnei oti �dojèntoc x∈Q, me x 6= 0, up�rqei stoiqeÐo y ∈Q tètoio ¸ste x y = 1�. Se
logikì sumbolismì h prìtash eÐnai

(∀x∈Q, x 6= 0) ∃y∈Q : xy = 1 .

'Enac majhmatikìc ja mporoÔse na all�zei th seir� thc prìtashc kai na pei �up�rqei
rhtì antÐstrofo gia k�je mh mhdenikì rhtì arijmì�, all� aut  h diatÔpwsh mporeÐ na
parermhneuteÐ. EÐnai skìpimo na prospajoÔme na eÐnai ìso dunatìn pio saf c h ènnoia twn
majhmatik¸n ekfr�sewn pou gr�foume.

To prìblhma autì up�rqei mìnon ìtan emfanÐzontai diaforetikoÐ posodeÐktec se mia
prìtash. 'Otan ìloi oi posodeÐktec eÐnai Ðdiou tÔpou, den k�nei diafor� h di�taxh me
thn opoÐa emfanÐzontai. Gia par�deigma, e�n P (x, y) eÐnai to kathgìrhma �(x + y)2 =
x2 + 2xy + y2�, tìte oi prot�seic

∀x∈R∀ y∈R : P (x, y)

kai
∀ y∈R ∀x∈R : P (x, y)

shmaÐnoun kai oi dÔo to Ðdio pr�gma

�gia k�je x, y∈R, (x + y)2 = x2 + 2xy + y2,�

to opoÐo eÐnai bebaÐwc mÐa alhj c prìtash. E�n oi metablhtèc pou emfanÐzontai proèrqontai
apì to Ðdio sÔnolo, sun jwc aplopoioÔme ton sumbolismì, gr�fontac

∀x, y∈R : P (x, y) .

To Ðdio gÐnetai me ton uparxiakì posodeÐkth. Gia par�deigma, e�n Q(x, y) eÐnai �x, y eÐnai
�rrhtoi kai x + y eÐnai rhtìc�, tìte oi prot�seic

∃x∈(R \Q) ∃y∈(R \Q) : Q(x, y)

kai
∃y∈(R \Q)∃x∈(R \Q) : Q(x, y)

shmaÐnoun to Ðdio:

�up�rqoun dÔo �rrhtoi arijmoÐ x kai y twn opoÐwn to �jroisma eÐnai rhtìc�.

(Aut  h prìtash eÐnai alhj c, afoÔ oi arijmoÐ
√

2 kai −√2 eÐnai �rrhtoi, all�
√

2 +
(−√2) = 0 eÐnai rhtìc). Autì mporoÔme epÐshc na to gr�youme, gia suntomÐa,

∃ x, y∈(R \Q) : Q(x, y) .
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Up�rqei akìmh mÐa mikr  pagÐda sta grapt� majhmatik�. O kajolikìc posodèikthc den
anafèretai p�ntote rht�, suqn� ennoeÐtai apì ta sumfrazìmena. Ac doÔme ton orismì thc
sÔgklishc mÐac akoloujÐac: MÐa akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n sugklÐnei sto ìrio ` e�n,

gia k�je ε > 0, up�rqei fusikìc arijmìc N tètoioc ¸ste |an − `| < ε gia k�je n > N .
Sthn prosp�jeia na suntomeÔsoun ton orismì, polloÐ majhmatikoÐ ja ègrafan,

dojèntoc ε > 0, ∃N tètoio ¸ste n > N sunep�getai |an − `| < ε .

Ja sunant sete pollèc parallagèc autoÔ tou orismoÔ, all� sthn ousÐa ìloi shmaÐnoun
to Ðdio pr�gma. E�n to katano sete autì èqete k�nei meg�lh prìodo sthn prosp�jeia na
katal�bete to eÐdoc twn problhm�twn pou emfanÐzontai ìtan jèloume na epikoinwn soume
majhmatik� me ton kat�llhlo bajmì akribeÐac.

H �rnhsh miac prìtashc
Sth selÐda 63 eÐdame thn �rnhsh ¬P miac prìtashc P . H tim  alhjeÐac thc ¬P mporeÐ na
parastajeÐ ston akìloujo pÐnaka, o opoÐoc onom�zetai pÐnakac alhjeÐac:

P ¬P
A Y
Y A

Diab�zontac kat� m koc twn gramm¸n, o pÐnakac lèei oti ìtan h P eÐnai alhj c , h ¬P
eÐnai yeud c, kai ìtan h P eÐnai yeud c, h ¬P eÐnai alhj c. Me ton Ðdio trìpo mporoÔme na
efarmìsoume thn �rnhsh se èna kathgìrhma. E�n P (x) eÐnai to kathgìrhma �x > 5�, tìte
¬P (x) diab�zetai �eÐnai yeudèc oti x > 5�,   isodÔnama �x 6> 5�.

H �rnhsh mÐac prìtashc pou perièqei posodeÐktec odhgeÐ se mÐa endiafèrousa kat�stash.
EÔkola antilambanìmaste oti h prìtash �eÐnai yeudèc oti ∀x∈ S : P (x)�, eÐnai to Ðdio me
�∃x ∈ S : ¬P (x)�. (E�n eÐnai yeudèc oti P (x) alhjeÔei gia k�je x ∈ S, tìte prèpei na
up�rqei k�poio x ∈ S gia to opoÐo P (x) eÐnai yeudèc, opìte ¬P (x) eÐnai alhjèc). Autì
gr�fetai sumbolik�:

¬∀x∈S : P (x) shmaÐnei to Ðdio me ∃ x∈S : ¬P (x) (4.1)

Parìmoia
¬∃x∈S : P (x) shmaÐnei to Ðdio me ∀ x∈S : ¬P (x) (4.2)

H deÔterh prìtash lèei oti h èkfrash �den up�rqei x gia to opoÐo P (x) eÐnai alhjèc�
shmaÐnei to Ðdio me �gia k�je x∈S, P (x) eÐnai yeudèc�.

Par�deigma 4.8

¬∃ x∈R : x2 < 0 shmaÐnei den up�rqei x∈R gia to opoÐo x2 < 0.

∀x∈R : ¬(x2 < 0) shmaÐnei gia k�je x∈R isqÔei x2 6< 0.

AutoÐ oi dÔo aploÐ kanìnec, oi opoÐoi onom�zontai kanìnec tou De Morgan gia
posodeÐktec, èqoun meg�lh shmasÐa sta majhmatik� epiqeir mata. O 4.1 shmaÐnei oti:
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Gia na deÐxoume oti èna kathgìrhma P (x) den eÐnai alhjèc gia ìla ta x∈S, arkeÐ na broÔme
èna x∈S gia to opoÐo P (x) eÐnai yeudèc.

O 4.2 lèei oti

Gia na deÐxoume oti den up�rqei x ∈ S gia to opoÐo alhjeÔei to kathgìrhma P (x), eÐnai
aparaÐthto na deÐxoume oti P (x) eÐnai yeudèc gia k�je x∈S.

'Askhsh 4.1 Gr�yte thn �rnhsh thc prìtashc

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R ∀y ∈ R : [(|x− y| < δ) ⇒ (|f(x)− f(y)| < ε)]

kai diatup¸ste thn se strwt� ellhnik�.

Wc aploÐ kanìnec gia thn �rnhsh prot�sewn pou perilamb�noun posodeÐktec, oi kanìnec
tou De Morgan eÐnai idiaÐtera qr simoi ìtan emfanÐzontai polloÐ posodeÐkec se mÐa prìtash.
'Ena qarakthristikì par�deigma eÐnai o orismìc thc sÔgklishc mÐac akoloujÐac, se logikì
sumbolismì:

∀ε > 0 ∃N ∈N ∀n > N : (|an − `| < ε) .

Gia na deÐxoume oti h akoloujÐa (an) den teÐnei sto ìrio `, apodeiknÔoume thn �rnhsh aut c
thc prìtashc, dhlad 

¬ [∀ε > 0 ∃N ∈N ∀n > N : (|an − `| < ε)] .

Efarmìzontac tou kanìnec 4.1 kai 4.2 aut  gÐnetai, diadoqik�,

∃ε > 0 ¬ [∃N ∈N; ,∀n > N : (|an − `| < ε)] ,

katìpin
∃ε > 0 ∀N ∈N¬ [∀n > N : (|an − `| < ε)] ,

kai
∃ε > 0 ∀N ∈N ∃n > N : ¬(|an − `| < ε) ,

to opoÐo telik� shmaÐnei

∃ε > 0 ∀N ∈N ∃n > N : (|an − `| 6< ε) .

Gia na epalhjeÔsoume oti h akoloujÐa (an) den sugklÐnei sto `, prèpei na deÐxoume autì
to teleutaÐo, dhlad  oti up�rqei k�poio sugkekrimèno ε > 0 tètoio ¸ste gia k�je fusikì
arijmì N up�rqei p�nta k�poioc megalÔteroc fusikìc arijmìc n > N gia ton opoÐo isqÔei
|an − `| 6< ε. Meg�lo mèroc thc duskolÐac thc majhmatik c an�lushc ofeÐletai ston
qeirismì tètoiwn prot�sewn. Me thn peÐra kai thn ex�skhsh gÐnetai polÔ pio eÔkolo, all�
p�nta anatrèqoume stouc kanìnec gia thn �rnhsh posodeikt¸n.

LogikoÐ sÔndesmoi
Sta Majhmatik� qrhsimopoioÔme touc sunhjismènouc sundèsmouc ìpwc � kai�, � �, klp.
me polÔ sugkekrimèno nìhma. Gia par�deigma, o sÔndesmoc � � qrhsimopoieÐtai me thn
�egkleistik � ènnoia, dhlad  e�n P kai Q eÐnai prot�seic, tìte �P   Q� ( pou sumbolÐzetai
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P ∨Q) eÐnai prìtash pou jewreÐtai alhj c e�n toul�qiston mÐa apì tic P , Q, eÐnai alhj c.
Autì parist�netai ston akìloujo pÐnaka alhjeÐac:

P Q P ∨Q
A A A
A Y A
Y A A
Y Y Y

Diab�zoume kat� m koc twn orizìntiwn gramm¸n. Gia par�deigma, h deÔterh gramm  lèei
oti e�n P eÐnai alhj c kai Q eÐnai yeud c, tìte P ∨Q eÐnai alhj c.

'Alloi sÔndesmoi pou qrhsimopoioÔntai suqn� sta majhmatik� eÐnai oi �kai�, �sunep�getai�
kai �e�n kai mìnon e�n�, pou sumbolÐzontai antÐstoiqa, ∧, ⇒, ⇔. 'Eqoun touc akìloujouc
pÐnakec alhjeÐac:

P Q P ∧Q
A A A
A Y Y
Y A Y
Y Y Y

P Q P ⇒ Q
A A A
A Y Y
Y A A
Y Y A

P Q P ⇔ Q
A A A
A Y Y
Y A Y
Y Y A

AutoÐ oi pÐnakec diab�zontai me ton Ðdio trìpo. O pr¸toc kai o teleutaÐoc eÐnai arket�
profaneÐc. �P kai Q� jewreÐtai alhj c mìno ìtan h P kai h Q eÐnai alhjeÐc.�P e�n kai
mìnon e�n Q� jewreÐtai alhj c mìnon ìtan oi P kai Q èqoun tic Ðdiec timèc alhjeÐac.

Perissìtero endiafèron parousi�zei o pÐnakac alhjeÐac thc sunepagwg c. E�n h P
eÐnai alhj c, tìte apì thn pr¸th kai th deÔterh gramm  parathroÔme oti h sunepagwg 
P ⇒ Q eÐnai alhj c ìtan h Q eÐnai alhj c kai yeud c ìtan h Q eÐnai yeud c. Autì deÐqnei
oti ìtan alhjeÔei h P ⇒ Q, e�n h P eÐnai alhj c tìte h Q prèpei na eÐnai alhj c. Aut 
eÐnai h kanonik  ermhneÐa thc sunepagwg c ⇒, kai gi�autì to lìgo h prìtash P ⇒ Q
suqn� ermhneÔetai �e�n P , tìte Q�. All� prosèxte ti sumbaÐnei ìtan h P eÐnai yeud c. H
trÐth kai h tètarth gramm  deÐqnoun oti h sunepagwg  P ⇒ Q jewreÐtai alhj c, eÐte eÐnai
alhj c h Q eÐte ìqi. Suqn� akoÔei kaneÐc pollèc anohsÐec gi�aut n thn perÐptwsh: �p¸c
eÐnai dunatìn to yeÔdoc thc P na sunep�getai thn al jeia thc Q?�

MporoÔme na katano soume kalÔtera aut n thn perÐptwsh e�n qrhsimopoi soume touc
sundèsmouc me kathgor mata antÐ gia prot�seic. E�n P (x) kai Q(x) eÐnai kathgor mata
pou orÐzontai sto sÔnolo S, tìte mporoÔme na qrhsimopoi soume touc sundèsmouc gia na
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p�roume ta kathgor mata P (x)∨Q(x), P (x)∧Q(x), klp. Eidikìtera èqoume to kathgìrhma
P (x) ⇒ Q(x). Up�rqoun peript¸seic ìpou to kathgìrhma P (x) ⇒ Q(x) eÐnai alhjèc gia
k�je x∈S. Aut  eÐnai h perÐptwsh pou diasafhnÐzei th shmasÐa tou pÐnaka alhjeÐac. Gia
par�deigma, e�n P (x) eÐnai �x > 5� kai Q(x) eÐnai �x > 2�, k�je majhmatikìc ja sumfwnoÔse
oti to kathgìrhma P (x) ⇒ Q(x) eÐnai alhjèc gia k�je tim  tou x ∈ R. PolloÐ ja to
di�bazan �e�n x > 5 tìte x > 2� kai den ja èdinan shmasÐa sto ti sumbaÐnei ìtan x 6> 5. Ac
antikatast soume di�forec timèc tou x, na doÔme ti sumbaÐnei:

Gia x = 4, P (4) eÐnai yeud c kai Q(4) eÐnai alhj c.

Gia x = 2, P (2) eÐnai yeud c kai Q(2) eÐnai yeud c.

Autèc eÐnai akrib¸c h trÐth kai h tètarth gramm  tou pÐnaka alhjeÐac thc sunepagwg c ⇒,
kai bohj�ne na katano soume thn akìloujh ermhneÐa tou pÐnaka:

�P ⇒ Q eÐnai alhj c�

shmaÐnei oti
aþ) e�n P eÐnai alhj c, tìte Q prèpei na eÐnai alhj c

all�
bþ) e�n P eÐnai yeud c, tìte Q mporeÐ na eÐnai eÐte alhj c eÐte yeud c.

'Askhsh 4.2 Estw oti P sumbolÐzei thn prìtash �H Ôlh eÐnai endiafèrousa�, Q sum-
bolÐzei thn prìtash �Oi ask seic eÐnai dÔskolec� kai R sumbolÐzei thn prìtash �To m�jhma
eÐnai euq�risto�. Gr�yte tic parak�tw prot�seic se sumbolik  morf .

aþ. H Ôlh eÐnai endiafèrousa kai oi ask seic eÐnai dÔskolec.

bþ. E�n h Ôlh den eÐnai endiafèrousa kai oi ask seic den eÐnai dÔskolec, tìte to m�jhma
den eÐnai euq�risto.

gþ. To oti h Ôlh eÐnai endiafèrousa shmaÐnei oti oi ask seic eÐnai dÔskolec, kai to an-
tÐstrofo.

dþ. EÐte h Ôlh eÐnai endiafèrousa eÐte oi ask seic den eÐnai dÔskolec, all� ìqi kai ta
dÔo.

MporoÔme na jewr soume kai �llouc sundèsmouc, ìpwc gia par�deigma thn apokleistik 
di�zeuxh, pou th sumbolÐzoume Y, me pÐnaka alhjeÐac

P Q P Y Q
A A Y
A Y A
Y A A
Y Y Y

H P Y Q eÐnai alhj c ìtan mia apì tic P, Q eÐnai alhj c, all� ìqi kai oi dÔo, dhlad  ìtan
alhjeÔei akrib¸c mÐa apì tic P , Q.

Ja mporoÔsame na orÐsoume pÐnakec alhjeÐac kai gia �llouc sundèsmouc, all� autoÐ
mporoÔn na kataskeuasjoÔn sunjètontac touc basikoÔc. Gia par�deigma, h apokleistik 
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di�zeuxh mporeÐ na ekfrasteÐ wc (P ∨ Q) ∧ ¬(P ∧ Q). Ja doÔme pio analutik� autì to
jèma se epìmenh par�grafo.

'Otan mÐa majhmatikìc gr�fei Majhmatik�, den periorÐzetai stouc sundèsmouc pou anafèr-
ame. QrhsimopoieÐ kai �llouc sundèsmouc thc gl¸ssac, ìpwc �all��, �epeid �, �efìson�,
�diìti�, klp. Autèc oi ekfr�seic èqoun mÐa, sun jwc profan , ermhneÐa. Gia par�deigma, o
pÐnakac alhjeÐac thc prìtashc �P all� Q� eÐnai o Ðdioc me autìn thc prìtashc �P kai Q�. H
prìtash �

√
2 eÐnai �rrhtoc all� (

√
2)2 eÐnai rhtìc� shmaÐnei to Ðdio me �

√
2 eÐnai �rrhtoc kai

(
√

2)2 eÐnai rhtìc�. Parìmoia, �P epeid  Q� kai �Q �ra P � èqoun ton Ðdio pÐnaka alhjeÐac
me thn �Q ⇒ P �.

H sqèsh me th jewrÐa sunìlwn
An efarmìsoume touc sundèsmouc kai thn �rnhsh se kathgor mata mÐac metablht c, èqoume
mÐa apl  sqèsh me to sunolojewrhtikì sumbolismì. Upojètoume oti P (x) kai Q(x) eÐnai
kathgor mata pou orÐzontai sto Ðdio sÔnolo S, kai exet�zoume ta uposÔnola gia ta opoÐa
di�forec sÔnjetec ekfr�seic eÐnai alhjeÐc. Gia to sÔndesmo �kai� èqoume:

{x∈S|P (x) ∧Q(x)} = {x∈S|P (x)} ∩ {x∈S|Q(x)} ,

dhlad  thn tom  twn sunìlwn sta opoÐa alhjeÔoun ta kathgor mata P (x) kai Q(x).

Sq ma 4.1: Sunolojewrhtik  ermhneÐa tou sÔndesmou �kai�.

Parìmoia, gia to sÔndesmo � � èqoume:

{x∈S|P (x) ∨Q(x)} = {x∈S|P (x)} ∪ {x∈S|Q(x)} ,

dhlad  thn ènwsh twn sunìlwn sta opoÐa alhjeÔoun ta kathgor mata P (x) kai Q(x).
Autìc eÐnai ènac lìgoc gia ton opoÐo protimoÔme na qrhsimopoioÔme thn �egkleistik 

di�zeuxh�, ∨, kai ìqi thn �apokleistik  di�zeuxh�, Y, h opoÐa antistoiqeÐ sth summetrik 
diafor� sth jewrÐa sunìlwn.

H �rnhsh ¬ efarmozìmenh sto kathgìrhma P (x) antistoiqeÐ sto sunolojewrhtikì
sumpl rwma.

{x∈S| ¬P (x)} = S \ {x∈S|P (x)}
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Sq ma 4.2: Sunolojewrhtik  ermhneÐa tou sundèsmou � �.

Sq ma 4.3: Sunolojewrhtik  ermhneÐa thc apokleistik c di�zeuxhc.

Sq ma 4.4: Sunolojewrhtik  ermhneÐa thc logik c �rnhshc.

EÐdame oti P (x) ⇒ Q(x) eÐnai alhj c ìtan h Q(x) eÐnai alhj c   ìtan h P (x) eÐnai
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yeud c,
{x∈S |P (x) ⇒ Q(x)} = (S \ {x∈S |P (x)}) ∪ {x∈S |Q(x)} .

Sq ma 4.5: Sunolojewrhtik  ermhneÐa thc sunepagwg c.

Perissìtero endiafèron parousi�zei h perÐptwsh ìpou P (x) ⇒ Q(x) eÐnai alhj c gia
ìla ta x. Se aut  thn perÐptwsh, e�n P (x) eÐnai alhj c, to Ðdio prèpei na isqÔei gia
to Q(x), dhlad  e�n a ∈ {x ∈ S|P (x)} tìte a ∈ {x∈S|Q(x)}, to opoÐo shmaÐnei oti
{x ∈ S|P (x)} ⊆ {x ∈ S|Q(x)}. H al jeia thc èkfrashc P (x) ⇒ Q(x) gia k�je x ∈ S
antistoiqeÐ sto sunolojewrhtikì egkleismì.

Sq ma 4.6: Logik  sunepagwg  kai egkleismìc.

Parìmoia, P (x) ⇔ Q(x) gia k�je x∈S antistoiqeÐ sthn isìthta

{x∈S|P (x)} = {x∈S|Q(x)} .

SÔnjetec ekfr�seic
Qrhsimopoi¸ntac sundèsmouc mporoÔme na kataskeu�soume pio sÔnjetec prot�seic kai
kathgor mata apì k�poia dedomèna, ìpwc (P ∧Q)∨R. Aut  h èkfrash perilamb�nei treic
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protasiakèc metablhtèc, kai o pÐnakac alhjeÐac thc èqei 23 = 8 grammèc1.

Endi�mesoc Upologismìc
P Q R P ∧Q (P ∧Q) ∨R
A A A A A
A A Y A A
A Y A Y A
A Y Y Y Y
Y A A Y A
Y A Y Y Y
Y Y A Y A
Y Y Y Y Y

Parathr ste oti h èkfrash �(P ∧ Q) ∨ R� eÐnai sthn pragmatikìthta mÐa suntag  gia na
kataskeu�soume mÐa nèa prìtash   èna nèo kathgìrhma, apì trÐa dojènta. Thn onom�zoume
sÔnjeto tÔpo tou protasiakoÔ logismoÔ, kai jewroÔme ta P, Q, R wc metablhtèc pou
antiproswpeÔoun aprosdiìristec prot�seic   kathgor mata. 'Otan antikatast soume tic
metablhtèc P, Q, R me sugkekrimènec prot�seic, gia par�deigma

(2 > 3 ∧ 2 > 6) ∨ 2 > 1 ,

paÐrnoume mÐa sÔnjeth prìtash. E�n tic antikatast soume me sugkekrimèna kathgor mata,
onom�zoume to apotèlesma sÔnjeto kathgìrhma. Gia par�deigma,

(x > 3 ∧ x > 6) ∨ 2 > 1

eÐnai èna sÔnjeto kathgìrhma.
'Ena meg�lo mèroc k�je majhmatik c apìdeixhc èqei na k�nei me to qeirismì sÔnjetwn

prot�sewn kai kathgorhm�twn. 'Otan ta kataskeu�zoume, eÐnai suqn� aparaÐthto na qrhsi-
mopoioÔme parenjèseic gia na faÐnetai h dom  touc. Gia par�deigma o sÔnjetoc tÔpoc
P ∧ (Q ∨ R) eÐnai diaforetikìc apì ton (P ∧Q) ∨ R. An koit�xoume sthn èbdomh gramm 
tou pÐnaka, blèpoume oti ìtan P eÐnai yeud c, Q eÐnai yeud c kai R eÐnai alhj c, tìte
(P ∧ Q) ∨ R eÐnai alhj c. 'Omwc mporoÔme na elègxoume oti se aut n thn perÐptwsh
P ∧ (Q ∨ R) eÐnai yeud c. An�loga isqÔoun kai gia kathgor mata. Prèpei loipìn na
topojetoÔme tic parenjèseic sth swst  jèsh, gia na mhn dhmiourgoÔntai as�feiec. (Se
orismènec peript¸seic mporoÔme na paraleÐpoume parenjèseic. Gia par�deigma, o (P∧Q)∧R
èqei ton Ðdio pÐnaka alhjeÐac me ton P ∧ (Q∧R), �ra den prokaleÐtai sÔgqush an gr�youme
P ∧Q ∧R.)

Kaj¸c kataskeu�zoume sÔnjetouc tÔpouc qrhsimopoi¸ntac sundèsmouc, mporeÐ na prokÔy-
oun tÔpoi pou èqoun diaforetik  emf�nish all� ton Ðdio pÐnaka alhjeÐac. Gia par�deigma,
P ⇒ Q kai (¬Q) ⇒ (¬P ) :

P Q P ⇒ Q
A A A
A Y Y
Y A A
Y Y A

1Προσέξτε πώς γράφουμε συστηματικά τις τιμές αληθείας των μεταβλητών στον πίνακα, εξασφαλίζοντας
οτι εξαντλούμε όλους τους δυνατούς συνδυασμούς.
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P Q ¬P ¬Q (¬Q) ⇒ (¬P )
A A Y Y A
A Y Y A Y
Y A A Y A
Y Y A A A

  paraleÐpontac touc endi�mesouc upologismoÔc,
P Q (¬Q) ⇒ (¬P )
A A A
A Y Y
Y A A
Y Y A

Se aut  thn perÐptwsh lème oti oi dÔo sÔnjetoi tÔpoi eÐnai logik� isodÔnamoi.
E�n sumbolÐzoume dÔo sÔnjetouc tÔpouc me S1 kai S2 gr�foume

S1 ≡ S2

gia na sumbolÐsoume oti eÐnai logik� isodÔnamoi. To prohgoÔmeno apotèlesma sumbolÐzetai
P ⇒ Q ≡ (¬Q) ⇒ (¬P ) .

MÐa endiafèrousa idiìthta twn sÔnjetwn tÔpwn eÐnai oti merikèc forèc dÔo tÔpoi mporeÐ
na eÐnai isodÔnamoi par�ìlo pou den perièqoun ton Ðdio arijmì metablht¸n. Autì sumbaÐnei
ìtan h allag  thc tim c alhjeÐac mÐac metablht c den ephre�zei to telikì apotèlesma.
Gia par�deigma, P ∧ (¬P ) eÐnai p�ntote yeud c. UpologÐzoume ton pÐnaka alhjeÐac tou
(P ∧ (¬P )) ∨ (¬Q)

P Q (P ∧ (¬P )) ∨ (¬Q)
A A Y
A Y A
Y A Y
Y Y A

kai blèpoume oti (P ∧ (¬P ))∨ (¬Q) èqei p�nta thn Ðdia tim  alhjeÐac me to ¬Q, anex�rthta
apì thn tim  tou P . MporoÔme na jewr soume tupik� to ¬Q wc sun�rthsh tou P kai tou
Q, opìte o pÐnakac alhjeÐac gÐnetai

P Q ¬Q
A A Y
A Y A
Y A Y
Y Y A

Me autìn ton trìpo èqoume oti
¬Q ≡ (P ∧ (¬P )) ∨ (¬Q).

'Enac sÔnjetoc tÔpoc onom�zetai tautologÐa e�n eÐnai alhj c gia opoiesd pote timèc
alhjeÐac twn metablht¸n tou. Qarakthristik� paradeÐgmata eÐnai

P ∨ (¬P )
P ⇒ (P ∨Q)
(P ∧Q) ⇒ P

(P ⇒ Q) ⇔ ((¬Q) ⇒ (¬P ))
(P ⇔ Q) ⇔ ((P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ P )).
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Prèpei na elègxete oti oi pÐnakec alhjeÐac aut¸n twn tÔpwn dÐdoun p�ntote thn tim  A.
E�n ènac sÔnjetoc tÔpoc eÐnai yeud c gia opoiesd pote timèc alhjeÐac twn metablht¸n

tou, onom�zetai antÐfash. Gia par�deigma, P ∧ (¬P ) eÐnai antÐfash.
K�je dÔo tautologÐec eÐnai logik� isodÔnamec, kai k�je dÔo antif�seic eÐnai logik�

isodÔnamec. EpÐshc, ènac sÔnjetoc tÔpoc S eÐnai tautologÐa e�n kai mìnon e�n ¬S eÐnai
antÐfash.

SumbolÐzoume mÐa tautologÐa me T , kai mÐa antÐfash me C. 'Eqoume tìte k�poia endi-
afèronta apotelèsmata. Gia par�deigma, (¬P ) ⇒ C eÐnai logik� isodÔnamo me to P . Oi
pÐnakec eÐnai:

P (¬P ) ⇒ C
A A
Y Y

P P
A A
Y Y

(UpologÐzontac ton pr¸to pÐnaka, prosèxte oti C èqei p�nta tim  alhjeÐac Y.)
'Eqoume to Ðdio apotèlesma e�n antikatast soume to C me opoiad pote sugkekrimènh

antÐfash:

P Q (¬P ) ⇒ (Q ∧ (¬Q))
A A A
A Y A
Y A Y
Y Y Y

P Q P
A A A
A Y A
Y A Y
Y Y Y

Prèpei na elègxete ìlouc touc endi�mesouc upologismoÔc ston pr¸to pÐnaka, gia na katal�-
bete ti akrib¸c sumbaÐnei.

AntÐ na sugkrÐnoume touc pÐnakec alhjeÐac dÔo sÔnjetwn tÔpwn S1 kai S2 gia na elègx-
oume e�n eÐnai logik� isodÔnamoi, mporoÔme na exet�soume mìno ton pÐnaka tou S1 ⇔ S2.
E�n o S1 eÐnai logik� isodÔnamoc me ton S2 tìte o S1 ⇔ S2 eÐnai tautologÐa, kai antÐstro-
fa, e�n S1 ⇔ S2 eÐnai tautologÐa, tìte S1 ≡ S2. Gia par�deigma, h logik  isodunamÐa twn
P ⇒ Q kai (¬Q) ⇒ (¬P ) antistoiqeÐ sto oti o tÔpoc [P ⇒ Q] ⇔ [(¬Q) ⇒ (¬P )] eÐnai
tautologÐa.

Logik� sumper�smata
H genik  strathgik  miac apìdeixhc suqn� ègkeitai sto na apodeiqjeÐ, antÐ gia thn isqÔ
thc dojeÐsac prìtashc, h isqÔc miac prìtashc pou eÐnai logik� isodÔnamh me th dojeÐsa.
Shmantik� tètoia paradeÐgmata eÐnai ta akìlouja.

1. AntijetoantÐstrofh.
(P ⇒ Q) ≡ ((¬Q) ⇒ (¬P ))

Gia na apodeÐxoume P ⇒ Q, epalhjeÔoume thn prìtash (¬Q) ⇒ (¬P ).

2. Apagwg  se �topo.
P ≡ ((¬P ) ⇒ C)

ìpou C eÐnai mÐa antÐfash. Gia na apodeÐxoume to P , epalhjeÔoume thn prìtash
(¬P ) ⇒ C.
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3. �E�n kai mìnon e�n�.

(P ⇔ Q) ≡ ((P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ P )) .

4. �E�n kai mìnon e�n�, deÔterh ekdoq .

(P ⇔ Q) ≡ ((P ⇒ Q) ∧ ((¬P ) ⇒ (¬Q))) .

Gia na apodeÐxoume thn prìtash P ⇔ Q, epalhjeÔoume tic prot�seic P ⇒ Q kai
(¬P ) ⇒ (¬Q).

Gia na epalhjeÔsoume mÐa sÔnjeth prìtash, exet�zoume pwc kataskeu�zetai h prìtash
apì gnwstèc prot�seic, kai qrhsimopoioÔme pÐnakec alhjeÐac. Ac upojèsoume oti gnwrÐ-
zoume pwc h P eÐnai alhj c, kai pwc h (¬Q) ⇒ (¬P ) eÐnai alhj c. Apì aut� ta dedomèna
mporoÔme na sumper�noume oti h Q eÐnai alhj c. Ta dojènta mporeÐ na eÐnai sÔnjetec pro-
t�seic, ìpwc h (¬Q) ⇒ (¬P ), kai mporeÐ na gnwrÐzoume oti h sÔnjeth prìtash alhjeÔei,
qwrÐc na èqoume plhroforÐec gia thn al jeia twn sunistws¸n thc. 'Etsi mporeÐ na gnwrÐ-
zoume oti (¬Q) ⇒ (¬P ) eÐnai alhj c, qwrÐc na gnwrÐzoume tic timèc alhjeÐac twn P kai Q.
Akìma kai se aut n thn perÐptwsh mporoÔme na bg�loume k�poio sumpèrasma, ìpwc, gia
par�deigma, oti h logik� isodÔnamh prìtash P ⇒ Q eÐnai alhj c. Ston akìloujo pÐnaka,
e�n gnwrÐzoume oti oi prot�seic sthn pr¸th st lh alhjeÔoun, mporoÔme na sumper�noume
oti alhjeÔei h prìtash sth deÔterh st lh.

E�n alhjeÔoun autèc oi prot�seic... ...tìte alhjeÔei kai aut 

P, (¬Q) ⇒ (¬P ) Q

¬P ⇒ C, ìpou C antÐfash P

P, P ⇒ Q Q

P ⇒ Q, Q ⇒ R P ⇒ R

P ∨Q, ¬P Q

P ∧Q P ∨Q

P ⇒ Q, Q ⇒ P P ⇔ Q

P1, P2, . . . , Pn P1 ∧ P2 ∧ . . . ∧ Pn

P1, . . . , Pn, (P1 ∧ . . . ∧ Pn) ⇒ Q Q

Autìc o pÐnakac mporeÐ na suneqisteÐ ep� �peiron. Gia na p�roume mÐa akìmh gram-
m , gr�foume ènan arijmì apì sÔnjetouc protasiakoÔc tÔpouc S1, . . . , Sn sthn arister 
st lh. Sthn antÐstoiqh jèsh sth dexi� st lh b�zoume k�poio sÔnjeto protasiakì tÔpo
D, tou opoÐou h al jeia eÐnai exasfalismènh ìtan alhjeÔoun oi S1, . . . , Sn. Gia na to
elègxoume autì exet�zoume touc pÐnakec alhjeÐac twn S1, . . . , Sn kai D. MporoÔme ìmwc
na to elègxoume exet�zontac ton pÐnaka alhjeÐac thc prìtashc

(S1 ∧ S2 ∧ . . . ∧ Sn) ⇒ D .



78 Jemèlia twn Majhmatik¸n

E�n aut  eÐnai tautologÐa, tìte e�n alhjeÔoun oi S1, . . . , Sn alhjeÔei kai h D.
Mia tautologÐa thc morf c (S1 ∧ S2 ∧ . . . ∧ Sn) ⇒ D onom�zetai kanìnac exag-

wg c sumperasm�twn   kanìnac apagwg c. E�n se èna tètoio kanìna, ìtan
antikatast soume sugkekrimènec prot�seic gia tic metablhtèc stouc sÔnjetouc protasi-
akoÔc tÔpouc, oi prot�seic S1, . . . , Sn eÐnai alhjeÐc, tìte mporoÔme na sumper�noume oti
kai h prìtash D eÐnai alhj c.

Otan oi prot�seic pou emfanÐzontai perilamb�noun posodeÐktec, prèpei na exet�soume
pwc sundèontai gia na doÔme e�n h isqÔc mÐac prìtashc eÐnai fusik  sunèpeia twn dedomènwn.
Se mÐa apl  perÐptwsh, e�n gnwrÐzoume oti ∀x ∈ S : P (x) eÐnai alhj c, mporoÔme na
sumper�noume oti ∃x ∈ S : P (x) eÐnai epÐshc alhj c. E�n gnwrÐzoume oti alhjeÔoun oi
∀x ∈ S : P (x) kai ∀x ∈ S : Q(x), mporoÔme na sumper�noume oti alhjeÔoun pollèc
prot�seic, ìpwc ∀x∈S : (P (x) ∧Q(x)) , [∀x∈S : P (x)] ∨ [∀x∈S : Q(x)], P (a) ∧Q(b),
ìpou a, b∈S, klp. MporoÔme p�li na gr�youme èna pÐnaka kanìnwn sumperasm�twn pou
mporoÔme na bg�loume apì prot�seic me posodeÐktec.

E�n alhjeÔoun autèc oi prot�seic... ...tìte alhjeÔei kai aut 

∀x∈S : P (x), ∀x∈S : Q(x) ∀x∈S : [P (x) ∧Q(x)]

∀x∈S : P (x) (ìpou S 6= ∅) ∃x∈S : P (x)

∀x∈S : P (x) P (a) gia opoiod pote a∈S

P (a) (ìpou a∈S) ∃x∈S : P (x)

¬(∀x∈S : P (x)) ∃x∈S : (¬P (x))

¬(∃x∈S : P (x)) ∀x∈S : (¬P (x))

Autìc o pÐnakac mporeÐ na suneqisteÐ me pl joc �llwn kanìnwn sumperasm�twn. Sthn
arister  st lh gr�foume prot�seic S1, . . . , Sn oi opoÐec mporeÐ na perièqoun posodeÐktec,
kai sth dexi� st lh gr�foume mÐa prìtash D, h opoÐa eÐnai upoqrewtik� alhj c, e�n ìlec
oi S1, . . . , Sn eÐnai alhjeÐc. Autì mporoÔme na to elègxoume exet�zontac thn prìtash
(S1 ∧ S2 ∧ . . . ∧ Sn) ⇒ D. 'Omwc oi sÔnjetec ekfr�seic pou perièqoun kathgor mata
me posodeÐktec eÐnai polÔ pio polÔplokec apì tic prot�seic, kai den ja diatup¸soume mÐa
genik  mèjodo elègqou se aut n thn perÐptwsh, an�logh twn pin�kwn alhjeÐac gia tic
sÔnjetec prot�seic.

Apìdeixh
Gia th logik  parousÐash mÐac apìdeixhc xekin�me me k�poiec prot�seic, tic upojèseic
H1, H2, . . . , Hr, kai jèloume na sumper�noume thn isqÔ mÐac prìtashc D, tou sumper�s-
matoc. H diadikasÐa mporeÐ na eÐnai arket� polÔplokh, me thn eisagwg  �llwn bohjhtik¸n
prot�sewn. Katagr�foume th diadikasÐa se b mata, gr�fontac èna peperasmèno pl joc
gramm¸n, me ekfr�seic L1, L2, . . . , Ln tètoiec ¸ste Ln = D, kai ìpou gia k�je m =
1, . . . , n, h gramm  Lm eÐte eÐnai k�poia apì tic upojèseic H1, H2, . . . , Hr, eÐte eÐnai
logik  sunèpeia twn prohgoÔmenwn gramm¸n L1, L2, . . . , Lm−1. Me autìn ton trìpo
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exasfalÐzoume oti h teleutaÐa gramm  D eÐnai alhj c e�n oi upojèseic H1, H2, . . . , Hr

eÐnai alhjeÐc. E�n h Lm den eÐnai k�poia apì tic upojèseic, elègqoume oti eÐnai logik 
sunèpeia twn L1, L2, . . . , Lm−1 exet�zontac thn tim  alhjeÐac thc sÔnjethc prìtashc
L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Lm−1 ⇒ Lm.

'Otan to telikì sumpèrasma D eÐnai thc morf c P ⇒ Q, tìte suqn� oi majhmatikoÐ
all�zoun th diadikasÐa thc apìdeixhc, gr�fontac grammèc me ekfr�seic L1, . . . , Ln ìpou
P eÐnai h pr¸th èkfrash L1 kai Q h teleutaÐa Ln. K�je endi�mesh gramm  eÐte eÐnai mÐa
apì tic upojèseic, eÐte eÐnai sunèpeia twn prohgoÔmenwn gramm¸n.

Par�deigma 4.9 Me tic upojèseic
H1 : 5 > 2
H2 : 1,∀ x, y, z ∈R : ((x > y) ∧ (y > z) ⇒ (x > z))

mporoÔme na gr�youme thn apìdeixh thc prìtashc (x > 5) ⇒ (x > 2) wc ex c
L1 : x > 5
L2 : 5 > 2
L3 : ∀x, y, z ∈R : ((x > y) ∧ (y > z) ⇒ (x > z))
L4 : x > 2

An kai to sugkekrimèno sumpèrasma den eÐnai entupwsiakì, deÐqnei th genik  morf  thc
apìdeixhc, thn opoÐa apokrustall¸noume ston akìloujo orismì.

Orismìc. MÐa apìdeixh thc prìtashc P ⇒ Q, (ìpou P kai Q eÐnai prìtash  
kathgìrhma), me dedomènec tic upojèseic H1, . . . , Hr apoteleÐtai apì èna peperasmèno
pl joc gramm¸n

L1 : P

L2 : . . .
...

Ln : Q

ìpou k�je gramm  Lm, gia 2 ≤ m ≤ n, eÐte eÐnai mÐa apì tic upojèseic Hs, 1 ≤ s ≤ r, eÐte
mÐa prìtash   èna kathgìrhma, tètoio ¸ste

(L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Lm−1) ⇒ Lm

eÐnai alhj c prìtash.

Upì autèc tic sunj kec, e�n h P eÐnai alhj c, tìte k�je epìmenh gramm  eÐnai epÐshc al-
hj c, kai eidikìtera h Q eÐnai alhj c. Apì ton pÐnaka alhjeÐac thc sunepagwg c blèpoume
oti autì exasfalÐzei thn al jeia thc P ⇒ Q.

AxÐzei na doÔme ti sumbaÐnei ìtan h P eÐnai yeud c. Autì mporeÐ na sumbeÐ, gia par�deigma
ìtan h P eÐnai kathgìrhma, opìte h antikat�stash sugkekrimènwn tim¸n dÐdei yeud  prì-
tash. 'Etsi, sto prohgoÔmeno par�deigma, x > 5 den eÐnai alhjèc ìtan x = 1, kai h gramm 
L4 gÐnetai 1 > 2, to opoÐo eÐnai epÐshc yeudèc. Apì thn �llh, e�n x = 3, tìte h L1 eÐnai
yeud c, 3 > 5, all� h L4 eÐnai 3 > 2, alhj c. Me lÐga lìgia, e�n h P eÐnai yeud c den
mporoÔme na bg�loume k�poio sumpèrasma wc proc thn al jeia   to yeÔdoc twn epìmenwn
gramm¸n. GnwrÐzoume ìmwc oti h sÔnjeth prìtash P ⇒ Q eÐnai alhj c.

EÐdame ton tupikì orismì logik¸n bhm�twn se mÐa apìdeixh. Ti ìmwc gr�foume sthn
pr�xh, ìtan parousi�zoume mÐa apìdeixh? Autì ja exet�soume sto epìmeno kef�laio.
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Ask seic

'Askhsh 4.3 Gr�yte mia sÔnjeth prìtash h opoÐa na eÐnai alhj c ìtan akrib¸c dÔo apì
tic treic prot�seic P , Q kai R eÐnai alhjeÐc.
Gr�yte mia sÔnjeth prìtash h opoÐa na eÐnai alhj c, ìtan kamÐa,   mia,   dÔo apì tic treic
prot�seic P , Q kai R eÐnai alhjeÐc.

'Askhsh 4.4 Kataskeu�ste pÐnakec alhjeÐac gia tic parak�tw prot�seic

aþ. (P ⇒ ¬P ) ⇒ (P ⇒ P )

bþ. (P ⇒ R) ∧ (Q ⇒ R) ⇔ ((P ∧Q) ⇒ R)

gþ. (P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ R) ⇒ (P ⇒ R)

'Askhsh 4.5 Fti�xte ènan (koinì) pÐnaka logik¸n tim¸n gia tic prot�seic

α′. (P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ P ) , P ⇔ Q

'Eqoun autèc oi prot�seic p�nta tic Ðdiec logikèc timèc?
K�nete to Ðdio kai me ta zeÔgh prot�sewn

β′. (P ⇒ Q) ⇒ R , P ⇒ (Q ⇒ R)
γ′. (P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ R) , P ⇒ R
δ′. P ⇒ Q , ¬P ∨Q

'Askhsh 4.6 Gr�yte tic parak�tw prot�seic me logik� sÔmbola, kai exet�ste e�n eÐnai
alhjeÐc.

aþ. Gia k�je pragmatikì arijmì x, up�rqei pragmatikìc arijmìc y, tètoioc ¸ste y3 = x.

bþ. Up�rqei pragmatikìc arijmìc y, tètoioc ¸ste, gia k�je pragmatikì arijmì x, to
�jroisma x + y eÐnai jetikì.

gþ. Gia k�je �rrhto arijmì x, up�rqei akèraioc n tètoioc ¸ste x < n < x + 1.

dþ. To tetr�gwno k�je akeraÐou af nei upìloipo 0   1 ìtan diairejeÐ me to 4.

eþ. To �jroisma twn tetrag¸nwn dÔo pr¸twn arijm¸n diaforetik¸n apì to 2 eÐnai �rtioc
arijmìc.

'Askhsh 4.7 Diatup¸ste tic parak�tw prot�seic sta ellhnik�.

aþ. ∀x∈R ∃y∈R : x2 − 3xy + 2y2 = 0

bþ. ∃y∈R ∀x∈R : x2 − 3xy + 2y2 = 0

gþ. ∃N ∈N ∀ε∈R : ((ε > 0) ∧ (n > N)) ⇒ ( 1
n

< ε)

dþ. ∀x∈N ∀y∈N ∃z∈N : x + z = y
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eþ. ∀x∈Z ∀y∈Z ∃z∈Z : x + z = y

Ektìc apì thn kat� sÔmbolo met�frash, d¸ste kai mia diatÔpwsh se pio strwt  gl¸ssa,
pou na mhn alloi¸nei th shmasÐa. Poièc apì tic prot�seic eÐnai alhjeÐc?

'Askhsh 4.8 Gr�yte thn �rnhsh k�je miac apì tic akìloujec prot�seic

aþ. ∀x : (P (x) ∧Q(x))

bþ. ∃x : (P (x) ⇒ Q(x))

gþ. ∀x∈R ∃y∈R : (x ≥ y)

dþ. ∀x∈R ∀y∈R ∃z∈Q : (x + y ≥ z)

'Askhsh 4.9 SqhmatÐste touc pÐnakec alhjeÐac twn parak�tw prot�sewn, kai exet�ste
poièc apì autèc eÐnai tautologÐec.

aþ. P ⇒ (¬P )

bþ. (P ⇒ R) ∧ (Q ⇒ R) ⇔ ((P ∧Q) ⇒ R)

gþ. (P ∧Q) ⇒ (P ∨Q)

dþ. (P ⇒ Q) ∨ (Q ⇒ P ) ∨ (¬Q)

'Askhsh 4.10 SqhmatÐste touc pÐnakec alhjeÐac twn parak�tw zeug¸n prot�sewn, kai
exet�ste e�n oi dÔo prot�seic eÐnai logik� isodÔnamec.

aþ. ¬(P ∧Q) , (¬P ) ∨ (¬Q)

bþ. ¬(P ∨Q) , (¬P ) ∧ (¬Q)

gþ. ¬(P ∧ (¬P )) , P ∨ (¬P )

dþ. P ⇒ R , (¬P ) ∧R

eþ. P ⇒ R , (¬R) ∧ P

�þ. (P ⇒ Q) ∧R , P ⇒ (Q ∧R)

zþ. (P ∧ (¬Q)) ⇒ (R ∧ (¬R)) , P ⇒ Q



Kef�laio 5

Majhmatik  Apìdeixh

Sto prohgoÔmeno kef�laio exet�same th logik  qr sh thc gl¸ssac sta Majhmatik�, kai
ton trìpo me ton opoÐo h al jeia mÐac prìtashc prokÔptei apì �llec dedomènec. EÐdame oti
mporoÔme na jewr soume mÐa apìdeixh wc mÐa akoloujÐa logik¸n sumperasm�twn. Sthn
pr�xh den eÐnai ikanopoihtikì na gr�foume apodeÐxeic me autìn ton trìpo: e�n sumper-
il�boume k�je b ma to apotèlesma eÐnai exairetik� makroskelèc. Se autì to kef�laio ex-
et�zoume th genik  eikìna miac majhmatik c apìdeixhc, kai blèpoume pwc gr�foun apodeÐxeic
oi majhmatikoÐ sthn pr�xh. Ektìc apì to logikì skeletì, to gr�yimo mÐac apìdeixhc apaiteÐ
krÐsh gia thn posìthta twn leptomerei¸n pou armìzoun sth sugkekrimènh perÐptwsh. Ti
prèpei na sumperilhfjeÐ kai ti mporeÐ na paralhfjeÐ. PolÔ lÐga stoiqeÐa mporeÐ na af soun
èxw shmantikì mèroc tou epiqeir matoc, en¸ p�ra poll� stoiqeÐa mporeÐ na suskotÐsoun
thn sunolik  eikìna.

Xekin�me paÐrnontac mÐa kanonik  apìdeixh, grammènh se sunhjismèno majhmatikì stul,
thn opoÐa sugkrÐnoume me thn tupik  dom  thc apìdeixhc sto prohgoÔmeno kef�laio.

Je¸rhma 5.1 E�n (an) kai (bn) eÐnai akoloujÐec, tètoiec ¸ste an → a kai bn → b kaj¸c
n →∞, tìte (an + bn) → a + b.

Apìdeixh. 'Estw ε > 0. AfoÔ an → a, up�rqei N1 tètoio ¸ste

n > N1 ⇒ |an − a| < 1

2
ε

AfoÔ bn → b, up�rqei N2 tètoio ¸ste

n > N2 ⇒ |bn − b| < 1

2
ε

Jètoume N = max{N1, N2}. E�n n > N , tìte

|an − a| < 1

2
ε kai |bn − b| < 1

2
ε ,

�ra, apì thn trigwnik  anisìthta

|(an + bn)− (a + b)| ≤ |an − a|+ |bn − b|
≤ 1

2
ε +

1

2
ε

= ε .

82
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'Epetai oti (an + bn) → a + b.
¤

Gia na analÔsoume th dom  thc apìdeixhc, thn xanagr�foume, gramm  � gramm , prosjè-
tontac merik� sqìlia pou aposafhnÐzoun to epiqeÐrhma.

Oi upojèseic tou jewr matoc eÐnai:
H1: (an) eÐnai akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n, kai an → a kaj¸c n →∞.
H2: (bn) eÐnai akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n, kai bn → b kaj¸c n →∞.
kai to sumpèrasma eÐnai
D: gia thn akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n (an + bn) èqoume oti an + bn → a + b kaj¸c
n →∞.

H apìdeixh eÐnai:

1. 'Estw ε > 0

2. AfoÔ (an) → a, up�rqei N1 tètoio ¸ste n > N1 ⇒ |an − a| < 1
2
ε

3. AfoÔ (bn) → b, up�rqei N2 tètoio ¸ste n > N2 ⇒ |bn − b| < 1
2
ε

4. 'Estw N = max{N1, N2}
5. E�n n > N tìte |an − a| < 1

2
ε kai |bn − b| < 1

2
ε.

6. |(an + bn)− (a + b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| apì thn trigwnik  anisìthta.

7. |an − a|+ |bn − b| < 1
2
ε + 1

2
ε

8. 1
2
ε + 1

2
ε = ε

9. (Up�rqei N = max{N1, N2} tètoio ¸ste) n > N ⇒ |(an + bn)− (a + b)| < ε.

10. (an + bn) → a + b, o.e.d.

H gramm  1 eÐnai to kathgìrhma: P (ε) : ε > 0, kai koit¸ntac pio k�tw blèpoume oti sth
gramm  9 katal goume sthn Ôparxh enìc N tètoiou ¸ste n > N ⇒ |(an+bn)−(a+b)| < ε.
E�n Q(ε) eÐnai to kathgìrhma:

(∃N ∈ N) : ((n > N) ⇒ (|(an + bn)− (a + b)| < ε)) ,

oi grammèc 1 � 9 apoteloÔn apìdeixh thc sunepagwg c P (ε) ⇒ Q(ε). Sth gramm  10 autì
ermhneÔetai wc to sumpèrasma, oti (an + bn) → (a + b).

Stic grammèc 2 kai 3 oi upojèseic H1, H2, diatup¸nontai analutik�, qrhsimopoi¸ntac
ton orismì thc sÔgklishc: an → a kaj¸c n →∞ shmaÐnei

Gia k�je ε > 0 up�rqei N tètoio ¸ste n > N ⇒ |an − a| < ε.

Prosèxte oti paraleÐpetai to epiplèon b ma, oti e�n ε > 0 tìte 1
2
ε > 0. Sthn pr�xh, tètoia

mikr� b mata, pou apoteloÔn mèroc thc teqnik c, paraleÐpontai.
Sth gramm  4 eis�getai ènac nèoc orismìc: orÐzoume to sÔmbolo N sunart sei twn N1

kai N2. Ja mporoÔsame na paraleÐyoume autì ton orismì, kai na antikatast soume k�je
for� sthn apìdeixh to sÔmbolo N me to max{N1, N2}, qwrÐc kami� ousiastik  diafor�.
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SunhjÐzetai ìmwc na qrhsimopoioÔntai nèa sÔmbola gia sÔnjetec ènnoiec pou kataskeu�-
zontai apì �llec, gia na diathreÐtai piì aplìc o sumbolismìc kai na anadeiknÔontai shman-
tik� stoiqeÐa thc apìdeixhc.

H gramm  5 eÐnai sunèpeia twn 2, 3, 4: n > N ⇒ n > N1 ⇒ |an − a| < 1
2
ε kai

n > N ⇒ n > N2 ⇒ |bn − b| < 1
2
ε. Prosèxte oti oi profaneÐc sunepagwgèc, oti e�n

n > N = max{N1, N2} tìte n > N1 kai n > N2 paraleÐpontai apì thn apìdeixh.
Sth gramm  6 paraleÐpetai o stoiqei¸dhc algebrikìc qeirismìc |(an + bn) − (a + b)| =

|(an − a) + (bn − b)|, kai katìpin efarmìzetai h trigwnik  anisìthta gia na p�roume to
telikì apotèlesma. An kai h prìtash moi�zei na eÐnai kathgìrhma sto n, jewroÔme oti h
metablht  desmeÔetai apì ton (uponooÔmeno) posodeÐkth ∀(n > N) sth gramm  5.

H gramm  7 eÐnai sunèpeia twn 5 kai 6, efarmìzontac (siwphr�) idiìthtec prìsjeshc
anisot twn.

Sth gramm  8 ekteloÔntai aplèc arijmhtikèc pr�xeic.
Tèloc h gramm  9 eÐnai sunèpeia twn 2 � 8.
Ti parathroÔme apì thn an�lush aut c thc sqetik� apl c apìdeixhc? Oi majhmatikoÐ

den gr�foun apodeÐxeic akrib¸c me ton trìpo pou perigr�yame thn tupik  apìdeixh. Oi
kuriìterec diaforèc eÐnai oti

1. ParaleÐpontai upojèseic.

2. ParaleÐpontai b mata sthn exagwg  sumperasm�twn.

3. Eis�gontai orismoÐ nèwn ennoi¸n.

To apotèlesma eÐnai na parousi�zetai h apìdeixh se mÐa pio reust  graf  ap� oti h
akoloujÐa prot�sewn thc tupik c apìdeixhc.

Stìqoc thc apìdeixhc eÐnai na k�nei katanoht  thn allhlouqÐa twn sumperasm�twn. H
par�leiyh leptomerei¸n pou jewroÔntai perittèc, kai h eisagwg  nèwn sumbìlwn, epitrèpei
na gÐnei h apìdeixh pio sÔntomh kai euan�gnwsth.

O anjr¸pinoc noÔc kataskeu�zei jewrÐec anagnwrÐzontac gnwstèc qarakthristikèc mor-
fèc sta epiqeir mata, paramerÐzontac leptomèreiec pou eÐnai kal� katanohtèc. O basikìc
perioristikìc par�gwn eÐnai h posìthta nèwn plhrofori¸n pou mporeÐ na sugkrateÐ k�je
stigm  sthn prosoq  o nouc, kai h �sumpÔknwsh� pou proèrqetai apì ton paramerismì
leptomerei¸n kai thn enopoÐhsh ennoi¸n, eÐnai aparaÐthth gia th sÔllhyh thc sunolik -
c eikìnac. 'Etsi, b mata thc logik c apìdeixhc, ta opoÐa apoteloÔn mèroc thc basik c
teqnik c, suntomeÔontai, gia na anadeiqjeÐ h sunolik  eikìna.

'Otan mÐa majhmatikìc anaptÔssei mÐa nèa jewrÐa, teÐnei na diakrÐnei metaxÔ twn gnwst¸n
apotelesm�twn, pou apoteloÔn mèroc thc teqnik c, kai tou nèou ulikoÔ pou anaptÔssei.
Ta gnwst� stoiqeÐa mporoÔn na suntomeujoÔn se meg�lo bajmì, kaj¸c ja mporoÔsan
na analujoÔn kai na sumplhrwjoÔn e�n etÐjento upì amfisb thsh. Nèa stoiqeÐa, pou
apoteloÔn ton pur na thc anaptussìmenhc jewrÐac, antimetwpÐzontai me megalÔterh proso-
q . Anafèrontai rht� wc upìjesh ìtan qrei�zontai.

Se ti bajmì proqwr�ei aut  h diadikasÐa par�lhyhc kai suntìmeushc, eÐnai z thma Ôfouc
kai exart�tai apì to koinì sto opoÐo apeujÔnetai h apìdeixh: diaforetik� ja grafteÐ mia
apìdeixh se èna egqeirÐdio, se mÐa ereunhtik  monografÐa,   se èna �rjro se episthmonikì
periodikì.

H apìdeixh sto par�deigma, apeujÔnetai se foithtèc majhmatik¸n tou 1ou   tou 2ou
ètouc. Etsi, sth melèth thc majhmatik c an�lushc, oi kanìnec thc arijmhtik c jewroÔntai
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entel¸c oikeÐoi, kai den anafèrontai. Oi nèec ènnoiec, ìpwc ta ìria akolouji¸n, anafèrontai
rht�. H trigwnik  anisìthta jewreÐtai gnwst , all� ìqi tìso oikeÐa, kai gÐnetai mÐa
anafor� se aut .

Axiwmatik� sust mata
H diadikasÐa thc apìdeixhc, ìpwc eÐdame, ex�gei k�poia sumper�smata apì k�poiec upojè-
seic, oi opoÐec mporeÐ na eÐnai rht� diatupwmènec   na prosdiorÐzontai apì to antikeÐmeno
thc melèthc. Gia na èqei aut  h diadikasÐa stèreec b�seic, prèpei na èqoume k�poiec arqikèc
upojèseic, tic opoÐec deqìmaste wc axi¸mata, kai apì autèc sumperaÐnoume ìla ta �lla
apotelèsmata thc jewrÐac.

Aut� ta apotelèsmata ta onom�zoume jewr mata, prot�seic, l mmata   porÐsmata. Aut�
ta diaforetik� onìmata bohjoÔn na parousi�soume pio an�glufa th dom  thc jewrÐac kai
thn allhlex�rthsh twn apotelesm�twn. Sun jwc jewr mata onom�zoume ta pio shmantik�
apotelèsmata, en¸ prot�seic ta ligìtero shmantik�. Gia na dieukolunjeÐ h parousÐash mÐac
makroskeloÔc apìdeixhc, mporoÔme na diakrÐnoume apotelèsmata pou apoteloÔn sustatikì
thc apìdeixhc, kai na prot�xoume thn apìdeixh thc. Tètoia apotelèsmata ta onom�zoume
l mmata. Antijètwc, pìrisma eÐnai èna apotèlesma pou èpetai enìc �llou apotelèsmatoc
apì to opoÐo apodeiknÔetai �mesa.

'Eqoume arketèc gn¸seic gia touc fusikoÔc arijmoÔc. Gia na touc melet soume axi-
wmatik� ja prèpei na epilèxoume k�poiec idiìthtec thc arijmhtik c wc basik� axi¸mata,
kai p�nw se aut� na oikodom soume ìlh th jewrÐa, qrhsimopoi¸ntac tic apodeiktikèc di-
adikasÐec. BebaÐwc mporoÔme na qrhsimopoi soume th diaisjhtik  gn¸sh thc arijmhtik c
pou èqoume gia na mac kajodhg sei sth axiwmatik  melèth.

Sto epìmeno kef�laio ja exet�soume me autìn ton trìpo touc fusikoÔc arijmoÔc. Se
�lla maj mata, jewr¸ntac dedomèna ta apotelèsmata gia touc fusikoÔc arijmoÔc, ja
exet�soume �lla arijmhtik� sust mata.
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Ask seic

'Askhsh 5.1 Ja apodeÐxoume, me eic �topo apagwg , oti 1 eÐnai o megalÔteroc akèraioc.
BreÐte to l�joc!
Apìdeixh. Upojètoume oti o 1 den eÐnai megalÔteroc akèraioc. Estw n o megalÔteroc
akèraioc. Tìte n > 1. Tìte n2 eÐnai epÐshc akèraioc, kai n2 = n · n > n · 1 = n. Ara
n2 > n, pou antif�skei me thn upìjesh oti n einai o megalÔteroc akèraioc. Ara 1 eÐnai o
megalÔteroc akèraioc.

'Askhsh 5.2 ApodeÐxte me eic �topo apagwg  oti:

E�n x, y ∈ R kai y ≤ x + ε gia k�je ε > 0, ε ∈ R, tìte y ≤ x.

aþ. Gr�yte thn apìdeixh se strwt� majhmatik� ellhnik�.

bþ. Diatup¸ste thn prìtash se tupik  gl¸ssa, kai apodeÐxte oti h �rnhsh thc prìtashc
sunep�getai mÐa antÐfash.



Kef�laio 6

FusikoÐ ArijmoÐ kai Epagwg 

Apìdeixh me epagwg 
H apìdeixh me epagwg  den faÐnetai na tairi�zei sto sq ma pou perigr�yame sto teleutaÐo
kef�laio. Ac doÔme èna par�deigma.

Prìtash 6.1 To �jroisma twn fusik¸n arijm¸n apì to 1 èwc to n eÐnai 1
2
n(n + 1).

Apìdeixh. Gia n = 1, to �jroisma eÐnai apl¸c 1, kai eÐnai pr�gmati Ðso me 1
2
1(1 + 1).

E�n alhjeÔei gia to k, dhlad  e�n

1 + 2 + 3 + · · ·+ k =
1

2
k(k + 1) ,

tìte, prosjètontac k + 1 kai stic dÔo pleurèc èqoume

1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1) =
1

2
k(k + 1) + (k + 1)

=
1

2
(k2 + 3k + 2)

=
1

2
(k + 1)(k + 2)

Ara o tÔpoc alhjeÔei gia k + 1. Epagwgik�, o tÔpoc alhjeÔei gia k�je fusikì arijmì.
¤

Se polloÔc anjr¸pouc autì to epiqeÐrhma moi�zei na basÐzetai se èna �kai oÔtw kaj�ex c�:
afoÔ exasfalÐsoume thn al jeia thc prìtashc gia n = 1, kai to genikì b ma apì to k sto
k+1, efarmìzoume autì to b ma me k = 1, gia na p�me apì 1 sto 2, katìpin to efarmìzoume
xan� gia na p�me apì to 2 sto 3, kai oÔtw kaj�ex c, ìsec forèc jèloume. Gia par�deigma,
met� apì 592 efarmogèc tou genikoÔ b matoc ja fj�name to 593. BebaÐwc gia na fj�soume
meg�lec timèc tou n apaitoÔntai pollèc epanal yeic tou genikoÔ b matoc. To prìblhma
eÐnai oti me autìn ton trìpo den eÐnai dunatìn na kalÔyoume potè ìlouc touc fusikoÔc
arijmoÔc me mia apìdeixh peperasmènou m kouc

L1, L2, . . . , Lm .

H lÔsh se autì to prìblhma eÐnai na bg�loume to �kai oÔtw kaj�ex c� apì thn apìdeixh
kai na to topojet soume ston Ðdio ton orismì twn fusik¸n arijm¸n. Tìte h apìdeixh me
epagwg  ja tairi�zei me to sq ma pou perigr�yame sto prohgoÔmeno kef�laio.

87
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Oi fusikoÐ arijmoÐ
Den eÐnai dunatìn na perigr�youme to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n katagr�fontac èna�èna
ìla ta stoiqeÐa tou. Qrei�zetai mia diaforetik  prosèggish. Eutuq¸c, h diaisjhtik  ènnoia
thc aparÐjmhshc eÔkola mporeÐ na ekfrasteÐ me sunolojewrhtikì trìpo. ArqÐzoume me to
1, met� eÐnai to 2, met� to 3, kai suneqÐzoume me autìn ton trìpo, onom�zontac k�je for�
ton epìmeno fusikì arijmì, ìso jèloume. Gia an sull�boume ìlh aut n th diadikasÐa thc
aparÐjmhshc se mia ènnoia, jewroÔme ton epìmeno arijmì san mia sun�rthsh sto sÔnolo
N,

ε : N→ N

me kat�llhlec idiìthtec, ¸ste ε(n) na eÐnai o epìmenoc fusikìc, ε(1) = 2, ε(2) = 3, klp.
DÔo profaneÐc idiìthtec eÐnai

• ε den eÐnai epeikìnish epÐ tou N, afoÔ ε(n) 6= 1 gia k�je n ∈ N.

• ε eÐnai eneikìnish, dhlad  m 6= n sunep�getai ε(m) 6= ε(n).

Up�rqei mia trÐth shmantik  idiìthta, pou epitrèpei tic apodeÐxeic me epagwg .

• Upojètoume oti S ⊆ N eÐnai tètoio ¸ste 1 ∈ S, kai gia k�je n ∈ N, e�n n ∈ S tìte
ε(n) ∈ S. Tìte S = N.

Dhlad , e�n èna sÔnolo perièqei to 1, kai perièqei to ε(n) k�je for� pou perièqei to n,
tìte to sÔnolo kalÔptei ìlouc touc fusikoÔc arijmoÔc.

EÐnai entupwsiakì oti autèc oi treic idiìthtec arkoÔn gia na perigr�youme touc fusikoÔc
arijmoÔc. Gia mia axiwmatik  prosèggish thc Arijmhtik c arkeÐ na apait soume thn Ôparxh
enìc sunìlou me tic treic autèc idiìthtec. Gia praktikoÔc lìgouc eÐnai suqn� protimìtero
na arqÐsoume me to 0 antÐ to 1. Otan qrhsimopoioÔme touc fusikoÔc arijmoÔc gia na
ekfr�soume di�taxh, gia par�deigma wc deÐktec se mÐa akoloujÐa, eÐnai pio kat�llhlo to
N, qwrÐc to 0. An ìmwc jèloume oi fusikoÐ arijmoÐ na ekfr�zoun to pl joc stoiqeÐwn
twn peperasmènwn sunìlwn, tìte pio bolikì eÐnai na èqoume kai to 0 wc fusikì arijmì,
kaj¸c autì ekfr�zei to pl joc stoiqeÐwn tou ∅. Sthn arijmhtik  epÐshc eÐnai qr simo na
èqoume to stoiqeÐo 0. Gi�autoÔc kai �llouc lìgouc ja arqÐsoume me to 0 sto axiwmatikì
mac sÔsthma, kai ja qrhsimopoi soume to sÔmbolo N0 gia na dhl¸soume to sÔnolo twn
fusik¸n arijm¸n pou perièqei to 0.

Eqoume ta axi¸mata Peano gia touc fusikoÔc arijmoÔc, apì ton Italì majhmatikì pou
anèptuxe aut n thn prosèggish twn fusik¸n arijm¸n sto tèloc tou 19ou ai¸na.

JewroÔme èna sÔnolo N0 kai mia sun�rthsh ε : N0 → N0 tètoia ¸ste:

(F1) H sun�rthsh ε den eÐnai epeikìnish epÐ tou N0 : up�rqei stoiqeÐo 0 ∈ N0 tètoio ¸ste,
gia k�je n ∈ N0, ε(n) 6= 0.

(F2) H sun�rthsh ε eÐnai eneikonik : e�n ε(m) = ε(n) tìte m = n.

(F3) E�n S ⊆ N0 eÐnai tètoio ¸ste 0 ∈ N0 kai gia k�je n ∈ N0 :

(n ∈ S ⇒ ε(n) ∈ S)

tìte S = N0.
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Den prokÔptei oti up�rqei èna tètoio sÔnolo N0, kai prèpei na jewr soume thn Ôparx 
tou wc èna apì ta basik� axi¸mata twn majhmatik¸n mac.

AxÐwma Ôparxhc twn Fusik¸n Arijm¸n
Up�rqei èna sÔnolo N0 kai mia sun�rthsh ε : N0 → N0 pou ikanopoioÔn ta axi¸mata (F1),
(F2), (F3).

Apì aut� ta axi¸mata mporoÔme na apodeÐxoume ìla ta apotelèsmata thc arijmhtik c,
na kataskeu�soume touc akeraÐouc, touc rhtoÔc, touc pragmatikoÔc kai touc migadikoÔc
arijmoÔc. Ja doÔme epÐshc oti to axÐwma (F3), pou lègetai Arq  Epagwg c, emperièqei
th dunatìthta apìdeixhc me epagwg , ìpwc sto akìloujo par�deigma.

Prìtash 6.2 E�n n ∈ N0, n 6= 0, tìte up�rqei monadikì stoiqeÐo m ∈ N0 tètoio ¸ste
n = ε(m).

Apìdeixh. Jètoume

S = {n ∈ N0 |n = 0   n = ε(m) gia k�poio m ∈ N0} .

Ja deÐxoume oti S = N0. Profan¸c 0 ∈ S. E�n n ∈ S, eÐte n = 0, opìte ε(n) = ε(0) ∈ S,
eÐte n = ε(m) gia k�poio m ∈ N0, opìte ε(n) = ε(ε(m)) kai ef�oson ε(m) ∈ N0, ε(n) ∈ S.
Sunep¸c, apì to axÐwma (F3), S = N0. Ara, gia k�je n ∈ N0 \{0}, up�rqei m ∈ N0 tètoio
¸ste ε(m) = n. H monadikìthta eÐnai sunèpeia tou axi¸matoc (F2).

¤
H Prìtash 6.2 deÐqnei oti to 0 eÐnai to monadikì stoiqeÐo pou den eÐnai epìmeno k�poiou

�llou, mia idiìthta pou to diakrÐnei apì ìla ta �lla stoiqeÐa tou N0. OrÐzoume to sÔnolo
twn fusik¸n arijm¸n, N = N0 \ {0}. SumbolÐzoume to ε(0) me 1. Autì to stoiqeÐo an kei
sto N.

H apìdeixh thc Prìtashc 6.2 èqei thn akìloujh dom : orÐzoume èna sÔnolo S, kai

(a) deÐqnoume oti 0 ∈ S,

(b) deÐqnoume oti: n ∈ S ⇒ ε(n) ∈ S,

(g) epikaloÔmaste to axÐwma (F3) gia na sumper�noume oti S = N0.

Mia apìdeixh me epagwg  èqei p�nta aut n th dom . Sthn pr�xh to sÔnolo S eÐnai thc
morf c

S = {n ∈ N0 |P (n)}
ìpou P (n) eÐnai èna kathgìrhma pou orÐzetai (dhlad  pou eÐnai alhjèc   yeudèc) gia k�je
n ∈ N0. Ta b mata (a), (b), (g) gÐnontai

(aa) deÐqnoume oti h prìtash P (0) eÐnai alhj c,

(bb) deÐqnoume oti e�n P (n) eÐnai alhj c tìte P (ε(n)) eÐnai alhj c,

(gg) epikaloÔmaste to axÐwma (F3) gia na sumper�noume oti P (n) alhjeÔei gia k�je n ∈
N0.
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H qr sh tou axi¸matoc (F3) oloklhr¸nei thn apìdeixh qwrÐc na qrei�zetai kanèna �kai
oÔtw kaj�ex c�. H basik  dom  aut c thc apìdeixhc qrhsimopoi jhke sthn Prìtash sthn
arq  tou KefalaÐou, me th diafor� oti arqÐsame apì to 1 antÐ apì to 0 kai gr�yame n + 1
antÐ ε(n). Argìtera ja deÐxoume oti h Ðdia mèjodoc efarmìzetai xekin¸ntac apì opoiod pote
k ∈ N0, eidikìtera apì k = 1, kai sunep¸c h Prìtash sthn arq  tou KefalaÐou eÐnai èna
aplì par�deigma apìdeixhc me epagwg , basismènh sto axÐwma (F3).

Sthn pr�xh to axÐwma (F3) den anafèretai rht�. H apìdeixh diatup¸netai se sqèsh me
èna kathgìrhma P (n), kai ìtan apodeiqjoÔn ta b mata (aa) kai (bb), lème oti �me epagwg ,
to P (n) alhjeÔei gia ìla ta n�. Aut  h diatÔpwsh eÐnai mia anafor� sto axÐwma (F3), pou
onom�zetai, gi�autìn to lìgo, axÐwma epagwg c. Kat� th di�rkeia thc apìdeixhc, h upìjesh
oti P (n) alhjeÔei onom�zetai epagwgik  upìjesh kai h apìdeixh oti P (n) ⇒ P (ε(n))
onom�zetai epagwgikì b ma. Sthn arq , ìtan melet�me tic basikèc idiìthtec tou N0 ja
anaferìmaste rht� sto sÔnolo S.

AnadromikoÐ orismoÐ
Jèloume na orÐsoume thn prìsjesh fusik¸n arijm¸n xekin¸ntac apì thn ènnoia tou epomè-
nou. Gia k�je m ∈ N0 jètoume

m + 0 = m

kai katìpin orÐzoume m + ε(n) qrhsimopoi¸ntac to m + n kai jètontac

m + ε(n) = ε(m + n) .

To axÐwma epagwg c faÐnetai na tairi�zei se mia tètoia diadikasÐa. Pr�gmati, to epìmeno
je¸rhma exasfalÐzei oti mporoÔme na orÐsoume sunart seic me mia tètoia anadromik  di-
adikasÐa.

Je¸rhma 6.3 (Je¸rhma Anadrom c) E�n X eÐnai èna sÔnolo, f : X → X mia
sun�rthsh, kai c ∈ X, tìte up�rqei monadik  sun�rthsh ϕ : N0 → X tètoia ¸ste

aþ. ϕ(0) = c,

bþ. ϕ(ε(n)) = f(ϕ(n)) gia k�je n ∈ N0.

UpenjumÐzoume oti apì th skopi� thc jewrÐac sunìlwn mia sun�rthsh ϕ : N0 → X eÐnai
èna uposÔnolo ϕ ⊆ N0 ×X me tic idiìthtec

i. Gia k�je n ∈ N0, up�rqei x ∈ X tètoio ¸ste (n, x) ∈ ϕ,

ii. E�n (n, x) kai (n, y) ∈ ϕ, tìte x = y.

Ara gia na orÐsoume th sun�rthsh ϕ arkeÐ na prosdiorÐsoume to kat�llhlo uposÔnolo. Oi
idiìthtec thc ϕ sth diatÔpwsh tou Jewr matoc shmaÐnoun oti autì to uposÔnolo prèpei
na ikanopoieÐ

Aþ. (0, c) ∈ ϕ,

Bþ. E�n (n, x) ∈ ϕ tìte kai (ε(n), f(x)) ∈ ϕ.
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Up�rqoun poll� uposÔnola me autèc tic idiìthtec, ìpwc gia par�deigma ìlo to N0 × X.
To zhtoÔmeno eÐnai h tom  ìlwn aut¸n twn uposunìlwn, giatÐ mìnon aut  ja ikanopoieÐ tic
idiìthtec (i) kai (ii).

H apìdeixh tou Jewr matoc Anadrom c dÐdetai sto Par�rthma, sto tèloc tou Ke-
falaÐou.

San efarmog  tou Jewr matoc Anadrom c dÐdoume touc akìloujouc orismoÔc:

1. Prìsjesh
OrÐzoume th sun�rthsh ϕm : N0 → N0, ϕm(n) = m + n anadromik� me

ϕm(0) = m

ϕm(ε(n)) = ε(ϕm(n)) .

Se aut n thn perÐptwsh, c = m, f = ε.

2. Pollaplasiasmìc
OrÐzoume th sun�rthsh µm : N0 → N0, µm(n) = mn anadromik� me

µm(0) = 0

µm(ε(n)) = µm(n) + m.

Ed¸ c = 0, f(r) = r + m.

3. Dun�meic
OrÐzoume πm : N0 → N0, πm(n) = mn me

πm(0) = 1

πm(ε(n)) = mπm(n) .

Ed¸ c = 1, f(r) = rm.

4. Epanalambanìmenh sÔnjesh
miac sun�rthshc f : X → X, orÐzetai me

f 0(x) = x

f ε(n)(x) = f(fn(x)) gia ìla ta x ∈ X.

Oi kanìnec thc Arijmhtik c
Eqontac orÐsei thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmì, eÐnai t¸ra sqetik� aplì na apodeÐxoume
touc sunhjismènouc kanìnec thc arijmhtik c. Oi apodeÐxeic den eÐnai entel¸c tetrimmènec:
h kÔria duskolÐa brÐsketai sthn eÔresh thc katallhlìterhc seir�c me thn opoÐa na gÐnoun
oi apodeÐxeic. Se k�je perÐptwsh to kÔrio ergaleÐo eÐnai h epagwg .

UpenjumÐzoume touc orismoÔc:

(pr1) m + 0 = 0 , (pr2) m + ε(n) = ε(m + n) ,
(pl1) m0 = 0 , (pl2) mε(n) = mn + m.

Apì ta (pr2) kai (pr1) blèpoume oti m + ε(0) = ε(m + 0) = ε(m). SumbolÐzoume to
ε(0) me 1, �ra èqoume ε(m) = m + 1.
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L mma 6.4 Gia k�je m ∈ N0,

1. 0 + m = m,

2. 1 + m = ε(m),

3. 0m = 0,

4. 1m = m.

Apìdeixh. Se k�je perÐptwsh qrhsimopoioÔme epagwg  sto m. DÐdoume gia par�deigma
thn apìdeixh tou (1). Jètoume

S = {m ∈ N0 | 0 + m = m} .

Profan¸c, apì to (pr1), 0 ∈ S. E�n m ∈ S, tìte 0 + m = m, �ra apì thn (pr2),
0 + ε(m) = ε(0 + m) = ε(m). Sunep¸c ε(m) ∈ S, kai apì to (F3), S = N0.

¤

Je¸rhma 6.5 (Kanìnec thc arijmhtik c) Gia ìla ta m, n, p ∈ N0,

1. Prosetairistik  idiìthta thc prìsjeshc:

(m + n) + p = m + (n + p) ,

2. Metajetik  idiìthta thc prìsjeshc:

m + n = n + m,

3. Prosetairistik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ:

(mn)p = m(np) ,

4. Metajetik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ:

mn = nm ,

5. Epimeristik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ wc proc thn prìsjesh:

m(n + p) = mn + mp .

H apìdeixh twn kanìnwn thc arijmhtik c dÐdetai sto Par�rthma.
AfoÔ èqoume apodeÐxei aut� ta jemeli¸dh apotelèsmata, mporoÔme na efarmìzoume eleÔ-

jera touc kanìnec thc arijmhtik c apì ed¸ kai pèra. Pr¸ta, antikajistoÔme to ε(n) me to
n + 1. Etsi to axÐwma epagwg c (F3) paÐrnei thn pio sunhjismènh morf 

E�n S ⊆ N0, 0 ∈ S kai (n ∈ S ⇒ n + 1 ∈ S), tìte S = N0,

en¸ to axÐwma (F2) gÐnetai
m + 1 = n + 1 ⇒ m = n ,

kai autì mporeÐ na epektajeÐ epagwgik�, ìpwc sthn akìloujh Prìtash.
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Prìtash 6.6 Gia k�je m, n, q ∈ N0,

1. m + q = n + q ⇒ m = n

2. q 6= 0, mq = nq ⇒ m = n.

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to (1) qrhsimopoioÔme epagwg  sto q. Jètoume

S = {q ∈ N0 |m + q = n + q ⇒ m = n} .

Profan¸c 0 ∈ S. E�n q ∈ S, upojètoume oti

m + (q + 1) = n + (q + 1)

kai tìte, apì to Je¸rhma 6.5,

(m + q) + 1 = (n + q) + 1

kai apì to (F2)
m + q = n + q

kai ef�oson q ∈ S,
m = n .

Sunep¸c q + 1 ∈ S, kai epagwgik� S = N0.
Gia to (2) jètoume

S = {m ∈ N0 | q 6= 0, mq = nq ⇒ m = n} .

Gia na deÐxoume oti 0 ∈ S, upojètoume oti q 6= 0, kai

nq = 0q = 0 .

Tìte q = p+1 gia k�poio p. E�n n 6= 0 tìte n = r+1 gia k�poio r, kai nq = (pr+p+r)+1
�ra den eÐnai 0. Sunep¸c n = 0, kai 0 ∈ S.

T¸ra upojètoume oti m ∈ S, kai q 6= 0, en¸

(m + 1)q = nq .

Opwc prohgoumènwc, n 6= 0, �ra n = r + 1 gia k�poio r ∈ N0. Tìte mq + q = rq + q. Apì
to (1) èqoume oti mq = rq, kai apì thn epagwgik  upìjesh m = r. Dhlad  m + 1 = n,
pou oloklhr¸nei thn apìdeixh.

¤
T¸ra mporoÔme na anaferjoÔme sthn afaÐresh. Upojètoume oti p = r + q. Apì thn

Prìtash 6.6, to r prosdiorÐzetai me monadikì trìpo apì ta p kai q, kai sunep¸c mporoÔme
na to sumbolÐzoume p− q. Gia opoiad pote m, n ∈ N0 orÐzoume th sqèsh ≥ me

m ≥ n shmaÐnei ∃r ∈ N0 (m = r + n) .

Gia dedomèna m, n ∈ N0, h diafor� m − n orÐzetai mìnon ìtan m ≥ n. MporoÔme eÔkola
na epalhjeÔsoume di�forouc kanìnec thc afaÐreshc, ìpwc

m− (n− r) = (m− n) + r ìtan m ≥ n ≥ r ,

m + (n− r) = (m + n)− r ìtan n ≥ r ,

m(n− r) = mn−mr ìtan n ≥ r .
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Gia ton teleutaÐo, gia par�deigma, ef�oson n ≥ r, gr�foume n = s + r, kai èqoume

mn = m(s + r) = ms + mr .

Apì ton orismì,
mn−mr = ms = m(n− r)

ef�oson s = n− r.
MporoÔme epÐshc na exet�soume th diaÐresh, kai sthn perÐptwsh pou m = rn, (n 6= 0)

na sumbolÐsoume to r me m/n.

H di�taxh twn fusik¸n arijm¸n
Eqoume  dh orÐsei th sqèsh ≥ sto N0. Oi �llec sqèseic di�taxhc orÐzontai wc ex c:

m > n ⇔ m ≥ n kai m 6= n,

m ≤ n ⇔ n ≥ m,

m < n ⇔ n > m

Jèloume na deÐxoume oti autèc eÐnai pr�gmati sqèseic di�taxhc, me thn ènnoia tou KefalaÐou
2. DeÐqnoume pr¸ta oti h sqèsh ≥ eÐnai metabatik , (AD1), kai antisummetrik , (AD3).

Prìtash 6.7 m ≥ n, n ≥ p ⇒ m ≥ p gi� k�je m, n, p ∈ N0.

Apìdeixh. Up�rqoun r kai s sto N0 tètoia ¸ste m = r + n kai n = s + p. Ara
m = r + (s + p) = (r + s) + p, kai sunep¸c m ≥ p.

¤

Prìtash 6.8 E�n m, n ∈ N0 kai m ≥ n, n ≥ m, tìte m = n.

Apìdeixh. Up�rqoun r, t ∈ N0 tètoia ¸ste m = r + n, n = t + m, �ra m = r + t + m.
Apì th Prìtash 6.6 (1), r + t = 0. E�n t 6= 0, tìte t = q + 1 gia k�poio q ∈ N0 apì thn
Prìtash 6.2, kai tìte 0 = (r + q) + 1, to opoÐo antif�skei proc to AxÐwma F1. Ara t = 0
kai sunep¸c n = m.

¤
H apìdeixh oti h sqèsh ≥ ikanopoieÐ thn idiìthta (AD2) mÐac asjenoÔc di�taxhc eÐnai

pio polÔplokh, kai thn af noume gia argìtera. EÐnai p�ntwc eÔkolo na elègxoume oti h
sqèsh ≥ sumperifèretai kal� wc proc tic arijmhtikèc pr�xeic sto N0.

Prìtash 6.9 Gia ìla ta m, n, p, q ∈ N0,

1. E�n m ≥ n, p ≥ q, tìte m + p ≥ n + q.

2. E�n m ≥ n, p ≥ q, tìte mp ≥ nq.

Apìdeixh. Gia to (1), parathroÔme oti up�rqoun r, s ∈ N0, tètoia ¸ste m = r + n,
p = s + q. Ara, met� apì aplopoÐhsh, brÐskoume oti m + p = (r + s) + (n + q). Gia to (2),
parìmoia, mp = nq + (rs + ns + rq).

¤
To 0 eÐnai to mikrìtero stoiqeÐo tou N0, me thn akìloujh ènnoia:
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L mma 6.10 E�n m ∈ N0, tìte m ≥ 0.

Apìdeixh. m = m + 0.
¤

To 1 eÐnai to epìmeno mikrìtero:

L mma 6.11 E�n m ∈ N0 kai m > 0, tìte m ≥ 1.

Apìdeixh. E�n m 6= 0, tìte m = q + 1 gia k�poio q ∈ N0. Ara m ≥ 1.
¤

Genikìtera, isqÔei to akìloujo:

Prìtash 6.12 E�n m, n ∈ N0 kai m > n, tìte m ≥ n + 1.

Apìdeixh. Eqoume m = r + n gia k�poio r ∈ N0, kai r 6= 0, efìson m 6= n. Ara
r = q + 1 gia k�poio q ∈ N0, kai m = q + (n + 1), dhlad  m ≥ n + 1.

¤
T¸ra mporoÔme na oloklhr¸soume thn apìdeixh oti ≥ eÐnai mÐa sqèsh di�taxhc:

Prìtash 6.13 H sqèsh ≥ eÐnai sqèsh asjenoÔc di�taxhc sto N0.

Apìdeixh. Apì ton orismì thc asjenoÔc di�taxhc, prèpei na apodeÐxoume oti gia ìla ta
m, n, p ∈ N0

(AD1) m ≥ n kai n ≥ p sunep�gontai m ≥ p,

(AD2) Gia k�je dÔo stoiqeÐa m kai n tou N0, isqÔei èna apì ta m ≥ n   n ≥ m,   kai ta
dÔo,

(AD3) m ≥ n kai n ≥ m sunep�gontai m = n.

Eqoume  dh apodeÐxh oti isqÔoun ta (AD1) kai (AD3), stic Prot�seic 6.7 kai 6.8. Gia na
apodeÐxoume to (AD2). jewroÔme to sÔnolo

S(m) = {n ∈ N0 |m ≥ n   n ≥ m} .

StoqeÔoume na deÐxoume oti S(m) = N0 gia k�je m ∈ N0. Gia opoiod pote dojèn m,
èqoume 0 ∈ S(m), efìson m ≥ 0. Upojètoume oti n ∈ S(m). Tìte eÐte m ≥ n eÐte
n ≥ m. E�n n ≥ m tìte n + 1 ≥ m. E�n m ≥ n tìte eÐte m = n kai n + 1 ≥ m, eÐte
m > n opìte m ≥ n + 1 apì thn Prìtash 6.12. Se k�je perÐptwsh, n + 1 ∈ S(m) kai apì
epagwg  S(m) = N0.

¤
Apì ta apotelèsmata tou KefalaÐou 2, èpetai oti > eÐnai sqèsh gn siac di�taxhc:

ikanopoieÐ th metabatik  idiìthta

m > n kai n > p ⇒ m > p

kai thn triqotomÐa

AlhjeÔei akrib¸c èna apì ta m > n, m = m, n > m .

H akìloujh Prìtash eÐnai sqedìn to antÐstrofo thc Prìtashc 6.6.
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Prìtash 6.14 Gia ìla ta m, n, q ∈ N0,

1. m + q > n + q ⇒ m > n

2. q 6= 0, mq > nq ⇒ m > n.

Apìdeixh. E�n m 6> n, tìte apì thn triqotomÐa m ≤ n. All� m ≤ n sunep�getai oti
m + q ≤ n + q apì thn Prìtash 6.9. Autì antif�skei proc thn upìjesh, kai apodeiknÔei
to pr¸to mèroc. To deÔtero mèroc apodeiknÔetai me parìmoio trìpo.

¤
E�n sthn Prìtash 6.14 antikatast soume th sqèsh > me th ≥, èqoume akrib¸c to

antÐstrofo thc Prìtashc 6.6, to opoÐo alhjeÔei.

Allec morfèc epagwg c
Se merikèc peript¸seic, h upìjesh oti alhjeÔei h P (n) den arkeÐ gia na apodeÐxoume thn
P (n + 1). MporeÐ na qrei�zetai h upìjesh oti ìlec oi prot�seic P (1), P (2), . . . , P (n)
alhjeÔoun. Se aut n thn perÐptwsh anatrèqoume sth legìmenh �Isqur  morf  thc Arq c
Epagwg c�.

• E�n h upìjesh oti alhjeÔoun oi P (m) gia k�je m < n, sunep�getai oti h P (n)
alhjeÔei,

• Tìte h P (n) alhjeÔei gia k�je n ∈ N0.

Arqik� faÐnetai oti autì apoteleÐ mia ousiastik  genÐkeush thc Arq c thc Epagwg c,
all� e�n jewr soume to kathgìrhma

Q(n) : gia k�je m ∈ N0, tètoio ¸ste m ≤ n, alhjeÔei h P (m)

blèpoume oti h �Isqur  morf  thc Arq c Epagwg c� gÐnetai
Q(0) alhjeÔei
E�n alhjeÔei h Q(n) tìte alhjeÔei h Q(n + 1).

Ara h Isqur  morf  thc Arq c Epagwg c eÐnai apl¸c epagwg  gia to kathgìrhma Q, kai
jewrhtik� den eÐnai piì genik  apì thn epagwg . Sthn pr�xh suqn� bohj�ei na aplopoi -
soume apodeÐxeic. Th qrhsimopoioÔme gia na apodeÐxoume mia �llh shmantik  idiìthta twn
fusik¸n arijm¸n, pou mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ enallaktik� proc thn Arq  thc Epagwg c.

Je¸rhma 6.15 (Arq  ElaqÐstou). K�je mh kenì uposÔnolo tou N0 èqei èna el�qisto
stoiqeÐo, dhlad  èna stoiqeÐo pou an kei sto uposÔnolo autì kai eÐnai mikrìtero   Ðso apì
k�je �llo stoiqeÐo tou uposunìlou.

Apìdeixh. Prèpei na deÐxoume oti e�n S ⊆ N0, S 6= ∅, tìte up�rqei a ∈ S tètoio ¸ste
gia k�je s ∈ S, isqÔei a ≤ s.

Upojètoume oti den up�rqei tètoio a kai katal goume se antÐfash. JewroÔme to
kathgìrhma P (n) : n 6∈ S. Tìte P (0) eÐnai alhjèc: e�n 0 ∈ S tìte to 0 eÐnai to el�qisto
stoiqeÐo tou S, all� upojèsame oti den up�rqei el�qisto stoiqeÐo tou S, �ra 0 6∈ S.
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Upojètoume oti P (m) alhjeÔei gia k�je m ≤ n, dhlad  e�n m ≤ n tìte m 6∈ S. E�n
s ∈ S tìte s > n, �ra s ≥ n + 1. E�n n + 1 ∈ S tìte n + 1 eÐnai to el�qisto stoiqeÐo
tou S. Apì thn upìjesh èqoume oti n + 1 6∈ S, kai sunep¸c P (n + 1) alhjeÔei. Apì thn
Isqur  morf  thc Arq c Epagwg c, P (n) alhjeÔei gia k�je n ∈ N0, �ra S = ∅. Autì
antif�skei proc tic upojèseic tou Jewr matoc. Ara up�rqei el�qisto stoiqeÐo sto S.

¤
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Ask seic

'Askhsh 6.1 OrÐste mn, gia m,n ∈ N0, anadromik� me

m0 = 1 , mn+1 = mnm.

Jewr¸ntac gnwstèc tic idiìthtec thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ, deÐxte, me
kat�llhla epagwgik� epiqeir mata, oti

aþ. mn+r= mnmr

bþ. (mn)r = mrnr

'Askhsh 6.2 DeÐxte me epagwg  oti gia k�je n ∈ N:
aþ. 3|(n3 − n)

bþ. 13 + 23 + . . . + n3 = n2(n+1)2

4
= (1 + 2 + . . . + n)2

gþ. 1 · 1! + 2 · 2! + . . . + n · n! = (n + 1)!− 1

'Askhsh 6.3 ApodeÐxte oti gia k�je n ∈ N:
aþ. 133|(11n+1 + 122n−1),

bþ. 1 · 2 + 2 · 3 + . . . + n · (n + 1) = 1
3
n(n + 1)(n + 2),

gþ. q + q2 + . . . + qn = q
1− qn

1− q
, ìpou q ∈ R, q 6= 1

dþ. 1 + 1
22 + . . . + 1

n2 < 2

'Askhsh 6.4 Gia poioÔc fusikoÔc arijmoÔc isqÔoun oi anisìthtec

aþ. n < 2n, bþ. n! > n,

gþ. 2n ≥ n3 + 1, dþ. 2n2 < 3n−1,

eþ. n! <
(

n+1
2

)n

'Askhsh 6.5 'Estw α ∈ R, β ∈ R me α + β > 0. ApodeÐxte oti gia k�je n ∈ N0:

αn + βn

2
≥

(
α + β

2

)n

.

'Askhsh 6.6 OrÐzoume anadromik� to n! me 0! = 1 kai (n + 1)! = n! (n + 1).

aþ. DeÐxte me epagwg  oti (n− r)! r! diaireÐ to n! gia ìla ta r me 0 ≤ r ≤ n.
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bþ. OrÐzoume ton diwnumikì suntelest 
(n

r

)
=

n!

(n− r)! r!
.

DeÐxte oti

(i)
(n

0

)
= 1

(ii)
(n

1

)
= n

(iii)
(n

r

)
=

(
n

n− r

)

gþ. DeÐxte oti (n

r

)
+

(
n

r − 1

)
=

(
n + 1

r

)
.

dþ. DeÐxte me epagwg  oti

(a + b)n =
(n

0

)
an +

(n

1

)
an−1b + · · ·+

(n

r

)
an−rbr + · · ·+

(n

n

)
bn .
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Par�rthma
Je¸rhma (Je¸rhma Anadrom c) E�n X eÐnai èna sÔnolo, f : X → X mia sun�rthsh,
kai c ∈ X, tìte up�rqei monadik  sun�rthsh ϕ : N0 → X tètoia ¸ste

aþ. ϕ(0) = c,

bþ. ϕ(ε(n)) = f(ϕ(n)) gia k�je n ∈ N0.

Apìdeixh. Apì th skopi� thc jewrÐac sunìlwn mia sun�rthsh ϕ : N0 → X eÐnai èna
uposÔnolo ϕ ⊆ N0 ×X me tic idiìthtec

i. Gia k�je n ∈ N0, up�rqei x ∈ X tètoio ¸ste (n, x) ∈ ϕ,

ii. E�n (n, x) kai (n, y) ∈ ϕ, tìte x = y.

Ara gia na orÐsoume th sun�rthsh ϕ arkeÐ na prosdiorÐsoume to kat�llhlo uposÔnolo. Oi
idiìthtec thc ϕ sth diatÔpwsh tou Jewr matoc shmaÐnoun oti autì to uposÔnolo prèpei
na ikanopoieÐ

Aþ. (0, c) ∈ ϕ,

Bþ. E�n (n, x) ∈ ϕ tìte kai (ε(n), f(x)) ∈ ϕ.

Up�rqoun poll� uposÔnola me autèc tic idiìthtec, ìpwc gia par�deigma ìlo to N0 × X.
To zhtoÔmeno eÐnai h tom  ìlwn aut¸n twn uposunìlwn, giatÐ mìnon aut  ja ikanopoieÐ tic
idiìthtec (i) kai (ii). JewroÔme to sÔnolo V ìlwn twn uposunìlwn U ⊆ N0 × X gia ta
opoÐa isqÔoun

(0, c) ∈ U ,

(n, x) ∈ U ⇒ (ε(n), f(x)) ∈ U .

'Eqoume V 6= ∅, afoÔ N0×X ∈ V . Jètoume ϕ =
⋂V . Tìte ϕ ikanopoieÐ tic (A') kai (B'),

eÐnai m�lista to mikrìtero sÔnolo pou tic ikanopoieÐ. Apomènei na deÐxoume oti ϕ ikanopoieÐ
tic (i) kai (ii).

Jètoume
S = {n ∈ N0 | (n, x) ∈ ϕ gia k�poio x ∈ X} .

Apì to (A'), 0 ∈ S kai apì to (B') n§ ⇒ ε(n) ∈ S. Me epagwg  èqoume S = N0, kai h (i)
ikanopoieÐtai.

Gia na deÐxoume thn (ii), jètoume

T = {n ∈ N0 | (n, x) ∈ ϕ gia monadikì x ∈ X} .

GnwrÐzoume oti (0, c) ∈ ϕ. E�n (0, d) ∈ ϕ kai c 6= d, orÐzoume ϕ− = ϕ\{(0, d)}. Tìte
ϕ− ikanopoieÐ thn (A'). E�n (n, x) ∈ ϕ−, tìte (ε(n), f(x)) ∈ ϕ kai den eÐnai Ðso me (0, d)
ef�ìson ε(n) 6= 0. 'Ara (ε(n), f(x)) ∈ ϕ− kai ϕ− ikanopoieÐ thn (B'). All� to ϕ eÐnai to
mikrìtero sÔnolo pou ikanopoieÐ tic (A') kai (B'). Ara den up�rqei tètoio d, kai 0 ∈ T .

Gia to epagwgikì b ma: e�n n ∈ T tìte up�rqei monadikì x ∈ X tètoio ¸ste (n, x) ∈ ϕ,
�ra, gia na deÐxoume oti ε(n) ∈ T prèpei na deÐxoume oti den up�rqei y 6= f(x) tèoio
¸ste (ε(n), y) ∈ ϕ. E�n up rqe tètoio zeÔgoc, jewr ste to ϕ∗ = ϕ\{(ε(n), y)}. Opwc
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prohgoumènwc, ef�oson 0 6= ε(n), ϕ∗ ikanopoieÐ thn (A'). Gia na deÐxoume oti ikanopoieÐ thn
(B') elègqoume oti

(m, z) ∈ ϕ∗ ⇒ (ε(m), f(z)) ∈ ϕ∗ gia k�je m ∈ N0 .

Gia m = n autì isqÔei, afoÔ up�rqei mìnon èna x ∈ X tètoio ¸ste (n, x) ∈ ϕ, kai gi�utì
to x, (ε(n), f(x)) ∈ ϕ apì to (B'), kai den eÐnai (ε(n), y), afoÔ y 6= f(x). Gia m 6= n,
èqoume (ε(m), f(z)) ∈ ϕ, apì to (B'), kai ε(m) 6= ε(m). 'Ara (ε(m), f(x)) 6= (ε(n), y), kai
sunep¸c (ε(m), f(z)) ∈ ϕ∗. Kai stic dÔo peript¸seic, ϕ∗ ikanopoieÐ th (B'), kai èqoume
antÐfash, kaj¸c ϕ eÐnai el�qisto. Epagwgik�, T = N0, pou oloklhr¸nei thn apìdeixh.

¤

Je¸rhma (Kanìnec thc arijmhtik c) Gia ìla ta m, n, p ∈ N0, isqÔoun ta akìlou-
ja:

1. Prosetairistik  idiìthta thc prìsjeshc:

(m + n) + p = m + (n + p) ,

2. Metajetik  idiìthta thc prìsjeshc:

m + n = n + m,

3. Prosetairistik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ:

(mn)p = m(np) ,

4. Metajetik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ:

mn = nm ,

5. Epimeristik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ wc proc thn prìsjesh:

m(n + p) = mn + mp .

Apìdeixh. To (1) apodeiknÔetai me epagwg  sto p, qrhsimopoi¸ntac to sÔnolo

S = {p ∈ N0 | (m + n) + p = m + (n + p)} .

Pr¸ton

(m + n) + 0 = m + n apì thn (pr1)
= m + (n + 0) apì thn (pr1),

�ra 0 ∈ S.
Katìpin, e�n p ∈ S, tìte

(m + n) + p = m + (n + p) , (6.1)
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�ra

(m + n) + ε(p) = ε((m + n) + p) apì thn (pr2)
= ε(m + (n + p)) apì thn 6.1
= m + ε(n + p) apì thn (pr2)
= m + (n + ε(p) apì thn (pr2)

pou sunep�getai oti ε(p) ∈ S. Epagwgik�, S = N0.
To (2) apodeiknÔetai me epagwg  sto n, qrhsimopoi¸ntac to

S = {n ∈ N0 |m + n = n + m} .

To L mma 6.4 (1) deÐqnei oti 0 ∈ S. E�n n ∈ S, tìte

m + n = n + m (6.2)

kai

m + ε(n) = ε(m + n) apì thn (pr2)
= ε(n + m) apì thn 6.2
= n + ε(m) apì thn (pr2)
= n + (1 + m) apì to L mma 6.4(2)
= (n + 1) + m apì to Je¸rhma 6.5(1)
= ε(n) + m,

kai sunep¸c ε(n) ∈ S. Epagwgik� S = N0.
EÐnai protimìtero na apodeÐxoume katìpin to (5), qrhsimopoi¸ntac epagwg  sto p. Jè-

toume
S = {p ∈ N0 |m(n + p) = mn + mp} .

Tìte

m(n + 0) = mn apì thn (pr1)
= mn + 0 apì thn (pr1)
= mn + m0 apì thn (pl1),

kai sunep¸c 0 ∈ S.
E�n p ∈ S, tìte

m(n + p) = mn + mp (6.3)

kai sunep¸c

m(n + ε(p)) = mε(n + p) apì thn (pr2)
= m(n + p) + m apì thn (pl2)
= (mn + mp) + m apì thn 6.3
= mn + (mp + m) apì thn (1)
= mn + mε(p) apì thn (pl2),
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�ra ε(p) ∈ S kai epagwgik�, S = N0.
H apìdeixh tou (3) eÐnai t¸ra sqetik� eÔkolh kai ìmoia me tic prohgoÔmenec. Apomènei

na apodeÐxoume to (4), pou eÐnai k�pwc pio polÔploko. Jètoume

S = {n ∈ N0 |mn = nm} .

Apì to L mma 6.4(3), 0 ∈ S. E�n n ∈ S, tìte

mn = nm (6.4)

kai èqoume

mε(n) = mn + m apì thn (pl2)
= nm + m apì thn 6.4.

E�n gnwrÐzame oti autì eÐnai Ðso me ε(n)m ja eÐqame telei¸sei, all� dustuq¸c autì den
to gnwrÐzoume akìmh. MporoÔme ìmwc na to apodeÐxoume, me mia deÔterh epagwg , sto m.
Jètoume

T = {m ∈ N0 |nm + m = ε(n)m} .

Tìte 0 ∈ T , kai e�n m ∈ T tìte

nm + m = ε(n)m (6.5)

kai sunep¸c

nε(m) + ε(m) = n(m + 1) + (m + 1)

= (nm + n) + (m + 1) apì thn (5)
= nm + (n + (m + 1)) apì thn (1)
= nm + ((n + m) + 1) apì thn (1)
= nm + ((m + n) + 1) apì thn (2)
= nm + (m + (n + 1)) apì thn (1)
= (nm + m) + (n + 1) apì thn (1)
= ε(n)m + ε(n) apì thn 6.5
= ε(n)ε(m) apì thn (pl2),

�ra ε(m) ∈ T kai T = N0. Epistrèfontac sthn prohgoÔmenh epagwg , èqoume oti ε(n) ∈ S
kai S = N0. Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou (4).

¤



Kef�laio 7

Sunduastik 

AparÐjmhsh se peperasmèna sÔnola
Gia na aparijm soume ta stoiqeÐa enìc sunìlou, dhlad  na metr soume pìsa eÐnai, ta
sugkrÐnoume me sugkekrimèna uposÔnola twn fusik¸n arijm¸n. Pr¸ta orÐzoume aut� ta
uposÔnola, gia k�je k ∈ N0:

N(0) = ∅
N(k) = {n ∈ N |n ≤ k}, gia k�je k ∈ N .

L mma 7.1 Up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : N(k) → N(m) e�n kai mìnon e�n
k = m.

Apìdeixh. To apotèlesma eÐnai profan¸c alhjèc e�n m = 0: tìte N(m) = ∅, kai h
monadik  amfimonos manth sun�rthsh apì to kenì sÔnolo eÐnai h ken  sun�rthsh ∅→ ∅.

Upojètoume oti to apotèlesma isqÔei gia k�poio m ∈ N0 kai jewroÔme mia amfimonos -
manth sun�rthsh

ϑ : N(m + 1) → N(k).

E�n k = 0, tìte N(k) = ∅, kai sunep¸c m+1 = 0, pou antif�skei proc to Φ1. 'Ara k 6= 0,
kai k = n + 1 gia k�poio n ∈ N0. T¸ra kataskeu�zoume mia amfimonos manth sun�rthsh
ϑ∗ : N(m + 1) → N(n + 1) gia thn opoÐa isqÔei ϑ∗(m + 1) = n + 1.

E�n gia th ϑ isqÔei oti ϑ(m + 1) = n + 1, jètoume ϑ∗ = ϑ.
E�n ìqi, tìte up�rqei k�poio q ≤ n gia to opoÐo ϑ(q) = n + 1, kai orÐzoume th ϑ∗ wc

ex c:

ϑ∗(q) = ϑ(m + 1)

ϑ∗(m + 1) = n + 1

ϑ∗(r) = ϑ(r) gia r 6= q, r 6= m + 1.

T¸ra periorÐzoume thn ϑ∗ sth sun�rthsh

ϑ∗|N(m) : N(m) → N(n).

Aut  eÐnai profan¸c amfimonos manth, kai apì thn epagwgik  upìjesh, m = n. 'Ara
m + 1 = n + 1, kai me epagwg  èqoume to zhtoÔmeno.

¤
Orismìc. Lème oti èna sÔnolo A èqei k stoiqeÐa, gia k ∈ N0, e�n up�rqei mÐa amfi-
monos manth sun�rthsh f : N(k) → A. Ena sÔnolo eÐnai peperasmèno e�n èqei k

104
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stoiqeÐa gia k�poio k ∈ N0. Ton arijmì twn stoiqeÐwn enìc peperasmènou sunìlou A ton
sumbolÐzoume |A|   card (A).

To L mma 7.1 exasfalÐzei oti o arijmìc twn stoiqeÐwn enìc peperasmènou sunìlou
eÐnai kal� orismènoc: e�n up�rqoun amfimonos mantec sunart seic f : N(k) → A kai
g : N(m) → A, tìte h g−1 ◦ f : N(k) → N(m) eÐnai amfimonos manth, kai �ra k = m.

Par�deigma 7.1 To ∅ èqei 0 stoiqeÐa, |∅| = 0. To {∅} èqei èna stoiqeÐo: up�rqei
amfimonos manth apeikìnish apì to {∅} sto {1}, �ra |{∅}| = 1.

O arijmìc twn stoiqeÐwn peperasmènwn sunìlwn èqei orismènec aplèc idiìthtec.

|A ∪B| ≤ |A|+ |B|
|A ∩B| ≤ min{|A|, |B|} .

H akrib c sqèsh an�mesa stouc tèssereic arijmoÔc dÐdetai sthn akìloujh tautìthta:

Prìtash 7.2 E�n A kai B eÐnai sÔnola, tìte

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| .

Den ja d¸soume austhr  apìdeixh thc parap�nw tautìthtac. Parapèmpoume sto di�-
gramma Venn, kai thn parat rhsh oti ta stoiqeÐa sthn tom  A∩B aparijmoÔntai mia for�
sto |A ∪B|, en¸ sto |A|+ |B| aparijmoÔntai dÔo forèc.

Pìrisma 7.3 E�n A ∩B = ∅ tìte |A ∪B| = |A|+ |B|.

Me lÐgh skèyh epekteÐnoume ton tÔpo gia thn ènwsh tri¸n sunìlwn.

|A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1|+ |A2|+ |A3|
−|A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − |A2 ∩ A3|
+|A1 ∩ A2 ∩ A3|

Par�deigma 7.2 Pìsoi arijmoÐ apì to 1 èwc to 100 diairoÔntai me to 2, to 3   to 5?
50 arijmoÐ diairoÔntai me to 2, 33 diairoÔntai me to 3 kai 20 diairoÔntai me to 5. Oi arijmoÐ
pou diairoÔntai me to 2 kai to 3 eÐnai autoÐ pou diairoÔntai me to 6 kai eÐnai 16. Oi arijmoÐ
pou diairoÔntai me to 2 kai to 5 eÐnai autoÐ pou diairoÔntai me to 10 kai eÐnai 10. Oi arijmoÐ
pou diairoÔntai me to 3 kai to 5 eÐnai autoÐ pou diairoÔntai me to 15 kai eÐnai 6. Tèloc
oi arijmoÐ pou diairoÔntai me to 2, to 3 kai to 5 eÐnai ta pollapl�sia tou 30 kai eÐnai 3.
Antikajist¸ntac ston tÔpo èqoume:

50 + 33 + 20− 16− 10− 6 + 3 = 74

Ara up�rqoun 74 arijmoÐ apì to 1 èwc to 100 pou diairoÔntai me to 2 to 3   to 5.

To epìmeno Je¸rhma dÐdei to genikì tÔpo gia ton arijmì stoiqeÐwn sthn ènwsh r sunìl-
wn. H diatÔpws  tou apoteleÐ �skhsh sth qr sh tou sumbolismoÔ tou ajroÐsmatoc.
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Je¸rhma 7.4 (Arq  EgkleismoÔ kai ApokleismoÔ). E�n A1, A2, . . . , Ar eÐnai peperas-
mèna sÔnola, tìte

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ar| =

=
r∑

i1=1

|Ai1| −
r−1∑
i1=1

r∑
i2=i1+1

|Ai1 ∩ Ai2|+ · · ·

+(−1)k+1

r−k+1∑
i1=1

r−k+2∑
i2=i1+1

· · ·
r−k+j∑

ij=ij−1+1

· · ·
r∑

ik=ik−1+1

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aik |+ · · ·

+(−1)r+1|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ar|

To Je¸rhma apodeiknÔetai me qr sh thc Isqur c morf c thc Arq c Epagwg c sto r,
xekin¸ntac apì r = 2. Gia na apofÔgoume ton polÔploko sumbolismì, den ja apodeÐxoume
to genikì epagwgikì b ma, all� ja upojèsoume oti o tÔpoc isqÔei gia 2 kai 3, kai ja
apodeÐxoume oti isqÔei gia 4.

|A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4| =
= |(A1 ∪ A2 ∪ A3) ∪ A4|
= |A1 ∪ A2 ∪ A3|+ |A4| − |(A1 ∪ A2 ∪ A3) ∩ A4| (7.1)

All�

|(A1 ∪ A2 ∪ A3) ∩ A4| =
= |(A1 ∩ A4) ∪ (A2 ∩ A4) ∪ (A3 ∩ A4)|
= |A1 ∩ A4|+ |A2 ∩ A4|+ |A3 ∩ A4|

−|(A1 ∩ A4) ∩ (A2 ∩ A4)| − |(A1 ∩ A4) ∩ (A3 ∩ A4)|
−|(A2 ∩ A4) ∩ (A3 ∩ A4)|+ |(A1 ∩ A4) ∩ (A2 ∩ A4) ∩ (A3 ∩ A4)|

= |A1 ∩ A4|+ |A2 ∩ A4|+ |A3 ∩ A4|
−|A1 ∩ A2 ∩ A4| − |A1 ∩ A3 ∩ A4| − |A2 ∩ A3 ∩ A4|
+|A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4|

Antikajist¸ntac sthn 7.1 èqoume to zhtoÔmeno.

Je¸rhma 7.5 (Arq  AjroÐsmatoc). E�n A1, A2, . . . , Ar eÐnai sÔnola, ana dÔo xèna
metaxÔ touc, dhlad  Ai ∩ Aj = ∅ e�n i 6= j, tìte

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ar| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |Ar| .

Je¸rhma 7.6 E�n A kai B eÐnai peperasmèna sÔnola, tìte A×B eÐnai peperasmèno, kai

|A×B| = |A| |B| .

Apìdeixh. Estw |A| = k, |B| = r. E�n A = {a1, a2, . . . , ak}, jètoume Ai = {ai}, gia
i = 1, 2, . . . , k. Tìte A = A1∪A2∪· · ·∪Ak, kai A×B = (A1×B)∪(A2×B)∪· · ·∪(Ak×B).
Ta sÔnola Ai×B kai Aj×B eÐnai xèna metaxÔ touc e�n i 6= j, afoÔ (Ai×B)∩ (Aj×B) =
(Ai ∩Aj)×B = ∅×B = ∅. Ara |A×B| = |A1 ×B|+ |A2 ×B|+ · · ·+ |Ak ×B|. All�
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ta stoiqeÐa tou Ai×B eÐnai zeÔgh (ai, b), b ∈ B, kai up�rqei amfimonos manth sun�rthsh
Ai ×B → B, �ra |Ai ×B| = |B| = r. Kaj¸c up�rqoun |A| = k ìroi sto �jroisma,

|A×B| =
k∑

i=1

r = k · r = |A| |B| .

¤

Je¸rhma 7.7 (Arq  Ginomènou) E�n A1, A2, . . . , Ar eÐnai peperasmèna sÔnola, tìte

|A1 × A2 × · · · × Ar| = |A1|A2| · · · |Ar| .

Apìdeixh. Me epagwg  sto r, xekin¸ntac apì r = 2. JewroÔme r + 1 peperasmèna
uposÔnola A1, A2, . . . , Ar+1. Jètoume A = A1 × A2 × · · · × Ar kai B = Ar+1. Tìte
|A1 × A2 × · · · × Ar| = |A × B| = |A| |B|, kai apì thn epagwgik  upìjesh autì eÐnai Ðso
me (|A1| |A2| · · · |Ar|)|Ar+1|.

¤

Je¸rhma 7.8 E�n A eÐnai peperasmèno sÔnolo,

|P(A)| = 2|A| .

Apìdeixh. Me epagwg  sto r = |A|. 'Otan r = 0, A = ∅ kai |P(∅)| = |{∅}| = 1 = 20.
E�n A = {a1, a2, . . . , ar+1}, jewroÔme ta sÔnola

S1 = {X ⊆ A | ar+1 6∈ X}

kai
S2 = {X ⊆ A | ar+1 ∈ X} .

Tìte P(A) = S1 ∪ S2 kai S1 ∩ S2 = ∅. Jètoume B = A \ {ar+1}. Tìte S1 = P(B). Apì
to S2 orÐzoume amfimonos manth sun�rthsh f : S2 → S1 me f(X) = X \ {ar+1}. Ara
|S1| = |S2|. Apì thn epagwgik  upìjesh, |S1| = 2r, �ra

|P(A)| = |S1|+ |S2| = 2|S1| = 2 · 2r = 2r+1 .

¤

Sunduastik 

Orismìc. PeÐrama sth sunduastik  onom�zoume mÐa fusik  diadikasÐa pou èqei èna
peperasmèno sÔnolo apì dunat� parathr sima apotelèsmata.

ParadeÐgmata tètoiwn diadikasi¸n eÐnai

1. Epilègoume k apì ta n stoiqeÐa enìc sunìlou.

2. TopojetoÔme k kèrmata se n kouti�.
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3. Katanèmoume grafeÐa stouc metaptuqiakoÔc foithtèc tou Tm matoc.

4. RÐqnoume dÔo z�ria kai katagr�foume to apotèlesma.

5. �StrÐboume� èna nìmisma 20 forèc kai katagr�foume ta apotelèsmata.

6. Moir�zoume mÐa tr�poula se tèssereic paÐktec.

Stìqoc thc sunduastik c eÐnai na aparijm soume ìla ta dunat� apotelèsmata enìc
peir�matoc,   aut� apì ta apotelèsmata pou èqoun k�poia sugkekrimèna qarakthristik�.

Ja diatup¸soume tic dÔo basikèc arqèc aparÐjmhshc gia thn perÐptwsh dÔo peiram�twn.
Arq  Ginomènou: E�n èna peÐrama èqei k dunat� apotelèsmata kai èna �llo peÐrama

èqei r dunat� apotelèsmata, tìte up�rqoun kr dunat� apotelèsmata ìtan gÐnontai kai ta
dÔo aut� peir�mata.

Arq  AjroÐsmatoc: E�n èna peÐrama èqei k dunat� apotelèsmata kai èna �llo peÐ-
rama èqei r dunat� apotelèsmata, tìte up�rqoun k + r dunat� apotelèsmata ìtan gÐnetai
akrib¸c èna apì ta dÔo peir�mata.

Gia par�deigma, e�n up�rqoun 7 maj mata pou did�skontai to prwÐ kai 5 maj mata pou
did�skontai to apìgeuma, ja up�rqoun 35 = 7 · 5 epilogèc gia foithtèc pou jèloun na
graftoÔn se èna m�jhma pou did�sketai to prwÐ kai se èna m�jhma pou did�sketai to
apìgeuma. En¸ ja up�rqoun 12 = 7 + 5 epilogèc gia foithtèc pou jèloun na graftoÔn se
èna m�jhma, eÐte to prwÐ eÐte to apìgeuma.

H an�lush poll¸n diaforetik¸n peiram�twn eÐnai, apì majhmatik  �poyh, h Ðdia. Gia
par�deigma, to na rÐxoume dÔo z�ria eÐnai apì majhmatik  �poyh to Ðdio me to na topojet -
soume dÔo kèrmata se 6 kouti�, arijmhmèna apì to 1 èwc to 6. Na strÐyoume èna kèrma 20
forèc eÐnai ousiastik� to Ðdio me to na moir�soume 20 antikeÐmena se dÔo kouti�.

Ja melet soume analutik� orismènec parallagèc tou pr¸tou probl matoc, tou peir�m-
atoc epilog c: Epilègoume k apì ta n stoiqeÐa enìc sunìlou.

Di�taxh kai epan�lhyh
Sto peÐrama epilog c k antikeimènwn apì ta n antikeÐmena enìc sunìlou, up�rqoun dÔo
basikoÐ par�gontec pou kajorÐzoun tic dunatèc parallagèc.

• E�n katagr�foume th seir� me thn opoÐa epilègoume ta stoiqeÐa   ìqi

• E�n epitrèpetai na epilèxoume to Ðdio stoiqeÐo perissìterec forèc   ìqi.

To basikì peÐrama pou ja ekteloÔme eÐnai to akìloujo: MÐa sakoÔla perièqei n mp�lec,
arijmhmènec 1, 2, 3, . . . , n. Apì autèc epilègoume k mp�lec, me ton trìpo pou perigr�fetai
se k�je perÐptwsh.

I. Sthn perÐptwsh pou mac endiafèrei h seir� me thn opoÐa gÐnetai h epilog  twn k s-
toiqeÐwn apì ta n stoiqeÐa tou sunìlou, kai epitrèpetai na epilèxoume to Ðdio stoiqeÐo
perissìterec forèc, lème oti aparijmoÔme diat�xeic twn n stoiqeÐwn an� k
me epan�lhyh.
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II. Sthn perÐptwsh pou mac endiafèrei h seir� me thn opoÐa gÐnetai h epilog  twn k
stoiqeÐwn apì ta n stoiqeÐa tou sunìlou, kai den epitrèpetai na epilèxoume to Ðdio
stoiqeÐo perissìterec forèc, lème oti aparijmoÔme diat�xeic twn n stoiqeÐwn
an� k (qwrÐc epan�lhyh). Se aut n thn perÐptwsh èqoume k ≤ n.

III. Sthn perÐptwsh pou den mac endiafèrei h seir� me thn opoÐa gÐnetai h epilog  twn
k stoiqeÐwn apì ta n stoiqeÐa tou sunìlou, kai den epitrèpetai na epilèxoume to
Ðdio stoiqeÐo perissìterec forèc, lème oti aparijmoÔme sunduasmoÔc twn n s-
toiqeÐwn an� k (qwrÐc epan�lhyh). Se aut n thn perÐptwsh èqoume k ≤ n.

IV. Sthn perÐptwsh pou den mac endiafèrei h seir� me thn opoÐa gÐnetai h epilog  twn k s-
toiqeÐwn apì ta n stoiqeÐa tou sunìlou, kai epitrèpetai na epilèxoume to Ðdio stoiqeÐo
perissìterec forèc, lème oti aparijmoÔme sunduasmoÔc twn n stoiqeÐwn an�
k me epan�lhyh.

Autèc eÐnai oi tèssereic basikèc parallagèc tou peir�matoc epilog c pou ja melet -
soume. Eidikìterec parallagèc ja doÔme se sugkekrimèna paradeÐgmata.

I. Diat�xeic n stoqeÐwn an� k me epan�lhyh.
Apì th sakoÔla pou perièqei n arijmhmènec mp�lec, epilègoume diadoqik� k mp�lec, kata-
gr�fontac gi� k�je epilog  ton arijmì thc mp�lac kai epanatopojet¸ntac th mp�la sth
sakoÔla prin thn epìmenh epilog . Etsi katal goume se mÐa diatetagmènh k-�da arijm¸n
apì to 1 èwc to n. Apì thn Arq  Ginomènou, o arijmìc twn dunat¸n apotelesm�twn eÐ-
nai to ginìmeno twn arijm¸n dunat¸n apotelesm�twn gia k�je epilog . Gia k�je epilog 
èqoume n dunat� apotelèsmata, �ra sunolik� èqoume nk diaforetik� dunat� apotelèsmata.

Prìtash 7.9 O arijmìc twn diat�xewn n stoiqeÐwn an� k eÐnai nk.

ParadeÐgmata
E�n rÐxoume èna z�ri 5 forèc, èqoume 65 diaforetik� dunat� apotelèsmata, e�n lamb�ne-

tai up�oyin h seir� me thn opoÐa èrqontai oi arijmoÐ.
E�n strÐyoume èna nìmisma 20 forèc, èqoume 220 diaforetik� dunat� apotelèsmata, e�n

lamb�netai up�oyin h seir� me thn opoÐa emfanÐzontai kor¸na   gr�mmata.

II. Diat�xeic n stoqeÐwn an� k qwrÐc epan�lhyh, k ≤ n.
Epilègoume k�je mp�la apì th sakoÔla ìpwc sthn perÐptwsh I, all� met� thn katagraf 
den epistrèfoume th mp�la sth sakoÔla. Se aut n thn perÐptwsh prèpei na isqÔei k ≤ n.
Gia na epilèxoume thn pr¸th mp�la èqoume n dunatìthtec. Met� thn epilog  thc pr¸thc
mp�lac, apomènoun n− 1 mp�lec sth sakoÔla. Poièc eÐnai autèc exart�tai apì thn pr¸th
epilog , all� o arijmìc touc eÐnai se k�je perÐptwsh n − 1. Ara gia thn epilog  thc
deÔterhc mp�lac èqoume n−1 dunatìthtec. Met� thn epilog  thc deÔterhc mp�lac up�rqoun
n−2 mp�lec sth sakoÔla, �ra gia thn epilog  thc trÐthc mp�lac èqoume n−2 dunatìthtec.
Apì thn Arq  Ginomènou, gia thn epilog  twn tri¸n mpal¸n up�rqoun

n(n− 1)(n− 2)
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diaforetikèc dunatìthtec. SuneqÐzontac me autìn ton trìpo, èqoume n−3 dunatìthtec gia
thn epilog  thc tètarthc mp�lac, k.o.k. katal gontac me n − k + 1 dunatìthtec gia thn
epilog  thc teleutaÐac k-ost c mp�lac. Efarmìzontac p�li thn Arq  Ginomènou, èqoume
sunolik�

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1) =

=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)(n− k) · · · 1

(n− k)(n− k − 1) · · · 1
=

n!

(n− k)!

dunatìthtec na epilèxoume k apì tic n mp�lec sth sakoÔla. Autìc o arijmìc sumbolÐzetai
P (n, k).

Prìtash 7.10 O arijmìc twn diat�xewn n stoiqeÐwn an� k qwrÐc epan�lhyh eÐnai

P (n, k) =
n!

(n− k)!
.

Par�deigma 7.3 Me pìsouc trìpouc mporoÔn na klhrwjoÔn 5 diaforetik� d¸ra se
100 laqnoÔc?
Efìson ta d¸ra eÐnai diaforetik� metaxÔ touc mporoÔme na jewr soume oti èqoume mia
di�taxh, 1o d¸ro, 2o d¸ro, k.o.k. Ara to prìblhma afor� touc trìpouc me touc opoÐouc
mporoÔme na epilèxoume mia diatetagmènh 5-ada, apì to sÔnolo twn 100 laqn¸n, qwrÐc
epan�lhyh afoÔ upojètoume oti ènac laqnìc pou klhr¸netai den xanampaÐnei sthn klhrwtÐ-
da. Ara o zhtoÔmenoc arijmìc eÐnai P (100, 5) = 100!

95!
= 9 034 502 400.

MÐa eidik  upoperÐptwsh thc perÐptwshc II eÐnai ìtan k = n. Tìte lème oti èqoume mÐa
met�jesh twn n antikeimènwn.

II.a. Metajèseic n diaforetik¸n antikeimènwn.
Epilègoume diadoqik� ìlec tic mp�lec, qwrÐc epanatopojèthsh. Ta dunat� apotelèsmata
eÐnai ìlec oi metajèseic tou sunìlou {1, 2, 3, . . . , n}.

Prìtash 7.11 O arijmìc twn metajèsewn n antikeimènwn eÐnai n!.

III. SunduasmoÐ n stoiqeÐwn an� k, qwrÐc epan�lhyh.
Se aut n thn perÐptwsh den epanatopojetoÔme tic mp�lec sth sakoÔla, oÔte katagr�foume
th seir� me thn opoÐa tic epilègoume. MporoÔme na upojèsoume oti paÐrnoume k apì tic n
mp�lec se mÐa epilog , kai oti exet�zoume ta uposÔnola megèjouc k enìc sunìlou megèjouc
n. Gia na aparijm soume autì to sÔnolo to sugkrÐnoume me to sÔnolo twn diat�xewn n
stoiqeÐwn an� k. Apì èna uposÔnolo k stoiqeÐwn mporoÔme na p�roume k! diaforetikèc
diat�xeic twn k stoiqeÐwn. Ara, e�n sumbolÐsoume

(
n
k

)
ton arijmì twn diaforetik¸n upo-

sunìlwn me k stoiqeÐa, kai P (n, k) ton arijmì twn diat�xewn n stoiqeÐwn an� k, èqoume:

k!
(n

k

)
= P (n, k) .
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Antikajist¸ntac P (n, k) = n!
(n−k)!

èqoume

(n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Prìtash 7.12 O arijmìc twn sunduasm¸n n stoiqeÐwn an� k, qwrÐc epan�lhyh, eÐnai
(n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

O arijmìc
(

n
k

)
onom�zetai diwnumikìc suntelest c, epeid  emfanÐzetai wc o sun-

telest c tou ìrou an−kbk sto an�ptugma tou diwnÔmou (a + b)n.
Apì ton trìpo pou upologÐsame ton arijmì

(
n
k

)
eÐnai fanerì oti

∑n
k=0

(
n
k

)
prèpei na

eÐnai Ðso me ton arijmì ìlwn twn uposunìlwn enìc sunìlou me n stoiqeÐa:
n∑

k=0

(n

k

)
= 2n .

Eqoume dei sthn 'Askhsh 6.6 �llec idiìthtec twn diwnumik¸n suntelest¸n:
(n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

(n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n + 1

k

)
.

Ta epiqeir mata pou qrhsimopoi same sthn perÐptwsh III epitrèpoun na genikeÔsoume
to apotèlesma II.a.

III.a. Metajèseic n antikeimènwn, pou diakrÐnontai kat�
om�dec.
Upojètoume oti èqoume n mp�lec, qrwmatismènec me r diaforetik� qr¸mata: n1 mp�lec
qr¸matoc 1, n2 mp�lec qr¸matoc 2, . . . , nr mp�lec qr¸matoc r, ètsi ¸ste

n = n1 + n2 + · · ·+ nr .

Pìsec diaforetikèc diat�xeic twn n mpal¸n up�rqoun e�n mporoÔme na diakrÐnoume ta
diaforetik� qr¸mata all� ìqi tic diaforetikèc mp�lec tou idÐou qr¸matoc?

Par�deigma 7.4 E�n èqoume mp�lec dÔo diaforetik¸n qrwm�twn, me n1 = 2, n2 = 2,
tìte oi diaforetikèc diat�xeic eÐnai oi akìloujec 6:

• • ◦ ◦

◦ • • ◦

• ◦ • ◦

◦ • ◦ •

• ◦ ◦ •

◦ ◦ • •

Gia na upologÐsoume ton arijmì sth genik  perÐptwsh, upojètoume oti oi mp�lec eÐnai
ìlec diaforetikèc: arijmoÔme tic mp�lec tou qr¸matoc 1 apì 1 èwc n1, tic mp�lec tou qr¸-
matoc 2 apì 1 èwc n2 k.o.k. Tìte o arijmìc twn diaforetik¸n diat�xewn eÐnai o arijmìc
twn metajèsewn n stoiqeÐwn n!. Jèloume na upologÐsoume pìsec apì autèc tic n! diafore-
tikèc diat�xeic den diakrÐnontai an agno soume thn arÐjmhsh twn mpal¸n k�je qr¸matoc.
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Oi n1 mp�lec tou qr¸matoc 1, mporoÔn na anadiataqjoÔn se n1! diaforetikoÔc trìpouc,
pou ja dÐdoun to Ðdio apotèlesma ìtan agno soume thn arÐjmhsh. Parìmoia, oi n2 mp�lec
qr¸matoc 2, mporoÔn na anadiataqjoÔn se n2! diaforetikoÔc trìpouc, k.o.k. E�n sum-
bolÐsoume M(n1, n2, . . . , nr) ton arijmì twn metajèsewn n antikeimènwn pou diakrÐnontai
se r om�dec megèjouc n1, n2, . . . , nr, n = n1 + n2 + . . . + nr, tìte apì ta prohgoÔmena
èqoume

n1! n2! . . . nr! M(n1, n2, . . . , nr) = n!

Prìtash 7.13 O arijmìc twn metajèsewn n antikeimènwn pou diakrÐnontai se r om�dec
megèjouc n1, n2, . . . , nr, n = n1 + n2 + . . . + nr, eÐnai

M(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1! n2! . . . nr!

Par�deigma 7.5 Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporoÔn na diataqjoÔn ta gr�mmata
thc lèxhc

MISSISSIPPHS?

'Eqoume 5 diaforetik� gr�mmata, M, I, S, P, H. Ta M, H emfanÐzontai mÐa for�, to P
emfanÐzetai 2 forèc, to I treÐc forèc kai to S pènte forèc. 'Ara n = 12, n1 = n2 =
1, n3 = 2, n4 = 3, n5 = 5. 'Eqoume M(1, 1, 2, 3, 5) diaforetikèc diat�xeic,

M(1, 1, 2, 3, 5) =
12!

2 · 3! · 5!
= 332640.

IV. SunduasmoÐ n stoiqeÐwn an� k, me epan�lhyh.
Upojètoume oti èqoume mÐa sakoÔla me n mp�lec, arijmhmènec apì to 1 èwc to n, kai èna
pÐnaka me n st lec:

1 2 . . . n

Epilègoume mÐa mp�la apì th sakoÔla kai shmei¸noume èna staurì sth st lh pou antis-
toiqeÐ ston arijmì thc. Katìpin epistrèfoume th mp�la sth sakoÔla. Epanalamb�noume
th diadikasÐa k forèc (ìpou k mporeÐ na eÐnai megalÔtero apì to n). To apotèlesma mporeÐ
na eÐnai ènac pÐnakac san ton akìloujo, ìpou n = 4 kai k = 5:

1 2 3 4
×× ×× ×

Se aut  thn perÐptwsh epilèxame 2 forèc th mp�la 1, 2 forèc th mp�la 3, kai mÐa for�
th mp�la 4, en¸ den epilèxame th mp�la 2. MporoÔme na sumptÔxoume ton pÐnaka, qwrÐc na
q�soume thn plhroforÐa pou perièqei, an gr�youme mÐa seir� apì stauroÔc × kai grammèc |:

× × | | × × |×
Blèpoume oti up�rqei mÐa amfimonos manth sun�rthsh apì touc sunduasmoÔc n stoiqeÐwn
an� k me epan�lhyh, stic diat�xeic k staur¸n kai n−1 gramm¸n. Apì thn perÐptwsh III.a.
gnwrÐzoume oti o arijmìc aut¸n twn diat�xewn eÐnai

M(k, n− 1) =
(n + k − 1)!

k! (n− 1)!
=

(
n + k − 1

k

)
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Prìtash 7.14 O arijmìc twn sunduasm¸n n stoiqeÐwn an� k me epan�lhyh dÐdetai apì
to diwnumikì suntelest 

(
n+k−1

k

)

PeÐrama Katanom c
Exet�zoume to peÐrama topojèthshc k kerm�twn se n kouti�. Den eÐnai dÔskolo na antil-
hfjoÔme oti up�rqei mÐa antistoiqÐa an�mesa se autì to peÐrama kai to peÐrama epilog c.
Upojètoume oti èqoume n kouti�, arijmhmèna apì to 1 èwc to n, kai k kèrmata, arijmh-
mèna apì to 1 èwc to k. TopojetoÔme ta k kèrmata sta n kouti�. Oi parallagèc pou
sqetÐzontai me th di�taxh kai thn epan�lhyh sto peÐrama epilog c, sto peÐrama katanom c
èqoun na k�noun me to e�n shmei¸noume touc arijmoÔc twn kerm�twn, kai e�n epitrèpetai
na topojet soume perissìtera apì èna kèrmata se k�je koutÐ.

H met�frash an�mesa sta dÔo peir�mata eÐnai apl :

EPILOGH KATANOMH

mp�la koutÐ

arijmìc epilog c arijmìc kèrmatoc

j epilog  eÐnai mp�la i kèrma j topojeteÐtai sto koutÐ i

Oi tèssereic basikèc parallagèc tou peir�matoc epilog c antistoiqoÔn sta akìlouja peir�-
mata katanom c.

I. K�je koutÐ mporeÐ na perièqei aperiìristo arijmì kerm�twn, kai shmei¸noume touc
arijmoÔc sta kèrmata.

II. Kanèna koutÐ den mporeÐ na perièqei perissìtera apì èna kèrma, kai shmei¸noume touc
arijmoÔc sta kèrmata.

III. Kanèna koutÐ den mporeÐ na perièqei perissìtera apì èna kèrma, kai den shmei¸noume
touc arijmoÔc sta kèrmata.

IV K�je koutÐ mporeÐ na perièqei aperiìristo arijmì kerm�twn, kai den shmei¸noume touc
arijmoÔc sta kèrmata.

Se orismènec peript¸seic, oi epiplèon sunj kec pou jèloume na epib�loume se èna peÐrama,
ekfr�zontai pio fusiologik� gia to peÐrama katanom c par� gia to peÐrama epilog c.

Par�deigma 7.6 Me pìsouc trìpouc mporoÔme na qwrÐsoume 4 �toma se dÔo zeÔgh?
To prìblhma antistoiqeÐ sto peÐrama katanom c 4 kerm�twn se dÔo kouti�, ètsi ¸ste na

topojethjoÔn akrib¸c dÔo kèrmata se k�je koutÐ, kai lamb�nontac up� ìyin touc arijmoÔc
sta kèrmata. BrÐskoume 3 dunatìthtec:

1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3

Autì eÐnai swstì e�n den endiafèrei h di�taxh twn dÔo zeug¸n. E�n ìmwc endiafèrei (gi-
a par�deigma, to pr¸to zeÔgoc èqei to serbÐc se ag¸na tènic) tìte èqoume �llec treÐc
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dunatìthtec, pou prokÔptoun apì metajèseic twn zeug¸n:

3 4 1 2 2 4 1 3 1 4 2 3

Genikìtera, exet�zoume to prìblhma katanom c k arijmhmènwn kerm�twn, se n arijmh-
mèna kouti�, ètsi ¸ste na topojethjoÔn kj kèrmata sto koutÐ j, k1 + k2 + . . . + kn = k.
'Eqoume

(
k
k1

)
trìpouc na epilèxoume ta k1 kèrmata pou ja topojethjoÔn sto koutÐ 1.

Katìpin èqoume
(

k−k1

k2

)
trìpouc na epilèxoume ta k2 kèrmata tou koutioÔ 2, k.o.k. O

arijmìc twn trìpwn na kataneÐmoume ta kèrmata eÐnai:
(

k

k1

) (
k − k1

k2

) (
k − k1 − . . .− kn−1

kn

)
=

=
k!

k1!(k − k1)!

(k − k1)!

k2!(k − k1 − k2)!

(k − k1 − k2)!

k3!(k − k1 − k2 − k3)!

. . .
(k − k1 − k2 − . . .− kn−1)!

kn! 0!

=
k!

k1! k2! . . . kn!
= M(k1, k2, . . . , kn) .
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Ask seic
UpodeÐxeic gia Ask seic Sunduastik c

aþ. E�n den blèpete pwc na proseggÐsete èna prìblhma, dokim�ste k�poia perÐptwsh
me sqetik� mikroÔc arijmoÔc. Autì ja sac bohj sei na epishm�nete ti prèpei na
metrhjeÐ, kaj¸c kai tuqìn epanal yeic   paraleÐyeic.

bþ. Sp�ste to prìblhma se mikrìtera, e�n aut� eÐnai aploÔstera sto qeirismì. Suqn�
bohj� na stajeropoi sete mÐa �metablht � kai katìpin na metr sete tic ìmoiec perip-
t¸seic.

gþ. Den eÐnai p�nta skìpimo na epiqeir sete mia b ma proc b ma prosèggish. Oi periplokèc
mporeÐ na aux�noun apìtoma.

'Askhsh 7.1 Jèlete na agor�sete gia d¸ro èna pok�miso  / kai mÐa grab�ta.Up�rqoun
trÐa diaforetik� pok�misa kai dÔo diaforetikèc grab�tec.

aþ. Pìsec dunatìthtec èqete na agor�sete èna pok�miso   mÐa grab�ta?.

bþ. Pìsec dunatìthtec èqete na agor�sete èna pok�miso kai mia grab�ta?

'Askhsh 7.2 Pìsa diaforetik� arqik� mporeÐte na gr�yete me 2   3 gr�mmata tou
ellhnikoÔ alfab tou?

'Askhsh 7.3 Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporeÐte na epilèxete mÐa epitrop  3
atìmwn apì 20 �toma?
Me pìsouc trìpouc mporeÐte na epilèxete prìedro, grammatèa kai tamÐa apì 20 �toma?

'Askhsh 7.4 E�n èqete 2 kèrmata tou 1 eur¸, 2 eikos�lepta kai 3 pent�lepta, pìsa
diaforetik� pos� mporeÐte na plhr¸sete, qwrÐc na qreiasteÐte rèsta?

'Askhsh 7.5 Me pìsouc trìpouc mporeÐte na dialèxete 4 papoÔtsia apì 5 diaforetik�
zeug�ria?
Se pìsouc apì autoÔc èqete toul�qiston èna zeug�ri?

'Askhsh 7.6 Me pìsouc trìpouc mporeÐte na moir�sete 10 biblÐa se dÔo stoÐbec, èt-
si ¸ste k�je stoÐba na èqei toul�qiston 1 biblÐo? Exet�ste tic tèssereic diaforetikèc
peript¸seic, an�loga me to an ta biblÐa kai oi stoÐbec jewroÔntai diaforetik�   ìqi.

'Askhsh 7.7 Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporoÔn na �anakatwjoÔn� ta 52 qarti�
thc tr�poulac?
Se pìsouc apì autoÔc brÐskontai oi tèssereic �ssoi se diadoqikèc jèseic?
Se pìsouc ta 5 pr¸ta qarti� èqoun to Ðdio �qr¸ma�?
(Sthn tr�poula up�rqoun 4 diaforetik� �qr¸mata�.)

'Askhsh 7.8 Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojet soume n mp�lec se n kouti�,
ètsi ¸ste na meÐnei akrib¸c èna koutÐ �deio. Exet�ste dÔo peript¸seic: e�n oi mp�lec eÐnai
ìlec Ðdiec   ìlec diaforetikèc.
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To �peiro

PlhjikoÐ arijmoÐ

�Ti eÐnai to �peiro?� MÐa pijan  ap�nthsh pou ja d¸sei ènac mh eidikìc se autì to er¸thma
eÐnai �k�ti megalÔtero apì k�je fusikì arijmì�. Me mÐa austhr  ènnoia, autì eÐnai swstì.
'Enac apì touc jri�mbouc thc jewrÐac sunìlwn eÐnai oti h ènnoia tou apeÐrou mporeÐ na
l�bei safèc nìhma. BrÐskoume oti den up�rqei mìno èna, all� poll�, mÐa ter�stia ierarqÐa
apì �peira. MporoÔme na apant soume èna er¸thma ìpwc �pìsoi polloÐ rhtoÐ arijmoÐ
up�rqoun?� me thn aprìsmenh ap�nthsh �tìsoi ìsoi eÐnai oi fusikoÐ arijmoÐ�. Ta pio
qr sima erwt mata eÐnai autoÔ tou tÔpou. AntÐ na rwt�me �pìsa� stoiqeÐa up�rqoun se
èna sÔnolo, eÐnai polÔ pio apotelesmatikì na sugkrÐnoume dÔo sÔnola, kai na rwt�me e�n
up�rqei to Ðdio pl joc stoiqeÐwn sta dÔo. Lème oti �up�rqei to Ðdio pl joc stoiqeÐwn�
sta sÔnola A kai B e�n up�rqei mÐa amfimonos manth sun�rthsh f : A → B. AntÐ na
arqÐsoume me ìlh thn ierarqÐa twn apeÐrwn, ac arqÐsoume me autì pou, ìpwc ja doÔme, eÐnai
to mikrìtero. Wc basikì sÔnolo gia sÔgkrish ja jewr soume touc fusikoÔc arijmoÔc N.
EÐnai protimìtero na qrhsimopoi soume to N antÐ gia to N0, epeid  h amfimonos manth
sun�rthsh f : N → B b�zei ta stoiqeÐa tou B se mÐa akoloujÐa: onom�zoume f(1) to
pr¸to stoiqeÐo tou B, f(2) to deÔtero, klp. Me aut  th diadikasÐa èqoume èna trìpo
na aparijm soume to B. BebaÐwc e�n aparijmoÔme ta stoiqeÐa qrhsimopoi¸ntac aut  thn
antistoiqÐa, �f(1), f(2), . . .�, den ft�noume potè sto tèloc, all� gnwrÐzoume oti gia k�je
stoiqeÐo b ∈ B, b = f(n) gia k�poio n ∈ N, kai sunep¸c ja ft�soume k�poia stigm  autì
to stoiqeÐo.

UpenjumÐzoume apì to Kef�laio 7 oti orÐsame N(0) = ∅ kai gia k�je n ∈ N, N(n) =
{m ∈ N | 1 ≤ m ≤ n}. Lème oti to sÔnolo X eÐnai peperasmèno e�n up�rqei amfi-
monos manth sun�rthsh f : N(n) → X gia k�poio n ∈ N0. Lème oti X eÐnai arijm simo
eÐte e�n to X eÐnai peperasmèno eÐte e�n up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : N→ X.
E�n up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : N(n) → X, tìte lème oti to X èqei n s-
toiqeÐa. Aut  eÐnai h sunhjismènh diadikasÐa aparÐjmhshc. E�n up�rqei amfimonos manth
sun�rthsh f : N → X, lème oti to X èqei ℵ0 stoiqeÐa. To sÔmbolo ℵ eÐnai to pr¸to
gr�mma tou ebraðkoÔ alfab tou, kai onom�zetai �lef. ℵ0 eÐnai to pr¸to par�deigma pou
sunant�me mÐac nèac ènnoiac arijmoÔ, pou qrhsimopoieÐtai gia na ekfr�soume pìso meg�lo
eÐnai èna �peiro sÔnolo. 'Otan lème oti èna sÔnolo X èqei ℵ0 stoiqeÐa, shmaÐnei apl� oti
up�rqei amfimonos manth sun�rthsh metaxÔ tou N kai tou X, pou shmaÐnei akrib¸c oti �to
X èqei ton Ðdio plhjikì arijmì (  to Ðdio pl joc stoiqeÐwn) me to N�. Prin exet�soume
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plhjikoÔc arijmoÔc genikìtera, ac doÔme pio prosektik� thn ènnoia thc arijmhsimìthtac.

Par�deigma 8.1 N0 eÐnai arijm simo. OrÐzoume f : N→ N0 me f(n) = n− 1. H f eÐnai
amfimonos manth sun�rthsh. Aut  eÐnai h pr¸th ekplhktik  idiìthta autoÔ tou trìpou
�aparÐjmhshc apeÐrwn sunìlwn�. To N eÐnai gn sio uposÔnolo tou N0, �ra diaisjhtik�
ja èprepe na èqei ligìtera stoiqeÐa, ìmwc me thn ènnoia thc Ôparxhc amfimonos manthc
sun�rthshc, ta dÔo sÔnola èqoun to Ðdio pl joc stoiqeÐwn.

Istorik�, o GalilaÐoc èdwse èna pio entupwsiakì par�deigma to 1638, ìtan epèdeixe mÐa
antistoiqÐa metaxÔ twn fusik¸n arijm¸n kai twn tetrag¸nwn fusik¸n arijm¸n:

Par�deigma 8.2 (GalilaÐoc). Up�rqei antistoiqÐa metaxÔ twn fusik¸n arijm¸n kai
twn teleÐwn tetrag¸nwn:

1 2 3 4 . . . n . . .
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 4 9 16 . . . n2 . . .

Sth sÔgqronh sunolojewrhtik  gl¸ssa, e�n S = {n2 ∈ N |n ∈ N}, h apeikìnish f : N→
S, ìpou f(n) = n2, eÐnai amfimonos manth.

Gia perissìterouc apì dÔo ai¸nec, aut  h fainomenik  antÐfash apètreye k�je prosp�-
jeia na jewrhjeÐ to �peiro me austhrìthta. O Leibniz èftase sto shmeÐo na proteÐnei oti
prèpei na exet�zoume mìno peperasmèna sÔnola, diìti h antÐfash prokÔptei apì thn apeirÐ-
a twn fusik¸n arijm¸n. H ap�nthsh tou sto prìblhma  tan oti e�n jewroÔsame mìno
peperasmèna sÔnola fusik¸n arijm¸n, ac poÔme touc arijmoÔc mèqri to ekatì, tìte den
up�rqei antistoiqÐa metaxÔ twn fusik¸n arijm¸n mèqri to ekatì kai twn teleÐwn tetrag¸n-
wn mèqri to ekatì. H epÐlush tou par�doxou apì ton Cantor sthn dekaetÐa tou 1870  tan
pio dramatik . 'Edeixe oti e�n ermhneÔsoume �to Ðdio pl joc stoiqeÐwn� na shmaÐnei �up�rqei
amfimonos manth sun�rthsh metaxÔ dÔo sunìlwn�, tìte k�je �peiro sÔnolo èqei to Ðdio
pl joc stoiqeÐwn me èna gn sio uposÔnolì tou! Ed¸ �peiro ennoeÐtai èna sÔnolo B gia
to opoÐo den up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : N(n) → B, gia opoiod pote n ∈ N0.

Prìtash 8.1 (Cantor) E�n èna sÔnolo B eÐnai �peiro, tìte up�rqei èna gn sio uposÔnolo
A ⊆ B, A 6= B, kai mÐa amfimonos manth sun�rthsh f : B → A.

Apìdeixh. Pr¸ta epilègoume èna �peiro uposÔnolo X tou B, me ton akìloujo trìpo.
AfoÔ den up�rqei amfimonos manth sun�rthsh metaxÔ N(0) kai B, to B den eÐnai kenì, kai
up�rqei k�poio stoiqeÐo sto B, to opoÐo onom�zoume x1. OrÐzoume mÐa sun�rthsh g : N→ B
wc ex c: g(1) = x1, kai e�n èqoume epilèxei ta diaforetik� stoiqeÐa x1, x2, . . . , xn, afoÔ
den up�rqei amfimonos manth sun�rthsh g : N(n) → B, prèpei na up�rqei k�poio �llo
stoiqeÐo tou B, to opoÐo onom�zoume xn+1, kai to opoÐo eÐnai diaforetikì apì ta x1, . . . , xn.
OrÐzoume g(n + 1) = xn+1. JewroÔme to sÔnolo

X = {xn ∈ B |n ∈ N}.

T¸ra jewroÔme to sÔnolo A = B \ {x1} kai orÐzoume f : B → A me

f(xn) = xn+1 gia xn ∈ X

kai
f(b) = b gia b 6∈ X.
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H sun�rthsh f eÐnai amfimonos manth.
¤

Qrhsimopoi¸ntac to par�deigma tou GalilaÐou, mporoÔme na epilèxoume kai èna up-
osÔnolo C ⊆ B, ìpou B \ C eÐnai �peiro, kai ìmwc up�rqei amfimonos manth sun�rthsh
f : B → C. ArkeÐ na epilèxoume èna sÔnolo X ìpwc sthn apìdeixh, na jewr soume to
sÔnolo

C = B \ {xn ∈ X |n den eÐnai tèleio tetr�gwno}
kai na orÐsoume th sun�rthsh f : B → C me

f(xn) = xn2 gia xn ∈ X

kai
f : (b) = b gia b 6∈ X.

Xekin¸ntac me èna �peiro sÔnolo B, mporoÔme na afairèsoume èna (arijm simo) �peiro up-
osÔnolo, kai ìmwc na mac meÐnei èna uposÔnolo C to opoÐo èqei �to Ðdio pl joc stoiqeÐwn�
me to B!

O Cantor èluse to prìblhma tou apeÐrou eis�gontac thn ènnoia tou plhjikoÔ ar-
ijmoÔ. Proc stigm n, ja upojèsoume oti gia k�je sÔnolo X up�rqei mÐa ènnoia, pou
onom�zetai plhjikìc arijmìc me thn idiìthta oti e�n up�rqei amfimonos manth sun�rthsh
f : X → Y , tìte to X kai to Y èqoun ton Ðdio plhjikì arijmì, kai e�n den up�rqei tètoia
sun�rthsh oi plhjikoÐ arijmoÐ touc eÐnai diaforetikoÐ. Gia peperasmèna sÔnola èqoume
èna kat�llhlo upoy fio gia plhjikì arijmì. E�n up�rqei amfimonos manth sun�rthsh
f : N(n) → X, mporoÔme na poÔme oti o plhjikìc arijmìc tou X eÐnai n. Parìmoia, e�n
up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : N→ X, lème oti o plhjikìc arijmìc tou X eÐnai
ℵ0. Gia �lla �peira sÔnola mporeÐ na qreiastoÔme nèa sÔmbola gia touc plhjikoÔc arijmoÔc
touc. Genik�, ja sumbolÐzoume to plhjikì arijmì (  plhj�rijmo) tou X me |X|   card (X),
kai e�n up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : X → Y ja jewroÔme oti |X| = |Y |. Se
aut n thn perÐptwsh |X| kai |Y | eÐnai diaforetik� sÔmbola gia ton Ðdio plhjikì arijmì. E�n
up�rqei mÐa eneikonik  sun�rthsh f : X → Y tìte ja lème oti |X| ≤ |Y |. E�n |X| ≤ |Y |
kai |X| 6= |Y |, lème oti |X| < |Y |. Genik�, e�n X eÐnai uposÔnolo tou Y , o egkleismìc
i : X → Y , i(x) = x, eÐnai eneikìnish, �ra isqÔei

X ⊆ Y ⇒ |X| ≤ |Y |.
H Prìtash 8.1 lèei oti, gia k�je �peiro sÔnolo B, up�rqei gn sio uposÔnolo A tètoio
¸ste |A| = |B|. 'Ara, gia �peira sÔnola, X ⊆ Y kai X 6= Y den sunep�gontai oti X < Y .

To dÐlhmma pou tèjhke apì to par�deigma tou GalilaÐou eÐnai perissìtero yuqologikì
par� majhmatikì. Kaj¸c epekteÐnoume to sÔsthma twn fusik¸n arijm¸n kai thn aparÐ-
jmhsh gia na sumperil�boume �peirouc plhjikoÔc arijmoÔc, to megalÔtero sÔsthma mporeÐ
na mhn èqei ìlec tic idiìthtec tou mikrìterou. H oikeiìthta me to mikrìtero sÔsthma
mac odhgeÐ na anamènoume orismènec idiìthtec, kai sugquzìmaste ìtan ta komm�tia den
tairi�zoun ìpwc ta perimèname. Parìmoia anasf�leia proèkuye ìtan to tetr�gwno enìc
migadikoÔ arijmoÔ parabÐase ton kanìna twn pragmatik¸n arijm¸n oti to tetr�gwno k�je
arijmoÔ eÐnai jetikì. Autì xeper�sthke ìtan antilhfj kame oti oi migadikoÐ arijmoÐ den
epidèqontai mÐa di�taxh, ìpwc gÐnetai gia to uposÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. An�lo-
ga, h fainomenik  antÐfash tou GalilaÐou epilÔetai ìtan antilhfjoÔme oti e�n enno soume
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�ton Ðdio plhjikì arijmì� wc mÐa amfimonos manth antistoiqÐa metaxÔ sunìlwn, to gn sio
uposÔnolo A tou B den apokleÐetai na èqei ton Ðdio �peiro plhjikì arijmì me to B.

Ac exet�soume t¸ra thn ènnoia thc arijmhsimìthtac. Arqik�, gia k�je �peiro sÔnolo
B mporoÔme, ìpwc sthn apìdeixh thc Prìtashc 8.1 na epilèxoume èna �peiro arijm simo
sÔnolo X ⊆ B. Autì shmaÐnei oti ℵ0 = |X| ≤ |B|, kai sunep¸c ℵ0 eÐnai o mikrìteroc
�peiroc plhjikìc arijmìc. ProkaleÐ èkplhxh pìsa apì ta gnwst� mac sÔnola, pou faÐnetai
na eÐnai polÔ megalÔtera apì to N, èqoun ton Ðdio plhjikì arijmì ℵ0.

Par�deigma 8.3 To sÔnolo twn akeraÐwn eÐnai arijm simo.
OrÐzoume f : N→ Z me

f(n) =

{
k e�n n = 2k

1− k e�n n = 2k − 1

kai èqoume thn antistoiqÐa

1 2 3 4 5 6 7 . . .
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 1 −1 2 −2 3 −3 . . .

Prosèxte oti an kai f eÐnai amfimonos manth sun�rthsh, den diathreÐ th di�taxh: m < n
den sunep�getai oti f(m) < f(n), gia par�deigma f(2) > f(3). 'Otan orÐzoume amfimonos -
mantec antistoiqÐec metaxÔ sunìlwn me di�taxh, mporeÐ na qreiasteÐ na anakatèyoume polÔ
ta pr�gmata, ìpwc deÐqnei to epìmeno par�deigma.

Par�deigma 8.4 To sÔnolo twn rht¸n arijm¸n eÐnai arijm simo. Ja to deÐxoume autì
se b mata, arqÐzontac apì touc jetikoÔc rhtoÔc. 'Enac trìpoc na aparijm soume touc
rhtoÔc eÐnai na gr�youme ìla ta kl�smata se èna pÐnaka

1/1 1/2 1/3 1/4 . . .
2/1 2/2 2/3 2/4 . . .
3/1 3/2 3/3 3/4 . . .
4/1 4/2 4/3 4/4 . . .
... ... ... ...

kai na ta diab�zoume kat� m koc �qiastÐ diagwnÐwn�, 1/1, katìpin 1/2, 2/1, katìpin 1/3, 2/2,
3/1, k.o.k. Me autì ton trìpo paÐrnoume mia akoloujÐa 1/1, 1/2, 2/1, 1/3, 2/2, 3/1, . . .
sthn opoÐa perièqontai ìloi oi rhtoÐ, all� up�rqoun epanal yeic, epeid  1/1 = 2/2, kai
pio pèra ja èqoume 3/3, 4/4 klp. Parìmoia 1/2 = 2/4 = 3/6 klp. JewroÔme k�je
stoiqeÐo sthn akoloujÐa, kai to diagr�foume e�n èqei  dh emfanisteÐ. To arqikì komm�ti
thc akoloujÐac pou apomènei eÐnai

1/1, 1/2, 2/1, 1/3, 3/1, . . .

Onom�zoume to n-ostì arijmì sthn enapomeÐnasa akoloujÐa an, kai orÐzoume th sun�rthsh
f apì touc fusikoÔc stouc jetikoÔc rhtoÔc me f(n) = an. All� k�je rhtìc arijmìc eÐnai
eÐte jetikìc   mhdèn   arnhtikìc, kai sunep¸c h akoloujÐa

0, a1, −a1, a2, −a2, . . . , an, −an, . . .
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perièqei k�je rhtì arijmì akrib¸c mÐa for�. H sun�rthsh g : N→ Q pou orÐzetai wc

g(k) =





0 e�n k = 1
an e�n k = 2n
−an e�n k = 2n + 1

eÐnai h zhtoÔmenh amfimonos manth sun�rthsh. AxÐzei na epishm�noume oti, an kai den
èqoume d¸sei èna tÔpo gia th sun�rthsh g(n), èqoume mÐa sugkekrimènh diadikasÐa gia ton
upologismì thc. Oi pr¸toi ìroi eÐnai:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 1 −1 1

2
−1

2
2 −2 1

3
−1

3
3 −3 1

4
. . .

kai ja mporoÔsame na suneqÐsoume ìso jèloume.

Se pio proqwrhmèna maj mata JewrÐac Sunìlwn ja doÔme èna polÔ isqurìtero apotè-
lesma (to je¸rhma Schroeder–Bernstein) pou mac epitrèpei na deÐxoume oti dÔo sÔnola
èqoun ton Ðdio plhjikì arijmì qwrÐc na qreiasteÐ na kataskeu�soume mÐa sugkekrimènh
amfimonos manth apeikìnish.

O lìgoc gia ton opoÐo orÐsame ton ìro arijm simo na perilamb�nei tìso ta peperasmèna
ìso kai ta arijm sima �peira sÔnola faÐnetai sto epìmeno apotèlesma.

Prìtash 8.2 'Ena uposÔnolo arijm simou sunìlou eÐnai arijm simo.

Apìdeixh. E�n èqoume mÐa amfimonos manth sun�rthsh f : N → A, kai B ⊆ A, tìte
eÐte to B eÐnai peperasmèno, eÐte mporoÔme na orÐsoume mÐa sun�rthsh g : N→ B me

• g(1) = f(m) ìpou m eÐnai to el�qisto m ∈ N gia to opoÐo f(m) ∈ B.

• E�n èqoume orÐsei ta g(1), g(2), . . . , g(n), tìte g(n) = f(m) ìpou m eÐnai to el�qis-
to m ∈ N gia to opoÐo f(m) ∈ B \ {g(1), . . . , g(n)}.

¤
MÐa axioshmeÐwth idiìthta twn arijm simwn sunìlwn eÐnai oti mporoÔme na kataskeu�soume
apì aut� sÔnola pou faÐnetai na eÐnai polÔ megalÔtera, ta opoÐa ìmwc eÐnai p�li arijm sima.

Prìtash 8.3 H ènwsh mÐac arijm simhc oikogèneiac arijm simwn sunìlwn eÐnai ari-
jm simo sÔnolo.

Apìdeixh. E�n èqoume mia arijm simh sullog  sunìlwn, mporoÔme na jewr soume to N
wc to sÔnolo deikt¸n, kai na gr�youme ta sÔnola An, n ∈ N. (E�n h sullog  perilamb�nei
mìno peperasmèno pl joc sunìlwn A1, . . . , Ak, jètoume An = ∅ gia n > k.) AfoÔ k�je
An eÐnai arijm simo, mporoÔme na gr�youme ta stoiqeÐa tou An se mÐa gramm ,

an1, an2, . . . , anm, . . .
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h opoÐa ja telei¸nei e�n to An eÐnai peperasmèno, en¸ ja eÐnai mÐa �peirh akoloujÐa e�n to
An eÐnai �peiro arijm simo. T¸ra katagr�foume ta stoiqeÐa thc ènwshc

⋃
n∈NAn se èna

pÐnaka,
a11 a12 a13 a14 a15 . . .
a21 a22 a23 a24 a25 . . .
a31 a32 a33

a41 a42 a43 a44 a45 . . .
... ... ... ... ... . . .

kai ta diab�zoume kata m koc twn qiastÐ diagwnÐwn, ìpwc k�name gia na aparijm soume
touc rhtoÔc arijmoÔc: a11, a12, a21, a13, a22, a31, a14, . . . . MporeÐ na up�rqoun ken� ston
pÐnaka, e�n k�poia apì ta sÔnola eÐnai peperasmèna (ìpwc to A3 sto par�deigma),   e�n
to pl joc twn sunìlwn eÐnai peperasmèno. MporeÐ na up�rqoun epanal yeic e�n k�poia
sÔnola èqoun koin� stoiqeÐa, ètsi ¸ste èna stoiqeÐo sth gramm  n na epanalamb�netai
sth gramm  m. Apl¸c prospern�me ta ken�, kai ta stoiqeÐa pou èqoun  dh emfanisteÐ.
Aut  h diadikasÐa dÐdei eÐte mÐa peperasmènh akoloujÐa, eÐte mÐa �peirh akoloujÐa qwrÐc
epanal yeic, kai deÐqnei oti h ènwsh

⋃
n∈NAn eÐnai arijm simo sÔnolo.

¤

Prìtash 8.4 To kartesianì ginìmeno dÔo arijm simwn sunìlwn eÐnai arijm simo sÔno-
lo.

Apìdeixh. E�n A kai B eÐnai arijm sima, gr�foume ta stoiqeÐa tou A wc mÐa akoloujÐa
a1, a2, . . . , an, . . . (h opoÐa ja telei¸nei e�n A eÐnai peperasmèno). Parìmoia gr�foume ta
stoiqeÐa tou B wc b1, b2, . . . , bm, . . . T¸ra gr�foume ta stoiqeÐa tou kartesianoÔ ginomè-
nou A×B se èna orjog¸nio pÐnaka,

(a1, b1) (a1, b2) (a1, b3) . . .
(a2, b1) (a2, b2) (a2, b3) . . .
(a3, b1) (a3, b2) (a3, b3) . . .

... ... ...

kai ta diab�zoume kata m koc twn qiastÐ diagwnÐwn. E�n èna apì ta A   B eÐnai peperas-
mèno, ja up�rqoun ken�, ta opoÐa paraleÐpoume. E�n kai ta dÔo eÐnai peperasmèna, to
ginìmeno A × B eÐnai peperasmèno. E�n kai ta dÔo eÐnai �peira , mporoÔme na gr�youme
analutik� ton tÔpo thc amfimonos manthc sun�rthshc f : N → A × B. Up�rqei èna
stoiqeÐo sthn pr¸th qiastÐ diag¸nio, dÔo sth deÔterh, kai genik� n sth n-ost . 'Ara
up�rqoun 1 + 2 + . . . + n = 1

2
n(n + 1) stoiqeÐa stic n pr¸tec qiastÐ diag¸niouc. To

r-ostì stoiqeÐo sthn epìmenh qiastÐ diag¸nio eÐnai to (ar, bn+2−r), �ra h amfimonos manth
sun�rthsh f : N→ A×B eÐnai

f(m) = (ar, bn+2−r) ìpou m =
1

2
n(n + 1) + r gia 1 ≤ r ≤ n + 1 . ¤

Wc efarmog  thc Prìtashc 8.4 èqoume to akìloujo apotèlesma.

Par�deigma 8.5 To sÔnolo twn shmeÐwn tou epipèdou me rhtèc suntetagmènec eÐnai
arijm simo.

Se autì to shmeÐo, dikaiologhmèna, ja mporoÔse kaneÐc na upojèsei oti k�je �peiro
sÔnolo eÐnai arijm simo, all� autì den isqÔei, ìpwc ja doÔme exet�zontac touc prag-
matikoÔc arijmoÔc.
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Je¸rhma 8.5 To sÔnolo R twn pragmatik¸n arijm¸n den eÐnai arijm simo.

Apìdeixh. Autì to apodeiknÔoume me apagwg  se �topo, deÐqnontac oti kamÐa sun�rthsh
f : N → R den mporeÐ na eÐnai epÐ, kai �ra den up�rqei amfimonos manth sun�rthsh
f : N → R. E�n f : N → R eÐnai mÐa sun�rthsh, gr�foume k�je arijmì f(m) ∈ R se
dekadik  par�stash

f(m) = am, am1 am2 am3 . . . amn . . .

ìpou am eÐnai akèraioc, kai gia k�je n, amn eÐnai to n-ostì dekadikì yhfÐo tou f(m),
0 ≤ amn ≤ 9. Gia par�deigma, e�n f(m) =

√
2 = 1, 41421356... èqoume am = 1, am1 = 4,

am2 = 1, am3 = 4, am4 = 2, . . .
E�n f(m) eÐnai dekadikì kl�sma, ìpwc o 125

100
= 1, 25, sumplhr¸noume thn dekadik 

par�stash me mhdenik�, 1,250000. . . 'Etsi èqoume mÐa akoloujÐa

f(1) = a1, a11 a12 a13 . . .
f(2) = a2, a21 a22 a23 . . .
f(3) = a3, a31 a32 a33 . . .
... ...

f(n) = an, an1 an2 an3 . . .
... ...

Ja deÐxoume oti h sun�rthsh f den eÐnai epÐ, gr�fontac th dekadik  par�stash enìc arijmoÔ
pou eÐnai diaforetikìc apì ìla ta f(n). 'Estw o arijmìc β = 0, b1 b2 . . . bn . . . ìpou

bn =

{
1 e�n ann = 0
0 e�n ann 6= 0

Tìte o β eÐnai diaforetikìc apì ton f(n), giatÐ diafèrei sto n-ostì dekadikì yhfÐo, bn 6=
ann.

Autì to epiqeÐrhma onom�zetai diag¸nio epiqeÐrhma tou Cantor kai deÐqnei oti
|N| 6= |R|. AfoÔ N ⊆ R, kai �ra |N| ≤ |R|, sumperaÐnoume oti o plhjikìc arijmìc tou
sunìlou twn pragmatik¸n arijm¸n eÐnai gn sia megalÔteroc apì ton plhjikì arijmì twn
fusik¸n arijm¸n, |R| > |N|. SumbolÐzoume ton plhjikì arijmì tou R me c. 'Eqoume deÐxei
oti

c > ℵ0.

¤
MÐa parallag  tou diagwnÐou epiqeir matoc mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na deÐxoume

oti gia k�je plhjikì arijmì mporoÔme na broÔme ènan megalÔtero. Apl� deÐqnoume oti gia
k�je sÔnolo A to dunamosÔnolo P(A) èqei gn sia megalÔtero plhjikì arijmì.

Prìtash 8.6 Gia k�je sÔnolo A, |P(A)| > |A|.

Apìdeixh. Profan¸c h sun�rthsh g : A → P(A) h opoÐa apeikonÐzei to stoiqeÐo a ∈ A
sto monosÔnolo {a}, g(a) = {a}, eÐnai èna proc èna, kai sunep¸c |A| ≤ |P(A)|. Prèpei
na deÐxoume oti |A| 6= |P(A)|. Ja deÐxoume oti kamÐa sun�rthsh f : A → P(A) den eÐnai
epÐ. E�n èqoume mÐa tètoia sun�rthsh, f(a) ∈ P(A) gia k�je a ∈ A, �ra f(a) eÐnai èna
uposÔnolo tou A. 'Ara gia k�je a ∈ A mporoÔme na jèsoume to er¸thma �an kei to a sto
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uposÔnolo f(a)?�. H ap�nthsh eÐnai p�nta eÐte �nai� eÐte �ìqi�. Epilègoume ta stoiqeÐa A
gia ta opoÐa h ap�nthsh eÐnai ìqi, kai orÐzoume to sÔnolo

B = {a ∈ A | a 6∈ f(a)} .

T¸ra isqurizìmaste oti to uposÔnolo B ⊆ A den an kei sthn eikìna thc f . Pr�gmati,
e�n B an kei sthn eikìna thc f , dhlad  e�n B = f(b) gia k�poio b ∈ A, odhgoÔmaste se
antÐfash:

e�n b ∈ B tìte, apì ton orismì tou B, b 6∈ f(b) = B

e�n b 6∈ B tìte, apì ton orismì tou B, b ∈ f(b) = B

SumperaÐnoume oti to B ∈ P(A) den an kei sthn eikìna thc f , kai �ra h f : A → P(A)
den eÐnai epÐ. Sunep¸c h f den mporeÐ na eÐnai amfimonos manth.

¤
H Prìtash 8.6 deÐqnei oti up�rqei mÐa ierarqÐa apì �peira. Xekin�me me to ℵ0 = |N|. To

|P(N)| eÐnai gn sia megalÔtero, to |P(P(N))| eÐnai p�li megalÔtero, k.o.k.
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Ask seic

'Askhsh 8.1 Jewr ste to sÔnolo X twn shmeÐwn (x, y, z) ∈ R3 gia ta opoÐa x, y, z ∈
Q. EÐnai to X arijm simo?

'Askhsh 8.2 Jewr ste to sÔnolo S twn sfair¸n sto R3 twn opoÐwn ta kèntra èqoun
rhtèc suntetagmènec, kai twn opoÐwn h aktÐna eÐnai rhtìc arijmìc. DeÐxte oti to S eÐnai
arijm simo.

'Askhsh 8.3 Poi� apì ta akìlouja sÔnola eÐnai arijm sima? (D¸ste apìdeixh se k�je
perÐptwsh).

aþ. {n ∈ N |n eÐnai pr¸toc}
bþ. {r ∈ Q | r > 0}
gþ. {x ∈ R | 1 < x < 10−1000000}
dþ. C

eþ. {x ∈ R | x2 = 2a3b gia k�poia a, b ∈ N}

'Askhsh 8.4 ApodeÐxte oti h J : N0 × N0 → N0 me

J(n, m) = 2n(2m + 1)− 1

eÐnai 1− 1 kai epÐ tou N0.

'Askhsh 8.5 ApodeÐxte oti k�je sÔnolo xènwn diasthm�twn sto R eÐnai arijm simo.
Qrhsimopoi ste to parap�nw gia na apodeÐxete oti to sÔnolo shmeÐwn asunèqeiac miac
aÔxousac f : R→ R eÐnai arijm simo.

Upìd. An f : R → R eÐnai aÔxousa, tìte gia k�je a ∈ R up�rqoun ta pleurik� ìria
thc f sto a kai

lim
x→a−

f(x) ≤ lim
x→a+

f(x)

'Askhsh 8.6 ApodeÐxte oti k�je sÔnolo diasthm�twn me rht� �kra sto R eÐnai arijm -
simo. Qrhsimopoi ste to parap�nw gia na apodeÐxete oti to sÔnolo twn topik¸n megÐstwn
(elaqÐstwn) miac suneqoÔc f : R→ R eÐnai arijm simo.

'Askhsh 8.7 'Estw A sÔnolo. Gia k�je Y ⊆ A h qarakthristik  sun�rthsh
tou Y orÐzetai wc ex c

χY (t) =

{
1 an t ∈ Y
0 an t 6∈ Y

ApodeÐxte oti h sun�rthsh F : P(A) −→ {0, 1}A me F (Y ) = χY eÐnai amfimonos manth.



EpÐlogoc

JemelÐwsh thc jewrÐac sunìlwn
Mèqri autì to shmeÐo epikentr¸same tic prosp�jeiec mac na broÔme mÐa tupik  dom  gia thn
arijmhtik , sth b�sh thc jewrÐac sunìlwn. All� den èqoume anaferjeÐ sthn axiwmatik 
jemelÐwsh thc Ðdiac thc jewrÐac sunìlwn. Se teleutaÐa an�lush, den apoteleÐ meg�lh
prìodo na basÐsoume mia tupik  jewrÐa twn arijm¸n se mÐa �tuph, epoptik  kai afel 
jewrÐa sunìlwn. Ja mporoÔsame na krat soume thn �tuph, epoptik  kai afel  jewrÐa
twn arijm¸n!

Apì thn epoq  tou Cantor kai tou Dedekind, pou eis gagan thn epoptik  jewrÐa aunìl-
wn, èqoun dojeÐ di�fora axiwmatik� sust mata gia th jewrÐa sunìlwn, pou apofeÔgoun ta
par�doxa pou sunant same, ìpwc autì tou Russell. Ta pio gnwst� eÐnai aut� twn Zermelo–
Fraenkel kai twn von Neumann–Bernays–Goedel H basik  mèjodoc pou qrhsimopoioÔn gia
na apofÔgoun ta par�doxa eÐnai na periorÐsoun thn ènnoia tou sunìlou, ¸ste na mhn per-
il�mb�nei opoiad pote �sullog  se èna ìlon kajorismènwn antikeimènwn thc skèyhc   thc
epopteÐac mac pou eÐnai entel¸c diakrit  metaxÔ tous� ìpwc thn eÐqe perigr�yei o Cantor.
GÐnetai h di�krish metaxÔ t�xewn (classes) kai sunìlwn   mpaÐnoun periorismoÐ sta sÔnola.
Autèc oi axiwmatikèc jewrÐec, mazÐ me to axÐwma Ôparxhc twn fusik¸n arijm¸n, eparkoÔn
gia na anaptÔxoun th jewrÐa twn arijm¸n, fusik¸n, rht¸n, pragmatik¸n, migadik¸n.

Up�rqoun ìmwc dÔo axi¸mata pou èqoun mÐa idiaÐterh jèsh, kai èqoun apasqol sei
arket� touc majhmatikoÔc.

To axÐwma epilog c
Sthn Prìtash 8.1, qrhsimopoi same èna epiqeÐrhma sto opoÐo epilègoume èna stoiqeÐo x1

apì èna sÔnolo B, katìpin èna x2 apì to B \ {x1}, . . . , kai genik� èna stoiqeÐo xn+1 apì
to sÔnolo B \ {x1, x2, . . . , xn}. Par� ìlo pou autì moi�zei me thn anadromik  diadikasÐa
orismoÔ, den kalÔptetai apì to je¸rhma 6.3, giatÐ to xn+1 epilègetai me aujaÐreto trìpo,
kai ìqi mèsw mÐac prokajorismènhc sun�rthshc. H mèjodoc mac apaiteÐ na k�noume ��peiro
pl joc aujaÐretwn epilog¸n�. MporeÐ na apodeiqjeÐ (an kai den eÐnai eÔkolo!) oti ta
upìloipa axi¸mata thc jewrÐac sunìlwn den eparkoÔn gi� autì. ApaiteÐtai èna epÐ plèon
axÐwma, to AxÐwma Epilog c (Axiom of Choice).

H jèsh autoÔ tou axi¸matoc eÐnai diaisjhtik� dÔskolo na gÐnei antilhpt , all� èqei
plèon gÐnei kal� katanoht . OÔte h upìjesh thc al jeiac autoÔ tou axi¸matoc, oÔte
h �rnhsh tou, antif�skoun me ta upìloipa axi¸mata thc jewrÐac sunìlwn (ìpwc oÔte h
apodoq  tou ait matoc twn par�llhlwn tou EukleÐdh, oÔte h �rnhsh tou antif�skei me
ta upìloipa axi¸mata thc GewmetrÐac). E�n to apodeqjoÔme èqoume mÐa pio kal  jewrÐa
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plhjik¸n arijm¸n: gia k�je dÔo sÔnola X, Y isqÔei (toul�qiston) èna apì ta |X| ≤ |Y |,
|Y | ≤ |X|.

Parìmoia jèsh katèqei èna �llo axÐwma. H Upìjesh tou SuneqoÔc lèei oti den up�rqei
�peiroc plhjikìc arijmìc metaxÔ tou ℵ0 kai tou c, dhlad  oti den up�rqei sÔnolo X gia
to opoÐo na isqÔei

|N| < |X| < |R|.
OÔte h apodoq  oÔte h �rnhsh thc Upìjeshc tou SuneqoÔc antif�skoun prìc ta upìloipa
axi¸mata,   proc to AxÐwma Epilog c.

Sunèpeia
Paramènei akìma to er¸thma: èqontac breÐ to sÔnolo twn axiwm�twn thc jewrÐac sunìl-
wn, p¸c gnwrÐzoume oti den emfanÐzontai par�doxa? Mèqri t¸ra ta èqoume apofÔgei (afoÔ
kaneÐc den èqei breÐ k�poio) all� pwc mporoÔme na eÐmaste sÐgouroi oti den up�rqoun krum-
mènec antif�seic? T¸ra èqoume mÐa saf , telik  ap�nthsh se autì to er¸thma. Dustuq¸c
aut  eÐnai h ex c: den mporoÔme potè na eÐmaste sÐgouroi.

Gia na exhg soume autì, prèpei na p�me pÐsw ston Hilbert. Ac onom�soume èna sÔsth-
ma axiwm�twn sunepèc (consistent) e�n den odhgeÐ se antif�seic. O Hilbert  jele na
apodeÐxei oti ta axi¸mata thc jewrÐac sunìlwn eÐnai sunep .

Gia merik� sust mata axiwm�twn autì eÐnai eÔkolo. E�n mporoÔme na broÔme èna montèlo
gia ta axi¸mata, dhlad  mÐa dom  h opoÐa ta ikanopoieÐ, tìte prèpei na eÐnai sunep  (alloi¸c
den ja up rqe to montèlo). To prìblhma eÐnai tÐ ulik� mporoÔme na qrhsimopoi soume
gia thn kataskeu  tou montèlou? EÐnai genik� apodektì oti èna peperasmèno montèlo
eÐnai ikanopoihtikì, afoÔ k�je isqurismìc gi' autì mporeÐ na elegqjeÐ, kat' arq n, se
peperasmèno qrìno. All� èna sÔsthma pou perièqei touc fusikoÔc arijmoÔc den eÐnai
peperasmèno.

H idèa tou Hilbert  tan na qrhsimopoi sei k�ti ligìtero perioristikì, pou onìmase
diadikasÐa apìfashc. Se sÔgqronh gl¸ssa, èna peperasmèno prìgramma upologist , sto
opoÐo ìtan dojeÐ opoiad pote prìtash sth jewrÐa sunìlwn, ekteleÐ mÐa diadikasÐa kai
apofaÐnetai e�n h prìtash eÐnai alhj c   ìqi. E�n mporèsoume na kataskeu�soume èna
tètoio prìgramma kai na apodeÐxoume oti douleÔei p�nta, tìte arkeÐ na tou d¸soume thn
prìtash

0 6= 0.

E�n apant sei �alhjèc� tìte ta axi¸mata thc jewrÐac sunìlwn den eÐnai sunep . Gia k�poio
di�sthma fainìtan oti h idèa tou Hilbert mporoÔse na doulèyei. All� ta jewr mata tou
Goedel apèdeixan to antÐjeto. O Goedel apèdeixe oti up�rqoun sth jewrÐa sunìlwn prot�-
seic oi opoÐec eÐnai alhjeÐc, all� gia tic opoÐec den up�rqei apìdeixh (Je¸rhma mh Plhrìth-
tac) kai oti e�n h jewrÐa sunìlwn eÐnai sunep c, tìte den up�rqei diadikasÐa apìfashc pou
na to exakrib¸nei (Je¸rhma mh Apokrisimìthtac).

Ta apotelèsmata tou Goedel dièlusan tic elpÐdec tou progr�mmatoc tou Hilbert. ShmaÐ-
noun oti up�rqoun k�poioi èmfutoi periorismoÐ sthn Ðdia thn axiwmatik  mèjodo. Den
deÐqnoun oti aut  eÐnai peritt . Antijètwc, apoteleÐ èna ikanopoihtikì plaÐsio gia ìla ta
sÔgqrona majhmatik�, kai èmpneush gia thn an�ptuxh nèwn ide¸n. All� me ta apotelèsmata
tou Goedel mporoÔme na apofÔgoume thn autap�th oti ìla eÐnai tèleia, kai na antilhfjoÔme
touc periorismoÔc thc axiwmatik c mejìdou, mazÐ me tic dunatìthtec pou prosfèrei.
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