
ÓÇÌÅÉÙÓÅÉÓ ÓÔÇÓÕÍÏËÏÈÅÙÑÉÁ

�ÉÁÍÍÇÓ Í. ÌÏÓ×ÏÂÁÊÇÓÔìÞìá Ìáèçìá�éêþí�áíåðéó�Þìéï Êáëéöüñíéáò, Ëïò ¢í�æåëåòêáé�áíåðéó�Þìéï Áèçíþí

ì�ë∀�ñïêá�áñê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�ñïêá�áñê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ÌÜñ�éïò 2007
©2007, �éÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò�áñá�çñÞóåéò êáé äéïñèþóåéò ãéá êÜèå åßäïõò ëÜèç (ìáèçìá�éêÜ, ãëùóóéêÜ, ïñ-èïãñáöéêÜ, �õðïãñáöéêÜ) åßíáé åõðñüóäåê�åò, êáëý�åñá ìå email ó�ç äéåýèõíóçymos�math.uoa.gr.



ÁöéåñùìÝíï ó�ç ìíÞìç �ïõ Íßêïõ Êñé�éêïý





�ÑÏËÏ�ÏÓ
�åñß �ßíïò ðñüêåé�áé. Ç Èåùñßá Óõíüëùí åßíáé ìéá óõíáñðáó�éêÞ, æùí�áíÞìáèçìá�éêÞ èåùñßá, ìå �éò äéêÝò �çò âáóéêÝò Ýííïéåò, èåìåëéáêÜ áðï�åëÝóìá�áêáé ðñïâëÞìá�á, êáé ìå óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò óå Üëëåò ìáèçìá�éêÝò èåùñßåò.ÎÝ÷ùñá áð' áõ�Ü, ç Áîéùìá�éêÞ Óõíïëïèåùñßá èåùñåß�áé áðü ðïëëïýò ùòèåìåëßùóç �ùí ìáèçìá�éêþí: åéêÜæå�áé ü�é üëá �á ìáèçìá�éêÜ áí�éêåßìåíáåßíáé ðñÜãìá�é óýíïëá, êáé ü�é ïé éäéü�ç�Ýò �ïõò åßíáé ðïñßóìá�á �ùí ëé�þí,êïìøþí áîéùìÜ�ùí ãéá �á óýíïëá. Ôßðï�á �üóï áðëïúêü äåí ìðïñåß íá åßíáé çðëÞñçò áëÞèåéá, áëëÜ ïðùóäÞðï�å, ó�á óýã÷ñïíá ìáèçìá�éêÜ �ï £íá áðïóáöçíß-óåéò¤ êÜðïéá Ýííïéá åßíáé óõíþíõìï ìå �ï £íá �çí ïñßóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßá¤. Çèåùñßá óõíüëùí åßíáé ç åðßóçìç ãëþóóá �ùí ìáèçìá�éêþí, üðùò �á ìáèçìá�éêÜåßíáé ç åðßóçìç ãëþóóá �çò åðéó�Þìçò.Óáí üëïõò �ïõò óõããñáöåßò åéóáãùãéêþí, ðñþ�ùí âéâëßùí ãéá �á óýíïëá,Ý÷ù êé åãþ ðñïóðáèÞóåé íá åîçãÞóù êáé �éò äýï áõ�Ýò áðüøåéò �ïõ êëÜäïõ.Áðü �çí £êáèáñÞ¤ èåùñßá óõíüëùí, ïé Óçìåéþóåéò áõ�Ýò êáëýð�ïõí �á âáóéêÜáðï�åëÝóìá�á ãéá £áöçñçìÝíá óýíïëá¤, �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, õðåñðåðåñáóìÝíçáíáäñïìÞ, ðëçèéêïýò êáé äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò. Ëéãü�åñï óõíçèéóìÝíï åßíáé�ï ÊåöÜëáéï 10 ãéá £óçìåéïóýíïëá¤, ðïõ ðåñéÝ÷åé áðï�åëÝóìá�á ìå åöáñìïãÝòó�çí ÁíÜëõóç êáé åéóÜãåé �ïí áíáãíþó�ç ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Óõíå÷ïýò, êå-í�ñéêÞ åñþ�çóç �çò óõíïëïèåùñßáò áðü �á ðñþ�á �çò âÞìá�á. ÕðÜñ÷åé êáéêÜðïéá êáéíï�ïìßá ó�çí áíÜð�õîç �çò èåùñßáò ðëçèáñßèìùí, ðïõ åéóÜãïí�áéíùñßò (êá�Ü �ïí Cantor áëëÜ ëßãï ðïíçñÜ), Ý�óé þó�å ïé âáóéêïß �ýðïé �çòðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞò íá ìðïñïýí íá äéäá÷èïýí üóï ðéï ãñÞãïñá ãßíå�áé. Ôï�áñÜñ�çìá A åîçãåß �çí £êá�áóêåõÞ¤ �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åê�åíÝó�åñááð' ü,�é óõíçèßæå�áé ó�çí åðï÷Þ ìáò êáé ìå êÜðïéåò êáéíï�ïìßåò ó�çí ðñüóâáóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò êáé óå ìåñéêÝò áðü �éò ëåð�ïìÝñåéåò. Ôï �åëåõ�áßï �áñÜñ�çìáB áðï�åëåß ìéá êÜðùò åêêåí�ñéêÞ åéóáãùãÞ ó�ç ìáèçìá�éêÞ èåùñßá öõóéêþíðñï�ýðùí äéáöüñùí áñ÷þí �çò óõíïëïèåùñßáò, ìå�áîý �ùí ïðïßùí êáé ç Áñ÷ÞÁí�éèåìåëßùóçò �ïõ A
zel. Äåí áðáé�åß ãíþóç �çò ËïãéêÞò, áëëÜ ï óïâáñüòáíáãíþó�çò �ïõ óßãïõñá è' áðïöáóßóåé ü�é ðñÝðåé íá ìÜèåé ËïãéêÞ.¼óïí áöïñÜ �ç óõíïëïèåùñßá ùò èåìåëßùóç �ùí ìáèçìá�éêþí, ïé Óçìåéþ-óåéò áõ�Ýò äéáöÝñïõí áðü �á óõíçèéóìÝíá ìå äýï �ñüðïõò. Êá�áñ÷Þí Ý÷ù ðÜñåéó�á óïâáñÜ áõ�ü �ï £êÜèå ìáèçìá�éêü áí�éêåßìåíï åßíáé óýíïëï¤ (ðïõ âÝâáéáäåí åßíáé), êé Ý÷ù ðñïóðáèÞóåé íá �ïõ äþóù íüçìá ìå �çí Ýííïéá �çò ðéó�Þòv



vi �ñüëïãïòáðåéêüíéóçò ìáèçìá�éêþí áí�éêåéìÝíùí áðü äïìçìÝíá óýíïëá. Ç éäÝá åßíáéðáëéÜ, áëëÜ ßóùò áõ�ü íá åßíáé �ï ðñþ�ï åéóáãùãéêü âéâëßï ðïõ �çí áðïäÝ÷å�áé,ðñïóðáèåß íá �çí åîçãÞóåé êáé �ç ÷ñçóéìïðïéåß ìå óõíÝðåéá. Ïé ößëïé �çò èåùñßáòêá�çãïñéþí èá áíáãíùñßóïõí ìåñéêÝò áðü �éò âáóéêÝò ÝííïéÝò �çò, îåäéÜí�ñïðáðåñé�õëéãìÝíåò áðü ìéá ðáñáäïóéáêÞ, êáèáñÜ óõíïëïèåùñç�éêÞ ðñüóâáóç ó�ïðñüâëçìá èåìåëßùóçò üðïõ £êá�çãïñßåò¤ äåí áíáöÝñïí�áé ðïõèåíÜ. Êáé êá�Üäåý�åñï ëüãï, ç èåùñßá õðïëïãéóìïý èåùñåß�áé ìÝñïò �ùí ìáèçìá�éêþí ðïõ£÷ñÞæïõí èåìåëßùóçò¤, êáé �á ó÷å�éêÜ óõíïëïèåùñç�éêÜ áðï�åëÝóìá�á êáëýð�ï-í�áé, ìáæß ìå ðïëëÜ ðáñáäåßãìá�á. Ç öéëïäïîßá �ïõ âéâëßïõ åßíáé íá åîçãÞóåéü,�é ãéá �á óýíïëá ðñÝðåé íá ìÜèåé êÜèå óïâáñüò öïé�ç�Þò êáé öïé�Þ�ñéá �ùíìáèçìá�éêþí Þ �çò èåùñç�éêÞò ðëçñïöïñéêÞò.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ éó�ïñéêÜ ó÷üëéá êáé ðåñéêïðÝò ðïõ óå ìåñéêÜ ìÝñç äßíïõíó�éò Óçìåéþóåéò ìéá £ëüãéá¤ õöÞ ðïõ äåí �ïõò áîßæåé. ¼ëåò ïé ðåñéêïðÝò êáé ïéðåñéóóü�åñåò ðáñá�çñÞóåéò åßíáé áðü �éò åîÞò äýï ðïëý�éìåò óõëëïãÝò åñãáóéþí,ðïõ éäáíéêÜ èá ðñÝðåé íá åßíáé ó�ç äéÜèåóç �ïõ áíáãíþó�ç.Georg Cantor, Contributions to the founding of the theory of trans�nite num-bers, ìå�áöñáóìÝíï ó�á áããëéêÜ êáé ìå ÅéóáãùãÞ áðü �ïí Philip E. B. Jour-dain, Dover Publi
ations, New York.Jean van Heijenoort, From Frege to G�odel, Harvard University Press, Cam-bridge, 1967.Ïäçãßåò ÷ñÞóçò. �åñßðïõ �ï ìéóü âéâëßï ìðïñåß íá êáëõöèåß ó' Ýíá Ôñßìçíï(äÝêá âäïìÜäåò), êÜðùò ðåñéóóü�åñï ó' Ýíá ðëÞñåò ÅîÜìçíï. Ôá ÊåöÜëáéá1 - 6 êáëýð�ïõí �á âáóéêÜ êáé ðåñéÝ÷ïõí áñêå�Ýò ëåð�ïìÝñåéåò, Ý�óé þó�å ïóïâáñüò öïé�ç�Þò íá ìðïñåß íá �á äéáâÜóåé ìüíïò �ïõ, ìå ëßãç âïÞèåéá. �éá�çí åðé�õ÷Þ ÷ñÞóç áõ�þí �ùí Óçìåéþóåùí óå ìÜèçìá åßíáé áðáñáß�ç�ï áõ�Ü �áâáóéêÜ íá îåðåñáó�ïýí ãñÞãïñá: íá ðáñáëåéöèåß �ï ÊåöÜëáéï 1, ðïõ ðåñéÝ÷åéêõñßùò óõìâïëéóìïýò· ðåñßðïõ ìéá âäïìÜäá ãéá �ï ÊåöÜëáéï 2, ðïõ åîçãåß �éòèåìåëéáêÝò éäÝåò �ïõ Cantor· êáé ìå�Ü £âÞìá �ñï÷Üäçí¤ ìÝóá áðü �á ÊåöÜëáéá3 - 6, Ý�óé þó�å íá ö�Üóåé �ï ìÜèçìá ó�ç èåùñßá êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí óõíüëùí�ïõ Êåöáëáßïõ 7 �ï ðïëý �çí Ýê�ç, áí åßíáé äõíá�üí �çí ðÝìð�ç âäïìÜäá. Áðü�ï ÊåöÜëáéï 7 êáé ìå�Ü, �á èåùñÞìá�á ãßíïí�áé äõóêïëü�åñá êáé ç ðáñïõóßáóÞ�ïõò ðéï óõíïð�éêÞ. �üóá áðü �çí £ðñáãìá�éêÞ¤ óõíïëïèåùñßá ó�á ÊåöÜëáéá7 - 12 ìðïñåß êáíåßò íá êáëýøåé, åîáñ�Ü�áé âÝâáéá áðü �ïõò öïé�ç�Ýò, �ï ìÞêïò�ïõ ìáèÞìá�ïò, êáé ðüóá èá ðáñáëåéöèïýí. Áí ïé öïé�ç�Ýò åßíáé êõñßùò �çòðëçñïöïñéêÞò, �ü�å �ï ÊåöÜëáéï 6 ãéá Ó�áèåñÜ Óçìåßá ðñÝðåé íá ìåëå�çèåßðëÞñùò, ìå �á ðñïâëÞìá�Ü �ïõ, áëëÜ �ï ÊåöÜëáéï 10 ãéá �ï ÷þñï Baire ßóùòðñÝðåé íá áöåèåß, üóï êé áí åßíáé êñßìá. �éá öéëüäïîïõò áíáëýó�åò, ó�ï ÜëëïÜêñï, �ï ÊåöÜëáéï 6 ðñÝðåé íá ðåñéêïðåß ìå�Ü �ï 6.27 (ðïõ êé áõ�ü åßíáé êñßìá),áëëÜ �ïõëÜ÷éó�ïí ìéá ðñïóðÜèåéá ðñÝðåé íá ãßíåé íá êáëõöèåß ìÝñïò �ïõ 10.Ó�çí áíÜãêç, ìðïñïýí íá ðáñáëåéöèïýí ïé ëåð�ïìÝñåéåò ãéá �éò áñéèìç�éêÝòðñÜîåéò ó�ï ÊåöÜëáéï 5, ùò åðßóçò êáé ìåñéêÜ áðü �á åéäéêü�åñá ðïñßóìá�á�ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò ó�ï 9. ÊÜðùò áðßèáíï íá âñåèåß ÷ñüíïò óå êáíïíéêüìÜèçìá ãéá �á �áñáñ�Þìá�á (åãþ áöéåñþíù ìüíï ìéá äéÜëåîç ãéá �çí êá�áóêåõÞ
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



�ñüëïãïò vii�ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí), áëëÜ åëðßæù ü�é ßóùò åßíáé ÷ñÞóéìá ãéá ÓåìéíÜñéáÞ á�ïìéêÞ ìåëÝ�ç.Åöüóïí ìáèÞìá�á óõíïëïèåùñßáò äåí äéäÜóêïí�áé óõ÷íÜ êáé óðÜíéá êáëý-ð�ïõí üóá ðñÝðåé, ðñïóðÜèçóá éäéáß�åñá íá ãñÜøù áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéò Ý�óéðïõ íá åßíáé êá�Üëëçëåò ãéá á�ïìéêÞ ìåëÝ�ç, áðü �ïí éêáíü êáé óïâáñü öïé�ç�Þ.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò, áðëÝò ÁóêÞóåéò, ðïõ åëÝã÷ïõí �çí êá�áíüçóç êáéíïýñéùíåííïéþí áìÝóùò ìå�Ü �çí åéóáãùãÞ �ïõò. Ó�ï ìÜèçìá ðáñïõóéÜæù ìåñéêÝò áð'áõ�Ýò, ãéá ðáñáäåßãìá�á, êáé áíáèÝ�ù �éò õðüëïéðåò ó�ïõò öïé�ç�Ýò. Ôá �ñï-âëÞìá�á ó�ï �Ýëïò êÜèå êåöáëáßïõ åßíáé ðïéêßëçò äõóêïëßáò, êáé ìåñéêÜ áð'áõ�Ü êáëýð�ïõí åðéðñüóèå�ç ýëç. ¼ðùò óõíçèßæå�áé, �á ðéï äýóêïëá áðü �áðñïâëÞìá�á óçìáäåýïí�áé ì' Ýíáí ∗.Åõ÷áñéó�ßåò. Åõ÷áñéó�þ �ï Ìáèçìá�éêü ÔìÞìá �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþíãéá �çí åõêáéñßá ðïõ ìïõ Ýäùóå íá äéäÜîù Óõíïëïèåùñßá ó�çí ÁèÞíá �ï ×åéìþíá�ïõ 1990· �ç ÄÞìç�ñá Êß�óéïõ êáé �ïí Ó�ñÜ�ï �Üó÷ï ãéá �çí ðÜëç �ïõò ìå äéÜ-öïñïõò õðïëïãéó�Ýò êáé åê�õðù�Ýò �ïõ �ïëõ�å÷íåßïõ �ï 1990 ü�áí �õðþóáìå�çí ðñþ�ç ðñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç· êáé éäéáß�åñá �ïí ÈáíÜóç ÔóáñðáëéÜ ðïõ óõ-íÞèùò äéäÜóêåé �ï ìÜèçìá Óõíïëïèåùñßáò ó�ï �áíåðéó�Þìéï, ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóå�ç äåý�åñç ðñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç áõ�þí �ùí Óçìåéþóåùí �ï ×åéìþíá �ïõ 1992êáé ðïõ ìïõ ðñüóöåñå ðëçèþñá ÷ñÞóéìùí óõìâïõëþí ãéá �ï ðåñéå÷üìåíï, �éòáóêÞóåéò êáé �çí åëëçíéêÞ ïñïëïãßá. Åßìáé åõãíþìùí ó�ïõò óõíáäÝëöïõò êáéößëïõò ó�ï UCLA êáé �ï Calte
h (êÝí�ñá Ýñåõíáò ó�ç óõíïëïèåùñßá) áðü �ïõòïðïßïõò Ý÷ù ìÜèåé ü,�é îÝñù ãéá �ïí êëÜäï. Êáé åßìáé éäéáß�åñá åõãíþìùí ó�çãõíáßêá ìïõ Joan Rand Mos
hovakis êáé �ï öïé�ç�Þ ìïõ Darren Kessner ðïõäéÜâáóáí ìåãÜëá ìÝñç áðü �ï êåßìåíï, Ýëõóáí �á ðåñéóóü�åñá �ñïâëÞìá�á êáéäéüñèùóáí ðïëëÜ áðü �á ëÜèç ìïõ.Ôï âéâëßï ãñÜöçêå ó÷åäüí �áõ�ü÷ñïíá ó�á åëëçíéêÜ êáé ó�á áããëéêÜ, ìå �çìáãåßá �ïõ äßãëùóóïõ LATEX1 êáé óáí áêñéâÞò áí�éêá�ïð�ñéóìüò �çò ðñïóù-ðéêÞò ìïõ ìïßñáò. Ôï áöéåñþíù ó�ïí áåßìíçó�ï Êáèçãç�Þ Íßêï Êñé�éêü ãéá�á áîÝ÷áó�á áðïãåýìá�á ðïõ ðÝñáóá ìáæß �ïõ �ï ×åéìþíá êáé �çí ¢íïéîç �ïõ1973 ðñïóðáèþí�áò íá ìÜèù ìå �çí ðïëý�éìç âïÞèåéÜ �ïõ ðþò íá ìéëþ êáé íáãñÜöù ìáèçìá�éêÜ ó�ç ìç�ñéêÞ ìïõ ãëþóóá. Ëßãåò þñåò ìå �ï Íßêï Êñé�éêü,íá êá�åâÜæåé �á ËåîéêÜ (áðü �á ãåñìáíéêÜ ó�á åëëçíéêÜ, áðü �á ëá�éíéêÜ ó�áãåñìáíéêÜ) ãéá íá âñåé áêñéâþò �çí �Ýëåéá ìå�Üöñáóç êÜðïéïõ üñïõ, óïõ ìÜèáé-íáí ðåñéóóü�åñá ãéá �çí áãÜðç �çò åðéó�Þìçò êáé �çò ãëþóóáò áð' ü,�é ÷ñüíéá�õðéêþí ìå�áð�õ÷éáêþí óðïõäþí. ÈÝëù åðßóçò íá åêöñÜóù �éò âáèý�á�åò åõ-÷áñéó�ßåò ìïõ ó�ï ößëï ÔÜêç Êïõöüðïõëï, ðïõ äéÜâáóå ðñïóåê�éêÜ êáé êñé�éêÜ�çí ðñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ, äéüñèùóå �á ÷åéñü�åñá ãëùóóéêÜ
1Ïé ¸ëëçíåò ìáèçìá�éêïß Ý÷ïõìå ìåãÜëç õðï÷ñÝùóç ó�ïí Silvio Levy, ðïõ ðñïãñáììÜ�éóå�üóï üìïñöá �á ÅëëçíéêÜ £áðëÜ¤ ó�ï METAFONT Ý�óé ðïõ íá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïTEX �ïõ Knuth êáé �ï LATEX �ïõ Lamport ãéá �ç ó�ïé÷åéïèÝ�çóç åëëçíéêþí ìáèçìá�éêþíêåéìÝíùí. ¼óïé åíäéáöÝñïí�áé ãéá �ï ðáêÝ�ï (äçìïóßùí, åëåýèåñùí) ðñïãñáììÜ�ùí ìå �ïïðïßï ó�ïé÷åéïèÝ�çóá �çí åëëçíéêÞ Ýêäïóç áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ ìðïñïýí íá ìïõ ãñÜøïõí ãéáðåñéóóü�åñåò ðëçñïöïñßåò, áí ãßíå�áé çëåê�ñïíéêÜ, ó�ç äéåýèõíóç ynm�math.u
la.edu.
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viii �ñüëïãïòìïõ áìáñ�Þìá�á êáé ðñü�åéíå ìéá óåéñÜ áëëáãþí ðïõ âåë�ßùóáí óçìáí�éêÜ �ï�åëåéùìÝíï Ýñãï.Santa Moni
a, California ÉáíïõÜñéïò 1993�éá �ç 2ç Ýêäïóç. Ïé ðéï óçìáí�éêÝò áëëáãÝò ðïõ Ý÷ù êÜíåé åßíáé ßóùòóå ìéêñÜ ðñÜãìá�á, ðïõ (åëðßæù) êÜíïõí �ï âéâëßï ðéï åýêïëï, êáé ãéá �ï äÜ-óêáëï êáé ãéá �ï ìáèç�Þ: áðëïõó�åõìÝíåò áðïäåßîåéò, óõìâïëéóìüò êáé ïñïëï-ãßá, ìåñéêÜ êáéíïýñéá äéáãñÜììá�á, êáëý�åñç äéá�ýðùóç ìåñéêþí áðï�åëåóìÜ-�ùí (éäéáß�åñá áõ�þí ðïõ äéêáéïëïãïýí áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò êáé åðáãùãéêÝòáðïäåßîåéò) Ý�óé ðïõ íá äéåõêïëýíïí�áé ïé åöáñìïãÝò �ïõò, êáé (ßóùò ðéï óçìá-í�éêÜ), ç äéüñèùóç ëáèþí, �õðïãñáöéêþí êáé Üëëùí. �éá �çí áíáêÜëõøç áõ�þí�ùí ëáèþí êáé ðïëëÝò ÷ñÞóéìåò õðïäåßîåéò åßìáé åõãíþìùí ó�ïõò ößëïõò êáéóõíÜäåëöïõò Serge Bozon, Joel Hamkins, Peter Hinman, Aki Kanamori, JoanMos
hovakis, Larry Moss, �éÜííç �áíáãéù�üðïõëï, ÈáíÜóç ÔóáñðáëéÜ, êáéðÜñá ðïëëïýò öïé�ç�Ýò.ÁíÜìåóá ó�éò ðéï óçìáí�éêÝò áëëáãÝò ó' áõ�Þ �çí Ýêäïóç åßíáé ïé åîÞò:| Ç áðüäåéîç �ïõÈåùñÞìá�ïò �ïõ Suslin ó�ï ÊåöÜëáéï 10, ðïõ (ãåíéêü�åñá)Ý÷åé âåë�éùèåß óçìáí�éêÜ| Ìéá êáëý�åñç (ðéó�åýù) áíÜð�õîç �çò èåùñßáò äéá�áê�éêþí áñéèìþí ó�ïÊåöÜëáéï 12, êáé �çí ðñüóèåóç íÝïõ õëéêïý ó' áõ�ü �ï ÊåöÜëáéï, ðïõ �þñáðåñéëáìâÜíåé �á âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á �çò äéá�áê�éêÞò áñéèìç�éêÞò.| Ëýóåéò üëùí �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 { 12, êá�üðéí ëáúêÞò åðé�á-ãÞò. Áõ�ü áöáéñåß áðü �ïí äéäÜóêïí�á �éò ðéï ðñïöáíåßò, åýêïëåò áíáèÝóåéòáóêÞóåùí, êáé Ý�óé Ý÷ù ðñïóèÝóåé áñêå�Ü, êáéíïýñéá åýêïëá ðñïâëÞìá�á.Åßìáé åõãíþìùí ó�ï ÈÜíï ÔóïõÜíá ãéá �ç äéüñèùóç �çò ÁããëéêÞò 2çò Ýê-äïóçò (Notes on Set Theory, Springer, 2006) êáé �ç ìå�Üöñáóç ó�á ÅëëçíéêÜ�ïõ êáéíïýñéïõ õëéêïý.�áëáéü ÖÜëçñï, ÌÜñ�éïò 2007
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1
ÅÉÓÁ�Ù�Ç

Óýíïëá Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß óå üëïõò �ïõò êëÜäïõò �ùí ìáèçìá�éêþí áðü�ïõò áñ÷áéü�á�ïõò ÷ñüíïõò, ð.÷. ó�ç ãåùìå�ñßá ïñßæïõìå �ïí êýêëï ùò �ï óý-íïëï �ùí óçìåßùí ðïõ áðÝ÷ïõí ïñéóìÝíç áðüó�áóç r áðü ïñéóìÝíï óçìåßï C(�ï êÝí�ñï), ìåëå�Üìå �ç äÝóìç üëùí �ùí åõèåéþí ðïõ ðåñíïýí áðü Ýíá óõãêå-êñéìÝíï óçìåßï ê.ëð. Ç óõó�çìá�éêÞ ìåëÝ�ç �ùí óõíüëùí, üìùò, Üñ÷éóå ìüíïó�á �Ýëç �ïõ 19ïõ áéþíá ìå �çí åñãáóßá �ïõ ìåãÜëïõ �åñìáíïý ìáèçìá�éêïýGeorg Cantor, ðïõ äçìéïýñãçóå ìéá áõó�çñÞ èåùñßá �çò Ýííïéáò �ïõ ïëïêëçñù-ìÝíïõ áðåßñïõ, ìå �çí ïðïßá ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå Üðåéñá óýíïëá ùò ðñïò�ï ðëÞèïò. ÓõãêåêñéìÝíá, áò èÝóïõìå:
Z = {: : : ;−1; 0; 1; : : : } = �ï óýíïëï �ùí áêåñáßùí áñéèìþí;
N = {0; 1; : : : } = �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí;
Q = �ï óýíïëï �ùí ñç�þí áñéèìþí;
R = �á óçìåßá ìéáò áðåñéüñéó�çò åõèåßáò;üðïõ �áõ�ßæïõìå �ï R ìå �ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, êÜèå óçìåßï�áõ�éæüìåíï ìå �ç (èå�éêÞ Þ áñíç�éêÞ) �ïõ óõí�å�áãìÝíç. Ï Cantor åñþ�çóå áíáõ�Ü �á óýíïëá £Ý÷ïõí �ïí ßäéï áñéèìü ó�ïé÷åßùí¤ Þ áí êÜðïéï áðü áõ�Ü åßíáé£ðïëõðëçèÝó�åñï¤ �ùí Üëëùí. �ñéí åîçãÞóïõìå �çí áðÜí�çóç ðïõ Ýäùóå, ó�ïåðüìåíï êåöÜëáéï, èá áíáóêïðÞóïõìå åäþ óõíïð�éêÜ ìåñéêÝò áðü �éò âáóéêÝòéäÝåò ãéá óýíïëá êáé óõíáñ�Þóåéò, êõñßùò ãéá íá åîçãÞóïõìå �ï óõìâïëéóìüðïõ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå.ÁëëÜ �é åßíáé �á óýíïëá; Ç åñþ�çóç åßíáé ðáñüìïéá ìå �çí åñþ�çóç £�é åßíáé�á óçìåßá ìéáò åõèåßáò¤ �çí ïðïßá ï Åõêëåßäçò áðÜí�çóå ìå �ï£óçìå�üí �ó�éí ïµõ ìÝñïò ï�èÝí¤.Áõ�üò äåí åßíáé âÝâáéá áõó�çñüò, ìáèçìá�éêüò ïñéóìüò, áíáãùãÞ �çò Ýííïéáò�ïõ óçìåßïõ óå ãíùó�Ýò Ýííïéåò, áëëÜ ìéá êÜðïéá ðåñéãñáöÞ, ðïõ èÝëåé íá ìáòäþóåé �çí åéêüíá ü�é �ï óçìåßï åßíáé êÜ�é ðïõ äåí Ý÷åé £Ýê�áóç¤. ¼ðùò áõ�Þ�ïõ óçìåßïõ, ç Ýííïéá �ïõ óõíüëïõ åßíáé åðßóçò èåìåëéáêÞ êáé äåí ìðïñåß íááíá÷èåß óå áðëïýó�åñåò Ýííïéåò. Ï Cantor �çí ðåñéÝãñáøå ùò åîÞò:£Ìå �ç ëÝîç `óýíïëï' åííïïýìå ìéá ïðïéáäÞðï�å óõíÜèñïéóç óå ïëü�ç�áïñéó�éêþí êáé äéáêåêñéìÝíùí ó�ïé÷åßùí �çò äéáßóèçóçò Þ �ïõ ó�ï÷á-óìïý ìáò¤. 1



2 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá¼óï áóáöÞò êáé áí åßíáé áõ�üò ï ïñéóìüò, óõíåðÜãå�áé äýï âáóéêÝò éäéü�ç�åò�ùí óõíüëùí.1. ÊÜèå óýíïëï A Ý÷åé ó�ïé÷åßá Þ ìÝëç. �ñÜöïõìåx ∈ A ⇐⇒ �ï áí�éêåßìåíï x åßíáé ìÝëïò �ïõ (Þ áíÞêåé ó�ï) A:2. ¸íá óýíïëï êáèïñßæå�áé áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ, äçëáäÞ áí �á A, B åßíáéóýíïëá, �ü�å2A = B ⇐⇒ �á A êáé B Ý÷ïõí �á ßäéá ìÝëç (1-1)
⇐⇒ (∀x)[x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B]:Áõ�ü �ï �åëåõ�áßï ëÝãå�áé ç éäéü�ç�á �çò Ýê�áóçò. Ôï óýíïëï �ùí öïé�ç-�þí ó' áõ�Þ �çí �Üîç ð.÷. èá ðáñáìåßíåé ó�áèåñü áí üëïé ìáò áëëÜîïõìå èÝóåéò,îáðëþóïõìå êÜ�ù Þ ìå�áêéíçèïýìå óå êÜðïéï Üëëï äùìÜ�éï: �ï óýíïëï êáèï-ñßæå�áé �åëåßùò áðü �ï ðïéïé åßìáó�å, ü÷é áðü �ç ó�Üóç ìáò Þ �éò èÝóåéò üðïõ�õ÷áßíåé íá âñéóêüìáó�å.ÊÜðùò éäéü�õðï åßíáé �ï êåíü óýíïëï ∅ ðïõ äåí Ý÷åé êáíÝíá ìÝëïò. Ç éäéü-�ç�á �çò Ýê�áóçò óõíåðÜãå�áé ü�é ìüíï Ýíá êåíü óýíïëï õðÜñ÷åé.Áí �á A êáé B åßíáé óýíïëá, ãñÜöïõìåA ⊆ B ⇐⇒ (∀x)[x ∈ A=⇒x ∈ B];êáé áí A ⊆ B, ëÝìå ü�é �ï A åßíáé õðïóýíïëï �ïõ B, Ý�óé þó�å ãéá êÜèå B,

∅ ⊆ B; B ⊆ B:Áí �ï A åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï �ïõ B, ãñÜöïõìå A ( B,A ( B ⇐⇒ [A ⊆ B & A 6= B]:Áðü �çí éäéü�ç�á �çò Ýê�áóçò Ýðå�áé ü�é ãéá üëá �á óýíïëá A, B,A = B ⇐⇒ A ⊆ B & B ⊆ A:¸÷ïõìå Þäç ÷ñçóéìïðïéÞóåé ðïëëïýò óõìâïëéóìïýò ãéá íá ïñßóïõìå óõãêå-êñéìÝíá óýíïëá êáé èá ÷ñåéáó�ïýìå êáé Üëëïõò, ð.÷.A = {a1; a2; : : : ; an}åßíáé �ï (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï ìå ìÝëç áêñéâþò �á ó�ïé÷åßá a1; a2, : : : , an.Åðßóçò, áí ç P åßíáé ìéá óõíèÞêç ðïõ ïñßæåé êÜðïéá éäéü�ç�á �ùí áí�éêåéìÝíùí,�ü�å A = {x | P (x)}åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéïýí �ç óõíèÞêç P , Ý�óéþó�å ãéá êÜèå x, x ∈ A ⇐⇒ P (x):
2Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óõó�çìá�éêÜ ùò óõí�ïìåýóåéò �ïõò óõìâïëéóìïýò �çò ëïãéêÞò:

& : êáé; ∨ : Þ; ¬ : ü÷é; =⇒ : óõíåðÜãå�áé; ⇐⇒ : �ü�å êáé ìüíïí áí;
∀ : ãéá êÜèå; ∃ : õðÜñ÷åé; ∃! : õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá:Ôá óýìâïëá =ïñ êáé ⇐⇒ïñ äéáâÜæïí�áé \éóïý�áé åî' ïñéóìïý" êáé \éóïäýíáìá åî' ïñéóìïý".
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ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ 3

A ∪B A \BA ∩B
A A AB B B

ÄéÜãñáììá 1.1. �ñÜîåéò Boole.�éá ðáñÜäåéãìá, áí P (x) ⇐⇒ x ∈ N &x Üñ�éïò;�ü�å {x | P (x)} åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí Üñ�éùí, öõóéêþí áñéèìþí. ¼�áíåíäéáöåñüìáó�å ìïíÜ÷á ãéá �ç \óõíÜèñïéóç óå ïëü�ç�á" ìåëþí åíüò äïóìÝíïõóõíüëïõ A ðïõ éêáíïðïéïýí ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíèÞêç, ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéáðáñáëáãÞ �ïõ ðáñáðÜíù óõìâïëéóìïý:
{x ∈ A | P (x)} =ïñ {x | x ∈ A&P (x)};Ý�óé þó�å, ãéá ðáñÜäåéãìá, {x ∈ N | x > 0} åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí ìçìçäåíéêþí öõóéêþí áñéèìþí, åíþ {x ∈ R | x > 0} åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùíèå�éêþí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí.�éá üëá �á óýíïëá A, B,A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B} (ç Ýíùóç �ùí A;B);A ∩B = {x ∈ A | x ∈ B} (ç �ïìÞ �ùí A;B);A \B = {x ∈ A | x =∈ B} (ç äéáöïñÜ �ùí A;B):Áõ�Ýò ïé \ðñÜîåéò Boole" áðåéêïíßæïí�áé ó÷çìá�éêÜ ìå �á äéáãñÜììá�á Vennó�ï ÄéÜãñáììá 1.1, üðïõ �á óýíïëá áíáðáñáó�ïýí�áé áðü åìâáäÜ ó�ï åðßðåäï.Ç Ýíùóç êáé ç �ïìÞ ìéáò áêïëïõèßáò óõíüëùí ïñßæïí�áé ìå �ïí ßäéï �ñüðï,

⋃∞n=0An = A0 ∪A1 ∪ · · · = {x | (∃n ∈ N)[x ∈ An]};
⋂∞n=0An = A0 ∩A1 ∩ · · · = {x | (∀n ∈ N)[x ∈ An]}:Äýï óýíïëá åßíáé îÝíá áí ç �ïìÞ �ïõò åßíáé êåíÞ,A îÝíï ìå �ï B ⇐⇒ A ∩B = ∅:Ìå �ïõò óõìâïëéóìïýò f : X → Y Þ A f−→ Båííïïýìå ü�é ç f åßíáé óõíÜñ�çóç ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå ìÝëïò x �ïõ óõíü-ëïõ X �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý �çò f , áêñéâþò Ýíá ó�ïé÷åßï f(x) �ïõ ðåäßïõ �éìþíY �çò f . Ôéò óõíáñ�Þóåéò êáëïýìå êáé áðåéêïíßóåéò Þ ìå�áó÷çìá�éóìïýò.�ïëëÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìïò êáé ï óõíïð�éêüò óõìâïëéóìüò (x 7→ f(x)) ðïõ ìáò
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4 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáåðé�ñÝðåé íá ìéëÞóïõìå ãéá êÜðïéá óõíÜñ�çóç ÷ùñßò íá �ç âáö�ßóïõìå åðßóçìá.Ç
(x 7→ x2 + 1)ð.÷. ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò åßíáé ç óõíÜñ�çóç (áò �çí ðïýìå) f ðïõïñßæå�áé ìå �ïí �ýðï f(x) = x2 + 1; (x ∈ R);Ý�óé þó�å f(0) = 1, f(2) = 5 ê.ëð. ×ùñßò íá åéóáãÜãïõìå �ï üíïìá f ãé' áõ�Þ�ç óõíÜñ�çóç, ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é £üëåò ïé �éìÝò �çò (x 7→ x2 + 1) åßíáéèå�éêÝò¤.Äýï óõíáñ�Þóåéò åßíáé ßóåò áí Ý÷ïõí �ï ßäéï ðåäßï ïñéóìïý êáé áí�éó�ïé÷ïýí�çí ßäéá �éìÞ óå êÜèå ìÝëïò �ïõ êïéíïý �ïõò ðåäßïõ ïñéóìïý.f = g ⇐⇒ (∀x ∈ X)[f(x) = g(x)] (f : X → Y; g : X → Z; x ∈ X):ÁíáöïñéêÜ ìå óõíáñ�Þóåéò, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò �ïõò óõìâïëéóìïýòf : X ֌ Y ⇐⇒ïñ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (Ýíá-ðñüò-Ýíá)

⇐⇒ (∀x; x′ ∈ X)[f(x) = f(x′)=⇒x = x′];f : X →→ Y ⇐⇒ïñ ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò (óõíÜñ�çóç åðß)
⇐⇒ (∀y ∈ Y )(∃x ∈ X)[f(x) = y];f : X ֌→ Y ⇐⇒ïñ ç f åßíáé áí�éó�ïé÷ßá
⇐⇒ (∀y ∈ Y )(∃!x ∈ X)[f(x) = y]:�éá êÜèå f : X → Y êáé A ⊆ X, �ï óýíïëïf [A] =ïñ {f(x) | x ∈ A}åßíáé ç åéêüíá �ïõ A áðü �çí f , êáé áí B ⊆ Y �ü�å �ïf−1[B] =ïñ {x ∈ X | f(x) ∈ B}åßíáé ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá �ïõ B áðü �çí f .Áí ç f åßíáé áí�éó�ïé÷ßá, �ü�å âÝâáéá ç áí�ßó�ñïöç óõíÜñ�çóç f−1 : Y → Xìðïñåß íá ïñéó�åß áíåîÜñ�ç�á ìå �ïí �ýðïf−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = yêáé �ï óýíïëï f−1[B] åßíáé áêñéâþò ç åéêüíá �ïõ B áðü �çí f−1 üðùò �çíïñßóáìå ðéï ðÜíù.Ç óýíèåóç h =ïñ gf : X → Zäýï óõíáñ�Þóåùí X f−→ Y g−→ Zïñßæå�áé ìå �ïí �ýðï h(x) = g(f(x)) (x ∈ X):
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ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ 5�ïëëÝò ÷ñÞóéìåò éäéü�ç�åò �ùí óõíüëùí êáé óõíáñ�Þóåùí ìðïñïýí íá áðï-äåé÷�ïýí áìÝóùò áðü áõ�ïýò �ïõò ïñéóìïýò êáé �çí éäéü�ç�á �çò Ýê�áóçò. �éáðáñÜäåéãìá, A ∪B = B ∪A;åðåéäÞ ãéá ïðïéïäÞðï�å x,x ∈ A ∪B ⇐⇒ x ∈ A Þ x ∈ B
⇐⇒ x ∈ B Þ x ∈ A
⇐⇒ x ∈ B ∪A:Óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò ç ëïãéêÞ �çò áðüäåéîçò åßíáé êÜðùò ðåñßðëïêç êáé åßíáéåõêïëü�åñï íá áðïäåßîïõìå �çí éóü�ç�á U = V åðáëçèåýïí�áò îå÷ùñéó�Ü �éòóõíåðáãùãÝò x ∈ U =⇒x ∈ V êáé x ∈ V =⇒x ∈ U . �éá ðáñÜäåéãìá, áíf : X → Y êáé A;B ⊆ X, �ü�åf [A ∪B] = f [A] ∪ f [B]:�éá íá åðáëçèåýóïõìå áõ�Þí �çí éóü�ç�á, ðñþ�á äåß÷íïõìå ü�éx ∈ f [A ∪B]=⇒ x ∈ f [A] ∪ f [B]·áõ�ü éó÷ýåé åðåéäÞ áí x ∈ f [A ∪B], �ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéï y ∈ A ∪B �Ý�ïéï ðïõx = f(y)· êáé áí y ∈ A, �ü�å x = f(y) ∈ f [A] ⊆ f [A]∪f [B], åíþ áí y ∈ B, �ü�åx = f(y) ∈ f [B] ⊆ f [A]∪f [B]. ¸ðåé�á äåß÷íïõìå �çí áí�ßó�ñïöç óõíåðáãùãÞ,x ∈ f [A] ∪ f [B]=⇒x ∈ f [A ∪B]·áõ�ü éó÷ýåé åðåéäÞ áí x ∈ f [A], �ü�å x = f(y) ãéá êÜðïéï y ∈ A ⊆ A ∪ B, êáéÝ�óé x ∈ f [A ∪B], åíþ áí x ∈ f [B], �ü�å x = f(y) ãéá êÜðïéï y ∈ B ⊆ A ∪B,Üñá êáé ðÜëé x ∈ f [A ∪B].

�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 1x1.1. �éá üëá �á óýíïëá A;B;C,A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);A \ (A ∩B) = A \B:x1.2. (Ïé íüìïé �ïõ De Morgan) �éá üëá �á óýíïëá A;B;C,C \ (A ∪B) = (C \A) ∩ (C \B);C \ (A ∩B) = (C \A) ∪ (C \B):
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6 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx1.3. (Ïé íüìïé �ïõ De Morgan ãéá áêïëïõèßåò) �éá êÜèå óýíïëï C êáé áêï-ëïõèßá óõíüëùí {An}n = A0; A1; : : : ,C \ (
⋃ nAn) =

⋂ n(C \An);C \ (
⋂ nAn) =

⋃ n(C \An):
x1.4. �éá êÜèå ìïíïìïñöéóìü f : X ֌ Y êáé üëá �á A;B ⊆ X,f [A ∩B] = f [A] ∩ f [B];f [A \B] = f [A] \ f [B]:Äåßîå åðßóçò ü�é áõ�Ýò ïé éóü�ç�åò äåí éó÷ýïõí ðÜí�á áí ç f äåí åßíáé ìïíïìïñ-öéóìüò.x1.5. �éá êÜèå f : X → Y êáé üëá �á A;B ⊆ Y ,f−1[A ∪B] = f−1[A] ∪ f−1[B];f−1[A ∩B] = f−1[A] ∩ f−1[B];f−1[A \B] = f−1[A] \ f−1[B]:x1.6. �éá üëåò �éò f : X → Y êáé üëåò �éò áêïëïõèßåò óõíüëùí An ⊆ X,Bn ⊆ Y , f−1[

⋃∞n=0Bn] =
⋃∞n=0f−1[Bn];f−1[

⋂∞n=0Bn] =
⋂∞n=0f−1[Bn];f [

⋃∞n=0An] =
⋃∞n=0f [An]:x1.7. �éá êÜèå ìïíïìïñöéóìü f : X ֌ Y êáé êÜèå áêïëïõèßá óõíüëùíAn ⊆ X,f [

⋂∞n=0An] =
⋂∞n=0f [An]:x1.8. Ç óýíèåóç ìïíïìïñöéóìþí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ç óýíèåóç åðéìïñöé-óìþí åßíáé åðéìïñöéóìüò, êáé åðïìÝíùò ç óýíèåóç áí�éó�ïé÷éþí åßíáé áí�éó�ïé-÷ßá.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2
ÉÓÏ�ËÇÈÉÊÏÔÇÔÁ

Ìå�Ü áðü áõ�Ü �á ðñïêá�áñê�éêÜ ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå �ïõò âáóéêïýòïñéóìïýò �ïõ Cantor ãéá �ï ðëçèéêü ìÝãåèïò �ùí óõíüëùí.2.1. Ïñéóìüò. Äýï óýíïëá A, B åßíáé éóïðëçèéêÜ (equinumerous) Þ ßóá óåðëÞèïò áí õðÜñ÷åé (áìïéâáßá, Ýíá-ðñïò-Ýíá) áí�éó�ïé÷ßá �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõò,óõìâïëéêÜ: A =
 B ⇐⇒ïñ (∃f)[f : A֌→ B]:Áõ�üò ï ïñéóìüò �çò éóïðëçèéêü�ç�áò ðñïöáíþò âáóßæå�áé ó�éò äéáéóèÞóåéòìáò ãéá �á ðåðåñáóìÝíá óýíïëá. Ìðïñïýìå íá åßìáó�å óßãïõñïé ð.÷. ü�é Ýíáìáãáæß ðáðïõ�óéþí ðñïóöÝñåé �ïí ßäéï áñéèìü áñéó�åñþí êáé äåîéþí ðáðïõ�óéþí,÷ùñßò íá îÝñïõìå áêñéâþò ðïéïò åßíáé áõ�üò ï áñéèìüò: ç óõíÜñ�çóç ðïõ óõ-ó÷å�ßæåé êÜèå áñéó�åñü ðáðïý�óé ìå �ï äåîß ðáðïý�óé ó�ï ßäéï æåõãÜñé åßíáéáí�éó�ïé÷ßá ðïõ öáíåñþíåé �çí éóïðëçèéêü�ç�á áõ�þí �ùí äýï óõíüëùí. Ôï ñé-æïóðáó�éêü ó�ïé÷åßï �ïõ ïñéóìïý �ïõ Cantor åßíáé ç ðñü�áóç íá äå÷�ïýìå �çíýðáñîç áìïéâáßáò áí�éó�ïé÷ßáò ùò ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �çò éóïðëçèéêü�ç�áòãéá üëá �á óýíïëá, ðáñÜ �ï ãåãïíüò ü�é ç åöáñìïãÞ �çò ó�á Üðåéñá óýíïëá ìðï-ñåß íá èåùñçèåß ðñïâëçìá�éêÞ. ¸�óé �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí N åßíáééóïðëçèéêü ìå �ï ãíÞóéï õðïóýíïëü �ïõ N \ {0},
{0; 1; 2; : : : } =
 {1; 2; 3; : : : };âÜóåé �çò áí�éó�ïé÷ßáò (x 7→ x+ 1). Åðßóçò, ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò,

(0; 1) =
 (0; 2)âÜóåé �çò áí�éó�ïé÷ßáò (x 7→ 2x) üðïõ, ùò óõíÞèùò, ãéá äýï ðñáãìá�éêïýòáñéèìïýò � < �,
(�; �) = {x ∈ R | � < x < �}:Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí áíÜëïãï óõìâïëéóìü êáé ãéá �á êëåéó�Ü Þ çìßêëåéó�áäéáó�Þìá�á [�; �], [�; �) ê.ëð.2.2. �ñü�áóç. �éá üëá �á óýíïëá A;B;C,A =
 A;áí A =
 B; �ü�å B =
 A;áí (A =
 B&B =
 C); �ü�å A =
 C:7
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f(0) f(1) f(2) f(3) f(4) f(5)

6 6 6 6 6 6

3 1 0 1 5 3 9 7� �

: : :
: : :� :

ÄéÜãñáììá 2.1. ÄéáãñáöÞ åðáíáëÞøåùí ìéáò áðáñßèìçóçò.Áðüäåéîç. �éá �çí �ñß�ç óõíåðáãùãÞ ðáñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, áí ïé áí�éó�ïé-÷ßåò f : A֌→ B êáé g : B֌→ C öáíåñþíïõí �éò éóïðëçèéêü�ç�åò �çò õðüèåóçò,�ü�å ç óýíèåóç gf : A֌→ C öáíåñþíåé ü�é A =
 C. ⊣2.3. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ìéêñü�åñï-ßóï �ïõ B ùò ðñïò �ï ðëÞèïòáí åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï õðïóýíïëï �ïõ B, óõìâïëéêÜ:A ≤
 B ⇐⇒ (∃C)[C ⊆ B & A =
 C]:2.4. �ñü�áóç. A ≤
 B ⇐⇒ (∃f)[f : A֌ B]:Áðüäåéîç. Áí A =
 C ⊆ B êáé ç f : A ֌→ C öáíåñþíåé áõ�Þ �çí éóï-äõíáìßá, �ü�å ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü �ï A ó�ï B. �éá �çí áí�ßó�ñïöçóõíåðáãùãÞ, áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò f : A ֌ B, �ü�å áõ�üò ï föáíåñþíåé ü�é A =
 f [A] ⊆ B, Ý�óé ðïõ Á ≤
 Â áðü �ïí ïñéóìü. ⊣2.5. ¢óêçóç. �éá üëá �á óýíïëá A;B;C,A ≤
 A;áí (A ≤
 B&B ≤
 C); �ü�å A ≤
 C:2.6. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï (�nite) áí õðÜñ÷åé êÜðïéïòöõóéêüò áñéèìüò n þó�åA =
 {i ∈ N | i < n} = {0; 1; : : : ; n− 1};áëëéþò �ï A åßíáé Üðåéñï (in�nite). Êá�Ü óõíÝðåéá �ï êåíü óýíïëï ∅ åßíáéðåðåñáóìÝíï, áöïý ∅ = {i ∈ N | i < 0}:Ôï óýíïëï A åßíáé áðáñéèìç�ü Þ áñéèìÞóéìï (
ountable Þ denumerable) áíåßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ éóïðëçèéêü ìå �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí N, áëëéþòåßíáé áíáðáñßèìç�ï Þ ìç áñéèìÞóéìï (un
ountable).2.7. �ñü�áóç. �éá êÜèå óýíïëï A, ïé áêüëïõèåò ðñï�Üóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:(1) �ï A åßíáé áðáñéèìç�ü,(2) A ≤
 N.(3) Åß�å A = ∅, åß�å �ï A åðéäÝ÷å�áé áðáñßèìçóç, äçëáäÞ õðÜñ÷åé åðéìïñ-öéóìüò � : N→→ A, Ý�óé þó�åA = �[N] = {�(0); �(1); �(2); : : : }:Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå �éò óõíåðáãùãÝò êõêëéêÜ.
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêü�ç�á 9(1) =⇒ (2). Áí �ï A åßíáé áðáñéèìç�ü, �ü�å åß�å A =
 {i ∈ N | i < n} ãéáêÜðïéï n, åß�å A =
 N, ïðü�å êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, A =
 C ãéá êÜðïéïC ⊆ N, Üñá A ≤
 N.(2) =⇒ (3). ¸ó�ù A 6= ∅. ÅðéëÝãïõìå êÜðïéï x0 ∈ A, êáé áðü �ï (2)ðáßñíïõìå f : A֌ N. �éá êÜèå i ∈ N, èÝ�ïõìå�(i) =

{x0; áí i =∈ f [A];f−1(i); äéáöïñå�éêÜ, äçë., áí i ∈ f [A]:H � : N →→ A åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç (äéü�é ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Ý�óé ðïõ çf−1(i) åßíáé ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíç), êáé åßíáé åðéìïñöéóìüò, áöïý x0 ∈ A êáéãéá êÜèå x ∈ A, x = �(f(x)).(3) =⇒ (1). Áí A ðåðåñáóìÝíï, �ü�å �ï (1) áëçèåýåé. ¸ó�ù A ü÷é ðåðåñá-óìÝíï êáé � : N→→ A áðáñßèìçóç �ïõ A. �ñÝðåé íá êá�áóêåõÜóïõìå ìéáí Üëëçáðáñßèìçóç f : N →→ A ÷ùñßò åðáíáëÞøåéò, Ý�óé þó�å íá åßíáé ç f áí�éó�ïé÷ßá�ïõ N ìå �ï A ðïõ öáíåñþíåé ü�é �ï A åßíáé áñéèìÞóéìá Üðåéñï. Ç áðüäåéîçåîçãåß�áé ðëÞñùò áðü �ï ÄéÜãñáììá 2.1: áðëþò äéáãñÜöïõìå �éò åðáíáëÞøåéòáðü �çí áðáñßèìçóç � �ïõ A. �éá íá äþóïõìå áõó�çñü, áíáäñïìéêü ïñéóìü �çòf , ðáñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é åðåéäÞ �ï A äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ãéá êÜèå áêïëïõ-èßá a0; : : : ; an ìåëþí �ïõ õðÜñ÷åé êÜðïéï m Ý�óé ðïõ �(m) =∈ {a0; : : : ; an}; êáéèÝ�ïõìå: f(0) = �(0);mn = �ï åëÜ÷éó�ï m > n þó�å �(m) =∈ {f(0); : : : ; f(n)};f(n+ 1) = �(mn):�ñïöáíþò ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé áñêåß íá äåßîïõìå ü�é êÜèå x ∈ Aåßíáé �éìÞ �çò. Åî ïñéóìïý x = �(0) = f(0). ¸ó�ù x = �(n + 1)· áí x ∈
{f(0); : : : ; f(n)}, �ü�å x = f(i) ãéá êÜðïéï i ≤ n, êáé áí x =∈ {f(0); : : : ; f(n)},�ü�å åî ïñéóìïý mn = n+ 1 êáé f(n+ 1) = �(mn) = x. ⊣2.8. ¢óêçóç. Áí �ï A åßíáé áñéèìÞóéìï êáé õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò f : B֌ A,�ü�å êáé �ï B åßíáé áñéèìÞóéìï. Åéäéêü�åñá, êÜèå õðïóýíïëï áñéèìÞóéìïõ óõ-íüëïõ åßíáé áñéèìÞóéìï.2.9. ¢óêçóç. Áí �ï A åßíáé áñéèìÞóéìï êáé õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò f : A→→ B,�ü�å êáé �ï B åßíáé áñéèìÞóéìï.Ôï åðüìåíï áðëü èåþñçìá åßíáé áðü �á ðéï âáóéêÜ �çò óõíïëïèåùñßáò.2.10. Èåþñçìá (Cantor). �éá êÜèå áêïëïõèßá A0; A1; : : : áðáñéèìç�þí óõíü-ëùí, ç Ýíùóç A =

⋃∞n=0An = A0 ∪A1 ∪ · · ·åßíáé åðßóçò áðáñéèìç�ü óýíïëï.Åéäéêü�åñá, ç Ýíùóç A ∪ B äýï áðáñéèìç�þí óõíüëùí åßíáé áðáñéèìç�ü óý-íïëï.
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007
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a0
0 a0

1a1
0a2
0 a2

1

a1
1

a0
2

� � �

a1
2a2
2

A0 :A1 :A2 :...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·ÄéÜãñáììá 2.2. Ç ðñþ�ç äéáãþíéïò ìÝèïäïò �ïõ Cantor.Áðüäåéîç. �éá �ïí äåý�åñï éó÷õñéóìü áñêåß íá åöáñìüóïõìå �ïí ðñþ�ï ó�çíáêïëïõèßá A;B;B; : : :�éá �ïí ðñþ�ï, áñêåß (ãéá�ß;) íá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóçðïõ êáíÝíá An äåí åßíáé êåíü, ïðü�å ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéáí áðáñßèìçóç�n : N→→ An ãéá êÜèå An. Áí èÝóïõìåani = �n(i)ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå �ï óõìâïëéóìü, �ü�å ãéá êÜèå nAn = {an0 ; an1 ; : : : };êáé ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíáí ðßíáêá ó�ïé÷åßùí áðü áõ�Ýò �éò áðáñéè-ìÞóåéò ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá �çò Ýíùóçò A. Ôá âÝëç ó�ï ÄéÜãñáììá2.2 äåß÷íïõí ðþò ìðïñïýìå íá áðáñéèìÞóïõìå �çí Ýíùóç:A = {a0
0; a1

0; a0
1; a2

0; a1
1; : : : }: ⊣2.11. �üñéóìá. Ôï óýíïëï �ùí (èå�éêþí êáé áñíç�éêþí) áêÝñáéùí áñéèìþí

Z = {: : : ;−2;−1; 0; 1; 2; : : : }åßíáé áñéèìÞóéìï.Áðüäåéîç. Z = N ∪ {−1;−2; : : : } êáé �ï óýíïëï �ùí áñíç�éêþí áêÝñáéùíáñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìï ìÝóù �çò áí�éó�ïé÷ßáò (x 7→ −(x+ 1)). ⊣2.12. �üñéóìá. Ôï óýíïëï Q �ùí ñç�þí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìï.Áðüäåéîç. Ôï óýíïëï Q+ �ùí ≥ 0 ñç�þí åßíáé áñéèìÞóéìï, åðåéäÞ
Q+ =

⋃∞n=1{
mn | m ∈ N}êáé êÜèå {mn | m ∈ N} áðáñéèìåß�áé áðü �çí (m 7→ mn ). Ìå �ïí ßäéï �ñüðï, �ïóýíïëï Q− �ùí áñíç�éêþí ñç�þí áñéèìþí åßíáé åðßóçò áñéèìÞóéìï, êáèþò êáé çÝíùóç Q+ ∪Q−. ⊣
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0 a0

1a1
0a2
0 a2

1

a1
1

a0
2a1
2a2
2

�0 :�1 :�2 :...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

R

R

R

ÄéÜãñáììá 2.3. Ç äåý�åñç äéáãþíéïò ìÝèïäïò �ïõ Cantor.Áõ�ü �ï ðüñéóìá Þ�áí �ï ðñþ�ï óçìáí�éêü âÞìá ðñïüäïõ ðïõ Ýêáíå ï Cantoró�ï ðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò �ùí �Üîåùí áðåßñïõ êáé èåùñÞèçêå êÜðùò ðáñÜ-äïîï ó�çí åðï÷Þ �ïõ, åðåéäÞ �ï Q öáßíå�áé �üóï ìåãáëý�åñï áðü �ï N. ÁìÝóùòìå�Ü ï Cantor áðÝäåéîå ü�é õðÜñ÷ïõí êáé áíáðáñßèìç�á óýíïëá.2.13. Èåþñçìá (Cantor). Ôï óýíïëï
∆ = {(a0; a1; : : : ) | (∀i)[ai = 0 ∨ ai = 1]}�ùí áðåßñùí, äõáäéêþí áêïëïõèéþí åßíáé áíáðáñßèìç�ï.Áðüäåéîç. �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå3 ü�é �ï ∆ åßíáé áðáñéèìç�ü,äçëáäÞ

∆ = {�0; �1; : : : ; };üðïõ ãéá êÜèå n, �n = (an0 ; an1 ; : : : )åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü 0 êáé 1. Ö�éÜ÷íïõìå Ýíáí ðßíáêá ìå áõ�Ýò �éò áêïëïõèßåòüðùò ðñéí, êáé ìå�Ü ïñßæïõìå �çí áêïëïõèßá � åíáëëÜóóïí�áò �á 0 ìå �á 1 ó�ç£äéáãþíéï¤ áêïëïõèßá a0
0; a1

1; : : : :�(n) = 1− ann:Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é � 6= �n, ãéá êÜèå n, åðåéäÞ�(n) = 1− �n(n) 6= �n(n)·óõíåðþò ç áêïëïõèßá �0; �1; : : : äåí áðáñéèìåß ïëüêëçñï �ï ∆, áí�ßèå�á ìå �çíáñ÷éêÞ ìáò õðüèåóç. ⊣2.14. �üñéóìá (Cantor). Ôï óýíïëï R �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé áíá-ðáñßèìç�ï.
3�éá íá áðïäåßîïõìå ìéá ðñü�áóç � ìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, äå÷üìáó�å �çí ÜñíçóÞ �çò

¬� êáé áð' áõ�Þí óõìðåñáßíïõìå êÜ�é ðïõ áí�é�ßèå�áé óå ðñÜãìá�á ãíùó�Ü, ìéáí áí�ßöáóç,êÜðïéï Ü�ïðï: óõíÜãå�áé ü�é ç Üñíçóç �çò � äåí ìðïñåß íá áëçèåýåé, êáé åðïìÝíùò áëçèåýåéç �. ÔÝ�ïéåò áðïäåßîåéò �õðéêÜ áñ÷ßæïõí ìå �ç öñÜóç-êëåéäß ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, ðïõðñïåéäïðïéåß �ïí áíáãíþó�ç ü�é ç õðüèåóç ðïõ áêïëïõèåß åßíáé ç Üñíçóç �çò ðñü�áóçò �çíïðïßá èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå.
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C0
C1
C2
C3ÄéÜãñáììá 2.4. Ôá ðñþ�á �Ýóóåñá ó�Üäéá ó�çí êá�áóêåõÞ �ïõ C.Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ðñþ�á ìéáí áêïëïõèßá óõíüëùí C0; C1; : : : ðñáãìá�é-êþí áñéèìþí ðïõ éêáíïðïéïýí �éò åîÞò óõíèÞêåò:1. C0 = [0; 1].2. ÊÜèå Cn åßíáé Ýíùóç 2n êëåéó�þí äéáó�çìÜ�ùí êáé

C0 ⊇ C1 ⊇ · · · Cn ⊇ Cn+1 ⊇ · · · :3. Ôï Cn+1 êá�áóêåõÜæå�áé áöáéñþí�áò �ï (áíïéê�ü) ìÝóï �ñß�ï êÜèå äéáó�Þ-ìá�ïò �ïõ Cn, äçëáäÞ ìå �çí áí�éêá�Üó�áóç êÜèå êëåéó�ïý äéáó�Þìá�ïò
[a; b] ó�ï Cn áðü �á äýï êëåéó�Ü äéáó�Þìá�áL[a; b] = [a; a+

1

3
(b− a)];R[a; b] = [a+

2

3
(b− a); b]:Óå êÜèå äõáäéêÞ áêïëïõèßá Æ ∈ ∆ áí�éó�ïé÷ßæïõìå �þñá ìéáí áêïëïõèßáêëåéó�þí äéáó�çìÜ�ùí F Æ

0 ; F Æ
1 ; : : : ;ìå �çí åîÞò áíáäñïìÞ: F Æ

0 = C0 = [0; 1];F Æn+1 =

{LF Æn ; áí Æ(n) = 0;RF Æn ; áí Æ(n) = 1:ÅðáãùãéêÜ, ãéá êÜèå n, �ï F Æn åßíáé Ýíá áðü �á êëåéó�Ü äéáó�Þìá�á �ïõ CnìÞêïõò 3−n, êáé ðñïöáíþò F Æ
0 ⊇ F Æ

1 ⊇ · · · :Ç èåìåëéáêÞ éäéü�ç�á ðëçñü�ç�áò �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí óõíåðÜãå�áé�þñá ü�é ç �ïìÞ áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò äåí åßíáé êåíÞ, ìÜëéó�á ðåñéÝ÷åé áêñéâþòÝíáí ðñáãìá�éêü áñéèìü, áò �ïí ïíïìÜóïõìåf(Æ) = �ï ìüíï ó�ïé÷åßï �çò �ïìÞò ⋂∞n=0F Æn :Ç óõíÜñ�çóç f áðåéêïíßæåé �ï áíáðáñßèìç�ï óýíïëï ∆ ìÝóá ó�ï óýíïëï
C =

⋂∞n=0Cn;�ï ëåãüìåíï óýíïëï �ïõ Cantor, êáé ãéá íá �åëåéþóïõìå �çí áðüäåéîç áñêåßíá äåßîïõìå ü�é ç f åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá. ÁëëÜ áí �ï n åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêü�ç�á 13üðïõ Æ(n) 6= "(n) êáé (ð.÷.) Æ(n) = 0, Ý÷ïõìå F Æn = F "n áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ n,f(Æ) ∈ F Æn+1 = LF Æn ; f(") ∈ F "n+1 = RF Æn ; êáé LF Æn ∩RF Æn = ∅;ðïõ óçìáßíåé ü�é ðñÜãìá�é ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ⊣Ç åðßêëçóç �çò ðëçñü�ç�áò �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé �ï ìç �å�ñéììÝíïó�ïé÷åßï áõ�Þò �çò áðüäåéîçò, êáé åßíáé áðáñáß�ç�ç, áöïý üëç ç êá�áóêåõÞ åê�üòáðü �çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß ãéá �ï Q ðïõ åßíáé áðáñéèìç�ü| ÷ùñßò âÝâáéá íá åßíáé ðëÞñåò. Ôçí ðëçñü�ç�á �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí èáìåëå�Þóïõìå áñãü�åñá ðñïóåê�éêÜ, ó�ï �áñÜñ�çìá A.Ç èåìåëéáêÞ óçìáóßá áõ�ïý �ïõ èåùñÞìá�ïò Þ�áí ðñïöáíÞò áðáñ÷Þò, éäéáß�åñáåðåéäÞ ï Cantor �ï åöÜñìïóå áìÝóùò óå ìéá óçìáí�éêÞ ðñü�áóç �çò èåùñßáò�ùí áëãåâñéêþí áñéèìþí. �ñéí åêèÝóïõìå áõ�Þ �çí åöáñìïãÞ ÷ñåéáæüìáó�åìåñéêïýò ïñéóìïýò êáé ëÞììá�á.2.15. Ïñéóìüò. �éá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå óýíïëï B, �ï óýíïëï �ùí (äéá-�å�áãìÝíùí) æåõãþí �ùí A;B óõìâïëßæå�áé ìå �ïA×B = {(x; y) | x ∈ A& y ∈ B}:Êá�Ü �ïí ßäéï �ñüðï, ãéá êÜèå n ≥ 2,A1 × · · · ×An = {(x1; : : : ; xn) | x1 ∈ A1; : : : ; xn ∈ An};An = {(x1; : : : ; xn) | x1; : : : ; xn ∈ A}:Ôï A1 × · · · ×An ëÝãå�áé �ï Êáñ�åóéáíü ãéíüìåíï �ùí A1; : : : ; An.2.16. ËÞììá. (1) Áí �á A1; : : : ; An åßíáé áðáñéèìç�Ü, �ü�å êáé �ï Êáñ�åóéáíü�ïõò ãéíüìåíï A1 × · · · ×An åßíáé åðßóçò áðáñéèìç�ü.(2) �éá êÜèå áðáñéèìç�ü óýíïëï A, �á An (n ≥ 2) êáé ç ÝíùóÞ �ïõò
⋃∞n=2An = {(x1; : : : ; xn) | n ≥ 2; x1; : : : ; xn ∈ A}åßíáé åðßóçò áðáñéèìç�Ü óýíïëá.Áðüäåéîç. (1) Áí êÜðïéï Ai åßíáé êåíü, �ü�å êáé �ï ãéíüìåíï åßíáé êåíü, åîïñéóìïý. Äéáöïñå�éêÜ, ãéá äýï óýíïëá A;B, Ý÷ïõìå ìéáí áðáñßèìçóçB = {b0; b1; : : : }�ïõ B, ðñïöáíþò A×B =

⋃∞n=0(A× {bn});êáé êÜèå A × {bn} åßíáé éóïðëçèéêü ìå �ï A (êáé åðïìÝíùò áðáñéèìç�ü) ìå�çí áí�éó�ïé÷ßá (x 7→ (x; bn)). ¸�óé Ý÷ïõìå �ï æç�ïýìåíï ãéá n = 2. �éá íááðïäåßîïõìå �çí ðñü�áóç ãéá üëá �á n ≥ 2, áñêåß íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�éA1 × · · · ×An ×An+1 =
 (A1 × · · · ×An)×An+1ìå �çí áí�éó�ïé÷ßáf(a1; : : : ; an; an+1) = ((a1; : : : ; an); an+1):
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14 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá¸�óé, áí êÜèå ãéíüìåíï áðü n ≥ 2 áðáñéèìç�ïýò ðáñÜãïí�åò åßíáé áðáñéèìç�ü,�ü�å áðáñéèìç�ü èá åßíáé êáé êÜèå ãéíüìåíï áðü n+ 1 ðáñÜãïí�åò, êáé Ý�óé, ìååðáãùãÞ Ý÷ïõìå �ï (1).(2) ÊÜèå An åßíáé áðáñéèìç�ü áðü �ï (1), êáé ìå ìßá áêüìá åðßêëçóç ó�ïÈåþñçìá 2.10 óõíÜãïõìå ü�é �ï ⋃∞n=2An åßíáé åðßóçò áðáñéèìç�ü. ⊣2.17. Ïñéóìüò. ¸íáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò � åßíáé áëãåâñéêüò áí åßíáé ñßæáêÜðïéïõ ðïëõþíõìïõ P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxnìå áêÝñáéïõò óõí�åëåó�Ýò a0; : : : ; an ∈ Z, (n ≥ 1; an 6= 0), äçëáäÞ áíP (�) = 0:ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìá�á áëãåâñéêþí áñéèìþí åßíáé ïé √2, (1 +
√

2)2 (ãéá�ß;)áëëÜ êáé ç ðñáãìá�éêÞ ñßæá �çò åîßóùóçò x5 + x + 1 = 0 ðïõ õðÜñ÷åé (ãéá�ß;)áëëÜ ðïõ äåí ìðïñåß íá åêöñáó�åß ìå ñéæéêÜ óýìöùíá ìå Ýíá êëáóéêü èåþñçìá�ïõ Abel. Ôï âáóéêü áðï�Ýëåóìá (áðü �çí ¢ëãåâñá) ãéá �ïõò áëãåâñéêïýòáñéèìïýò ðïõ èá ÷ñåéáó�ïýìå, åßíáé ü�é Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n ≥ 1 Ý÷åé �ïðïëý n ðñáãìá�éêÝò ñßæåò.2.18. �üñéóìá. Ôï óýíïëï K �ùí ðñáãìá�éêþí áëãåâñéêþí áñéèìþí åßíáéáðáñéèìç�ü (Cantor), êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ðñáãìá�éêïß áñéèìïß ðïõ äåí åßíáéáëãåâñéêïß (Liouville).Áðüäåéîç. Ôï óýíïëï Π üëùí �ùí ðïëõþíõìùí ìå áêÝñáéïõò óõí�åëåó�Ýòåßíáé áðáñéèìç�ü, áöïý êÜèå �Ý�ïéï ðïëõþíõìï êáèïñßæå�áé áðü �çí áêïëïõèßá�ùí óõí�åëåó�þí �ïõ, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé áí�éó�ïé÷ßá �ïõ Π ìå �ï áðáñéèìç�ü
⋃∞n=2Zn. �éá êÜèå ðïëõþíõìï P (x), �ï óýíïëï �ùí ñéæþí �ïõ

Λ(P (x)) = {� | P (�) = 0}åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé åðïìÝíùò áðáñéèìç�ü. ¸ðå�áé ü�é �ï óýíïëï �ùí áëãå-âñéêþí K åßíáé Ýíùóç ìéáò áêïëïõèßáò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí êáé åðïìÝíùòåðßóçò áðáñéèìç�ü. ⊣Áõ�Þ ç ðñþ�ç åöáñìïãÞ �çò êáéíïýñéáò (�ü�å) èåùñßáò óõíüëùí Ýðáéîå óç-ìáí�éêü ñüëï ó�ç ãñÞãïñç êáé åõíïúêÞ ðáñáäï÷Þ �çò áðü �ïõò ìáèçìá�éêïýò�çò åðï÷Þò åêåßíçò, åðåéäÞ ç ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç �ïõ Liouville (ü�é õðÜñ÷ïõíìç áëãåâñéêïß áñéèìïß) Þ�áí äýóêïëç. Ï Cantor áðÝäåéîå êÜ�é ðéï éó÷õñü, ü�é£ó÷åäüí üëïé¤ ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß äåí åßíáé áëãåâñéêïß, ìå ðïëý áðëïýó�åñçáðüäåéîç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï �ï ãåãïíüò ü�é Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n äåíìðïñåß áí Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áðü n ñßæåò, �çí ðëçñü�ç�á �ïõ R, êáé, öõóéêÜ, �çíÝá ìÝèïäï �çò áðáñßèìçóçò �ùí ìåëþí Üðåéñùí óõíüëùí.ÌÝ÷ñé �þñá Ý÷ïõìå áðïäåßîåé �çí ýðáñîç ìüíï äýï �Üîåùí áðåßñïõ, áõ�Þí �ïõ
N |�á áðáñéèìç�Ü, Üðåéñá óýíïëá| êáé áõ�Þí �ïõ R. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò Üëëåò.2.19. Ïñéóìüò. Ôï äõíáìïóýíïëï (powerset) P(A) åíüò óõíüëïõ A åßíáé �ïóýíïëï üëùí �ùí õðïóõíüëùí �ïõ A,

P(A) = {X | X åßíáé óýíïëï êáé X ⊆ A}:
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêü�ç�á 152.20. ¢óêçóç. �éá üëá �á óýíïëá A;B,A =
 B=⇒P(A) =
 P(B):2.21. Èåþñçìá (Cantor). �éá êÜèå óýíïëï A,A <
 P(A);äçëáäÞ A ≤
 P(A) áëëÜ A 6=
 P(A). Åéäéêü�åñá, äåí õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò� : A→→ P(A).Áðüäåéîç. Ôï ü�é A ≤
 P(A) öáíåñþíå�áé áðü �ï ìïíïìïñöéóìü
(x 7→ {x});ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå ó�ïé÷åßï x �ïõ A �ï ìïíïóýíïëï {x} ìå ìüíï Ýíáó�ïé÷åßï, �ï x. (�ñïóÝî�å: �ï ìïíïóýíïëï {x} åßíáé äéáöïñå�éêü áí�éêåßìåíïáðü �ï ó�ïé÷åßï x, ðïõ ðéèáíüí äåí åßíáé êáí óýíïëï!)�ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, äå÷üìáó�å ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéá áí�éó�ïé÷ßá� : A֌→ P(A)ðïõ äåß÷íåé ü�é A =
 P(A), êáé ïñßæïõìå �ï óýíïëïB = {x ∈ A | x =∈ �(x)}:Ý�óé ðïõ ãéá êÜèå x ∈ A, x ∈ B ⇐⇒ x =∈ �(x): (2-1)Áöïý �ï B åßíáé õðïóýíïëï �ïõ A êáé ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò, ðñÝðåé íá õðÜñ-÷åé êÜðïéï b ∈ A þó�å B = �(b)· èÝ�ùí�áò x = b êáé �(b) = B ó�ç (2-1),êá�áëÞãïõìå ó�çí áí�éöá�éêÞ éóïäõíáìßáb ∈ B ⇐⇒ b =∈ B: ⊣ÕðÜñ÷ïõí ëïéðüí ðïëëÝò �Üîåéò áðåßñïõ, êáé åéäéêü�åñá (�ïõëÜ÷éó�ïí) áõ�Ýò�ùí óõíüëùí

N <
 P(N) <
 P(P(N)) <
 · · · :Áí ïñßóïõìå �á óýíïëá Tn ìå �çí áíáäñïìÞT0 = N;Tn+1 = P(Tn); (2-2)�ü�å ç ÝíùóÞ �ïõò T∞ =
⋃∞n=0Tn Ý÷åé ìåãáëý�åñç ðëçèéêü�ç�á áðü êÜèå Tn,�ñüâëçìá x2.8. Ç �áîéíüìçóç êáé ìåëÝ�ç �ùí �Üîåùí áðåßñïõ åßíáé Ýíá áðü �áêåí�ñéêÜ ðñïâëÞìá�á �çò óõíïëïèåùñßáò.Ìéá ãåíéêü�åñç Ýííïéá áðü áõ�Þí �ïõ äõíáìïóõíüëïõ, åßíáé ïé ÷þñïé óõíáñ-�Þóåùí.2.22. Ïñéóìüò. �éá üëá �á óýíïëá A;B,

(A→ B) =ïñ {f | f : A→ B}
= �ï óýíïëï üëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí áðü �ï A ó�ï B:2.23. ¢óêçóç. Áí A1 =
 A2 êáé B1 =
 B2, �ü�å (A1 → B1) =
 (A2 → B2).
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16 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÏé ÷þñïé óõíáñ�Þóåùí áðï�åëïýí \ãåíéêåýóåéò" �ùí äõíáìïóõíüëùí åðåéäÞêÜèå õðïóýíïëï X ⊆ A áí�éðñïóùðåýå�áé áðü �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �ïõ óõíÜñ-�çóç 
X : A→ {0; 1},
X(t) =

{
1; if t ∈ A ∩X;
0; if t ∈ A \X; (t ∈ A): (2-3)Ìðïñïýìå íá áíáê�Þóïõìå �ï X áðü �ç 
X ,X = {t ∈ A | 
X(t) = 1};ðïõ óõíåðÜãå�áé ü�é ç óõíÜñ�çóç (X 7→ 
X) åßíáé áí�éó�ïé÷ßá �ïõ P(A) ìå �ï

(A→ {0; 1}). ¸�óé,
(A→ {0; 1}) =
 P(A) >
 A; (2-4)êáé ïé ÷þñïé óõíáñ�Þóåùí ìáò ïäçãïýí óå ìåãÜëá, ìç áðáñéèìç�Ü óýíïëá. Ôïåðüìåíï ðñïöáíÝò ðñüâëçìá åßíáé íá óõãêñßíïõìå ùò ðñïò �ï ðëÞèïò áõ�Ü �ááíáðáñßèìç�á óýíïëá, îåêéíþí�áò áðü �á äýï áðëïýó�åñá: �ï äõíáìïóýíïëï

P(N) �ùí öõóéêþí áñéèìþí êáé �ï óýíïëï R �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí.2.24. ËÞììá. P(N) ≤
 R.Áðüäåéîç. Áöïý Ý÷ïõìå Þäç äåßîåé ü�é ∆ ≤
 R, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é
P(N) ≤
 ∆. Áõ�ü üìùò Ýðå�áé Üìåóá áðü �ç (2-4), áöïý ∆ = (N→ {0; 1}). ⊣2.25. ËÞììá. R ≤
 P(N).Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é R ≤
 P(Q), áöïý �ï óýíïëï �ùí ñç�þí
Q åßíáé éóïðëçèéêü ìå �ï N êáé åðïìÝíùò P(N) =
 P(Q). Áõ�ü öáíåñþíå�áéáðü �ç óõíÜñ�çóç x 7→ �(x) = {q ∈ Q | q < x} ⊆ Qðïõ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, åðåéäÞ áí x < y åßíáé äéáöïñå�éêïß ðñáãìá�éêïßáñéèìïß, �ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéïò ñç�üò q áíÜìåóÜ �ïõò, äçëáäÞ x < q < y êáéq ∈ �(y) \ �(x). ⊣Áð' áõ�Ü �á áðëÜ ËÞììá�á Ýðå�áé ü�é ç éóïðëçèéêü�ç�á R =
 P(N) èá åßíáéÜìåóï ðüñéóìá �ïõ åðüìåíïõ âáóéêïý èåùñÞìá�ïò.2.26. Èåþñçìá (S
hr�oder-Bernstein). �éá üëá �á óýíïëá A;B,áí A ≤
 B êáé B ≤
 A; �ü�å A =
 B:Áðüäåéîç.4 ÕðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí ìïíïìïñöéóìïßf : A֌ B; g : B֌ A;êáé ïñßæïõìå �á óýíïëá An, Bn ìå �çí áíáäñïìÞA0 = A;An+1 = gf [An]; B0 = B;Bn+1 = fg[Bn];

4Ìßá äéáöïñå�éêÞ áðüäåéîç óêéáãñáöåß�áé ó�á �ñïâëÞìá�á x4.26, x4.27.
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêü�ç�á 17

... ...

A B
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A∗ B∗

f
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g[B0]

g[B1]

f [A0]B1

j

)

A0

A1 f [A1]

ÄéÜãñáììá 2.5. Áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò S
hr�oder-Bernstein.üðïõ fg[X] = {f(g(x)) | x ∈ X} êáé áíÜëïãá ãéá �ç óõíÜñ�çóç gf . ÌååðáãùãÞ ó�ï n (åýêïëá) An ⊇ g[Bn] ⊇ An+1;Bn ⊇ f [An] ⊇ Bn+1;þó�å Ý÷ïõìå �éò £áëõóßäåò óõíüëùí¤A0 ⊇ g[B0] ⊇ A1 ⊇ g[B1] ⊇ A2 · · · ;B0 ⊇ f [A0] ⊇ B1 ⊇ f [A1] ⊇ B2 · · · :Ïñßæïõìå åðßóçò �éò �ïìÝòA∗ =
⋂∞n=0An; B∗ =

⋂∞n=0Bn;Ý�óé þó�å B∗ =
⋂∞n=0Bn ⊇ ⋂∞n=0f [An] ⊇ ⋂∞n=0Bn+1 = B∗êáé áöïý ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, áðü �ï �ñüâëçìá x1.7,f [A∗] = f [

⋂∞n=0An] =
⋂∞n=0f [An] = B∗:Óõíåðþò ç f åßíáé áí�éó�ïé÷ßá �ïõ A∗ ìå �ï B∗. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ,A = A∗ ∪ (A0 \ g[B0]) ∪ (g[B0] \A1) ∪ (A1 \ g[B1]) ∪ (g[B1] \A2) : : :B = B∗ ∪ (B0 \ f [A0]) ∪ (f [A0] \B1) ∪ (B1 \ f [A1]) ∪ (f [A1] \B2) : : :êáé áõ�Ýò ïé áêïëïõèßåò åßíáé äéá÷ùñéóìÝíåò, äçëáäÞ êáíÝíá óýíïëï äåí Ý÷åéêïéíÜ ó�ïé÷åßá ìå êÜðïéï Üëëï. �éá íá �åëåéþóïõìå �çí áðüäåéîç áñêåß íá
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18 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáåëÝãîïõìå ü�é ãéá êÜèå n,f [An \ g[Bn]] = f [An] \Bn+1;g[Bn \ f [An]] = g[Bn] \An+1;áðü �éò ïðïßåò ç ðñþ�ç (ð.÷.) áëçèåýåé åðåéäÞ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáéf [An \ g[Bn]] = f [An] \ fg[Bn] = f [An] \Bn+1:ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå �çí áí�éó�ïé÷ßá � : A֌→ B,�(x) =

{ f(x); áí x ∈ A∗ Þ (∃n)[x ∈ An \ g[Bn]];g−1(x); áí x =∈ A∗ êáé (∃n)[x ∈ g[Bn] \An+1];ðïõ öáíåñþíåé ü�é A =
 B êáé �åëåéþíåé �çí áðüäåéîç. ⊣×ñçóéìïðïéþí�áò �ï èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìåðïëëÝò éóïðëçèéêü�ç�åò ðïõ áëëéþò åßíáé äýóêïëåò.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 2x2.1. �éá êÜèå � < � ìå �, � ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò, ∞ Þ −∞, êá�áóêåýáóåéóïìïñöéóìïýò ðïõ öáíåñþíïõí �éò éóïðëçèéêü�ç�åò

(�; �) =
 (0; 1) =
 R:x2.2. �éá êÜèå � < �, êá�áóêåýáóå éóïìïñöéóìïýò ðïõ öáíåñþíïõí �éò éóï-ðëçèéêü�ç�åò
[�; �) =
 [�; �] =
 R:x2.3. P(N) =
 R =
 Rn, ãéá êÜèå n ≥ 2.x2.4. �éá üëá �á óýíïëá A;B, (A → B) ≤
 P(A × B). Õðüäåéîç. Áí�éðñï-óþðåõóå êÜèå óõíÜñ�çóç f : A→ B ìå �ï ãñÜöçìÜ �çòGf = {(x; y) ∈ A×B | y = f(x)}:x2.5. (N→ N) =
 P(N).

∗ x2.6. (N→ R) =
 R.
∗ x2.7. �éá üëá �á óýíïëá A;B;C,

((A×B)→ C) =
 (A→ (B → C)):Õðüäåéîç. �éá êÜèå p : A × B → C, üñéóå �çí �(p) = q : A → (B → C) ìå�ïí �ýðï q(x)(y) = p(x; y):x2.8. Ìå �ïí ïñéóìü (2-2), ãéá êÜèå m,Tm <
 T∞ =
⋃∞n=0Tn:�éá �á �åëåõ�áßá äýï ðñïâëÞìá�á ÷ñåéÜæå�áé êÜðïéá ïéêåéü�ç�á ìå �éò óõíå÷åßòóõíáñ�Þóåéò.
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêü�ç�á 19
∗ x2.9. Ôï óýíïëï C[0; 1] üëùí �ùí óõíå÷þí, ðñáãìá�éêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ïêëåéó�ü äéÜó�çìá [0; 1] åßíáé éóïðëçèéêü ìå �ï R.
∗ x2.10. Ôï óýíïëï �ùí ìïíï�ïíéêþí ðñáãìá�éêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï êëåéó�üäéÜó�çìá [0; 1] åßíáé éóïðëçèéêü ìå �ï R.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3
�ÁÑÁÄÏÎÁ ÊÁÉ ÁÎÉÙÌÁÔÁ

Ó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åêèÝóáìå �á ðñþ�á âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á �çò óõ-íïëïèåùñßáò üðùò �ç äçìéïýñãçóå ï Cantor êáé ïé ðñù�ïðüñïé ìáèçìá�éêïß ðïõ�ïí áêïëïýèçóáí ó�á �åëåõ�áßá åßêïóé ðÝí�å ÷ñüíéá �ïõ 19ïõ áéþíá. ÌÝ÷ñé�çí áñ÷Þ �ïõ 20ïý áéþíá, ç èåùñßá áõ�Þ áíäñþèçêå êáé äéêáéþèçêå ìå ðïëëÝòêáé óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò, éäéáß�åñá ó�çí áíÜëõóç. Ç ìåãáëý�åñÞ �çò åðé�õ-÷ßá Þ�áí (ßóùò) ç äçìéïõñãßá ìéáò åîáéñå�éêÜ üìïñöçò êáé ÷ñÞóéìçò èåùñßáòõðåñðåðåñáóìÝíçò áñéèìç�éêÞò, äçëáäÞ �çò ìåëÝ�çò �ùí áñéèìç�éêþí ðñÜîåùí�çò ðñüóèåóçò, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé �çò äýíáìçò óå Üðåéñá ìåãÝèç. ÌÝ÷ñé�ï 1900, äýï âáóéêÜ ðñïâëÞìá�á ó÷å�éêÜ ìå �çí Ýííïéá �çò éóïðëçèéêü�ç�áò äåíåß÷áí áêüìç ëõèåß. Áõ�Ü Ýðáéîáí áñãü�åñá áðïöáóéó�éêü ñüëï ó�çí åîÝëéîç �çòóõíïëïèåùñßáò êáé èá �á ìåëå�Þóïõìå ðñïóåê�éêÜ ó�á åðüìåíá êåöÜëáéá. Åäþ�á äéá�õðþíïõìå ìüíï ùò åéêáóßåò.3.1. Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí.5 �éá üëá �á óýíïëá A, B,åß�å A ≤
 B åß�å B ≤
 A.3.2. Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò (Continuum Hypothesis). Äåí õðÜñ÷åé óýíïëïðñáãìá�éêþí áñéèìþíX ìå ðëÞèïò åíäéÜìåóï áõ�þí �ïõ N êáé êáé �ïõ R, äçëáäÞ
(∀X ⊆ R)[X ≤
 N ∨X =
 R]:(CH)Åöüóïí R =
 P(N), ç CH åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò �åíéêåõìÝíçò Õðüèåóçò�ïõ Óõíå÷ïýò (Generalized Continuum Hypothesis),äçëáäÞ �çò õðüèåóçò ü�éãéá êÜèå Üðåéñï óýíïëï A,

(∀X ⊆ P(A))[X ≤
 A ∨X =
 P(A)]:(GCH)Áí êáé ïé äýï áõ�Ýò åéêáóßåò áëçèåýïõí, �ü�å ïé öõóéêïß áñéèìïß N êáé ïé ðñáã-ìá�éêïß áñéèìïß R åêðñïóùðïýí �éò äýï åëÜ÷éó�åò £�Üîåéò áðåßñïõ¤: êÜèå Üðåéñïóýíïëï åßíáé Þ áðáñéèìç�ü Þ éóïðëçèéêü ìå �ï R Þ £áõó�çñÜ ðïëõðëçèÝó�åñï¤�ïõ R.
5Ï Cantor áíÞããåéëå �ï £èåþñçìá óõãêñéóéìü�ç�áò ðëçèáñßèìùí¤ �ï 1895 êáé �ï 1899óêéáãñÜöçóå ìéá êÜðùò ðñïâëçìá�éêÞ áðüäåéîç óå Ýíá ãñÜììá ó�ïí Dedekind, �ï ïðïßï üìùòäåí äçìïóéåý�çêå ìÝ÷ñé �ï 1932. ÌÜëëïí åßíáé ðéï êïí�Ü ó�çí áëÞèåéá íá ðïýìå ü�é ìÝ÷ñé �ï1900 (�ïõëÜ÷éó�ïí) �ï ðñüâëçìá �çò óõãêñéóéìü�ç�áò �ùí óõíüëùí ùò ðñïò �ï ðëÞèïò Þ�áíáêüìç Üëõ�ï. 21



22 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÓ' áõ�Þ �ç äéáéóèç�éêÞ �çò öÜóç, ç èåùñßá óõíüëùí áíáð�ý÷èçêå ìå âÜóç�ïí ïñéóìü �çò Ýííïéáò �ïõ óõíüëïõ ðïõ Ýäùóå ï Cantor üðùò �ïí äéá�õðþóáìåó�çí ÅéóáãùãÞ, ðåñßðïõ üðùò áðïäåßîáìå êáé åìåßò �á âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�Ü �çòó�ï ÊåöÜëáéï 2. Áí åîå�Üóïõìå ðñïóå÷�éêÜ áõ�Ýò �éò áðïäåßîåéò èá äïýìå ü�éüëåò ó�çñßæïí�áé ó�çí éäéü�ç�á �çò Ýê�áóçò (1-1) êáé ó�çí áêüëïõèç ðáñáäï÷Þ:3.3. �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò (General Comprehension Prin
iple). �éáêÜèå n-ìåëÞ ïñéó�éêÞ óõíèÞêç (de�nite 
ondition) P , õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëïA = {~x | P (~x)}ìå ìÝëç áêñéâþò �éò n-Üäåò áí�éêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéïýí �çí P (~x), Ý�óé þó�åãéá êÜèå ~x, ~x ∈ A ⇐⇒ P (~x): (3-1)Ç éäéü�ç�á �çò Ýê�áóçò óõíåðÜãå�áé ü�é �ï ðïëý Ýíá óýíïëï A éêáíïðïéåß �çí(3-1), êáé êáëïýìå áõ�ü �ï A Ýê�áóç (extension) Þ óõìðåñßëçøç (
omprehen-sion) �çò óõíèÞêçò P .3.4. Ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò. Ï ðåñéïñéóìüò �çò áñ÷Þò óå ïñéó�é-êÝò óõíèÞêåò åßíáé áðáñáß�ç�ïò ãéá íá áðïöýãïõìå Üó÷å�åò ìå �á ìáèçìá�éêÜáïñéó�ßåò, üðùò �ï óýíïëï
{x | x Ýí�éìïò ðïëé�éêüò}ãéá �ï ïðïßï ßóùò õðÜñ÷åé áí�éëïãßá áí ðåñéÝ÷åé �ïí êýñéï ÔÜäå Þ �çí êõñßáÄåßíá. Äéáéóèç�éêÜ, ìéá n-ìåëÞò óõíèÞêç P åßíáé ïñéó�éêÞ áí ãéá êÜèå n-Üäááí�éêåéìÝíùí ~x = (x1; : : : ; xn) åßíáé êáèïñéóìÝíï ÷ùñßò áìöéóâÞ�çóç áí ç P (~x)áëçèåýåé Þ ü÷é. �áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, ïé äéìåëåßò óõíèÞêåòP (x; y) ⇐⇒ïñ ï x åßíáé ãïíéüò �ïõ y;S(s; t) ⇐⇒ïñ ïé s êáé t åßíáé áäÝëöéá
⇐⇒ (∃x)[P (x; s) &P (x; t)]åßíáé êáé ïé äýï ïñéó�éêÝò, áí äå÷�ïýìå (ãéá �ï ðáñÜäåéãìá) ü�é ïé íüìïé �çòÂéïëïãßáò êáèïñßæïõí ðá�ñü�ç�á ÷ùñßò áìöéóâÞ�çóç. Ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñß-ëçøçò åöáñìüæå�áé, êáé ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå �á óýíïëá æåõãþíA =ïñ {(x; y) | ï x åßíáé ãïíéüò �ïõ y};B =ïñ {(s; t) | ïé s êáé t åßíáé áäÝëöéá}:Äåí áðáé�ïýìå áðü ìéáí ïñéó�éêÞ óõíèÞêç íá åßíáé áðïêñßóéìç, äçëáäÞ íáÝ÷ïõìå ìéá êá�áóêåõáó�éêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý �çò áëçèï�éìÞò �çò. �áñá-äåßãìá�ïò ÷Üñéí, åßíáé ãíùó�ü �ï ðñüâëçìá �çò áñéèìïèåùñßáò, áí õðÜñ÷ïõíÜðåéñá æåýãç ðñþ�ùí áñéèìþí, êáé ç áëçèï�éìÞ �çò óõíèÞêçòG(n) ⇐⇒ïñ n ∈ N & (∃m > n)[m;m+ 2 åßíáé ðñþ�ïé]äåí åßíáé ãíùó�Þ ãéá ìåãÜëåò �éìÝò �ïõ n. �áñ' üëá áõ�Ü, ç óõíèÞêç G åßíáéáíáìöéóâÞ�ç�á ïñéó�éêÞ êáé ìðïñïýìå íá �ç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ó�ïí ïñéóìü �ïõ
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 23óõíüëïõ C =ïñ {n ∈ N | (∃m > n)[m;m+ 2 åßíáé êáé ïé äýï ðñþ�ïé]}:Áí ç Åéêáóßá �ùí Äéäýìùí �ñþ�ùí áëçèåýåé, �ü�å C = N, áí ü÷é, �ü�å �ï Cåßíáé êÜðïéï ìåãÜëï áñ÷éêü �ìÞìá �ùí öõóéêþí áñéèìþí.Êá�' áíáëïãßáí, Ýíáò �åëåó�Þò n ìå�áâëç�þí F åßíáé ïñéó�éêüò áí áí�é-ó�ïé÷ßæåé óå êÜèå n-Üäá áí�éêåéìÝíùí ~x Ýíá óõãêåêñéìÝíï, áíáìöéóâÞ�ç�á êá-èïñéóìÝíï áí�éêåßìåíï w = F (~x). �.÷. áí äå÷�ïýìå ðÜëé ü�é ç Âéïëïãßá äåí èáìáò ðñïäþóåé, ï �åëåó�ÞòF (x) =ïñ { ï ðá�Ýñáò �ïõ x; áí ï x åßíáé Üíèñùðïò;x; áëëéþò;åßíáé ïñéó�éêüò. Ï êÜðùò áíüç�ïò äéá÷ùñéóìüò ðåñéð�þóåùí åßíáé �õðéêÜ áíá-ãêáßïò, ãéá íá âåâáéùèïýìå ü�é ï F ðÜí�á êáèïñßæåé ìéá �éìÞ, ãéá êÜèå x. Áí÷ñåéáæüìáó�áí áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá óå ìéá ðñáãìá�éêÞ åöáñìïãÞ, èá äßíáìå �ïíïñéóìü ìå �ï áðëïýó�åñï F (x) =ïñ ï ðá�Ýñáò �ïõ x;áöÞíïí�áò ó�ïí áíáãíþó�ç �çí áããáñåßá íá äéáëÝîåé êÜðïéá óõìâá�éêÞ êáéÜíåõ óçìáóßáò �éìÞ F (x) ãéá ìç áíèñþðïõò x. ¼ðùò êáé ãéá �éò óõíèÞêåò, äåíåðéìÝíïõìå ü�é Ýíáò ïñéó�éêüò �åëåó�Þò ðñÝðåé íá åßíáé õðïëïãßóéìïò, ìÜëéó�áç áìöéëïãßá ãéá �çí �éìÞ �ïõ F ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá ö�Üíåé ìåñéêÝòöïñÝò ìÝ÷ñé �á äéêáó�Þñéá.Åê�üò áðü �ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò, ó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï äå÷�Þ-êáìå êáé �çí ýðáñîç óõãêåêñéìÝíùí óõíüëùí üðùò �ï óýíïëï N �ùí öõóéêþíáñéèìþí êáé �ï óýíïëï R �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, êáé áêüìç �çí ïñéó�éêü�ç�áâáóéêþí ó÷Ýóåùí áðü �á êëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ, üðùò �çíFun
tion(f;A;B) ⇐⇒ ç f åßíáé óõíÜñ�çóç áðü �ï A ó�ï B:Áõ�ü äåí åßíáé ðñüâëçìá, êáèþò áõ�Ýò �éò ðñïûðïèÝóåéò ðÜí�ï�å �éò äÝ÷ïí�áé ïéìáèçìá�éêïß, óõíåéäç�Ü Þ ü÷é.Ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò Ý÷åé ìéá áêá�áíßêç�ç Ýëîç, áêïëïõèåß �üóïöõóéêÜ áðü �éò äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá �çí Ýííïéá �ïõ óõíüëïõ, þó�å �ï åðüìåíïèåþñçìá êáëåß�áé £ðáñÜäïîï¤.3.5. Ôï ðáñÜäïîï �ïõ Russell. Ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò äåí éó÷ýåé.Áðüäåéîç. Áðü �ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò, �ï óýíïëï üëùí �ùí óõíü-ëùí V =ïñ {x | �ï x åßíáé óýíïëï}åßíáé óýíïëï, êé Ý÷åé �çí êÜðùò ðåñßåñãç éäéü�ç�á íá áíÞêåé ó�ïí åáõ�ü �ïõ,V ∈ V . Ôá êïéíÜ ìáèçìá�éêÜ óýíïëá |áñéèìþí, óõíáñ�Þóåùí ê.ëð| âåâáßùòäåí ðåñéÝ÷ïõí �ïí åáõ�ü �ïõò, êáé åßíáé öõóéêü íá �á èåùñÞóïõìå ùò ìÝëç åíüò
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24 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáìéêñü�åñïõ êüóìïõ óõíüëùí, ðïõ äçìéïõñãïýìå ðÜëé ìå åðßêëçóç �çò �åíéêÞòÁñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò,R = {x | �ï x åßíáé óýíïëï êáé x =∈ x}:Ï ïñéóìüò �ïõ R, üìùò, áìÝóùò óõíåðÜãå�áé ü�éR ∈ R ⇐⇒ R =∈ R;ðïõ åßíáé ðñïöáíþò Ü�ïðï. ⊣£�áñÜäïîï¤, ü�áí äåí èá ðåé £ëÜèïò¤, óçìáßíåé £ãåãïíüò åíÜí�éï ó�éò äéáéóèÞ-óåéò ìáò¤, êáé �Ý�ïéá ðáñÜäïîá åß÷áí Þäç âñåèåß áñêå�Ü ó�ç óõíïëïèåùñßá ðñéíáðü �çí áíáêïßíùóç �ïõ Russell �ï 1902, óå Ýíá éó�ïñéêü ãñÜììá ó�ïí êïñõöáßï�åñìáíü öéëüóïöï êáé èåìåëéù�Þ �çò ìáèçìá�éêÞò ëïãéêÞò Gottlob Frege. Áõ�Ü�á Üëëá ðáñÜäïîá üìùò Þ�áí êÜðùò �å÷íéêÜ êáé Ýèå�áí óå áìöéâïëßá ìüíï ìÝñçáðü �á ðéï ðñï÷ùñçìÝíá êåöÜëáéá �çò èåùñßáò �ïõ Cantor. Ìðïñïýóå êáíåßòíá åéêÜóåé ü�é êÜðïéï óõó�çìá�éêü ëÜèïò ãéíü�áí ó�çí áíþ�åñç óõíïëïèåùñßá,êÜ�é óáí ìéá áðñüóåê�ç £äéáßñåóç äéÜ �ïõ ìçäåíüò¤ ðïõ óýí�ïìá êÜðïéïò èáÝâñéóêå ðþò íá �ï äéïñèþóåé. ÅîÜëëïõ, �Ý�ïéåò áí�éöÜóåéò êáé ðáñÜäïîá åß÷áíõðÜñîåé êáé ó�ï ëïãéóìü, êáé ìå�Ü �çí áõó�çñÞ èåìåëßùóç áõ�Þò �çò èåùñßáòðïõ ìüëéò åß÷å ó÷åäüí ïëïêëçñùèåß ó�ï �Ýëïò �ïõ áéþíá, üëá áðïóâÞó�çêáí÷ùñßò íá åðçñåÜóïõí êáèüëïõ �á æù�éêÜ ìÝñç �çò áíÜëõóçò. Ôï ðáñÜäïîï �ïõRussell üìùò Þ�áí êÜ�é �åëåßùò äéáöïñå�éêü: áðëü, óýí�ïìï, Üããéæå �çí ïõóßá�çò âáóéêÞò Ýííïéáò �ïõ óõíüëïõ êáé �çí £ðñïöáíÞ¤ êáé ìïíáäéêÞ áñ÷Þ ðÜíùó�çí ïðïßá åß÷å ó�çñé÷�åß üëç ç èåùñßá, êáé öáéíïìåíéêÜ �çí êá�Ýó�ñåöå. Äåíåßíáé õðåñâïëÞ íá ðïýìå ü�é �ï ðáñÜäïîï �ïõ Russell Ýöåñå ìéá öéëïóïöéêÞêñßóç áìöéâïëßáò ðñþ�á ó�ç óõíïëïèåùñßá, êáé ìÝóá áð' áõ�Þ, áñãü�åñá, óåüëá �á ìáèçìá�éêÜ, ðïõ äåí îåðåñÜó�çêå �åëåßùò ãéá �ñéÜí�á ÷ñüíéá ðåñßðïõ.Ìåñéêïß, üðùò ï �Üëëïò ãåùìÝ�ñçò Poin
ar�e êáé ï Ïëëáíäüò �ïðïëüãïòêáé öéëüóïöïò Brouwer ðñü�åéíáí ñéæïóðáó�éêÝò ëýóåéò ó�ï ðñüâëçìá ðïõ |ïõóéáó�éêÜ| áðÝññéð�áí �ç óõíïëïèåùñßá êáé ðïëëÜ êëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ ìáæß�çò, óáí £øåõäïèåùñßåò¤ ÷ùñßò ïõóéáó�éêü ðåñéå÷üìåíï. Áð' áõ�ïýò ðïõ äßó�á-æáí íá åãêá�áëåßøïõí �ïí £ðáñÜäåéóï �ïõ Cantor¤, ðñþ�ïò ï Russell åðé÷åßñçóå�ç £óù�çñßá¤ �çò óõíïëïèåùñßáò áðü �çí êá�áó�ñïöÞ ìå �çí ðåñéþíõìÞ �ïõèåùñßá �ùí �ýðùí (theory of types), ç ïðïßá üìùò åßíáé äýó÷ñçó�ç ó�éò åöáñ-ìïãÝò êáé äåí Ýãéíå ãåíéêÜ áðïäåê�Þ áðü �çí ðëåéïíü�ç�á �ùí ìáèçìá�éêþí.6Ó÷åäüí ðáñÜëëçëá ìå �ïí Russell, ï Zermelo ðñü�åéíå �ï 1908 ìéá äéáöïñå�éêÞëýóç ðïõ ìå �á ÷ñüíéá êáé �çí åñãáóßá ðïëëþí åîåëß÷�çêå ó�ç óýã÷ñïíç èåùñßá�ùí óõíüëùí, üðùò �çí ìåëå�Üìå êáé �çí åöáñìüæïõìå óÞìåñá.Ó�ï ðñþ�ï �ïõ äçìïóßåõìá ó' áõ�ü �ï èÝìá �ï 1908 ï Zermelo áí�éìå�þðéóå�ï ðñüâëçìá ðñáê�éêÜ. ×ùñßò áìöéâïëßá ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò Þ�áíåóöáëìÝíç, áõ�ü åßíáé ðñïöáíÝò áðü �ï ðáñÜäïîï �ïõ Russell. Áðü �çí Üëëç
6Ç èåùñßá �ùí �ýðùí åß÷å ìåãÜëç åðßäñáóç ó�çí åîÝëéîç �çò öéëïóïößáò êáé ëïãéêÞò êáéìåñéêÝò áðü �éò âáóéêÝò éäÝåò �çò âñÞêáí �åëéêÜ �ç èÝóç �ïõò êáé ó�ç èåùñßá óõíüëùí.
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 25ìåñéÜ, ïé óõãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò áõ�Þò �çò áñ÷Þò ó�éò áðïäåßîåéò �ùí âáóé-êþí èåùñçìÜ�ùí ãéá �á óýíïëá (üðùò áõ�þí ó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï) åßíáéåëÜ÷éó�åò, áðëÝò, êÜðùò ðñïöáíåßò, êáé öáéíïìåíéêÜ ìç ðñïâëçìá�éêÝò.£Ó' áõ�Ýò �éò ðåñéó�Üóåéò, äåí õðÜñ÷åé áõ�Þ �ç ó�éãìÞ ãéá ìáò êáìßáÜëëç åðéëïãÞ ðáñÜ íá ðñï÷ùñÞóïõìå ðñïò �çí áí�ßèå�ç êá�åýèõíóç [áðüáõ�Þí �çò �åíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò℄ êáé, îåêéíþí�áò áðü �ç èåùñßáóõíüëùí üðùò áõ�Þ Ý÷åé åîåëé÷èåß éó�ïñéêÜ, íá áíáæç�Þóïõìå áõ�ïýò�ïõò êáíüíåò ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�ïé ãéá �çí åäñáßùóç �ùí èåìåëßùí áõ-�ïý �ïõ êëÜäïõ �ùí ìáèçìá�éêþí. �éá íá ëýóïõìå áõ�ü �ï ðñüâëçìáðñÝðåé, áðü �ç ìéá ìåñéÜ, íá ðåñéïñßóïõìå áõ�ïýò �ïõò êáíüíåò áñêå�Üþó�å íá áðïêëåßóïõìå üëåò �éò áí�éöÜóåéò êáé, áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ðñÝ-ðåé íá �ïõò äå÷�ïýìå áñêå�Ü éó÷õñïýò þó�å íá äéá�çñÞóïõìå ü,�é åßíáéðïëý�éìï ó' áõ�Þ �ç èåùñßá¤.Ìå Üëëá ëüãéá, ï Zermelo ðñü�åéíå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �éò Üìåóåò äéáéóèÞ-óåéò �ïõ Cantor ãéá �á óýíïëá ðïõ ìáò ïäÞãçóáí ó�çí åóöáëìÝíç �åíéêÞ Áñ÷ÞÓõìðåñßëçøçò ìå ìåñéêÜ áîéþìá�á, õðïèÝóåéò ãéá �á óýíïëá ðïõ �éò äå÷üìáó�å£åî áíÜãêçò¤, åðåéäÞ åßíáé áðáñáß�ç�åò ãéá �éò áðïäåßîåéò �ùí âáóéêþí áðï�åëå-óìÜ�ùí �çò õðÜñ÷ïõóáò èåùñßáò.Ìå ìéá �Ý�ïéá áìößâïëç, ó÷åäüí ýðïð�ç öéëïóïöéêÞ âÜóç îåêßíçóå ç áîéù-ìá�éêÞ óõíïëïèåùñßá, óßãïõñá Ýíá áðü �á ðéï óçìáí�éêÜ åðé�åýãìá�á �çòåðéó�Þìçò �ïõ 20ïý áéþíá. ¸íá ìåãÜëï ðëåïíÝê�çìá ðïõ åß÷å, üìùò, áðü �çíáñ÷Þ, Þ�áí ç ìåãáëïöõÀá �ïõ Zermelo, ðïõ åðÝëåîå Ýíá åîáéñå�éêÜ öõóéêü êáéåý÷ñçó�ï óýó�çìá áîéùìÜ�ùí. ÊáíÝíá áðü �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo äåí Ý÷åéáöáéñåèåß Þ óçìáí�éêÜ áíáèåùñçèåß êáé (ìÝ÷ñé ðñüóöá�á) ìüíï äýï áîéþìá�áðñïó�Ýèçêáí ó�á åö�Ü äéêÜ �ïõ ó�ç äåêáå�ßá 20 { 30, ÷ñÞóéìá ãéá �çí ïìáëÞáíÜð�õîç �çò óõíïëïèåùñßáò áëëÜ ðïõ äåí áããßæïõí �éò åöáñìïãÝò �çò ó�á êëá-óéêÜ ìáèçìá�éêÜ. ÅðéðëÝïí, �ï êáèÝíá áðü �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo åêöñÜæåéìéá äéáéóèç�éêÜ ðñïöáíÞ éäéü�ç�á �ùí óõíüëùí ðïõ êá�Ü öõóéêü �ñüðï óõíá-í�Üìå ó�á ìáèçìá�éêÜ. Ìå �ï ðÝñáóìá �ùí ÷ñüíùí êáé �ç ÷ñÞóç äçìéïõñãÞ-èçêå ìéá êáéíïýñéá äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá £åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ¤ ðïõ äåí ïäçãåßóå áí�éöÜóåéò êáé ãéá �çí ïðïßá �á áîéþìá�á �çò óõíïëïèåùñßáò åßíáé �åëåßùòðñïöáíÞ. Èá åðáíÝëèïõìå ó�ï ðñüâëçìá �çò èåìåëéáêÞò âÜóçò �çò óõíïëïèåù-ñßáò, êáëý�åñá ðñïå�ïéìáóìÝíïé ìå�Ü �ç ìåëÝ�ç �ùí âáóéêþí, ìáèçìá�éêþí �çòáðï�åëåóìÜ�ùí.Ôï âáóéêü ðñü�õðï ãéá �çí áîéùìá�ïðïßçóç �çò óõíïëïèåùñßáò Þ�áí âÝâáéáç áîéùìá�éêÞ ãåùìå�ñßá �ïõ Åõêëåßäç, ðïõ ãéá 2.000 ÷ñüíéá åß÷å åäñáéùèåß ùò�ï £�Ýëåéï¤ ðáñÜäåéãìá ìáèçìá�éêÞò èåùñßáò. Áí ìç �é Üëëï, ç áîéùìá�éêÞ ìÝ-èïäïò îåêáèáñßæåé �á íåñÜ êáé ìáò åðé�ñÝðåé íá äéá÷ùñßóïõìå ü,�é ìáèçìá�éêÝòäõóêïëßåò êáé áí�éöÜóåéò ßóùò õðÜñ÷ïõí ó�éò âáóéêÝò äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá �á ìá-èçìá�éêÜ áí�éêåßìåíá ðïõ ìåëå�Üìå, áðü �õ÷üí ðñïâëÞìá�á �çò ëïãéêÞò, äçëáäÞðéèáíÜ ëÜèç ó�éò áðïäåßîåéò ìáò. ¼ðùò ðñï÷ùñÜìå ó�ç ìåëÝ�ç �ùí ðïñéóìÜ�ùíáðü �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo, èá åßíáé ðïëëÝò öïñÝò ÷ñÞóéìï íá õðåíèõìßæïõìåó�ïí åáõ�ü ìáò �ï ðáñÜäåéãìá �çò ãåùìå�ñßáò �ïõ Åõêëåßäç.
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26 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá3.6. Ç áîéùìá�éêÞ âÜóç �çò óõíïëïèåùñßáò. Äå÷üìáó�å åîáñ÷Þò ü�é õðÜñ-÷åé Ýíá ðåäßï Þ êüóìïò (universe) áí�éêåéìÝíùíW , ìåñéêÜ áðü �á ïðïßá åßíáéóýíïëá, êáé êÜðïéåò ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò ó�ïW , áíÜìåóÜ �ïõòïé âáóéêÝò óõíèÞêåòx = y ⇐⇒ �ï áí�éêåßìåíï x åßíáé �ï ßäéï ìå �ï y;Set(x) ⇐⇒ �ï x åßíáé óýíïëï;x ∈ y ⇐⇒ Set(y) êáé �ï x åßíáé ìÝëïò �ïõ y:Ôá áí�éêåßìåíá �ïõ W ðïõ äåí åßíáé óýíïëá �á ëÝìå Ü�ïìá (atoms Þ ure-lements), áëëÜ äåí áðáé�ïýìå �çí ýðáñîÞ �ïõò· äçëáäÞ áöÞíïõìå áíïéê�ü �ïåíäå÷üìåíï üëá �á áí�éêåßìåíá íá åßíáé óýíïëá. Ïé ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáé ïé�åëåó�Ýò äåí åßíáé ïý�å óýíïëá ïý�å Ü�ïìá.¸�óé âÝâáéá áñ÷ßæåé êÜèå áîéùìá�éêÞ èåùñßá. Ó�çí Åõêëåßäåéï �åùìå�ñßáîåêéíÜìå ìå �çí õðüèåóç ü�é õðÜñ÷ïõí óçìåßá, ãñáììÝò êáé äéÜöïñá Üëëá ãåù-ìå�ñéêÜ áí�éêåßìåíá, êáé ü�é ìåñéêÝò âáóéêÝò, ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõí ïñéó�åßðÜíù ó' áõ�Ü, ð.÷. Ý÷åé íüçìá íá ñù�Þóïõìå áí £�ï óçìåßï P êåß�áé ó�çí åõ-èåßá L¤. Êá�üðéí äéá�õðþíïõìå �á êëáóéêÜ áîéþìá�á �ïõ Åõêëåßäç ãé' áõ�Ü �ááí�éêåßìåíá êáé ðñï÷ùñÜìå íá áðïäåßîïõìå óõìðåñÜóìá�Ü �ïõò. Ç �åùìå�ñßáåßíáé êÜðùò ðåñßðëïêç, õðÜñ÷ïõí ðïëëþí åéäþí âáóéêÜ áí�éêåßìåíá êáé ðïëëÜëåð�Ü áîéþìá�á ðïõ �á óõíäÝïõí. Óå óýãêñéóç ì' áõ�Þí, ç óõíïëïèåùñßá �ïõZermelo åßíáé ëé�Þ, áóêç�éêÞ: Ý÷åé ìüíï óýíïëá êáé Ü�ïìá, êáé ìüíï åö�Ü, áðëÜáîéþìá�á ðïõ �á óõíäÝïõí. Ó�ï õðüëïéðï áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ èá äéá�õðþ-óïõìå Ýîé áð' áõ�Ü �á áîéþìá�á, ìå ëßãá ó÷üëéá êáé ðáñáäåßãìá�á. Åßíáé êÜðùòåõêïëü�åñï íá áíáâÜëïõìå �ç äéá�ýðùóç �ïõ �åëåõ�áßïõ, Ýâäïìïõ áîéþìá�ïòìÝ÷ñéò ü�ïõ êá�áíïÞóïõìå ìåñéêÜ áðü �á óõìðåñÜóìá�á �ùí ðñþ�ùí Ýîé ó�ááìÝóùò åðüìåíá êåöÜëáéá.3.7. (I) Áîßùìá ¸ê�áóçò (Axiom of Extensionality). �éá êÜèå óýíïëï Aêáé êÜèå óýíïëï B,A = B ⇐⇒ (∀x)[x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B]:3.8. (II) Áîßùìá �ïõ Êåíïý Óõíüëïõ êáé �ïõ Æåýãïõò (Emptyset andPairset Axiom). (a) ÕðÜñ÷åé Ýíá £óõìâá�éêü¤ óýíïëï ∅ ðïõ äåí Ý÷åé êáíÝíáìÝëïò. (b) �éá êÜèå x êáé êÜèå y, õðÜñ÷åé óýíïëï {x; y} ìå ìïíáäéêÜ ìÝëç �áx êáé y, Ý�óé ðïõ íá éêáíïðïéåß�áé ç éóïäõíáìßát ∈ A ⇐⇒ t = x ∨ t = y: (3-2)Ôï Áîßùìá ¸ê�áóçò óõíåðÜãå�áé ü�é ìüíï Ýíá êåíü óýíïëï õðÜñ÷åé, êáé ü�éãéá üëá �á x; y, ìüíï Ýíá óýíïëï A éêáíïðïéåß �çí (3-2). Áõ�ü �ï äéóýíïëï�ùí x êáé y �ï óõìâïëßæïõìå
{x; y} =ïñ �ï ìïíáäéêü óýíïëï ìå ìüíá ìÝëç �á x; y:Áí x = y, �ü�å {x; x} = {x} åßíáé �ï ìïíïóýíïëï �ïõ áí�éêåéìÝíïõ x.
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 27×ñçóéìïðïéþí�áò áõ�ü �ï áîßùìá ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ðïëëÜ áðëÜóýíïëá, ð.÷. �á
∅; {∅}; {{∅}}; {∅; {∅}}; {{∅}; {{∅}}}; : : : ;áëëÜ êáèÝíá áð' áõ�Ü Ý÷åé �ï ðïëý äýï ìÝëç!3.9. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é ∅ 6= {∅}.3.10. (III) Áîßùìá Åîåéäßêåõóçò Þ Äéá÷ùñéóìïý. (Separation Axiom ÞAussonderungsaxiom).�éá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ìïíïìåëÞ, ïñéó�éêÞ óõí-èÞêç P , õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï B ðïõ éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßáx ∈ B ⇐⇒ x ∈ A&P (x): (3-3)Áðü �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò ðÜëé, ìüíï Ýíá B ìðïñåß íá éêáíïðïéåß �çí (3-3) êáé�ï óõìâïëßæïõìå B = {x ∈ A | P (x)}:×áñáê�çñéó�éêÞ óõìâïëÞ �ïõ Zermelo, áõ�ü �ï áîßùìá åßíáé ðñïöáíþò ðåñéï-ñéóìüò �çò �åíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò ðïõ óõíåðÜãå�áé ðïëëÜ áðü �á £áãáèÜ¤ðïñßóìá�Ü �çò. �.÷. ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �çí �ïìÞ êáé �ç äéáöïñÜ äýï óõíü-ëùí ùò A ∩B =ïñ {x ∈ A | x ∈ B};A \B =ïñ {x ∈ A | x =∈ B}:Ç áðüäåéîç �ïõ ðáñÜäïîïõ �ïõ Russell ìáò äßíåé Ýíá èåþñçìá:3.11. Èåþñçìá. �éá êÜèå óýíïëï A, �ï óýíïëïr(A) =ïñ {x ∈ A | x =∈ x} (3-4)äåí åßíáé ìÝëïò �ïõ A. ¸ðå�áé ü�é ç óõëëïãÞ üëùí �ùí óõíüëùí äåí åßíáéóýíïëï, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé óýíïëï V ðïõ íá éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßáx ∈ V ⇐⇒ Set(x):Áðüäåéîç. �ñïóÝî�å ðñþ�á ü�é �ï r(A) åßíáé óýíïëï áðü �ï Áîßùìá Äéá-÷ùñéóìïý. Áí (ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï) r(A) ∈ A, �ü�å (üðùò êáé ðñéí) éó÷ýåéç éóïäõíáìßá r(A) ∈ r(A) ⇐⇒ r(A) =∈ r(A);ðïõ ðñïöáíþò åßíáé áí�éöá�éêÞ. ⊣3.12. (IV) Áîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ (Powerset Axiom). �éá êÜèå óýíïëïA, õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï B ìå ìüíá ìÝëç �á õðïóýíïëá �ïõ A, äçëáäÞX ∈ B ⇐⇒ Set(X) &X ⊆ A: (3-5)Ï óõìâïëéóìüò X ⊆ A åßíáé óõí�üìåõóç �ïõ (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A]. Ôï Áîßùìá¸ê�áóçò óõíåðÜãå�áé ü�é ãéá êÜèå A, ìüíï Ýíá óýíïëï éêáíïðïéåß �çí (3-5) êéáõ�ü åßíáé âÝâáéá �ï äõíáìïóýíïëï �ïõ A, óõìâïëéêÜ

P(A) =ïñ {X | Set(X) &X ⊆ A}:
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28 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá3.13. ¢óêçóç. P(∅) = {∅} êáé P({∅}) = {∅; {∅}}.3.14. ¢óêçóç. �éá êÜèå óýíïëï A, õðÜñ÷åé óýíïëï B �ïõ ïðïßïõ ìÝëç åßíáéáêñéâþò üëá �á ìïíïóýíïëá �ùí ìåëþí �ïõ A, äçëáäÞx ∈ B ⇐⇒ (∃t ∈ A)[x = {t}]:3.15. (V) Áîßùìá ¸íùóçò (Unionset Axiom). �éá êÜèå óýíïëï E , õðÜñ÷åéÝíá óýíïëï B ìå ìÝëç �á ìÝëç �ùí ìåëþí �ïõ E , ðïõ éêáíïðïéåß äçëáäÞ �çíéóïäõíáìßá t ∈ B ⇐⇒ (∃X ∈ E)[t ∈ X]: (3-6)Áðü �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò ðÜëé, ãéá êÜèå E , ìüíï Ýíá óýíïëï éêáíïðïéåß �çí(3-6), �ï ïíïìÜæïõìå Ýíùóç �ïõ E êáé �ï óõìâïëßæïõìå ìå
⋃E =ïñ {t | (∃X ∈ E)[t ∈ X]}:Ï �åëåó�Þò �çò Ýíùóçò åßíáé ðéï ÷ñÞóéìïò ü�áí �ï E åßíáé ïéêïãÝíåéá óõ-íüëùí, äçëáäÞ ü�áí �ï E êáé êÜèå ìÝëïò �ïõ X ∈ E åßíáé óýíïëá. Áõ�Þ åßíáéç ðåñßð�ùóç ó�çí áðëïýó�åñç åöáñìïãÞ, ðïõ ìáò äßíåé (åðé�Ýëïõò) �ïí äéìåëÞ�åëåó�Þ �çò Ýíùóçò óõíüëùí: èÝ�ïõìåA ∪B =

⋃ {A;B}:÷ñçóéìïðïéþí�áò �á áîéþìá�á (II) êáé (V), êáé õðïëïãßæïõìåt ∈ A ∪B ⇐⇒ (∃X ∈ {A;B})[t ∈ X]

⇐⇒ t ∈ A ∨ t ∈ B:3.16. ¢óêçóç. ⋃ ∅ =
⋃ {∅} = ∅.3.17. (VI) Áîßùìá Áðåßñïõ (Axiom of In�nity). ÕðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï Iðïõ ðåñéÝ÷åé �ï êåíü óýíïëï ∅ êáé �ï ìïíïóýíïëï êÜèå ìÝëïõò �ïõ, äçëáäÞ
∅ ∈ I & (∀x)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]:×ùñßò íá Ý÷ïõìå áõó�çñü ïñéóìü �ïõ £áðåßñïõ¤ áêüìç, åßíáé ðñïöáíÝò ü�éïðïéïäÞðï�å I éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò �ïõ áîéþìá�ïò åßíáé Üðåéñï, áöïý
∅ ∈ I & (∀x)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]:êáé üëá áõ�Ü �á óýíïëá åßíáé äéáöïñå�éêÜ áðü �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò. Ç äéáéóèç-�éêÞ áí�ßëçøç �ïõ áîéþìá�ïò �ïõ áðåßñïõ åßíáé ü�é áðáé�åß áêñéâþò �çí ýðáñîç�ïõ óõíüëïõ I = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : };áëëÜ åßíáé áðëïýó�åñï (êáé áñêåß) íá äå÷�ïýìå ãéá �ï I �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞéäéü�ç�á �ïõ áîéþìá�ïò.Ç êïéíÞ áí�ßëçøç öéëïóüöùí êáé ìáèçìá�éêþí �ïõ 19ïõ áéþíá Þ�áí ü�é çýðáñîç áðåßñùí óõíüëùí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß, êáé åéäéêü�åñá, ü�é åßíáé åöéê�üíá £êá�áóêåõÜóïõìå¤ �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí áðü �ï �ßðï�á, £ìüíï ìå�ç ËïãéêÞ¤. ¼ëåò ïé áðïäåßîåéò ðïõ åß÷áí ðñï�áèåß ó�çñßæïí�áí ó�çí åóöáëìÝíç
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 29�åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò êáé ïäçãïýóáí óå áí�éöÜóåéò. ÓÞìåñá êá�áëáâáß-íïõìå �á ðñÜãìá�á êÜðùò êáëý�åñá: ç ËïãéêÞ ìðïñåß íá �áîéíïìÞóåé �ïõò ïñ-èïýò �ñüðïõò �ïõ £óêÝð�åóèáé¤, áëëÜ (áðü �ç öýóç �çò) äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé�çí ýðáñîç ïõäåíüò, ðüóï ìÜëëïí áðåßñùí óõíüëùí. Ìå �ç óùó�Þ êáé óáöÞáí�éìå�þðéóç áõ�ïý �ïõ èÝìá�ïò ó�ç äéá�ýðùóç îÝ÷ùñïõ Áîéþìá�ïò Áðåßñïõ, ïZermelo Ýêáíå ìéá éäéáß�åñá óçìáí�éêÞ ðñïóöïñÜ ó�ç äéáäéêáóßá áðïâïëÞò áðü�ç ËïãéêÞ ïí�ïëïãéêþí áðáé�Þóåùí êáé ó�ç äéá÷þñéóÞ �çò áðü �ç ìáèçìá�éêÞáíÜð�õîç �çò óõíïëïèåùñßáò, ðñïò üöåëïò êáé �ùí äýï êëÜäùí.3.18. Áîéþìá�á ãéá ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò. Ï Zermelo äÝ÷�çêå�éò ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò äéáéóèç�éêÜ, �éò ðåñéÝãñáøå ðåñßðïõ üðùò �éò ðåñéãñÜ-øáìå êáé åìåßò ó�ï 3.4, êáé ÷ñçóéìïðïßçóå óå åöáñìïãÝò �ïõ Áîéþìá�ïò Åîåéäß-êåõóçò ðïëëÝò ðïëýðëïêåò óõíèÞêåò ÷ùñßò îÝ÷ùñç áðüäåéîç �çò £ïñéó�éêü�ç�Üò¤�ïõò. Áõ�ü èá êÜíïõìå êáé åìåßò, åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò ïñéó�éêü�ç�áò åßíáé âá-ñå�Ýò êáé óðÜíéá âïçèïýí �çí êá�áíüçóç. Áîßæåé üìùò åäþ, ãéá ìéá öïñÜ, íááðáñéèìÞóïõìå �éò åëÜ÷éó�åò (êáé ðñïöáíåßò) éäéü�ç�åò �ùí ïñéó�éêþí óõíèçêþíêáé �åëåó�þí ðïõ áñêïýí ãéá íá ó�çñßîïõí üëåò �éò áðïäåßîåéò ðïõ èá äþóïõìå.1. Ïé åîÞò âáóéêÝò óõíèÞêåò åßíáé ïñéó�éêÝò:x = y ⇐⇒ïñ �ï x êáé �ï y åßíáé �ï ßäéï áí�éêåßìåíï;Set(x) ⇐⇒ïñ �ï x åßíáé óýíïëï;x ∈ y ⇐⇒ïñ Set(y) êáé �ï x åßíáé ìÝëïò �ïõ y;2. �éá êÜèå áí�éêåßìåíï 
 êáé êÜèå n, ï ó�áèåñüò �åëåó�Þò n ìå�áâëç�þíF (x1; : : : ; xn) = 
åßíáé ïñéó�éêüò.3. ÊÜèå �åëåó�Þò ðñïâïëÞòFi(x1; : : : ; xn) = xi (1 ≤ i ≤ n)åßíáé ïñéó�éêüò.4. Áí ç P åßíáé ïñéó�éêÞ óõíèÞêç n + 1 ìå�áâëç�þí êáé ãéá êÜèå n-Üäá~x = x1; : : : ; xn áí�éêåéìÝíùí õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá w ðïõ éêáíïðïéåß �çíP (~x; w), �ü�å ï �åëåó�ÞòF (~x) = �ï ìïíáäéêü w þó�å P (~x; w)åßíáé ïñéó�éêüò.5. Áí ç Q åßíáé ïñéó�éêÞ óõíèÞêç m ìå�áâëç�þí, áí êÜèå Fi åßíáé ïñéó�éêüò�åëåó�Þò n ìå�áâëç�þí ãéá i = 1; : : : ;m, êáé áíP (~x) ⇐⇒ïñ Q(F1(~x); : : : ; Fm(~x));�ü�å ç óõíèÞêç P åßíáé åðßóçò ïñéó�éêÞ.6. Áí ïé Q, R êáé S åßíáé ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò ìå �ïí ðñïöáíÞ áñéèìü ìå�á-âëç�þí, �ü�å ïñéó�éêÝò åßíáé êáé ïé óõíèÞêåò ðïõ ïñßæïí�áé áð' áõ�Ýò ìå
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30 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�éò áðëÝò ðñÜîåéò �çò ëïãéêÞò, ùò åîÞò:P1(~x) ⇐⇒ïñ ¬P (~x) ⇐⇒ ç P (~x) äåí áëçèåýåé;P2(~x) ⇐⇒ïñ Q(~x) & R(~x)⇐⇒ ç Q(~x) êáé ç R(~x) áëçèåýïõí;P3(~x) ⇐⇒ïñ Q(~x) ∨R(~x) ⇐⇒ ìéá áðü �éò Q(~x); R(~x) áëçèåýåé;P4(~x) ⇐⇒ïñ (∃y)S(~x; y) ⇐⇒ ãéá êÜðïéï y; áëçèåýåé ç S(~x; y);P5(~x) ⇐⇒ïñ (∀y)S(~x; y) ⇐⇒ ãéá êÜèå y; áëçèåýåé ç S(~x; y):¼ëåò ïé óõíèÞêåò êáé ïé �åëåó�Ýò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìðïñïýí íá áðïäåé-÷�ïýí ïñéó�éêÝò ìå áíáöïñÜ ó' áõ�Ýò �éò áðëÝò éäéü�ç�åò. Åê�üò üìùò áðü Ýíáðñüâëçìá ó�ï �Ýëïò áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ (ãé' áõ�ïýò ðïõ åíäéáöÝñïí�áé ó�çëïãéêÞ), èá ðáñáëåßøïõìå �Ý�ïéåò �å÷íéêÝò áðïäåßîåéò ïñéó�éêü�ç�áò êáé óõì-âïõëåýïõìå �ïí áíáãíþó�ç íá êÜíåé �ï ßäéï: ìáò áðïìáêñýíïõí áðü �ï êýñéïÝñãï ìáò, ðïõ åßíáé íá ìåëå�Þóïõìå �á óýíïëá êáé ü÷é �éò ïñéó�éêÝò óõíèÞêåòêáé �ïõò �åëåó�Ýò.3.19. ÊëÜóåéò. ¸÷ïí�áò áðïññßøåé ìå �üóåò öáìöÜñåò �ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõ-ìðåñßëçøçò, èá éó÷õñéó�ïýìå �þñá ü�é ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P ,õðÜñ÷åé ìéá êëÜóç A = {x | P (x)}; (3-7)�Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå áí�éêåßìåíï x,x ∈ A ⇐⇒ P (x): (3-8)�éá íá äþóïõìå íüçìá ó' áõ�Þ �çí áñ÷Þ êáé íá �çí áðïäåßîïõìå, ÷ñåéáæüìáó�åÝíá óõìâá�éêü óõìâïëéóìü êáé �ç óçìáí�éêÞ Ýííïéá �çò £êëÜóçò¤. ÊÜèå óýíïëïèá åßíáé êëÜóç, áëëÜ åîáé�ßáò �ïõ �áñáäüîïõ �ïõ Russell 3.5, áðáñáé�Þ�ùòõðÜñ÷ïõí êëÜóåéò ðïõ äåí åßíáé óýíïëá áëëéþò ïé (3-7) êáé (3-8) ìáò ïäçãïýíáìÝóùò ó�ï �áñÜäïîï �ïõ Russel, ó�çí ðåñßð�ùóç P (x) ⇐⇒ Set(x) &x =∈ x.Êá�áñ÷Þí áò óõìöùíÞóïõìå ü�é ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ, ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P , èáãñÜöïõìå óõíþíõìá x ∈ P ⇐⇒ P (x):�áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, áí Set åßíáé ç âáóéêÞ óõíèÞêç �ïõ £åßíáé óýíïëï¤, áðïäß-äïõìå áêñéâþò �ï ßäéï íüçìá ó�éò åêöñÜóåéòx ∈ Set ⇐⇒ Set(x) ⇐⇒ �ï x åßíáé óýíïëï:Ôßðï�á êáéíïýñéï ó' áõ�ü, ìüíï Ýíáò áðëüò, óõìâá�éêüò óõìâïëéóìüò.Ç ìïíïìåëÞò óõíèÞêç P åßíáé éóïìåëÞò (ßóç óå Ýê�áóç, 
oextensive) ìå Ýíáóýíïëï A, áí �á áí�éêåßìåíá ðïõ �çí éêáíïðïéïýí åßíáé áêñéâþò �á ìÝëç �ïõ A,óõìâïëéêÜ P =e A ⇐⇒ïñ (∀x)[P (x) ⇐⇒ x ∈ A]: (3-9)�éá ðáñÜäåéãìá, áí P (x) ⇐⇒ x 6= x;
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 31�ü�å P =e ∅. Áðü �ï �áñÜäïîï �ïõ Russell 3.5, õðÜñ÷ïõí óõíèÞêåò ðïõ äåíåßíáé éóïìåëåßò ìå óýíïëá. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ìéá ìïíïìåëÞò, ïñéó�éêÞ óõí-èÞêç P åßíáé éóïìåëÞò �ï ðïëý ìå Ýíá óýíïëï: åðåéäÞ áí P =e A êáé åðßóçòP =e B, �ü�å ãéá êÜèå x,x ∈ A ⇐⇒ P (x) ⇐⇒ x ∈ B;êáé A = B áðü �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò.Åî ïñéóìïý, ìéá êëÜóç (
lass) A åßíáé åß�å óýíïëï, åß�å ìïíïìåëÞò, ïñéó�éêÞóõíèÞêç ðïõ äåí åßíáé éóïìåëÞò ìå êáíÝíá óýíïëï. Óå êÜèå ìïíïìåëÞ óõíèÞêçP áí�éó�ïé÷ßæïõìå �çí êëÜóç
{x | P (x)} =ïñ 





�ï ìïíáäéêü óýíïëï A �Ý�ïéï þó�å P =e A;áí P =e A ãéá êÜðïéï óýíïëï A;P; áëëéþò: (3-10)Áí A =ïñ {x | P (x)}, �ü�å åß�å ç P åßíáé éóïìåëÞò ìå êÜðïéï óýíïëï, ïðü�åP =e A êáé áðü �ïí ïñéóìü x ∈ A ⇐⇒ P (x), åß�å ç P äåí åßíáé éóïìåëÞò ìåêáíÝíá óýíïëï, ïðü�å A = P êáéx ∈ A ⇐⇒ x ∈ P ⇐⇒ P (x) (áðü �ï óõìâá�éêü óõìâïëéóìü):Áõ�ü åßíáé áêñéâþò ç �åíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò ãéá ÊëÜóåéò ðïõ äéá�õðþóáìåðéï ðÜíù ó�éò (3-7) êáé (3-8).3.20. ¢óêçóç. �éá êÜèå óýíïëï A,
{x | x ∈ A} = A;Üñá êÜèå óýíïëï åßíáé êëÜóç. Äåßîå åðßóçò ü�é

{X | Set(X) &X ⊆ A} = P(A):3.21. ¢óêçóç. Ïé êëÜóåéò W üëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí êáé Set üëùí �ùí óõíü-ëùí äåí åßíáé óýíïëá.Áí ç P åßíáé ìéá n-ìåëÞò ïñéó�éêÞ óõíèÞêç êáé ï F Ýíáò n-ìåëÞò ïñéó�éêüò�åëåó�Þò, èÝ�ïõìå:
{F (~x) | P (~x)} =ïñ {w | (∃~x)[P (~x) &w = F (~x)]}: (3-11)�áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, ãéá F (x) = {x},

{{x} | x = x} = {w | (∃x)[w = {x}]} = Ç êëÜóç üëùí �ùí ìïíïóõíüëùí:3.22. ¢óêçóç. Ç êëÜóç {{x} | x = x} üëùí �ùí ìïíïóõíüëùí äåí åßíáé óý-íïëï.3.23. ¢óêçóç. �éá êÜèå êëÜóç A,ç A åßíáé óýíïëï ⇐⇒ ãéá êÜðïéá êëÜóç B;A ∈ B
⇐⇒ ãéá êÜðïéï óýíïëï X;A ⊆ X;üðïõ ç ó÷Ýóç £õðïêëÜóçò¤ ïñßæå�áé üðùò êáé ãéá �á óýíïëá,A ⊆ B ⇐⇒ïñ (∀x)[x ∈ A=⇒x ∈ B]:
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32 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá3.24. ÅðéëïãÞ êáé Áí�éêá�Üó�áóç: ðñïóï÷Þ! Ç áîéùìá�ïðïßçóç �çò óõ-íïëïèåùñßáò äåí èá åßíáé ðëÞñçò ìÝ÷ñé íá åéóáãÜãïõìå �ï �åëåõ�áßï ÁîßùìáÅðéëïãÞò �ïõ Zermelo ó�ï ÊåöÜëáéï 8 êáé �ï ìå�áãåíÝó�åñï Áîßùìá Áí�éêá-�Üó�áóçò ó�ï ÊåöÜëáéï 11. ÕðÜñ÷ïõí óïâáñïß ëüãïé ãé' áõ�Ýò �éò áíáâïëÝò,ðïõ èá �ïõò åîçãÞóïõìå åí êáéñþ, áëëÜ åðßóçò õðÜñ÷ïõí óïâáñïß ëüãïé ãéá�çí åéóáãùãÞ áõ�þí �ùí áîéùìÜ�ùí: ðïëëÜ áðü �á áðëïýó�á�á óõíïëïèåù-ñç�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á âáóßæïí�áé ó' áõ�Ü �á áîéþìá�á, ìå�áîý �ïõò êáé ìåñéêÝòáðü �éò ðëÝïí âáóéêÝò áðïäåßîåéò �ïõ Êåöáëáßïõ 2. ÅðïìÝíùò, ìÝ÷ñé �ï ÊåöÜ-ëáéï 8 ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå éäéáß�åñá ü�é ïé áðïäåßîåéò ìáò ìðïñïýí ðñÜãìá�éíá äéêáéïëïãçèïýí ìå âÜóç �á áîéþìá�á (I) { (VI) êáé ü�é äåí Ý÷ïõìå áèÝëç�á÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé êÜðïéá Üëëç £ðñïöáíÞ¤ áëÞèåéá ãéá �á óýíïëá, �çí ïðïßá äåíÝ÷ïõìå áêüìç ïý�å áðïäåßîåé ïý�å óõìðåñéëÜâåé ó�á áîéþìá�á. Óå ìåñéêÜ ìÝñçèá áðïäåßîïõìå êÜ�é áóèåíÝó�åñï áõ�ïý ðïõ ðñÜãìá�é éó÷ýåé, åðåéäÞ ç ðëÞñçòáëÞèåéá ÷ñåéÜæå�áé ÅðéëïãÝò Þ Áí�éêá�Üó�áóç ãéá íá åðéâåâáéùèåß. Áõ�ü ìÜëëïíåßíáé êáëü: èá ìáò êñá�Þóåé åðéöõëáê�éêïýò êáé èá ìáò âïçèÞóåé íá ìÜèïõìåêáëý�åñá �çí �Ý÷íç �ïõ íá óõëëïãßæåóáé áîéùìá�éêÜ.3.25. �åñß á�üìùí.Ïé ðåñéóóü�åñåò óýã÷ñïíåò ìåëÝ�åò ó�çí áîéùìá�éêÞ óõ-íïëïèåùñßá äÝ÷ïí�áé åõèýò åî áñ÷Þò �ç ëåãüìåíç Áñ÷Þ Áãíü�ç�áò (Prin
ipleof Purity), ü�é äåí õðÜñ÷ïõí Ü�ïìá êáé ü�é üëá �á áí�éêåßìåíá ó�ï âáóéêü ìáòðåäßï áí�éêåéìÝíùí åßíáé óýíïëá. ¸÷åé ìéá åëêõó�éêÞ áðëü�ç�á ç éäÝá åíüò�Ý�ïéïõ ìáèçìá�éêïý êüóìïõ üðïõ �á ðÜí�á åßíáé óýíïëá. Áêïëïõèþí�áò �ïíZermelo Ý÷ïõìå åðé�ñÝøåé �çí ýðáñîç á�üìùí (÷ùñßò íá �çí áðáé�Þóïõìå), êõ-ñßùò åðåéäÞ áõ�ü êÜíåé �ç óõíïëïèåùñßá ðéï öõóéêÜ êáé Üìåóá åöáñìüóéìç ó�éòÜëëåò åðéó�Þìåò: èÝëïõìå �á áðï�åëÝóìá�Ü ìáò íá åßíáé åöáñìüóéìá óå óýíïëááðü ðëáíÞ�åò, ìüñéá Þ âá�ñÜ÷éá, êáé �á âá�ñÜ÷éá äåí åßíáé óýíïëá. ÏðùóäÞ-ðï�å, �ï êüó�ïò áõ�Þò �çò åðéëïãÞò åßíáé åëÜ÷éó�ï: óå ìåñéêÜ ìÝñç ðñÝðåé íáðïýìå £áí�éêåßìåíï¤, üðïõ ïé åîïñêéó�Ýò �ùí á�üìùí èá Ýëåãáí £óýíïëï¤. Åßíáéüìùò óçìáí�éêü íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é êáíÝíá áðü �á áîéþìá�Ü ìáò äåí áðáé�åß�çí ýðáñîç á�üìùí, êáé åðïìÝíùò êáíÝíá áðü �á óõìðåñÜóìá�Ü �ïõò äåí âá-óßæå�áé ó�á Ü�ïìá: ü,�é áðïäåßîïõìå ðáñáìÝíåé áëçèÝò ó�ïí êüóìï �ùí áãíþíóõíüëùí, åöüóïí âÝâáéá áõ�üò ï êüóìïò éêáíïðïéåß �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo.3.26. Áîéþìá�á ùò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ êüóìïõ W . ¼ðùò êáé íáöáí�áó�ïýìå �ï ðåäßï W �çò áîéùìá�éêÞò ìáò èåùñßáò, åßíáé ðñïöáíÝò ü�é äåíðåñéÝ÷åé üëá �á £ó�ïé÷åßá �çò äéáßóèçóçò Þ �ïõ ó�ï÷áóìïý ìáò¤ ó�çí Ýêöñáóç�ïõ Cantor: äåí ðåñéÝ÷åé ð.÷. áõ�üí �ïí ßäéï êüóìï W , ðïõ äåí åßíáé óýíïëïêáé ïðùóäÞðï�å åßíáé ó�ïé÷åßï �ïõ ó�ï÷áóìïý ìáò êáé áíáí�ßññç�ï ìáèçìá�éêüáí�éêåßìåíï. Áí äå÷�ïýìå ü�é õðÜñ÷ïõí ìáèçìá�éêÜ áí�éêåßìåíá Ýîù áðü �ï
W , �ü�å ìðïñïýìå (÷ñÞóéìá) íá èåùñÞóïõìå �á áîéþìá�á ùò éäéü�ç�åò êëåé-ó�ü�ç�áò �ïõ W . ÌÝ÷ñé ó�éãìÞò Ý÷ïõìå äå÷�åß ü�é �ï W ðåñéÝ÷åé �ï ∅, ü�éåßíáé êëåéó�ü ãéá �ïõò �åëåó�Ýò �ïõ æåýãïõò {x; y} (II), äõíáìïóõíüëïõ P(X)(IV) êáé Ýíùóçò ⋃E (V), ü�é ðåñéÝ÷åé êÜèå ïñéó�éêÞ õðïóõëëïãÞ êÜèå óõíüëïõ(III), êáé ü�é ðåñéÝ÷åé åðßóçò êÜðïéï óýíïëï I ìå �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á�ïõ Áîéþìá�ïò Áðåßñïõ (VI). Ìðïñïýìå áêüìç íá åñìçíåýóïõìå �ï Áîßùìá
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 33¸ê�áóçò (I) ùò éäéü�ç�á êëåéó�ü�ç�áò �ïõ W : ó�ç ìç �å�ñéììÝíç êá�åýèõíóÞ�ïõ, áðáé�åß ãéá üëá �á óýíïëá A;B �ç óõíåðáãùãÞA 6= B=⇒ (∃t)[t ∈ (A \B) ∪ (B \A)]; (3-12)äçëáäÞ êÜèå áíéóü�ç�á A 6= B ìå�áîý äýï óõíüëùí äéêáéïëïãåß�áé áðü êÜðïéï£íüìéìï¤ áí�éêåßìåíï t ∈ W ðïõ áíÞêåé ó�ï Ýíá êáé ü÷é ó�ï Üëëï.Áõ�Þ ç åñìçíåßá �ùí áîéùìÜ�ùí åßíáé óõìâá�Þ ìå äýï äéáöïñå�éêÝò áðüøåéò�ïõ êüóìïõ W . Ç ðñþ�ç èåùñåß �ïí êüóìï óáí êÜ�é ÷áþäåò, Üìïñöï, äýóêïëïó�çí êá�áíüçóç êáé áäýíá�ï íá ïñéó�åß: áëëÜ êÜèå áí�éêåßìåíï ðïõ áíÞêåéó�ïW åßíáé óõãêåêñéìÝíï, ïñéó�éêü, ïëïêëçñùìÝíï, êáé áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò �ùíáí�éêåéìÝíùí áñêïýí ãéá íá äéêáéïëïãÞóïõí �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ Wðïõ åêöñÜæïõí �á áîéþìá�á. Áò �çí ðïýìå áõ�Þ �ç ìåãÜëç Üðïøç �ïõ W . ÇìéêñÞ Üðïøç åßíáé ü�é ï êüóìïò W áðï�åëåß�áé áêñéâþò áðü åêåßíá �á áí�éêåß-ìåíá �ùí ïðïßùí �çí ýðáñîç £åããõþí�áé¤ �á áîéþìá�á, �á áí�éêåßìåíá äçëáäÞðïõ ìðïñïýí íá £êá�áóêåõáó�ïýí¤ ìå åðáíåéëçììÝíåò åöáñìïãÝò �ùí áîéùìÜ-�ùí: �á áîéþìá�á áëçèåýïõí ó�ï W åðåéäÞ óõìðåñéëÜâáìå ó' áõ�ü, åðß�çäåò,áêñéâþò üëá �á áí�éêåßìåíá ðïõ áðáé�ïýí�áé áðü �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò ðïõåêöñÜæïõí �á áîéþìá�á. Âåâáßùò, êáìßá áðü áõ�Ýò �éò áðüøåéò äåí ìáò äßíåéáõó�çñü, ìáèçìá�éêü ïñéóìü �ïõ W , áëëÜ åßíáé ðñïöáíÝò ü�é åêöñÜæïõí äéá-öïñå�éêÝò áðüøåéò �ïõ ìáèçìá�éêïý êüóìïõ �ùí óõíüëùí. Ìå �ç ìéêñÞ Üðïøç,ð.÷. äåí õðÜñ÷ïõí Ü�ïìá, áöïý êáíÝíá áðü �á áîéþìá�á äåí �á áðáé�åß, åíþ çìåãÜëç Üðïøç åðé�ñÝðåé âá�ñÜ÷éá áíÜìåóá ó�á áí�éêåßìåíá �ïõ W .ÕðÜñ÷ïõí åðé÷åéñÞìá�á ðïõ åõíïïýí êáé �éò äýï áõ�Ýò áðüøåéò, ïé ïðïßåòÝ÷ïõí ðáßîåé óçìáí�éêü ñüëï ó�ç öéëïóïößá �çò óõíïëïèåùñßáò, áêüìç êáé ó�çíðñáê�éêÞ �çò, õðïâÜëëïí�áò �ï åßäïò �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ áîßæïõí ìåëÝ�ç. Èáåðéó�ñÝøïõìå ó�ï èÝìá áõ�ü ó�ï ÊåöÜëáéï 11 êáé ó�ï �áñÜñ�çìá B, ü�áí èáÝ÷ïõìå �ç äõíá�ü�ç�á íá �ï óõæç�Þóïõìå êÜðùò ðéï óïâáñÜ. Åí �ù ìå�áîý,èá áíáöåñèïýìå óõ÷íÜ ó�á áîéþìá�á ùò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ W , ìéá÷ñÞóéìç êá�áíüçóÞ �ïõò ðïõ åßíáé óõìâá�Þ ìå êÜèå öéëïóïöéêÞ ðñüóâáóç ó�çóõíïëïèåùñßá.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 3x3.1. �éá êÜèå ìç êåíü óýíïëï E êáé ãéá êÜèò X ∈ E , ïñßæïõìå �çí �ïìÞ �ïõ
E ìÝóù �ïõ X,

⋂XE =ïñ {x ∈ X | (∀U ∈ E)[x ∈ U ]}:Äåßîå ü�é ãéá üëá �á ìÝëç X, Y �ïõ E ,
⋂XE =

⋂ Y E ;äçëáäÞ ç �ïìÞ ⋂XE åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �ïõ X ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�ïí ïñéóìü�çò, êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá �ç óõìâïëßæïõìå ⋂E ÷ùñßò íá äåß÷íïõìå áõ�ü�ï X. Äåßîå åðßóçò ü�é A ∩B =
⋂ {A;B}.
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34 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx3.2. �éá ïðïéáäÞðï�å óýíïëá A;B, åîÝ�áóå ðïéÝò áðü �éò ðáñáêÜ�ù êëÜóåéòåßíáé Þ ü÷é óýíïëï.1. {{∅; x} | x ∈ A}.2. {x | Set(x) &x 6= ∅}.3. {{x; y} | x ∈ A& y ∈ B}.4. {P(X) | X ⊆ A}.x3.3. Äåßîå áõó�çñÜ ü�é ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò åßíáé ïñéó�éêïß,÷ñçóéìïðïéþí�áò ìüíï �á (I) { (VI) êáé �á áîéþìá�á ó�ï 3.18. (Ôï 
 åßíáé�õ÷üí áí�éêåßìåíï.)P1(x) ⇐⇒ïñ x ∈ 
;P2(x; y; z) ⇐⇒ïñ z ∈ x;P3(X;Y ) ⇐⇒ïñ X ⊆ Y;P4(X;Y ) ⇐⇒ïñ X ∩ Y = ∅;P5(X;Y ) ⇐⇒ïñ P(X) ⊆ Y:
F1(x; y) =ïñ {x; y};F2(X) =ïñ ⋃X;F3(X) =ïñ P(X);F4(x) =ïñ {x};F5(X;Y ) =ïñ X ∪ Y:Ó�á õðüëïéðá ðñïâëÞìá�á �çò åíü�ç�áò áõ�Þò èåùñïýìå �çí Ýííïéá �çò éóï-äõíáìßáò êá�Ü �ï Zermelo, ç ïðïßá äéáéóèç�éêÜ éó÷ýåé ü�áí äõï óýíïëá åßíáééóïðëçèéêÜ. Áöïý ïñßóïõìå �éò óõíáñ�Þóåéò ìÝóá ó�çí áîéùìá�éêÞ èåùñßá �ïõZermelo ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï, �á ðñïâëÞìá�á áõ�Ü èá åßíáé åðïõóéþäç· �þñáüìùò, Ý÷ïõí åíäéáöÝñïí.3.27. Ïñéóìüò. Äýï óýíïëá A, B åßíáé îÝíá (disjoint) áí A ∩ B = ∅. Ôïóýíïëï W åßíáé óýíäåóìïò äýï îÝíùí óõíüëùí A êáé B (êá�Ü �ïí Zermelo),áí éó÷ýïõí ïé åîÞò �ñåéò óõíèÞêåò:1. Z ∈W =⇒ (∃x ∈ A; y ∈ B)[Z = {x; y}].2. �éá êÜèå x ∈ A, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá y ∈ B þó�å {x; y} ∈W .3. �éá êÜèå y ∈ B õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x ∈ A þó�å {x; y} ∈W .x3.4. Äåßîå ü�é áí �á A, B åßíáé îÝíá óýíïëá, �ü�å ç êëÜóç

Σ(A;B) = {W | �ï W åßíáé óýíäåóìïò �ïõ A ìå �ï B}åßíáé óýíïëï.3.28. Ïñéóìüò. Äýï óýíïëá A, B åßíáé éóïäýíáìá êá�Ü �ïí Zermelo áíõðÜñ÷åé �ñß�ï óýíïëï C îÝíï �ùí äýï êáé óýíäåóìïé �ïõ A ìå �ï C êáé �ïõ Bìå �ï C, óõìâïëéêÜ:A ∼Z B ⇐⇒ (∃C;W;W ′)[A ∩ C = ∅&B ∩ C = ∅
& W ∈ Σ(A;C) &W ′ ∈ Σ(B;C)].

∗ x3.5. Ç óõíèÞêç éóïäõíáìßáò �ïõ Zermelo Ý÷åé �éò åîÞò éäéü�ç�åò, ãéá üëá �áóýíïëá A, B, C: A ∼Z A;áí A ∼Z B; �ü�å B ∼Z A;áí (A ∼Z B&B ∼Z C); �ü�å A ∼Z C:
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ÊåöÜëáéï 3. �áñÜäïîá êáé áîéþìá�á 35

A CB
D W3W1

EW2 W4

ÄéÜãñáììá 3.1. Ç õðüèåóç �ïõ �ñß�ïõ ìÝñïõò �ïõ �ñïâëÞìá�ïò x3.5.Õðüäåéîç. �éá íá äåßîåéò ü�é A ∼Z A, ðñÝðåé íá âñåéò êÜðïéï óýíïëï C ìåA ∩ C = ∅ �Ý�ïéï þó�å íá õðÜñ÷åé óýíäåóìïò W �ïõ A ìå �ï C. Ç õðüèåóçãéá �çí (�åëåõ�áßá) ìå�áâá�éêÞ éäéü�ç�á åéêïíßæå�áé ó�ï ÄéÜãñáììá 3.1.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4
ÔÁ �ÁÍÔÁ ÓÕÍÏËÁ;

Ï åðüìåíïò ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íá äéåñåõíÞóïõìå áí �á âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á �çòäéáéóèç�éêÞò óõíïëïèåùñßáò �ïõ Êåöáëáßïõ 2 ìðïñïýí ðñÜãìá�é íá áðïäåé÷�ïýíìå âÜóç �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo. Åõèýò åî áñ÷Þò âñßóêïõìå ìéá äõóêïëßá:ï âáóéêüò ïñéóìüò �çò éóïðëçèéêü�ç�áò ÷ñçóéìïðïéåß �çí Ýííïéá �çò óõíÜñ�ç-óçò, ãéá íá ïñßóïõìå �çí Ýííïéá �ïõ áðáñéèìç�ïý ÷ñåéáæüìáó�å �ï óýíïëï N�ùí öõóéêþí áñéèìþí, �ï èåìåëéáêü èåþñçìá 2.21 �ïõ Cantor áíáöÝñå�áé ó�ïóýíïëï R �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ê.ëð. ÄçëáäÞ �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ Êå-öáëáßïõ 2 äåí áíáöÝñïí�áé ìüíï óå óýíïëá, áëëÜ åðßóçò óå óçìåßá, áñéèìïýò,óõíáñ�Þóåéò, Êáñ�åóéáíÜ ãéíüìåíá êáé ðïëëÜ Üëëá ìáèçìá�éêÜ áí�éêåßìåíá ðïõáðëÜ äåí åßíáé óýíïëá. �ïý èá âñïýìå áõ�Ü �á áí�éêåßìåíá ìÝóá ó�á áîéþìá�á�ïõ Zermelo ðïõ ìüíï ãéá óýíïëá ìéëÜíå;Ìéá ðñïöáíÞò ëýóç åßíáé íá õðïèÝóïõìå ü�é áõ�Ü �á ìç óýíïëá ðïõ ìáòåíäéáöÝñïõí åßíáé áíÜìåóá ó�á Ü�ïìá ðïõ åðé�ñÝðåé ç èåùñßá �ïõ Zermelo êáéíá ðñïóèÝóïõìå áîéþìá�á ðïõ åêöñÜæïõí �éò âáóéêÝò ìáò äéáéóèÞóåéò ãéá �áóçìåßá, �ïõò áñéèìïýò, �éò óõíáñ�Þóåéò ê.ëð. Áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé, áëëÜ åßíáéÜâïëï êáé õðÜñ÷åé ìéá ðïëý êáëý�åñç ëýóç.Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá �çò ìåèüäïõ ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå åßíáé ç £�áý�éóç¤ �çò(ðñïóáíá�ïëéóìÝíçò) ãåùìå�ñéêÞò åõèåßáò Π ìå �ï óýíïëï R �ùí ðñáãìá�éêþíáñéèìþí, ìÝóù �çò áí�éó�ïé÷ßáò ðïõ £�áõ�ßæåé¤ êÜèå óçìåßï P ∈ Π ìå �çí �å�ìç-ìÝíç �ïõ x(P ) ùò ðñïò Ýíá ðÜãéï, áñ÷éêü óçìåßï O ìå �å�ìçìÝíç x(O) = 0. Ôéáêñéâþò óçìáßíåé áõ�Þ ç £�áý�éóç¤;¼÷é âÝâáéá ü�é �á óçìåßá åßíáé ðñáãìá�éêïßáñéèìïß. Ïé Üíèñùðïé Ý÷ïõí Üìåóåò ãåùìå�ñéêÝò äéáéóèÞóåéò ãéá �á óçìåßá ðïõåßíáé Üó÷å�åò ìå �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõò êáé �éò åß÷áí ðñéí ï Des
artes áíáêáëý-øåé �çí áíáëõ�éêÞ ãåùìå�ñßá. ÊÜèå Áèçíáßïò �çò êëáóéêÞò åðï÷Þò êá�áëÜâáéíå�çí Ýííïéá �çò ðñü�áóçòÔï ÖÜëçñï åßíáé áíÜìåóá ó�ïí �åéñáéÜ êáé �ï Óïýíéï êá�Ü ìÞêïò �çòáê�Þò,áí êáé áãíïïýóå �çí áíáëõ�éêÞ ãåùìå�ñßá. �éï åíäåéê�éêÜ: ðïëëïß ìïñöùìÝíïéáñ÷áßïé Áèçíáßïé åß÷áí �Ýëåéá êá�áíüçóç �ïõ �õèáãüñåéïõ èåùñÞìá�ïò, ÷ùñßòíá îÝñïõí �ßðï�á ãéá óõí�å�áãìÝíåò. Áõ�ü ðïõ åííïïýìå ìå �çí £�áý�éóç¤ �ïõ
Π ìå �ï R åßíáé ü�é ç áí�éó�ïé÷ßá P 7→ x(P ) ìáò äßíåé ìéá ðéó�Þ áðåéêüíéóç�ïõ Π ó�ï R ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íá äþóïõìå áñéèìç�éêïýò ïñéóìïýò ãéá üëåò �éò÷ñÞóéìåò ãåùìå�ñéêÝò Ýííïéåò êáé íá ìåëå�Þóïõìå �éò ìáèçìá�éêÝò éäéü�ç�åò �ïõ37



38 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
Π ùò åÜí �á óçìåßá íá Þ�áí áñéèìïß. �éá ðáñÜäåéãìá: ç ðñü�áóç ðéï ðÜíùåêöñÜæå�áé ðéó�Ü ìå �éò áñéèìç�éêÝò áíéóü�ç�åòx(�åéñáéÜò) < x(ÖÜëçñï) < x(Óïýíéï);áí ïé �å�ìçìÝíåò áõîÜíïõí áðü �á äõ�éêÜ ðñïò �á áíá�ïëéêÜ. Ìå �ïí ßäéï �ñüðï,èá âñïýìå ðéó�Ýò áðåéêïíßóåéò ó�á óýíïëá üëùí �ùí ìáèçìá�éêþí áí�éêåéìÝíùíðïõ ÷ñåéáæüìáó�å êáé èá ìåëå�Þóïõìå �ç èåùñßá óõíüëùí ìå âÜóç ìüíï �ï ëé�üóýó�çìá �ùí áîéùìÜ�ùí �ïõ Zermelo, ùò åÜí üëá �á ìáèçìá�éêÜ áí�éêåß-ìåíá íá Þ�áí óýíïëá. Ôï ëåð�ü êáé ü÷é ðÜí�á �å�ñéììÝíï ðñüâëçìá åßíáé íáäéá�õðþóïõìå óå êÜèå ðåñßð�ùóç �ïí óùó�ü ïñéóìü �çò £ðéó�Þò áðåéêüíéóçò¤êáé íá áðïäåßîïõìå ü�é ìéá �Ý�ïéá ðéó�Þ áðåéêüíéóç õðÜñ÷åé.4.1. Äéá�å�áãìÝíï æåýãïò (Ordered pair). Èåùñïýìå ðñþ�á �ç âáóéêÞ Ýííïéá�ïõ (äéá�å�áãìÝíïõ) æåýãïõò. Äéáéóèç�éêÜ, �ï æåýãïò (x; y) åßíáé �ï £ðñÜãìá¤ðïõ Ý÷åé £ðñþ�ï ìÝëïò¤ �ï x êáé £äåý�åñï ìÝëïò¤ �ï y, êáé äéáöÝñåé áðü �ï ìçäéá�å�áãìÝíï æåýãïò áöïý (ð.÷.) {0; 1} = {1; 0} åíþ (0; 1) 6= (1; 0). ÅðïìÝíùòç ðñþ�ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �ïõ æåýãïõò åßíáé ç åîÞò:

(x; y) = (x′; y′) ⇐⇒ x = x′ & y = y′:(OP1)ÕðÜñ÷åé êáé ìéá äåý�åñç, ßóùò ëéãü�åñï ðñïöáíÞò ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �ïõæåýãïõò, ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íá ïñßóïõìå Êáñ�åóéáíÜ ãéíüìåíá: ãéá üëá �á óýíïëáA, B, ç êëÜóç A×B =ïñ {(x; y) | x ∈ A& y ∈ B} åßíáé óýíïëï.(OP2)Ôï ðñüâëçìá ëïéðüí �çò ðéó�Þò áðåéêüíéóçò �ïõ £æåýãïõò¤ ó�ç óõíïëïèåùñßáäéáìïñöþíå�áé ùò åîÞò: ðñÝðåé íá âñïýìå Ýíáí ïñéó�éêü �åëåó�Þ (x; y), �Ý�ïéïíþó�å ïé (OP1) êáé (OP2) íá óõíÜãïí�áé áðü �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo.4.2. ËÞììá. Ï �åëåó�Þò æåýãïõò �ïõ Kuratowski
(x; y) =ïñ {{x}; {x; y}} (4-1)éêáíïðïéåß �éò (OP1), (OP2).Áðüäåéîç. (OP1). Ç êá�åýèõíóç⇐= åßíáé ðñïöáíÞò. �éá �ç ìç �å�ñéììÝíçêá�åýèõíóç =⇒ îå÷ùñßæïõìå äýï ðåñéð�þóåéò:Áí x = y, �ü�å {x; y} = {x; x} = {x}, �ï (x; y) = {{x}; {x}} = {{x}} åßíáéìïíïóýíïëï, åðïìÝíùò êáé �ï ßóï �ïõ (x′; y′) åßíáé ìïíïóýíïëï, þó�å x′ = y′.ÅðïìÝíùò (x′; y′) = {{x′}} êáé áöïý áõ�ü åßíáé ßóï ìå �ï {{x}}, Ý÷ïõìå x = x′êáé áìÝóùò, åðßóçò, y = x = x′ = y′.Áí x 6= y, �ü�å ó�ï (x; y) áíÞêïõí �ï ìïíïóýíïëï {x} êáé �ï äéóýíïëï {x; y},êáé áõ�Ü ðñÝðåé íá áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìÝëç {x′} êáé {x′; y′} �ïõ ßóïõ óõíüëïõ

(x′; y′), äçëáäÞ {x} = {x′}, {x; y} = {x′; y′}, þó�å áìÝóùò x = x′ êáé y = y′.(OP2). Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å äýï óýíïëá A;B, õðÜñ÷åéóýíïëï C �Ý�ïéï þó�åx ∈ A& y ∈ B=⇒{{x}; {x; y}} ∈ C· (4-2)
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 39äéü�é áí éó÷ýåé áõ�ü, �ü�åA×B = {z ∈ C | (∃x ∈ A)(∃y ∈ B)[z = (x; y)]};êáé �ï A×B åßíáé óýíïëï áðü �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III). �éá íá äåßîïõìå�çí (4-2), õðïëïãßæïõìå:x ∈ A; y ∈ B =⇒ {x}; {x; y} ⊆ (A ∪B)=⇒ {x}; {x; y} ∈ P(A ∪B)=⇒ {{x}; {x; y}} ⊆ P(A ∪B)=⇒ (x; y) ∈ P(P(A ∪B));ïðü�å ìðïñïýìå íá èÝóïõìå C = P(P(A ∪B)). ⊣Êáèïñßæïõìå �þñá Ýíá óõãêåêñéìÝíï �åëåó�Þ æåýãïõò (x; y) ðïõ éêáíïðïéåß�éò (OP1), (OP2), ßóùò �ï æåýãïò �ïõ Kuratowski ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�çíáðüäåéîç �ïõ 4.2, ßóùò êÜðïéï Üëëï: áðü äù êáé ðÝñá ìðïñïýìå íá îå÷Üóïõìå�ïí óõãêåêñéìÝíï �åëåó�Þ ðïõ äéáëÝîáìå, �ï ìüíï ðïõ Ý÷åé óçìáóßá åßíáé ü�é ï�åëåó�Þò �ïõ æåýãïõò éêáíïðïéåß �éò (OP1), (OP2).4.3. ¢óêçóç. ¸ó�ùPair(z) ⇐⇒ïñ (∃x)(∃y)[z = (x; y)];First(z) =ïñ { �ï ìïíáäéêü x þó�å (∃y)[z = (x; y)]; áí Pair(z);z; áëëéþò;Se
ond(z) =ïñ { �ï ìïíáäéêü y þó�å (∃x)[z = (x; y)]; áí Pair(z);z; áëëéþò:¸ðå�áé ü�é Pair(z) ⇐⇒ z = (First(z); Se
ond(z)):×ñçóéìïðïéþí�áò �ï æåýãïò ìðïñïýìå åýêïëá íá ïñßóïõìå �ñéÜäåò, �å�ñÜäåòê.ëð. üðùò êáé �á áí�ßó�ïé÷á ãéíüìåíá, ð.÷.
(x; y; z) =ïñ (x; (y; z)); (4-3)

(x; y; z; w) =ïñ (x; (y; z; w)) = (x; (y; (z; w))); (4-4)A×B × C =ïñ A× (B × C); (4-5)ê.ëð. Ìå áõ�ü �ïí ïñéóìü, (n+1)-Üäá åßíáé Ýíá æåýãïò ìå äåý�åñï ìÝëïò n-Üäá.4.4. ¢óêçóç. �éá üëá �á x; y; z; x′; y′; z′,
(x; y; z) = (x′; y′; z′) ⇐⇒ x = x′ & y = y′ & z = z′:4.5. ÎÝíç Ýíùóç (Disjoint union). �éá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå áí�éêåßìåíïêõáíü, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå �ï óýíïëï æåõãþí {êõáíü}×A óáí Ýíá £ìðëåáí�ßãñáöï¤ �ïõ A, åéêïíßæïí�áò �çí áí�éêá�Üó�áóç �ïõ êÜèå a ∈ A ìå �ï æåýãïò

(êõáíü; a) ùò �ï óõíïëïèåùñç�éêü áíÜëïãï �çò âáöÞò �ïõ a ìå ÷ñþìá êõáíü.Êáèïñßæïõìå äýï �Ý�ïéá äéáöïñå�éêÜ £÷ñþìá�á¤êõáíü =ïñ ∅; ëåõêü =ïñ {∅}; (4-6)
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40 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
A {êõáíü} ×AB {ëåõêü} ×B

--

ÄéÜãñáììá 4.1. Êá�áóêåõÞ �çò îÝíçò Ýíùóçò.êáé ïñßæïõìå �çí îÝíç Ýíùóç äýï óõíüëùí ìå �ïí �ýðïA ⊎B =ïñ ({êõáíü} ×A) ∪ ({ëåõêü} ×B):Ç êá�áóêåõÞ áðåéêïíßæå�áé ó÷çìá�éêÜ ó�ï ÄéÜãñáììá 4.1, êáé ç Ýííïéá åßíáé÷ñÞóéìç, üðùò èá äïýìå. Åßíáé áõ�ïíüç�ï ü�é ç óõãêåêñéìÝíç �áõ�ü�ç�á �ùíêõáíü êáé ëåõêü åßíáé Üó÷å�ç êáé ðñÝðåé íá îå÷áó�åß áìÝóùò: �ï ìüíï óçìáí�éêüåßíáé ü�é êõáíü 6= ëåõêü.
4.6. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é ãéá üëá �á óýíïëá A, B, A ⊎ ∅ ⊆ A ⊎ B. Äåßîååðßóçò ìå êÜðïéï ðáñÜäåéãìá ü�é áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï æåýãïò Kuratowskió�ïí ïñéóìü �çò îÝíçò Ýíùóçò, �ü�å ç áëçèïöáíÞò A ⊆ A ⊎B äåí éó÷ýåé.Èåùñïýìå �þñá �çí Ýííïéá �çò ó÷Ýóçò (relation), ðïõ äéáðï�ßæåé �á ìáèç-ìá�éêÜ. Äéáéóèç�éêÜ, äéìåëÞò ó÷Ýóç R áíÜìåóá óå áí�éêåßìåíá x ∈ A êáéy ∈ B åßíáé ìéá óõíèÞêç ðïõ éêáíïðïéåß�áé áðü ìåñéêÜ x ∈ A, y ∈ B êáé äåíéêáíïðïéåß�áé áðü Üëëá. �.÷. ç ó÷ÝóçxRy ⇐⇒ ï x åßíáé ãéïò �çò yåßíáé ïñéóìÝíç ó�á A = {Üí�ñåò}, B = {ãõíáßêåò} êáé éêáíïðïéåß�áé áðü �á x; yáêñéâþò áí ç y Ý÷åé ãåííÞóåé �ïí x. Ï ðñïöáíÞò �ñüðïò íá áðåéêïíßóïõìå ìéáäéìåëÞ ó÷Ýóç ó�ç óõíïëïèåùñßá åßíáé íá �çí �áõ�ßóïõìå ìå �çí Ýê�áóÞ �çò, �ïóýíïëï �ùí æåõãþí ðïõ �çí éêáíïðïéïýí.4.7. Ó÷Ýóåéò. ÄéìåëÞò ó÷Ýóç ó�á óýíïëá A, B åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðï�å õðï-óýíïëï R �ïõ ãéíïìÝíïõ A×B. ×ñçóéìïðïéïýìå éóïäýíáìá �ïõò óõìâïëéóìïýòR(x; y) ⇐⇒ xRy ⇐⇒ (x; y) ∈ R:�ñïöáíÞ ðáñáäåßãìá�á ó÷Ýóåùí åßíáé ç éóü�ç�á êáé ïé ó÷Ýóåéò �ïõ £áíÞêåéí¤êáé �ïõ õðïóõíüëïõ, ðåñéïñéóìÝíåò óå êÜðïéï óýíïëï A,x =A y ⇐⇒ïñ x ∈ A& y ∈ A&x = y;x ∈A Y ⇐⇒ïñ x ∈ A&Y ⊆ A&x ∈ Y;X ⊆A Y ⇐⇒ïñ X ⊆ Y ⊆ A·
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 41óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü áõ�Ýò �áõ�ßæïí�áé ìå �á óýíïëá
=A =ïñ {(x; y) ∈ A×A | x = y};
∈A =ïñ {(x; Y ) ∈ A× P(A) | x ∈ Y };
⊆A =ïñ {(X;Y ) ∈ P(A)× P(A) | X ⊆ Y }:4.8. Ó÷Ýóåéò êáé ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò. Ïé ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò =, ∈ êáé ⊆ó�ï ðåäßï ïñéóìïý W üëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí äåí åßíáé ó÷Ýóåéò óýìöùíá ìå�ïí ïñéóìü 4.7, êáé ìÜëéó�á äåí åßíáé êáí £éóïìåëåßò¤ ìå ó÷Ýóåéò, åðåéäÞ éêá-íïðïéïýí�áé áðü ðÜñá ðïëëÜ æåýãç. Ç äéáöïñÜ áíÜìåóá ó�éò ó÷Ýóåéò êáé �éòïñéó�éêÝò óõíèÞêåò åßíáé óçìáí�éêÞ: óõíïð�éêÜ, êÜèå ó÷Ýóç êáèïñßæåé ìéá ïñé-ó�éêÞ óõíèÞêç áëëÜ (ãåíéêÜ) �ï áí�ßèå�ï äåí éó÷ýåé. Ó�çí åðüìåíç ¢óêçóçäéá�õðþíïõìå áõó�çñÜ áõ�Þ �ç äéáöïñÜ. �áñ' üëá áõ�Ü, èá áíáöåñèïýìå ðïë-ëÝò öïñÝò ð.÷. ó�ç ó÷Ýóç = ó�ï óýíïëï A, åííïþí�áò (÷ùñßò óïâáñü êßíäõíïóýã÷õóçò) �ïí ðåñéïñéóìü =A üðùò �ïí ïñßóáìå ðéï ðÜíù.4.9. ¢óêçóç. (1) �éá êÜèå äéìåëÞ ó÷Ýóç R ⊆ (A×B), ç óõíèÞêçR∗(x; y) ⇐⇒ïñ (x; y) ∈ Råßíáé ïñéó�éêÞ. (Ôßðï�á äåí ÷ñåéÜæå�áé ãé' áõ�ü, åê�üò êé áí èÝëåéò íá åîáóêç-èåßò ó�çí åöáñìïãÞ �ïõ 3.18.)(2) �éá êÜèå ïñéó�éêÞ äéìåëÞ óõíèÞêç P êáé ïðïéáäÞðï�å óýíïëá A, B, ïðåñéïñéóìüò PA;B =ïñ {(x; y) ∈ A×B | P (x; y)}�çò P ó�ï A×B åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç.4.10. Éäéü�ç�åò ó÷Ýóåùí óå Ýíá óýíïëï A. Éäéáß�åñá óçìáí�éêÝò åßíáé ïéó÷Ýóåéò äýï ìå�áâëç�þí ó�ï ßäéï óýíïëï, ðïõ �áîéíïìïýí�áé êáé ìåëå�þí�áéáíÜëïãá ìå �éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò ðïõ éêáíïðïéïýí. Ïé åðüìåíåò �ñåéò éäéü�ç�åòåìöáíßæïí�áé óõ÷íÜ, ìüíåò �ïõò Þ óå äéÜöïñïõò óõíäõáóìïýò, ìå P ⊆ A×A:ç P åßíáé áõ�ïðáèÞò ⇐⇒ïñ (∀x ∈ A)[xP x];ç P åßíáé óõììå�ñéêÞ ⇐⇒ïñ (∀x; y ∈ A)[xP y=⇒ yP x];ç P åßíáé ìå�áâá�éêÞ ⇐⇒ïñ (∀x; y; z ∈ A)[[xP y& yP z]=⇒xP z]:(Ïé áí�ßó�ïé÷ïé áããëéêïß üñïé åßíáé re
exive, symmetri
 êáé transitive.) Ç Påßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò (equivalen
e relation) ó�ï Á áí Ý÷åé êáé �éò �ñåéòáõ�Ýò éäéü�ç�åò.�éá ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò ÷ñçóéìïðïéïýìå óõíÞèùò óýìâïëá óáí �á ∼, ≈, ≃,êáé ïé �ñåéò ÷áñáê�çñéó�éêÝò éäéü�ç�åò ðáßñíïõí �ç ìïñöÞx ∼ x;x ∼ y=⇒ y ∼ x;

[x ∼ y& y ∼ z]=⇒ x ∼ z:
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42 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá4.11. ¢óêçóç. �éá êÜèå óýíïëï A, ç ó÷Ýóç éóü�ç�áò {(x; y) | x = y ∈ A}, çó�áèåñÜ áëçèÞò ó÷Ýóç {(x; y) | x; y ∈ A} êáé ãéá êÜèå B ⊆ A, ç ó÷Ýóçx ∼A=B y ⇐⇒ïñ x = y ∈ A ∨ [x ∈ B& y ∈ B]åßíáé ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò.4.12. �ñü�áóç. ¸ó�ù ç ∼ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï óýíïëï A. Ôü�å ãéá êÜèåx ∈ A ïñßæïõìå ìå
[x=∼] = {y ∈ A | x ∼ y} (4-7)�çí êëÜóç éóïäõíáìßáò7 �ïõ x êáé óõìâïëßæïõìå ìå

[[A=∼]] = {[x=∼] ∈ P(A) | x ∈ A}: (4-8)�ï óýíïëï áõ�þí �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò. ¢ñá [x=∼] 6= ∅ ãéá êÜèå x ∈ A,êáé ãéá êÜèå x; y ∈ A, x ∼ y ⇐⇒ [x=∼] = [y=∼]; (4-9)x 6∼ y ⇐⇒ [x=∼] ∩ [y=∼] = ∅; (4-10)Ý�óé þó�å �ï [[A=∼]] åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ìç êåíþí êáé îÝíùí áíá äýï õðïóõ-íüëùí �ïõ A �Ý�ïéá ðïõ ⋃
[[A=∼]] = A.Áí�éó�ñüöùò, ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá E ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýï õðïóõíüëùí�ïõ A �Ý�ïéá ðïõ A =

⋃E , ç ó÷Ýóçx ∼ y ⇐⇒ïñ (∃X ∈ E)[x ∈ X & y ∈ X]åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A êáé [[A=∼]] = E .Áðüäåéîç. ÊÜèå [x=∼] 6= ∅, åðåéäÞ x ∈ [x=∼]. Áðü �ç ìå�áâá�éêü�ç�á êáéóõììå�ñéêü�ç�á �çò ∼,t ∼ x&x ∼ y=⇒ t ∼ y; t ∼ y&x ∼ y=⇒ t ∼ xÜñá x ∼ y =⇒ (∀t ∈ A)[t ∼ x ⇐⇒ t ∼ y]=⇒ [x=∼] = [y=∼]:Áõ�ü óõíåðÜãå�áé áìÝóùò �éò (4-9) êáé (4-10). ¼óï ãéá �ï áí�ßó�ñïöï, çáõ�ïðÜèåéá êáé ç óõììå�ñßá �çò ∼ åßíáé �å�ñéììÝíåò. Áí x ∼ y êáé y ∼ z,�ü�å õðÜñ÷ïõí óýíïëá X, Y ó�çí E �Ý�ïéá ðïõ x; y ∈ X, y; z ∈ Y , åéäéêü�åñáy ∈ X ∩ Y , êáé áöïý �á óýíïëá ó�çí E åßíáé îÝíá áíÜ äýï, óõìðåñáßíïõìå ü�éX = Y , Üñá x ∼ z. ⊣4.13. ¢óêçóç. Õðïëüãéóå �éò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ãéá �éò ó÷Ýóåéò éóïäõíá-ìßáò �çò ¢óêçóçò 4.11.
7ÊÜèå [x=∼] åßíáé ðñïöáíþò óýíïëï, õðïóýíïëï �ïõ A, êáé èá Þ�áí ðéï �áéñéáó�ü íá�ï ëÝãáìå �ï £óýíïëï éóïäõíáìßáò¤ �ïõ x, áëëÜ ç êëáóéêÞ ïñïëïãßá åßíáé ðáíÜñ÷áéç êáéêáèéåñùìÝíç.
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xBA f f(x)
ÄéÜãñáììá 4.2. Ìßá óõíÜñ�çóç óáí óýíïëï áðü äéá�å�áã-ìÝíá æåýãç.Áêïëïõèþí�áò �çí ßäéá �áê�éêÞ, �áõ�ßæïõìå êÜèå �ñéìåëÞ ó÷Ýóç R ó�á óý-íïëá A, B, C ìå �ï óýíïëï �ùí �ñéÜäùí ðïõ �çí éêáíïðïéïýí, äçëáäÞ �ñéìåëÞòó÷Ýóç ó�á A, B, C åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðï�å õðïóýíïëï �ïõ A × B × C. ×ñçóé-ìïðïéïýìå éóïäýíáìá �ïõò óõìâïëéóìïýòR(x; y; z) ⇐⇒ïñ (x; y; z) ∈ R:Ìå �ïí ßäéï �ñüðï áðåéêïíßæïõìå ó�ç óõíïëïèåùñßá êáé �éò óõíáñ�Þóåéò, �áõ-�ßæïí�Üò �åò ìå �ç £ãñáöéêÞ �ïõò ðáñÜó�áóç¤.4.14. Óõíáñ�Þóåéò. ÓõíÜñ�çóç (áðåéêüíéóç, ìå�áó÷çìá�éóìüò) f : A→ Bìå ðåäßï ïñéóìïý �ï óýíïëï A êáé ðåäßï �éìþí �ï óýíïëï B åßíáé Ýíá ïðïéïäÞ-ðï�å õðïóýíïëï f ⊆ (A×B) ðïõ éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç

(∀x ∈ A)(∃!y ∈ B)[(x; y) ∈ f ];áíáëõ�éêü�åñá,
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)[(x; y) ∈ f ];êáé (x; y) ∈ f & (x; y′) ∈ f =⇒ y = y′:Áí áðåéêïíßóïõìå �ï ãéíüìåíï A × B ó�ï åðßðåäï üðùò ó�ï ÄéÜãñáììá 4.2,�ï ðáñáðÜíù óçìáßíåé ðùò êÜèå £êá�áêüñõöç åõèåßá¤ �Ýìíåé �ï óýíïëï f óåáêñéâþò Ýíá óçìåßï: �éá x ∈ A êáé f : A→ B ãñÜöïõìå, ùò óõíÞèùò,f(x) =ïñ �ï ìïíáäéêü y ∈ B �Ý�ïéï þó�å (x; y) ∈ f

= ç �éìÞ �çò f ó�ï ó�ïé÷åßï x (x ∈ A):Ï ÷þñïò óõíáñ�Þóåùí
(A→ B) =ïñ {f ⊆ A×B | f : A→ B}

= {f ∈ P(A×B) | (∀x ∈ A)(∃!y ∈ B)(x; y) ∈ f}åßíáé óýíïëï áðü �ï Áîßùìá Åîåéäßêåõóçò (III).Èá õéïèå�Þóïõìå üëïõò �ïõò óõíçèéóìÝíïõò óõìâïëéóìïýò êáé óõí�ïìåýóåéòó÷å�éêÝò ìå óõíáñ�Þóåéò, ãñÜöïí�áò ð.÷. ìåñéêÝò öïñÝò �ç ìå�áâëç�Þ ÷ùñßò �éòðáñåíèÝóåéò Þ óáí äåßê�ç, f(x) = fx = fx:
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44 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÅîáéñå�éêÜ ÷ñÞóéìïò åßíáé êáé ï óõìâïëéóìüò 7→, ð.÷. ïéêïãÝíåéá óõíüëùí ìåäåßê�åò ó�ï óýíïëï I åßíáé ìéá ïðïéáäÞðï�å óõíÜñ�çóçA = (i 7→ Ai)i∈I : I → Eãéá êÜðïéï I 6= ∅ êáé êÜðïéï E, üðïõ êÜèå �éìÞ Ai åßíáé óýíïëï. ÏíïìÜæïõìå�ï I óýíïëï äåéê�þí êáé ïñßæïõìå �çí Ýíùóç êáé �çí �ïìÞ ìéáò ïéêïãÝíåéáòìå äåßê�åò ó�ï I üðùò óõíÞèùò,
⋃ i∈IAi =ïñ {x ∈ ⋃E | (∃i ∈ I)[x ∈ Ai]};
⋂ i∈IAi =ïñ {x ∈ ⋃E | (∀i ∈ I)[x ∈ Ai]}: (4-11)Åðßóçò ïñßæïõìå ãéíüìåíï ìéáò ïéêïãÝíåéáò ìå äåßê�åò ó�ï I, �ï óýíïëï üëùí�ùí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åðéëÝãïõí ãéá êÜèå äåßê�ç i ∈ I Ýíá ó�ïé÷åßï áðü �çí �éìÞAi,

∏i∈IAi =ïñ {f : I → ⋃ i∈IAi | (∀i ∈ I)[f(i) ∈ Ai]}: (4-12)Ìïíïìïñöéóìïß, åðéìïñöéóìïß, áí�éó�ïé÷ßåò, åéêüíåò êáé áí�ßó�ñïöåò åéêüíåòóõíáñ�Þóåùí ïñßæïí�áé áêñéâþò üðùò ó�çí ÅéóáãùãÞ. Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïõòóõìâïëéóìïýò:
(A֌ B) =ïñ {f ∈ (A→ B) | ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, 1-1};
(A→→ B) =ïñ {f ∈ (A→ B) | ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò, åðß �ïõ B};
(A֌→ B) =ïñ (A֌ B) ∩ (A→→ B) (áí�éó�ïé÷ßá):�éá êÜèåX ⊆ A, ï ðåñéïñéóìüò (restri
tion) f ↾X ìéáò óõíÜñ�çóçò f : A→ Båßíáé ç óõíÜñ�çóç ðïõ õðïëåßðå�áé áí áöáéñÝóïõìå áðü �çí f �á æåýãç ìå ðñþ�ïìÝëïò Ýîù áðü �ï X, f ↾X =ïñ {(x; y) ∈ f | x ∈ X}: (4-13)Åðßóçò åßíáé ÷ñÞóéìï íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç âáóéêÞ óõíèÞêç �ïõ £åßíáé óõíÜñ-�çóç¤ Fun
tion(f) ⇐⇒ïñ (∃A)(∃B)[f ∈ (A→ B)] (4-14)åßíáé ðñïöáíþò ïñéó�éêÞ. ¼�áí áíáöåñüìáó�å óå êÜðïéá óõíÜñ�çóç f ÷ùñßòìíåßá óõãêåêñéìÝíùí óõíüëùí A, B þó�å f : A→ B, èá åííïïýìå ïðïéïäÞðï�åáí�éêåßìåíï f ðïõ éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç Fun
tion(f).4.15. ¢óêçóç. Äåßîå áðü �á áîéþìá�á, ðùò ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç f , �ï ðåäßïïñéóìïý �çò Domain(f) =ïñ {x | (∃y)[(x; y) ∈ f ]}êáé ç åéêüíá �çò Image(f) =ïñ {y | (∃x)[(x; y) ∈ f ]}åßíáé óýíïëá, êáé ðùò ãéá êÜèå óýíïëï B,áí Image(f) ⊆ B; �ü�å f : Domain(f)→ B:
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 45Óáí åðáêüëïõèï,áí Fun
tion(f); �ü�å f : Domain(f)→ Image(f):4.16. Ó÷å�éêÜ ìå �éò óõíáñ�Þóåéò óáí óýíïëá æåõãþí. Áõ�Þ ç £�áý�éóç¤ó�ç óõíïëïèåùñßá ìéáò óõíÜñ�çóçò f : A → B ìå �ï óýíïëï �ùí æåõãþí
{(x; y) ∈ A×B | f(x) = y} Ý÷åé èåùñçèåß ðñïâëçìá�éêÞ, åðåéäÞ Ý÷ïõìå Ýìöõ�åò£ëåé�ïõñãéêÝò¤ äéáéóèÞóåéò ãéá �çí Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò êáé ðïëëÝò öïñÝò ìå �çëÝîç £óõíÜñ�çóç¤ åííïïýìå Ýíáí £êáíüíá õðïëïãéóìïý¤. �áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí,ïé äýï óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýòf(x; y) =ïñ (x+ y)2;g(x; y) =ïñ x2 + 2xy + y2�áõ�ßæïí�áé ó�ç óõíïëïèåùñßá, åíþ óáí êáíüíåò õðïëïãéóìïý åßíáé ðñïöáíþòäéáöïñå�éêïß. Áõ�ü äå äçìéïõñãåß ðñüâëçìá áí îåêáèáñßóïõìå ó�ï íïõ ìáò ü�éï £ïñéóìüò¤ 4.14 äåí áí�éêáèéó�Ü �ç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò áëëÜìüíï �çí áðåéêïíßæåé ó�ç óõíïëïèåùñßá, ðéó�Ü üóïí áöïñÜ �éò ÷ñÞóåéò áõ�Þò �çòÝííïéáò ó�ç óõíïëïèåùñßá:8 ìðïñïýìå �þñá íá ïñßóïõìå �çí éóïðëçèéêü�ç�áêáé �ç óõíèÞêç óýãêñéóçò ðëÞèïõò ÷ùñßò áíáöïñÜ óå áí�éêåßìåíá Ýîù áðü �çíáîéùìá�éêÞ ìáò èåùñßá,A =
 B ⇐⇒ïñ (∃f)[f : A֌→ B] ⇐⇒ (A֌→ B) 6= ∅;A ≤
 B ⇐⇒ïñ (∃f)[f : A֌ B] ⇐⇒ (A֌ B) 6= ∅:A <
 B ⇐⇒ïñ A ≤
 B&A 6=
 B:4.17. ¢óêçóç. Äåßîå áðü �á áîéþìá�á ü�é A =
 B=⇒P(A) =
 P(B), áíá-öÝñïí�áò �á áîéþìá�á ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßò.4.18. ¢óêçóç. Äåßîå áðü �á áîéþìá�á ü�é áí A =
 A′ êáé B =
 B′, �ü�åA ⊎B =
 A′ ⊎B′; A×B =
 A′ ×B′; (A→ B) =
 (A′ → B′):4.19. �ëçèÜñéèìïé êá�Ü �ïí Cantor. Åßíáé êÜðùò åéñùíéêü �ï ãåãïíüò ü�éìéá áðü �éò ðëÝïí äýóêïëåò äéáéóèç�éêÝò Ýííïéåò íá áðåéêïíßóïõìå ðéó�Ü ó�çóõíïëïèåùñßá åßíáé áõ�Þ �ïõ ðëçèáñßèìïõ, ïðùóäÞðï�å áðü �éò âáóéêü�åñåò �ïõèÝìá�üò ìáò. Ï Cantor �çí åéóÞãáãå �ï 1895 ó�ï ßäéï äçìïóßåõìá áðü �ï ïðïßïáðïóðÜóáìå �ïí £ïñéóìü¤ �ïõ óõíüëïõ ó�çí ÅéóáãùãÞ, ùò åîÞò:ÊÜèå óýíïëï A Ý÷åé ìéá êáèïñéóìÝíç `éó÷ý', ðïõ êáëïýìå �ïí `ðëçèÜ-ñéèìï' �ïõ A.Ìå �ï üíïìá `éó÷ý' Þ `ðëçèÜñéèìï' �ïõ A ïíïìÜæïõìå �ç ãåíéêÞ Ýííïéáðïõ áðïññÝåé áðü �ï óýíïëï A, ü�áí ìå �ï ó�ï÷áóìü ìáò áðïóýñïõìåáðü �á ó�ïé÷åßá x �çí éäéáß�åñç öýóç �ïõò êáé �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßáÝ÷ïõí äïèåß.

8Ôï áí ç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò óáí õðïëïãéó�éêüò êáíüíáò ìðïñåß åðßóçòíá áðåéêïíéó�åß ðéó�Ü ó�ç óõíïëïèåùñßá åßíáé åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ó�ï ïðïßï äåí Ý÷åé äïèåßáêüìç ãåíéêÜ áðïäåê�Þ ëýóç.
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????ÄéÜãñáììá 4.3. Êá�áóêåõÞ �ïõ |A| êá�Ü �ïí Cantor.Ôï áðï�Ýëåóìá áõ�Þò �çò äéðëÞò ðñÜîçò áöáßñåóçò, �ïí ðëçèÜñéèìï�ïõ A óõìâïëßæïõìå A. Åöüóïí êÜèå ó�ïé÷åßï x, áöïý áöáéñÝóïõìå�çí éäéáß�åñÞ �ïõ öýóç, ãßíå�áé ìéá `ìïíÜäá', ï ðëçèÜñéèìïò A åßíáé ÝíáóõãêåêñéìÝíï óýíïëï áðï�åëïýìåíï áðü ìïíÜäåò, êáé áõ�üò ï áñéèìüòõðÜñ÷åé ó�ï íïõ ìáò ùò äéáíïç�éêÞ åéêüíá Þ ðñïâïëÞ �ïõ óõíüëïõ A.¸ðåé�á áðü êÜìðïóç óõæÞ�çóç, ï Cantor óõìðåñáßíåé áðü áõ�üí �ïí £ïñéóìü¤ü�é ïé ðëçèÜñéèìïé éêáíïðïéïýí �éò åðüìåíåò äýï âáóéêÝò óõíèÞêåò:A =
 A;áí A =
 B; �ü�å A = B:Ç ðñþ�ç áðü áõ�Ýò ðñïêýð�åé öõóéêÜ áðü �çí Ýííïéá �ïõ Cantor: ç äéáäéêáóßááöáßñåóçò �ïõ ó�ï÷áóìïý ìáò ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå x ∈ A êÜðïéá £ìïíÜäá¤ux êá�áöáíþò ïñßæåé ìéá áí�éó�ïé÷ßá x 7→ ux áíÜìåóá ó�ï A êáé �ï A. Ï Cantoräéêáéïëïãåß �ç äåý�åñç óõíèÞêç ìå Ýíáí ðåñéëçð�éêü óõëëïãéóìü, ó�ïí ïðïßï çöñÜóç-êëåéäß åßíáé ç åîÞò:ï A áíáð�ýóóå�áé (áò �ï ðïýìå Ý�óé) áðü �ï A, ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�åêÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ A äçìéïõñãåß ìéáí åéäéêÞ ìïíÜäá.�éá íá ö�Üóïõìå ó�ç äåý�åñç óõíèÞêç ìå �Ý�ïéá åðé÷åéñÞìá�á ðñÝðåé íá äå÷�ïýìåü�é áõ�Ýò ïé £åéäéêÝò ìïíÜäåò¤ åîáñ�þí�áé ìüíï áðü �ï £ðüóá ìÝëç¤ Ý÷åé �ï Aêáé ü÷é �çí åéäéêÞ �ïõò öýóç, ðïõ êÜðùò ìïéÜæåé íá ó�çñßæå�áé óå ìéá Ýííïéáðëçèéêü�ç�áò êáé íá ïäçãåß óå öáýëï êýêëï, áëëÜ ïðùóäÞðï�å áõ�Ü åßðå ïCantor.ÕðÜñ÷åé êáé ìéá �ñß�ç, ðéï �å÷íéêÞ éäéü�ç�á �ùí ðëçèáñßèìùí ðïõ ï Cantor÷ñçóéìïðïéåß ÷ùñßò ó÷üëéï ó�ïí ïñéóìü êáé �ç ìåëÝ�ç �åëåó�þí ðïõ äñïõí óåÜðåéñåò ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí: ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí E , ç êëÜóç �ùíðëçèáñßèìùí {X | X ∈ E} åßíáé óýíïëï. ¼ðùò êáé íá åñìçíåýóïõìå �çí êá�á-óêåõÞ �ïõ Cantor, åßíáé ðåí�áêÜèáñï áð' áõ�Ü �é ðñÝðåé íá êÜíïõìå ãéá íá �çíáðåéêïíßóïõìå ðéó�Ü ó�ç óõíïëïèåùñßá. ×ñçóéìïðïéïýìå ìïí�Ýñíï óõìâïëéóìüáí�ß ãéá �ï Ü÷áñï A �ïõ Cantor.4.20. �ñüâëçìá ÁíÜèåóçò �ëçèáñßèìùí: íá ïñßóïõìå ó�çí êëÜóç üëùí�ùí óõíüëùí Ýíáí �åëåó�Þ |A| ìå �éò éäéü�ç�åò
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 47
A =
 |A|;(C1) áí A =
 B; �ü�å |A| = |B|;(C2) ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí E , �ï {|X| | X ∈ E} åßíáé óýíïëï:(C3)Åßíáé äýóêïëï ðñüâëçìá êáé äåí ëýèçêå ìÝ÷ñé �çí ðåñßïäï 1920{30, ü�áí �ïÝëõóå ï von Neumann ìå ìéá êïìøÞ êá�áóêåõÞ ðïõ üìùò ó�çñßæå�áé êáé ó�áäýï áîéþìá�á ðïõ ìáò ëåßðïõí áêüìç, �çò ÅðéëïãÞò êáé �çò Áí�éêá�Üó�áóçò.Èá åêèÝóïõìå �ç ëýóç �ïõ von Neumann ó�ï ÊåöÜëáéï 12, ìå�Ü áðü áñêå�Þðñïêá�áñê�éêÞ åñãáóßá. ÌÝ÷ñé �ü�å, ðáñá�çñïýìå ü�é õðÜñ÷ïõí ðïëëïß �åëå-ó�Ýò ðïõ éêáíïðïéïýí �éò (C1) êáé (C3), ìå�áîý �ùí ïðïßùí êáé ï �å�ñéììÝíïò

|A| = A! Áõ�ü ðïõ åßíáé ëéãü�åñï åìöáíÝò åßíáé ü�é áõ�Ýò ïé äýï áðëÝò éäéü-�ç�åò �ïõ �åëåó�Þ |A| áñêïýí ãéá �çí áíÜð�õîç ìéáò éêáíïðïéç�éêÞò èåùñßáòðëçèéêü�ç�áò.4.21. �ëçèÜñéèìïé. Êáëïýìå (áóèåíÞ) �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò ïðïéïíäÞðï�åïñéó�éêü �åëåó�Þ ó�á óýíïëá A 7→ |A| ðïõ éêáíïðïéåß �çí (C1) êáé �çí (C3),êáé éó÷õñü �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò áí åðéðëÝïí éêáíïðïéåß �çí (C2). Ïé ðëç-èÜñéèìïé Þ ðëçèéêïß áñéèìïß (
ardinal numbers) (ìå âÜóç êÜðïéïí äïóìÝíï�åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò) åßíáé ïé �éìÝò �ïõ,Card(�) ⇐⇒ � ∈ Card ⇐⇒ïñ (∃A)[� = |A|]:(C4)4.22. ¢óêçóç. Äåßîå ðùò ãéá êÜèå �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò êáé ïðïéáäÞðï�åóýíïëá A;B,
|A| = |B|=⇒A =
 B;Ý�óé ðïõ �ï áí�ßó�ñïöï �ïõ (C2) áëçèåýåé ãéá üëïõò �ïõò �åëåó�Ýò ðëçèéêü�ç�áò,áêüìá êáé ãéá �ïõò áóèåíåßò.Êáèïñßæïõìå �þñá Ýíáí (ðéèáíüí áóèåíÞ) �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò êáé ïñßæïõìå�éò áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò ó�ïõò ðëçèáñßèìïõò ùò åîÞò:�+ � =ïñ |� ⊎ �| =
 � ⊎ �;� · � =ïñ |�× �| =
 �× �;�� =ïñ |(�→ �)| =
 (�→ �):Ïé ðñÜîåéò óå Üðåéñá óýíïëá ïñßæïí�áé áíÜëïãá,9

∑i∈I�i =ïñ |{(i; x) ∈ I ×⋃ i∈I�i | x ∈ �i}|;
∏i∈I�i =ïñ |∏i∈I�i|:Ç éäÝá åßíáé ðñïöáíÞò, ð.÷. �ï Üèñïéóìá �+� åßíáé £ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí¤ ó�ïóýíïëï üëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ ðñïÝñ÷ïí�áé áðü îÝíá ìå�áîý �ïõò áí�ßãñáöá�ùí � êáé �.

9�áñáäïóéáêÜ óõìâïëßæå�áé �ï Êáñ�åóéáíü ãéíüìåíï óõíüëùí êáé ç ðñÜîç ðïëëáðëáóéá-óìïý áðåßñùí ðëçèáñßèìùí ìå �ï ßäéï êåöáëáßï Π, ÷ùñßò íá äçìéïõñãåß�áé óýã÷õóç.
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48 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�áñá�çñïýìå ðùò ìüíï ìßá åðéëïãÞ õðÜñ÷åé ãéá �ïí |∅|,
0 =ïñ |∅| = ∅; (4-15)åðåéäÞ ìüíï ï ïñéóìüò |∅| = ∅ éêáíïðïéåß �çí ∅ =
 |∅|. Åßíáé åðßóçò âïëéêü íáåéóáãÜãïõìå �ïõò óõìâïëéóìïýò

1 =ïñ |{0}|; 2 =ïñ |{0; 1}| (4-16)þó�å íá ìðïñïýìå åýêïëá íá áíáöåñèïýìå ó�ïõò ðëçèáñßèìïõò êÜðïéïõ ìïíï-óõíüëïõ êáé êÜðïéïõ äéóõíüëïõ.4.23. ¢óêçóç. �éá üëá �á óýíïëá A;B, |A ∪B| ≤
 |A|+ |B|, êáéáí A ∩B = ∅; �ü�å |A ∪B| =
 |A|+ |B|:4.24. ¢óêçóç. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò, áí �1 =
 �2 êáé �1 =
 �2, �ü�å�1 + �1 =
 �2 + �2; �1 · �1 =
 �2 · �2; ��1

1 =
 ��2

2 :4.25. �ëçèéêÞ áñéèìç�éêÞ. ºóùò öáßíå�áé êÜðùò áíüç�ç ç äçìéïõñãßá èåù-ñßáò êÜðïéïõ áóèåíïýò �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò ðïõ ìðïñåß íá åßíáé êáé ï �å�ñéì-ìÝíïò |X| = X, áëëÜ ï óõìâïëéóìüò �ùí ðëçèáñßèìùí êáé �ùí áñéèìç�éêþíðñÜîåùí ðÜíù �ïõò ìáò åðé�ñÝðåé íá åêöñÜóïõìå áðëÜ ðïëýðëïêåò £ó÷Ýóåéòéóïðëçèéêü�ç�áò¤. Èåùñïýìå, ãéá ðáñÜäåéãìá, �çí åîßóùóç�(�+�) =
 �� · ��: (4-17)ÌïéÜæåé ðñïöáíÞò, áëçèåýåé êá�Ü �çí ¢óêçóç 4.28, êáé åêöñÜæåé áêñéâþò �ïßäéï ãåãïíüò ìå �çí
((� ⊎ �)→ �) =
 (�→ �)× (�→ �); (4-18)ðïëëïß èá Ýëåãáí áðëïýó�åñá. ÅðéðëÝïí:(1) ç óõó�çìá�éêÞ áíÜð�õîç êáíüíùí óáí �ïí (4-17) ïäçãåß óå ìéá ðëçèéêÞáñéèìç�éêÞ ðïõ åí êáéñþ ìáò õðïäåéêíýåé êáéíïýñéá (êáé ÷ñÞóéìá) ãåãïíü�áéóïäõíáìßáò êá�' áíáëïãßáí ìå �ç óõíçèéóìÝíç áñéèìç�éêÞ· êáé(2) ü�áí åðé�Ýëïõò êá�áóêåõÜóïõìå �ïí éó÷õñü �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò �ïõvon Neumann, èá Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé üëåò �éò åíäéáöÝñïõóåò éäéü�ç�åò �ùíðëçèáñßèìùí ìå �ï =
 ó�ç èÝóç �ïõ =: �ï ìüíï ðïõ èá ðáñáìÝíåé èá åßíáé íááöáéñÝóïõìå (ó�ï ìõáëü ìáò) �ï äåßê�ç 
 áðü áðï�åëÝóìá�á ðïõ Þäç Ý÷ïõìåêá�áëÜâåé, ÷Üñç ó�ï áêüëïõèï óõìðÝñáóìá.4.26. ¢óêçóç. Áí ïñßóïõìå �ïõò ðëçèÜñéèìïõò ÷ñçóéìïðïéþí�áò éó÷õñü �å-ëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò, �ü�å ãéá üëïõò �ïõò ðëçèéêïýò áñéèìïýò �; �,
|�| = � êáé � =
 � ⇐⇒ � = �: (4-19)�éá íá áðïäåßîïõìå �áõ�ü�ç�åò �çò ðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞò, ÷ñçóéìïðïéïýìåóõó�çìá�éêÜ �çí (C1) êáé �éò éäéü�ç�åò áí�éêá�Üó�áóçò �çò ¢óêçóçò 4.18. �éá
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 49ðáñÜäåéãìá, ç ðñïóå�áéñéó�éêÞ éäéü�ç�á �çò ðëçèéêÞò ðñüóèåóçò äåß÷íå�áé ìå�ïí õðïëïãéóìü:�+ (�+ �) =
 � ⊎ (�+ �) ïñéóìüò;
=
 � ⊎ (� ⊎ �) ïñéóìüò, (C1) êáé 4.18;
=
 (� ⊎ �) ⊎ � èÝëåé áðüäåéîç
=
 (�+ �) + � áíáó�ñÝöïí�áò �á âÞìá�á:Ç ìáèçìá�éêÞ ïõóßá áõ�ïý �ïõ õðïëïãéóìïý åßíáé ó�ï âÞìá ìå �çí Ýíäåéîç £èÝëåéáðüäåéîç¤, ðïõ ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç åßíáé ðïëý åýêïëï:4.27. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å �ñßá óýíïëá K;L;M ,K ⊎ (L ⊎M) =
 (K ⊎ L) ⊎M:4.28. ¢óêçóç. Äåßîå �çí (4-17), áðïäåéêíýïí�áò ðñþ�á ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å�ñßá óýíïëá K;L;M ,áí L ∩M = ∅; �ü�å ((L ∪M)→ K) =
 (L→ K)× (M → K):¼óïí áöïñÜ �çí ðéï �å÷íéêÞ éäéü�ç�á (C3), áò èåùñÞóïõìå �çí �áõ�ü�ç�á

|⋃ i∈IAi| =
 ∑i∈I |Ai|; (4-20)ðïõ ïðùóäÞðï�å ðñÝðåé íá áëçèåýåé áí �á óýíïëá ó�çí ïéêïãÝíåéá (i 7→ Ai)i∈Iåßíáé îÝíá áíÜ äýï. �ñéí �çí áðïäåßîïõìå üìùò, ðñÝðåé íá �çò äþóïõìå óáöÝòíüçìá, êáé ãé' áõ�ü ðñÝðåé íá âåâáéùèïýìå ü�é ðñÜãìá�é õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç
(i 7→ |Ai|), êáé ãéá íá áðïäåßîïõìå áõ�ü ÷ñåéáæüìáó�å �çí (C3):4.29. ËÞììá. �éá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí A = (i 7→ Ai)i∈I õðÜñ÷åé óõíÜñ-�çóç f : I → f [I] þó�å f(i) = |Ai| (i ∈ I):Áðüäåéîç. Áðü �çí (C3) ìå

E = {Ai | i ∈ I} = A[I];õðÜñ÷åé óýíïëï W ðïõ ðåñéÝ÷åé êÜèå |Ai| ãéá i ∈ I, êáé èÝ�ïõìåf =ïñ {(i; w) ∈ I ×W | w = |Ai|}: ⊣�Üí�ùò �áõ�ü�ç�åò óáí �çí (4-20) ÷ñåéÜæïí�áé �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá íááðïäåé÷�ïýí, êáé åðïìÝíùò äåí èá Ý÷ïõìå ðïëëÝò åõêáéñßåò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�çí (C3) ðñéí áðü �ï ÊåöÜëáéï 8.4.30. ÄïìçìÝíá óýíïëá (stru
tured sets). Ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé Ýíá óý-íïëï óçìåßùí X, ó�ï ïðïßï Ý÷åé ïñéó�åß êÜðïéá �ïðïëïãéêÞ äïìÞ ðïõ ðñïóäéï-ñßæå�áé áðü ìéá ïéêïãÝíåéá T õðïóõíüëùí �ïõ X ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò:1. ∅; X ∈ T .2. A;B ∈ T =⇒A ∩B ∈ T .3. �éá êÜèå ïéêïãÝíåéá E ⊆ T óõíüëùí ó�çí T , ç Ýíùóç ⋃E åðßóçò áíÞêåéó�çí T .
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50 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÊÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí T ìå áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò êáëåß�áé �ïðïëïãßá, ìåáíïéê�Ü óýíïëá �á ìÝëç �çò êáé êëåéó�Ü óýíïëá �á óõìðëçñþìá�Ü �ïõòó÷å�éêÜ ìå �ïí X, äçëáäÞ �á óýíïëá �çò ìïñöÞò X \G ìå �ï G áíïéê�ü.ÔÝ�ïéåò Ýííïéåò óõíüëùí £ðñïéêéóìÝíùí¤ ìå äïìÞ âñßóêïõìå ðáí�ïý ó�á ìá-èçìá�éêÜ: õðÜñ÷ïõí ãñáöÞìá�á, ïìÜäåò, äéáíõóìá�éêïß ÷þñïé, ðïëëáðëü�ç�åò,ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé ê.ëð. ê.ëð. Óå êáèåìéÜ áð' áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéòõðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï X, �õðéêÜ êáëïýìåíï £ï ÷þñïò¤, êáé Ýíá óýìðëåãìá ó÷å-�éæüìåíùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ åðéâÜëëïõí êÜðïéá äïìÞ ó�ï ÷þñï|óõíáñ�Þóåéò,ïéêïãÝíåéåò, Üëëïé ÷þñïé ìå �ç äéêÞ �ïõò äïìÞ ê.ëð. Ï �åëåó�Þò æåýãïõò ðñï-óöÝñåé Ýíáí áðëü �ñüðï íá áðåéêïíßóïõìå ðéó�Ü �Ý�ïéåò Ýííïéåò ó�ç óõíïëïèåù-ñßá.ÄïìçìÝíï óýíïëï (Þ ÷þñïò) êáëåß�áé Ýíá æåýãïòU = (A;S); (4-21)üðïõ �ï A = Field(U) åßíáé óýíïëï, �ï ðåäßï �ïõ U , êáé S åßíáé �õ÷üí áí�éêåß-ìåíï, ï óêåëå�üò (frame)10 �ïõ U .�áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, �ïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï (X; T ),üðïõ ï óêåëå�üò T åßíáé �ïðïëïãßá ó�ï X, üðùò �ï ïñßóáìå áõ�ü ðéï ðÜíù.ÏìÜäá åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëïU = (G; (e; ·)) (4-22)üðïõ e ∈ G, · : G × G → G åßíáé äéìåëÞò óõíÜñ�çóç êáé éó÷ýïõí �á áîéþìá�áïìÜäáò �á ïðïßá åäþ äåí ìáò åíäéáöÝñïõí. �ñïóÝî�å ü�é ìå �ïí ïñéóìü �çò�ñéÜäáò (4-3), ï ïñéóìüò (4-22) åßíáé éóïäýíáìïò �ïõU = (G; e; ·): (4-23)Óõ÷íÜ ï óêåëå�üò äïìçìÝíïõ óõíüëïõ åßíáé n-Üäá áí�éêåéìÝíùí, êáé �ü�å �ïäïìçìÝíï óýíïëï åßíáé (n + 1)-Üäá ðïõ Ý÷åé ãéá ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �ï ðåäßï. Èáóõíáí�Þóïõìå ðïëëÜ ðáñáäåßãìá�á �Ý�ïéùí äïìçìÝíùí óõíüëùí ó�ç óõíÝ÷åéá.¼ðùò óõíçèßæå�áé ó�á ìáèçìá�éêÜ, èá �áõ�ßæïõìå óõó�çìá�éêÜ Ýíá äïìçìÝíïóýíïëï ìå �ï ðåäßï �ïõ ü�áí ï óêåëå�üò åßíáé ðñïöáíÞò Þ Üíåõ óçìáóßáò. �éáðáñÜäåéãìá, èá áíáöåñüìáó�å ó�ïí £�ïðïëïãéêü ÷þñï X¤ áí�ß ãéá �ï åîåæç�ç-ìÝíï £(X; T )¤, ìå £óçìåßá¤ �á ìÝëç �ïõ X, £õðïóýíïëá¤ �á õðïóýíïëá �ïõ Xê.ëð. Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, �á ìÝëç åíüò äïìçìÝíïõ óõíüëïõ U åßíáé �á ìÝëç�ïõ ðåäßïõ �ïõ Field(U), x ∈ U ⇐⇒ïñ x ∈ Field(U); (4-24)�á õðïóýíïëá �ïõ U åßíáé �á õðïóýíïëá �ïõ Field(U) ê.ëð. �áñá�çñÞó�å ü�éï óõìâá�éêüò óõìâïëéóìüò (4-24) äåí ìðïñåß íá ðñïêáëÝóåé óýã÷õóç: Ý÷ïõìå
10�éï �áéñéáó�ü èá Þ�áí íá ïíïìÜæáìå �ï S �ç äïìÞ �ïõ ÷þñïõ (A;S), áëëÜ ç ëÝîç áõ�Þ Ý÷åé÷ñçóéìïðïéçèåß �üóï ðïëý ó�ç ËïãéêÞ êáé �ç Óõíïëïèåùñßá ðïõ åßíáé êáëý�åñï íá áðïöýãïõìå�çí áõó�çñÞ óýíäåóÞ �çò ìå ìßá áêüìç Ýííïéá. Ìåñéêïß êáëïýí £äïìÝò¤ �á áí�éêåßìåíá ðïõåäþ êáëïýìå £äïìçìÝíá óýíïëá¤, �ïõëÜ÷éó�ïí ü�áí áõ�Ü åßíáé éäéáß�åñá áðëÜ.
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 51(óêüðéìá) áðïöýãåé íá ðñïóäéïñßóïõìå óõãêåêñéìÝíï �åëåó�Þ æåýãïõò|êáé ìÜ-ëéó�á äåí Ý÷ïõìå áðïêëåßóåé �çí ðéèáíü�ç�á �ï æåýãïò (A;S) íá åßíáé Ü�ïìï(!)|þó�å ç ðñü�áóç x ∈ (A;S)äåí Ý÷åé íüçìá ìÝ÷ñéò ü�ïõ �çí ïñßóïõìå, êáé ìüëéò �þñá �çí ïñßóáìå ìå �çí (4-24).
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 4Ï ïñéóìüò �ïõ æåýãïõò ó�çí áðüäåéîç �ïõ 4.2 áíáêáëýöèçêå áðü �ïí �ï-ëùíü óõíïëïèåùñç�éêü êáé �ïðïëüãï Kuratowski. ÌåñéêÜ ÷ñüíéá íùñß�åñá, ïÁìåñéêáíüò áíáëýó�áò Wiener åß÷å âñåé ìéáí Üëëç, êÜðùò ðéï ðïëýðëïêç ëýóçó�ï ðñüâëçìá �ïõ ïñéóìïý �ïõ æåýãïõò ó�ç óõíïëïèåùñßá.x4.1. (Wiener) Ïé éäéü�ç�åò (OP1) êáé (OP2) ó�ï 4.1 éó÷ýïõí ìå �ïí åîÞòïñéóìü �ïõ æåýãïõò:

(x; y) =ïñ {{∅; {x}}; {{y}}}:x4.2. Ïé éäéü�ç�åò (OP1) êáé (OP2) ó�ï 4.1 éó÷ýïõí ìå �ïí áêüëïõèï ïñéóìü�ïõ æåýãïõò:
(x; y) =ïñ {{0; x}; {1; y}};üðïõ �á 0; 1 åßíáé äýï äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá, óáí áõ�Ü ðïõ ïñßæïí�áé áðü�çí (4-16). Õðüäåéîç. Õðïëüãéóå �á (0; 0); (0; 1); (1; 1) êáé (1; 0) (ìå áõ�ü �ïæåýãïò) ãéá íá äåéò �é óõìâáßíåé, êáé �ü�å äéÜêñéíå ðåñéð�þóåéò, áíÜëïãá ìå �ïáí x = y Þ x 6= y.x4.3. Äåßîå áðü �á áîéþìá�á ü�é ãéá üëá �á óýíïëá A;B;C,

((A×B)→ C) =
 (A→ (B → C)):x4.4. Äåßîå áðü �á áîéþìá�á �ï èåþñçìá �ïõ Cantor 2.21, ü�é ãéá êÜèå óýíïëïA, A <
 P(A). �ïéá áîéþìá�á ÷ñåéÜæïí�áé;x4.5. Ç äéìåëÞò ó÷Ýóç ∼ ⊆ (A × A) åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A �ü�å êáéìüíïí áí õðÜñ÷åé óýíïëï Q êáé åðéìïñöéóìüò� : A→→ Q (4-25)Ý�óé þó�å x ∼ y ⇐⇒ �(x) = �(y): (4-26)Áí éó÷ýïõí ïé (4-25) êáé (4-26), êáëïýìå �ï Q ðçëßêï �ïõ A áðü �çí ∼êáé �ïí � ðñïóäéïñéó�éêü ïìïìïñöéóìü Þ áðëïýó�åñá ðñïóäéïñéóìü �çò ∼.Ó�çí áðüäåéîç �ïõ 4.12 êá�áóêåõÜóáìå �ï ðçëßêï [[A=∼]] êáé �ïí ðñïóäéïñéóìü
(x 7→ [x=∼]), áëëÜ óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò õðÜñ÷ïõí Üëëá ðçëßêá ðïõ âïçèïýíðåñéóóü�åñï �çí êá�áíüçóç �çò äïìÞò �çò óõãêåêñéìÝíçò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò.
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ÄéÜãñáììá 4.4.x4.6. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A êáé ç � : A → Aåßíáé óõíÜñ�çóç ðïõ éêáíïðïéåß �çíx ∼ y=⇒�(x) = �(y) ∈ [x=∼]:Äåßîå ü�é ç � åßíáé ðñïóäéïñéóìüò ðïõ öáíåñþíåé ü�é ç åéêüíá �çò �[A] ⊆ Aåßíáé ðçëßêï �ïõ A áðü �çí ∼.x4.7. ¸ó�ù x0 ∈ A ó�ïé÷åßï êÜðïéïõ óõíüëïõ êáé üñéóå ó�ï óõíáñ�çóéáêü÷þñï (A→ B) �ç ó÷Ýóç f ∼ g ⇐⇒ïñ f(x0) = g(x0):Äåßîå ü�é ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï ÷þñï (A → B), êáé âñåò Ýíáíðñïóäéïñéóìü � : (A → B) →→ B ðïõ öáíåñþíåé ü�é �ï B åßíáé ðçëßêï �ïõ

(A→ B) áðü �çí ∼.x4.8. ¸ó�ù x0 6= x1 äýï äéáöïñå�éêÜ ìÝëç åíüò óõíüëïõ A. Íá ïñßóåéò ðñïó-äéïñéóìü ðïõ öáíåñþíåé ü�é �ï (B×B) åßíáé ðçëßêï �ïõ (A→ B) áðü �ç ó÷Ýóçéóïäõíáìßáò f ∼ g ⇐⇒ïñ f(x0) = g(x0) & f(x1) = g(x1):x4.9. ¸ó�ù ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ∼ ó�ï óýíïëï A êáé f : A → A óõíÜñ�çóçðïõ óÝâå�áé �çí ∼, äçëáäÞ x ∼ y=⇒ f(x) ∼ f(y):¸ó�ù Q ïðïéïäÞðï�å ðçëßêï �ïõ A áðü �çí ∼. Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñ�çóç f∗ : Q→ Q �Ý�ïéá þó�å �ï ÄéÜãñáììá 4.4 íá åßíáé áí�éìå�áèå�éêü,äçëáäÞ �f = f∗�, f∗(�x) = �(f(x)); (x ∈ A);üðïõ ç � : A→ Q åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò.x4.10. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,�+ 0 =
 �; � · 0 =
 0; � · 1 =
 �:x4.11. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,�+ (�+ �) =
 (�+ �) + �;�+ � =
 �+ �:
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 53x4.12. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,� · (� · �) =
 (� · �) · �;� · � =
 � · �;� · (�+ �) =
 � · �+ � · �:x4.13. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �, |P(�)| =
 2�.x4.14. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,�0 =
 1; �1 =
 �; �2 =
 � · �:x4.15. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,
(� · �)� =
 �� · ��;�(�+�) =
 �� · ��;

(��)� =
 ��·�:x4.16. �éá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �� ≤
 � =⇒ �+ � ≤
 �+ �;� ≤
 � =⇒ � · � ≤
 � · �;� ≤
 � =⇒ �� ≤
 �� (� 6= 0);� ≤
 � =⇒ �� ≤
 ��:�éá ðïéÝò �éìÝò �ùí �; � äåí éó÷ýåé ç �ñß�ç óõíåðáãùãÞ ü�áí � = 0;�ñïóï÷Þ! ¼ðùò èá äïýìå áñãü�åñá, ïé áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò äå óÝâïí�áéðÜí�á �éò áõó�çñÝò áíéóü�ç�åò áíÜìåóá óå Üðåéñïõò ðëçèéêïýò áñéèìïýò. �éáðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå� <
 �; áëëÜ �+ � =
 �+ �:x4.17. �éá üëá �á óýíïëá A, B êáé üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,
∏i∈AB = (A→ B); ∏i∈�� = ��:x4.18. Áí a 6= b åßíáé äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá êáé �a, �b åßíáé ðëçèÜñéèìïé,äåßîå ü�é �a + �b =
 ∑i∈{a;b}�i;�a · �b =
 ∏i∈{a;b}�i:x4.19. �éá êÜèå ïéêïãÝíåéá ðëçèáñßèìùí ìå äåßê�åò� ·∑i∈I�i =
 ∑i∈I� · �i:x4.20. Äåßîå ü�é � · � = 0 ⇐⇒ � = 0 ∨ � = 0: Åðßóçò äåßîå ìéá áðü �éòêá�åõèýíóåéò �çò éóïäõíáìßáò
∏i∈I�i = 0 ⇐⇒ (∃i ∈ I)[�i = 0]: (4-27)(Áí Ýäåéîåò êáé �éò äýï êá�åõèýíóåéò �çò (4-27), øÜîå íá âñåéò �ï ëÜèïò óïõ,åðåéäÞ ç ìßá áðü �éò äýï êá�åõèýíóåéò ÷ñåéÜæå�áé �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò.)
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54 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx4.21. Ï ïñéóìüò �çò éóïäõíáìßáò êá�Ü �ïí Zermelo 3.28 óõìðßð�åé ìå �çíéóïðëçèéêü�ç�á üðùò �çí ïñßóáìå, äçëáäÞ:A =
 B ⇐⇒ A ∼Z B:Ï ïñéóìüò 2.6 �ùí áðåßñùí êáé ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ÷ñçóéìïðïéåß �ï óý-íïëï N �ùí öõóéêþí êáé äåí ìðïñïýìå íá ìåëå�Þóïõìå áõ�Ýò �éò Ýííïéåò áîéù-ìá�éêÜ ðñéí äþóïõìå Ýíáí áîéùìá�éêü ïñéóìü �ïõ N. ÕðÜñ÷åé üìùò êáé ÝíáòÜëëïò áðëïýó�åñïò ïñéóìüò áõ�þí �ùí åííïéþí ðïõ ìðïñïýìå íá �ïí äþóïõìå�þñá, êáé �ïí ïðïßï èá áðïäåßîïõìå áñãü�åñá éóïäýíáìï �ïõ 2.6.4.31. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé Üðåéñï êá�Ü �ïí Dedekind áí õðÜñ÷åéìïíïìïñöéóìüò f : A֌ B ( Aáðü �ï A óå êÜðïéï ãíÞóéï õðïóýíïëï �ïõ åáõ�ïý �ïõ. Áí �ï A äåí åßíáéDedekind-Üðåéñï, �ü�å åßíáé Dedekind-ðåðåñáóìÝíï.x4.22. Áí �ï A åßíáé Üðåéñï êá�Ü �ïí Dedekind êáé A =
 B, �ü�å êáé �ï Båßíáé Üðåéñï êá�Ü �ïí Dedekind.x4.23. Áí �ï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êá�Ü �ïí Dedekind, �ü�å êáé êÜèå õðïóýíïëï�ïõ A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êá�Ü �ïí Dedekind.x4.24. ÊÜèå óýíïëï I ðïõ éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò
∅ ∈ I; (∀x)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]åßíáé Üðåéñï êá�Ü �ïí Dedekind.Ïé ðåñéóóü�åñåò éäéü�ç�åò �ùí Dedekind-ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ÷ñåéÜæïí�áé�ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá �çí áðüäåéîÞ �ïõò. Ç åðüìåíç ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß�þñá, áëëÜ ÷ñåéÜæå�áé áñêå�Þ óêÝøç.

∗ x4.25. Áí �ï A åßíáé Dedekind-ðåðåñáóìÝíï êáé t =∈ A, �ü�å �ï A ∪ {t} åßíáéåðßóçò Dedekind-ðåðåñáóìÝíï. Õðüäåéîç. ÕðÝèåóå ü�é ç � : A∪{t}֌ A∪{t}áöÞíåé êÜðïéï óçìåßï �ïõ A ∪ {t}, êáé èåþñçóå ðåñéð�þóåéò áíÜëïãá ìå �ï áíáõ�ü åßíáé �ï t· Þ �(t) = t· Þ £áëëéþò¤, êé åäþ åßíáé ðïõ ÷ñåéÜæå�áé óêÝøç.Ç êëáóéêÞ áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò S
hr�oder-Bernstein 2.26 ÷ñçóéìïðïéåßåðáãùãÞ ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò êáé äåí ìðïñïýìå íá �ç äéêáéïëïãÞóïõìåáîéùìá�éêÜ �þñá. Ó�éò åðüìåíåò äýï áóêÞóåéò óêéáãñáöïýìå ìéá �åëåßùò äéá-öïñå�éêÞ áðüäåéîç (�ïõ Zermelo) ãé' áõ�ü �ï âáóéêü èåþñçìá, êÜðùò äõóíüç�ç,áëëÜ åðßóçò êïìøÞ, óýí�ïìç êáé ÷ùñßò ìíåßá �ùí öõóéêþí.
∗ x4.26. Áí A′ ⊆ B ⊆ A êáé A =
 A′, �ü�å åðßóçò A =
 B. Õðüäåéîç. ¸ó�ùf : A֌→ A′ áí�éó�ïé÷ßá ðïõ öáíåñþíåé ü�é A =
 A′ êáéQ = B \ f [A]ç £Ýëëåéøç¤ �ïõ B áðü �çí åéêüíá f [A]. Ïñßæïõìå �çí ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí�ïõ A

T = {X | Q ∪ f [X] ⊆ X}
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜí�á óýíïëá; 55
A B f [T ]

f [A]

ÄéÜãñáììá 4.5. Èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein êá�Ü �ïí Zermelo.êáé åðáëçèåýïõìå ðñþ�á ü�é ç �ïìÞT =ïñ ⋂T ∈ T ;þó�å Q ∪ f [T ] ⊆ T . ÊÜðùò ðéï äýóêïëç åßíáé ç áðüäåéîç ü�é ðñÜãìá�é T =Q ∪ f [T ]· áõ�Þ ç éóü�ç�á üìùò óõíåðÜãå�áé ü�éB = T ∪ (f [A] \ f [T ]);ðïõ �åëåéþíåé �çí áðüäåéîç, áöïý �á T êáé (f [A] \ f [T ]) åßíáé îÝíá óýíïëá êáéç ÝíùóÞ �ïõò åßíáé (åýêïëá ðéá) éóïðëçèéêÞ ìå �ï A.
∗ x4.27. Äåßîå �ï èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein áðü �á áîéþìá�á, ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò �ï �ñüâëçìá x4.26. Õðüäåéîç. Áí f : A֌ C êáé g : C ֌ A, �ü�åA =
 gf [A] ⊆ g[C] ⊆ A; g[C] =
 C:
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5
ÏÉ ÖÕÓÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

Ç âáóéêÞ äéáéóèç�éêÞ êá�áíüçóç ðïõ Ý÷ïõìå ãéá �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáéü�é õðÜñ÷åé Ýíáò (åëÜ÷éó�ïò) áñéèìüò 0, ü�é êÜèå áñéèìüò n Ý÷åé Ýíáí (áìÝóùò)åðüìåíï Sn, êáé ü�é áí îåêéíÞóïõìå ìå �ï 0 êáé êá�áóêåõÜóïõìå äéáäï÷éêÜ �ïíåðüìåíï �ïõ êÜèå áñéèìïý
0; S0 = 1; S1 = 2; S2 = 3; : : :åð' Üðåéñïí, �ü�å èá áðáñéèìÞóïõìå üëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. Ó�ï ðëáß-óéï �çò óõíïëïèåùñßáò, áõ�Þ ç äéáßóèçóç åêöñÜæå�áé áðü �ïí åîÞò áîéùìá�éêüïñéóìü:5.1. Ïñéóìüò. Óýó�çìá Peano Þ óýó�çìá öõóéêþí áñéèìþí åßíáé Ýíá äï-ìçìÝíï óýíïëï

(N; 0; S) = (N; (0; S))ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîÞò óõíèÞêåò.1. Ôï N åßíáé óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï ó�ïé÷åßï 0, 0 ∈ N.2. Ç S åßíáé óõíÜñ�çóç ó�ï N, S : N→ N.3. Ç S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Sn = Sm=⇒n = m.4. �éá êÜèå n ∈ N, Sn 6= 0.5. Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò (Indu
tion Prin
iple). �éá êÜèå X ⊆ N,
[0 ∈ X & (∀n ∈ N)[n ∈ X =⇒Sn ∈ X]]=⇒X = N:Ïé ðñïöáíåßò áõ�Ýò éäéü�ç�åò �ùí áñéèìþí êáëïýí�áé áîéþìá�á �ïõ Peano,ðñïò �éìÞí �ïõ É�áëïý ëïãéêïý êáé ìáèçìá�éêïý ðïõ ðñþ�ïò �á ðñü�åéíå óáíáîéùìá�éêÞ âÜóç ãéá �ç èåùñßá áñéèìþí. Ôï ðéï óçìáí�éêü áðü áõ�Ü åßíáé çÁñ÷Þ ÅðáãùãÞò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ÷áñáê�çñéó�éêÜ ó�ï åðüìåíï ëÞììá.5.2. ËÞììá. Óå Ýíá óýó�çìá öõóéêþí áñéèìþí (N; 0; S), êÜèå ó�ïé÷åßï n 6= 0åßíáé åðüìåíïò, áí n 6= 0; �ü�å (∃m ∈ N)[n = Sm];êáé ãéá êÜèå n, Sn 6= n.Áðüäåéîç. �éá íá áðïäåßîïõìå �çí ðñþ�ç ðñü�áóç ìå �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò,áñêåß íá äåßîïõìå ü�é �ï óýíïëïX = {n ∈ N | n = 0 ∨ (∃m ∈ N)[n = Sm]}57



58 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáéêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò
0 ∈ X; (∀n ∈ N)[n ∈ X =⇒Sn ∈ X];ðïõ åßíáé êáé ïé äýï ðñïöáíåßò áðü �ïí ïñéóìü �ïõ X. Ìå �ïí ßäéï �ñüðï,ãéá �ç äåý�åñç ðñü�áóç áñêåß íá åðáëçèåýóïõìå ü�é S0 6= 0 (ðïõ éó÷ýåé åðåéäÞãåíéêÜ, Sn 6= 0) êáé ü�é Sn 6= n=⇒SSn 6= Sn: áõ�ü éó÷ýåé åðåéäÞ ç S åßíáéÝíá-ðñïò-Ýíá, Ý�óé ðïõ SSn = Sn=⇒Sn = n. ⊣Äåí åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò ü�é ç áñéèìïèåùñßá, Ýíáò áðü �ïõò ðéï ðëïýóéïõòêáé áíáð�õãìÝíïõò êëÜäïõò �ùí ìáèçìá�éêþí, ìðïñåß íá ïéêïäïìçèåß ìå âÜóçáõ�Ü �á ðÝí�å áðëÜ áîéþìá�á, êáé ðñÜãìá�é äåí ö�Üíïõí, ÷ñåéÜæå�áé êáé ç èåù-ñßá óõíüëùí ðïõ (ó�ç äéáéóèç�éêÞ �çò ìïñöÞ) ï Peano �ç èåùñïýóå äåäïìÝíç,óáí ìÝñïò �çò £ëïãéêÞò¤. Èá äåßîïõìå åäþ ü�é �á áîéþìá�á ðñÜãìá�é óõíå-ðÜãïí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí �éò ðñþ�åò âáóéêÝò éäéü�ç�åò (áõ�Ýò ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å)�çò ðñüóèåóçò, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé �çò äéÜ�áîçò �ùí áñéèìþí. ÅðéðëÝïí,ïé áðïäåßîåéò ðïõ èá äþóïõìå åßíáé ÷áñáê�çñéó�éêÜ äåßãìá�á �çò ÷ñÞóçò �ùíáîéùìÜ�ùí ó�á ðéï ðñï÷ùñçìÝíá ìÝñç �çò èåùñßáò áñéèìþí.Áí ç áñéèìïèåùñßá ìðïñåß íá èåìåëéùèåß ìå âÜóç �á áîéþìá�á �ïõ Peano, �ü�åãéá íá �çí áðåéêïíßóïõìå ðéó�Ü ó�ç èåùñßá óõíüëùí áñêåß íá áðïäåßîïõìå �áåðüìåíá äýï èåùñÞìá�á.5.3. Èåþñçìá (¾ðáñîç �ùí öõóéêþí áñéèìþí). ÕðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáóýó�çìá Peano (N; 0; S).5.4. Èåþñçìá (Ìïíáäéêü�ç�á �ùí öõóéêþí áñéèìþí). Áí �á (N1; 01; S1)êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõó�Þìá�á Peano, �ü�å õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áí�éó�ïé÷ßá� : N1 ֌→ N2ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò�(01) = 02;�(S1n) = S2�(n); (n ∈ N1):Ìéá áí�éó�ïé÷ßá � ðïõ éêáíïðïéåß áõ�Ýò �éò åîéóþóåéò ëÝãå�áé éóïìïñöéóìüò�ïõ (N1; 01; S1) ìå �ï (N2; 02; S2), äçëáäÞ óõíïð�éêÜ �ï èåþñçìá âåâáéþíåé ü�éüëá �á óõó�Þìá�á Peano åßíáé (ìå ìïíáäéêü �ñüðï) éóïìïñöéêÜ áíÜ äýï.Ôï Èåþñçìá ¾ðáñîçò åßíáé ðïëý áðëü êáé èá �ï áðïäåßîïõìå áìÝóùò.5.5. Áðüäåéîç �çò ýðáñîçò �ùí öõóéêþí áñéèìþí, 5.3. Áðü �ï ÁîßùìáÁðåßñïõ (VI) îÝñïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï I �Ý�ïéï þó�å

∅ ∈ I;
(∀n)[n ∈ I =⇒{n} ∈ I]:×ñçóéìïðïéþí�áò áõ�ü �ï I, ïñßæïõìå ðñþ�á �çí ïéêïãÝíåéá óõíüëùí

I = {X ⊆ I | ∅ ∈ X & (∀n)[n ∈ X =⇒{n} ∈ X]}Ý�óé þó�å ðñïöáíþò I ∈ I, êáé èÝ�ïõìå
N =

⋂ I; 0 = ∅; S = {(n;m) ∈ N× N | m = {n}}:
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ÄéÜãñáììá 5.1. Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò.�éá íá �åëåéþóïõìå �çí áðüäåéîç áñêåß íá äåßîïõìå ü�é áõ�Þ ç �ñéÜäá (N; 0; S)åßíáé óýó�çìá Peano. Êá�áñ÷Þí N ∈ I, åðåéäÞ X ∈ I =⇒∅ ∈ X êáé åðïìÝíùò

∅ ∈ ⋂I = N êáé ìå �ïí ßäéï óõëëïãéóìü,n ∈ N=⇒ (∀X ∈ I)[n ∈ X]=⇒ (∀X ∈ I)[{n} ∈ X]=⇒{n} ∈ N:Áõ�ü óõíåðÜãå�áé áìÝóùò �á ðñþ�á äýï áîéþìá�á �ïõ Peano, �á åðüìåíá äýïáëçèåýïõí åðåéäÞ (ãåíéêÜ, ãéá üëá �á n, m) {n} = {m}=⇒n = m êáé {n} 6= ∅,êáé ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò Ýðå�áé áìÝóùò áðü �ïí ïñéóìü �ïõ N óáí �ïìÞ. ⊣Ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Ìïíáäéêü�ç�áò 5.4 ó�çñßæå�áé ó�ï åîÞò èåìå-ëéáêü èåþñçìá �çò áîéùìá�éêÞò áñéèìïèåùñßáò.5.6. Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �ï (N; 0; S) åßíáé óýó�çìáPeano, �ï E åßíáé óýíïëï, a ∈ E, êáé ç h : E → E åßíáé óõíÜñ�çóç: õðÜñ÷åé�ü�å ìßá êáé ìüíï ìßá óõíÜñ�çóç f : N→ E ðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åòf(0) = a;f(Sn) = h(f(n)) (n ∈ N):Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò äéêáéïëïãåß �ïí óõíçèéóìÝíï �ñüðï ìå �ïí ïðïßïïñßæïõìå óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò áíáäñïìéêÜ11 (Þ åðáãùãéêÜ):äçëáäÞ ãéá íá ïñßóïõìå �çí f : N → E, ðñïóäéïñßæïõìå áðáñ÷Þò �çí �éìÞf(0) = a êáé äßíïõìå ìéá óõíÜñ�çóç h : E → E ðïõ ðñïóäéïñßæåé �çí �éìÞ f(Sn)�çò f óå êÜèå åðüìåíï áñéèìü Sn áðü �çí �éìÞ f(n) �çò f ó�ïí ðñïçãïýìåíü�ïõ n: f(Sn) = h(f(n)). Ç äéáéóèç�éêÞ êá�áíüçóç �ùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõðåñéãñÜøáìå ðéï ðÜíù ðñïöáíþò äéêáéïëïãåß �Ý�ïéïõò ïñéóìïýò, êáé åðïìÝíùòðñÝðåé íá �ïõò äéêáéïëïãÞóïõìå êáé ó�çí áîéùìá�éêÞ áñéèìïèåùñßá.�ñéí áðïäåßîïõìå �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò èá �ï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ó�çí åðü-ìåíç áðüäåéîç ðïõ åßíáé ÷áñáê�çñéó�éêü ðáñÜäåéãìá �çò ÷ñÞóçò �ïõ.
11Ïé ëÝîåéò £áíáäñïìÞ¤ êáé £åðáãùãÞ¤ ðïëëÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óõíþíõìá ó�á ìá-èçìá�éêÜ. Åäþ èá áêïëïõèÞóïõìå �çí ðéï óýã÷ñïíç ÷ñÞóç �ùí üñùí ðïõ äéá÷ùñßæåé áíáäñï-ìéêïýò ïñéóìïýò áðü åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò.
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60 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá5.7. Áðüäåéîç �çò ìïíáäéêü�ç�áò �ùí öõóéêþí áñéèìþí, 5.4. ÕðïèÝ�ïõìåü�é �á (N1; 01; S1) êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõó�Þìá�á Peano. Áðü �ï ÈåþñçìáÁíáäñïìÞò ó�ï (N1; 01; S1) ìå E = N2, a = 02, h = S2, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñ�çóç � : N1 → N2 ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò�(01) = 02;�(S1n) = S2�(n) (n ∈ N1);êáé õðïëåßðå�áé ìüíï íá áðïäåßîïõìå ü�é áõ�Þ ç � åßíáé (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áí�éó�ïé-÷ßá.(1) Ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò, � : N1 →→ N2. �ñïöáíþò 02 ∈ �[N1] áöïý
02 = �(01), êáém ∈ �[N1] =⇒ (∃n ∈ N1)[m = �(n)]=⇒ (∃n ∈ N1)[S2m = S2�(n) = �(S1n)]=⇒ S2m ∈ �[N1];óõíåðþò, áðü �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ó�ï (N2; 02; S2), �[N1] = N2.(2) Ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, � : N1 ֌ N2. Áñêåß íá åëÝãîïõìå ü�é áíèÝóïõìå X = {n ∈ N1 | (∀m ∈ N1)[�(m) = �(n)=⇒m = n]};�ü�å

01 ∈ X; n ∈ X =⇒S1n ∈ X;ãéá�ß ìáæß ìå �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ó�ï (N1; 01; S1), ïé ðñï�Üóåéò áõ�Ýò óõíå-ðÜãïí�áé ü�é X = N1, äçëáäÞ ü�é ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. �éá �çí ðñþ�çóõíèÞêç, m 6= 01 =⇒ m = S1m′ ãéá êÜðïéï m′ áðü �ï ËÞììá 5.2=⇒ �(m) = �(S1m′) = S2�(m′) 6= 02;Üñá áí �(m) = �(01) = 02, �ü�å m = 01 êáé 01 ∈ X. �éá �ç äåý�åñç óõíèÞêç,áñêåß íá äåßîïõìå ü�én ∈ X &�(m) = �(S1n)=⇒m = S1n:Ç õðüèåóç ìáò äßíåé �(m) = �(S1n) = S2�(n) 6= 02;ðïõ óõíåðÜãå�áé ü�é m 6= 01, áöïý �(01) = 02 êáé 01 ∈ X. Áðü �ï ËÞììá 5.2êáé ðÜëé, m = S1m′ ãéá êÜðïéï m′ ∈ N1,�(m) = �(S1m′) = S2�(m′)êáé ç õðüèåóç �(m) = �(S1n) ìáò äßíåéS2�(m′) = S2�(n);ðïõ óõíåðÜãå�áé �(m′) = �(n). Áõ�ü ðÜëé óõíåðÜãå�áé m′ = n åðåéäÞ n ∈ X,ïðü�å m = S1m′ = S1n, áõ�ü ðïõ èÝëáìå. ⊣
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 615.8. Áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò, 5.6. Ìå �éò õðïèÝóåéò �ïõ èåù-ñÞìá�ïò, ïñßæïõìå ðñþ�á �ï óýíïëï A üëùí �ùí ðñïóåããßóåùí �çò óõíÜñ�çóçòðïõ èÝëïõìå íá êá�áóêåõÜóïõìå:p ∈ A ⇐⇒ïñ Fun
tion(p) (5-1)
&Domain(p) ⊆ N & Image(p) ⊆ E
& 0 ∈ Domain(p) & p(0) = a
& (∀n ∈ N)[Sn ∈ Domain(p)=⇒n ∈ Domain(p) & p(Sn) = h(p(n))]:Ìå ëüãéá, êÜèå p ∈ A åßíáé óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá õðïóýíïëï �ïõ

N êáé �éìÝò ó�ï E· áðü �çí �ñß�ç ðñü�áóç �ï Domain(p) ðåñéÝ÷åé �ï 0· êáé ç�åëåõ�áßá óõíåðÜãå�áé ü�é �ï Domain(p) £åßíáé êëåéó�ü ðñïò �á êÜ�ù¤, äçëáäÞáí Sn ∈ Domain(p), �ü�å n ∈ Domain(p), êáé ç �éìÞ p(Sn) êáèïñßæå�áé áðü �ïp(n). ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìá�á ðñïóåããßóåùí åßíáé �á
{(0; a)}; {(0; a); (S0; f(a))}; {(0; a); (S0; f(a)); (SS0; f(f(a)))}; : : :�á ïðïßá õðïäåéêíýïõí �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï £÷�ßæå�áé¤ ç æç�ïýìåíç óõíÜñ�çóçâÞìá-ðñïò-âÞìá áðü �ïí áíáäñïìéêü ïñéóìü. �éá íá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá,ðñÝðåé íá äåßîïõìå (áõó�çñÜ áðü �á áîéþìá�á, ÷ùñßò £ : : : ¤ Þ £ê.ëð.¤) ü�é õðÜñ÷åéáêñéâþò ìßá ðñïóÝããéóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ïëüêëçñï �ï N.ËÞììá. �éá üëá �á p; q ∈ A êáé n ∈ N,n ∈ Domain(p) ∩Domain(q)=⇒ p(n) = q(n):Áðüäåéîç. Ôï óýíïëïX = {n ∈ N | (∀p; q ∈ A)

[n ∈ Domain(p) ∩Domain(q)=⇒ p(n) = q(n)
]

}ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé �ï 0, áöïý ãéá êÜèå p ∈ A, p(0) = a. Áín ∈ X & p ∈ A& q ∈ A&Sn ∈ Domain(p) ∩Domain(q);�ü�å p(Sn) = h(p(n)) åðåéäÞ p ∈ A;
= h(q(n)) åðåéäÞ p(n) = q(n);
= q(Sn) åðåéäÞ q ∈ A;þó�å áí n ∈ X, �ü�å Sn ∈ X. Áðü �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò Ýðå�áé ü�é X = N êáé�ï ËÞììá áëçèåýåé. ⊣ (ËÞììá)Ôï ËÞììá óõíåðÜãå�áé áìÝóùò ü�é �ï ðïëý ìßá óõíÜñ�çóç f : N→ E áíÞêåéó�ï A, ïðü�å ðáñáìÝíåé ìüíï íá äåßîïõìå ü�é �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá �Ý�ïéá f õðÜñ÷åé.Áõ�Þ åßíáé ç Ýíùóçf =

⋃A = {(n;w) | (∃p ∈ A)[n ∈ Domain(p) & p(n) = w]};
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



62 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáç ïðïßá êá�áñ÷Þí åßíáé óõíÜñ�çóç, åðåéäÞ
(n;w) ∈ f & (n;w′) ∈ f =⇒ (∃p; q ∈ A)[(n;w) ∈ p& (n;w′) ∈ q]=⇒ w = w′ áðü �ï ËÞììá ;êáé áðü �ïí ïñéóìü �ïõ A êáé Ýíáí ðáñüìïéï õðïëïãéóìü Ýðå�áé ü�é f ∈ A.Õðïëåßðå�áé ìüíï íá åðáëçèåýóïõìå ü�é Domain(f) = N, êáé ãé' áõ�ü ÷ñçóéìï-ðïéïýìå Üëëç ìéá öïñÜ �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò. �ñïöáíþò 0 ∈ Domain(f), áöïý

0 ∈ Domain(p) ãéá êÜèå p ∈ A êáé A 6= ∅. Áí n ∈ Domain(f), �ü�å õðÜñ÷åéêÜðïéá óõíÜñ�çóç p ∈ A ìå n ∈ Domain(p), êáé åðïìÝíùò (åýêïëá)q = p ∪ {(Sn; h(p(n)))} ∈ A;þó�å Sn ∈ Domain(q) ⊆ Domain(f). ⊣5.9. Ïé öõóéêïß áñéèìïß. Êáèïñßæïõìå �þñá Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýó�çìá Peano
(N; 0; S) �á ìÝëç �ïõ ïðïßïõ èá �á ëÝìå öõóéêïýò áñéèìïýò, Þ áðëÜ áñéèìïýò,ü�áí äåí õðÜñ÷åé óýã÷õóç. Áêïëïõèþí�áò �ïí Cantor, óõìâïëßæïõìå �ïí ðëç-èÜñéèìï �ïõ N ìå �ï ðñþ�ï ãñÜììá �ïõ åâñáúêïý áëöáâÞ�ïõ,

ℵ0 =ïñ |N|: (5-2)Áñãü�åñá èá óõíáí�Þóïõìå �ïõò áìÝóùò åðüìåíïýò �ïõ, ℵ1, ℵ2 ê.ëð. Óõíáñ-�Þóåéò a : N→ A ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï N êáëïýí�áé áêïëïõèßåò êáé óõíÞèùò çìå�áâëç�Þ �ïõò �ïðïèå�åß�áé óáí äåßê�çò,an = a(n) (n ∈ N; a : N→ A):Ìéá ðñïöáíÞò åðéëïãÞ ãéá �ï N åßíáé �ï óýó�çìá ðïõ êá�áóêåõÜóáìå ó�çíáðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ¾ðáñîçò 5.3, üðïõ 0 = ∅,
N = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : }êáé Sn = {n}. Ìéá Üëëç åðéëïãÞ, ðïõ ìåñéêïß èá �çí ðñï�éìÞóïõí ãéá öéëïóï-öéêïýò ëüãïõò, åßíáé íá äå÷�ïýìå ü�é õðÜñ÷åé ðñÜãìá�é �ï óýíïëï

N = {0; 1; 2; : : : }�ùí £áëçèéíþí öõóéêþí áñéèìþí¤, ïé ïðïßïé äåí åßíáé óýíïëá áëëÜ £áñéèìïß¤,êáé ï åðüìåíïò S äåí åßíáé ç êÜðùò Üó÷å�ç óõíÜñ�çóç (n 7→ {n}), áëëÜ çóõíÜñ�çóç ðïõ óõó÷å�ßæåé ìå êÜèå áñéèìü n �ïí £åðüìåíï áñéèìü¤ Sn. Ç èåùñßá�ïõ Zermelo åðé�ñÝðåé �Ý�ïéá ìç óýíïëá (óáí �ïõò £áëçèéíïýò áñéèìïýò¤) ùòÜ�ïìá, êáé åðéìÝíåé ìüíï óå Ýíá ðñÜãìá: �ï óýó�çìá �ùí öõóéêþí áñéèìþíðñÝðåé íá éêáíïðïéåß �á áîéþìá�á �ïõ Peano, êÜ�é ðïõ êÜèå óïâáñüò ÜíèñùðïòáðïäÝ÷å�áé ÷ùñßò äéó�áãìü. ¼óïí áöïñÜ �ç ìáèçìá�éêÞ èåùñßá �ùí áñéèìþíêáé óõíüëùí ðïõ áíáð�ýóóïõìå, áõ�Ýò ïé äýï (êáé üëåò ïé Üëëåò) åðéëïãÝò �ïõóõíüëïõ �ùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé éóïäýíáìåò, áöïý èá ó�çñßîïõìå üëåò �éòáðïäåßîåéò ìüíï ó�á áîéþìá�á �ïõ Peano.5.10. Ôï Èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein 2.26. Ó�ï óçìåßï áõ�ü, ðñÝðåéíá åðáíåîå�Üóïõìå �çí áðüäåéîç �ïõ óçìáí�éêïý áõ�ïý èåùñÞìá�ïò êáé íá âå-âáéùèïýìå ðùò ìðïñïýìå ðëÝïí íá �ç ó�çñßîïõìå ìüíï ó�á áîéþìá�á· áõ�üéó÷ýåé åðåéäÞ ïé áíáäñïìéêïß ïñéóìïß �ùí áêïëïõèéþí óõíüëùí {An}n∈N êáé
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ÄéÜãñáììá 5.2. Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ìå ðáñáìÝ�ñïõò.
{Bn}n∈N äéêáéïëïãïýí�áé áðü �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, êáé ïé âáóéêÝò �ïõòéäéü�ç�åò åäñáéþíïí�áé ìå åðáãùãÞ êáé áðëÝò ðñÜîåéò óõíáñ�Þóåùí, êé üëá áõ�Üìðïñïýí íá âáóéó�ïýí ó�á áðï�åëÝóìá�á ó�ï ÊåöÜëáéï 4.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò åíáëëáê�éêÝò ìïñöÝò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò ðïõ ÷ñç-óéìåýïõí óå åöáñìïãÝò. ÁíáöÝñïõìå åäþ ìüíï äýï áð' áõ�Ýò, ó�éò áðïäåßîåéò�ùí ïðïßùí öáßíå�áé ç ÷ñÞóç �ïõ èåùñÞìá�ïò. Äýï áêüìá ðáñüìïéåò ìïñöÝòâñßóêïí�áé ó�á ðñïâëÞìá�á, x5.20 êáé x5.21.5.11. �üñéóìá (ÁíáäñïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò). �éá üëá �á óýíïëá Y , E êáéóõíáñ�Þóåéò g : Y → E; h : E × Y → E;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f : N×Y → E ðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åòf(0; y) = g(y) (y ∈ Y );f(Sn; y) = h(f(n; y); y) (y ∈ Y; n ∈ N):Áðüäåéîç. �éá êÜèå y ∈ Y ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç hy : E → E ìå �ïí �ýðïhy(w) = h(w; y);êáé áðü �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò îÝñïõìå ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóçfy : N→ Eðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åòfy(0) = g(y);fy(Sn) = hy(fy(n)) = h(fy(n); y):�ñïêýð�åé áìÝóùò ü�é ç óõíÜñ�çóç f : N× Y → E ïñéóìÝíç ìå �ïí �ýðïf(n; y) =ïñ fy(n) (y ∈ Y; n ∈ N)éêáíïðïéåß �ï óõìðÝñáóìá �ïõ �ïñßóìá�ïò. ⊣

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



64 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá5.12. �üñéóìá (ÁíáäñïìÞ ìå �ï üñéóìá óáí ðáñÜìå�ñï). �éá êÜèå óýíïëïE, êáèå a ∈ E, êáé êÜèå óõíÜñ�çóç h : E × N→ E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõ-íÜñ�çóç f : N→ E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò:f(0) = a;f(Sn) = h(f(n); n):¼ìïéá, ìå ðáñáìÝ�ñïõò, ãéá êÜèåg : Y → E; h : E × N× Y → E;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá óõíÜñ�çóç f : N× Y → E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0; y) = g(y) (y ∈ Y );f(Sn; y) = h(f(n; y); n; y) (y ∈ Y; n ∈ N):Áðüäåéîç. �éá �ç ìïñöÞ ìå �éò ðáñáìÝ�ñïõò, áñ÷éêÜ ïñßæïõìå óõíÜñ�çóç� : N× Y → N×E÷ñçóéìïðïéþí�áò áíáäñïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò 5.11, üðïõ ïé óõíáñ�Þóåéò First êáéSe
ond åßíáé áõ�Ýò �çò ¢óêçóçò 4.3:�(0; y) = (0; g(y))�(Sn; y) = (SFirst(�(n; y)); h(Se
ond(�(n; y));First(�(n; y)); y):)Ìå åðáãùãÞ ó�ï h, áìÝóùò, First(�(n; y)) = n;êé Ý�óé ç óõíÜñ�çóç � éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò�(0; y) = (0; g(y)); �(Sn; y) = (Sn; h(Se
ond(�(n; y)); n; y)):Áð' áõ�ü óõíÜãïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóçf(n; y) = Se
ond(�(n; y))éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò ðïõ èÝëïõìå.Ç ìïíáäéêü�ç�á áðïäåéêíýå�áé åýêïëá, ìå åðáãùãÞ ó�ï n. ⊣×ñçóéìïðïéüí�áò �á ðáñáðÜíù, ïñßæïõìå êáé èåìåëéþíïõìå �éò âáóéêÝò éäéü-�ç�åò �çò ðñüóèåóçò, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé �çò äéÜ�áîçò ó�ï N.5.13. �ñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò. Ç óõíÜñ�çóç �çò ðñüóèåóçò ó�ïõòáñéèìïýò ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞn+ 0 = n;n+ (Sm) = S(n+m); (5-3)êé Ýðåé�á, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðñüóèåóç, ïñßæïõìå �ïí ðïëëáðëáóéáóìü áðü�çí áíáäñïìÞ n · 0 = 0;n · Sm = (n ·m) + n: (5-4)
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 65Áíáëõ�éêü�åñá, îÝñïõìå áðü �ï 5.11 ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f :
N× N→ N ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0; n) = g(n);f(Sm; n) = h(f(m;n); n);üðïõ ïé óõíáñ�Þóåéò g êáé h ïñßæïí�áé óáí óýíïëá æåõãþí,g = {(n; n) ∈ N× N | n ∈ N};h = {((z; n); w) ∈ (N× N)× N | w = Sz};êáé ïñßæïõìå �çí ðñüóèåóç ìå �ïí �ýðïn+m = f(m;n);äçëáäÞ + = {((n;m); w) | ((m;n); w) ∈ f}. ÔÝ�ïéåò �åñá�þäåéò ó÷ïëáó�éêü�ç-�åò äåí âïçèïýí �çí êá�áíüçóç (ìÜëëïí âëÜð�ïõí) êáé èá �éò áðïöýãïõìå.5.14. Èåþñçìá. Ç ðñüóèåóç åßíáé ðñïóå�áéñéó�éêÞ ðñÜîç, äçëáäÞ éêáíï-ðïéåß �çí åîßóùóç

(n+m) + k = n+ (m+ k) (5-5)Áðüäåéîç. �ñþ�á ãéá k = 0,
(n+m) + 0 = n+m = n+ (m+ 0);÷ñçóéìïðïéþí�áò äýï öïñÝò �ç ó÷Ýóç w+0 = w áðü �ïí ïñéóìü �çò ðñüóèåóçò.ÅðáãùãéêÜ, äå÷üìåíïé ü�é ãéá êÜðïéï k

(n+m) + k = n+ (m+ k); (5-6)õðïëïãßæïõìå:
(n+m) + Sk = S((n+m) + k)

= S(n+ (m+ k)) áðü �çí (5-6)
= n+ S(m+ k)
= n+ (m+ Sk)üðïõ ïé ìç äéêáéïëïãçìÝíåò åîéóþóåéò ðñïêýð�ïõí áðü �ïí ïñéóìü �çò ðñüóèå-óçò. ⊣Ç ìå�áèå�éêü�ç�á �çò ðñüóèåóçò äåí åßíáé �üóï áðëÞ êáé ÷ñåéÜæå�áé äýï ëÞì-ìá�á:5.15. ËÞììá. �éá êÜèå áñéèìü n, 0 + n = n.Áðüäåéîç. ÅðáãùãéêÜ, 0+0 = 0 óõíÜãå�áé áðü �ïí ïñéóìü, êáé áí 0+n = n,�ü�å 0 + Sn = S(0 + n) = Sn. ⊣5.16. ËÞììá. �éá üëïõò �ïõò áñéèìïýò n, m, n+ Sm = Sn+m.
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66 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ó�ï m, ðñþ�á ãéá m = 0, áìÝóùò áðü �ïí ïñéóìü:n+ S0 = S(n+ 0) = Sn = Sn+ 0:�éá �ï åðáãùãéêü âÞìá, äå÷üìáó�å ü�é ãéá êÜðïéï m,n+ Sm = Sn+m (5-7)êáé ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�én+ SSm = Sn+ Sm:Õðïëïãßæïõìå: n+ SSm = S(n+ Sm) áðü �ïí ïñéóìü
= S(Sn+m) áðü �çí (5-7)
= Sn+ Sm áðü �ïí ïñéóìü. ⊣5.17. Èåþñçìá. Ç ðñüóèåóç åßíáé ìå�áèå�éêÞ ðñÜîç, äçëáäÞn+m = m+ n:Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ó�ï m, ç âÜóç Ýðå�áé áìÝóùò áðü �ï ËÞììá 5.15.�éá �ï åðáãùãéêü âÞìá, äå÷üìáó�å ü�é ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï mn+m = m+ n (5-8)êáé õðïëïãßæïõìå: n+ Sm = S(n+m) áðü �ïí ïñéóìü

= S(m+ n) áðü �çí (5-8)
= m+ Sn áðü �ïí ïñéóìü
= Sm+ n áðü �ï ËÞììá 5:16: ⊣5.18. ¢óêçóç. �éá êÜèå áñéèìü n, ç óõíÜñ�çóç (s 7→ n + s) åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, Üñá n+ s = n+ t=⇒ s = t; êáé åéäéêü�åñá,áí n+ s = n; �ü�å s = 0:5.19. Ïñéóìüò. Ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç ≤ óå Ýíá óýíïëï P åßíáé ìåñéêÞ äéÜ�áîç(partial ordering) áí åßíáé áõ�ïðáèÞò, ìå�áâá�éêÞ êáé áí�éóõììå�ñéêÞ (antisym-metri
), äçëáäÞ ãéá üëá �á x; y; z ∈ P ,x ≤ x (áõ�ïðÜèåéá);x ≤ y& y ≤ z=⇒x ≤ z (ìå�áâá�éêü�ç�á);x ≤ y& y ≤ x=⇒x = y (áí�éóõììå�ñéêü�ç�á):Ó÷å�éêÜ ìå ìåñéêÝò äéá�Üîåéò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé �ï óõìâïëéóìüx < y ⇐⇒ïñ x ≤ y&x 6= y:
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 67Ç ≤ åßíáé ïëéêÞ (total), Þ ãñáììéêÞ (linear) Þ áðëÜ äéÜ�áîç áí åðéðëÝïí üëá�á ó�ïé÷åßá �ïõ P åßíáé óõãêñßóéìá (
omparable) áíÜ äýï ùò ðñïò �çí ≤,äçëáäÞ
(∀x; y ∈ P )[x ≤ y ∨ y ≤ x];Þ éóïäýíáìá

(∀x; y ∈ P )[x < y ∨ x = y ∨ y < x]:5.20. Ïñéóìüò. Ç äéìåëÞò ó÷Ýóç ≤ ó�ï P åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç (wellorder-ing) �ïõ óõíüëïõ P , áí åßíáé ïëéêÞ äéÜ�áîç �ïõ P êáé åðéðëÝïí êÜèå ìç êåíüõðïóýíïëï �ïõ P Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï, óõìâïëéêÜ:
(∀X ⊆ P )[X 6= ∅=⇒ (∃x ∈ X)(∀y ∈ X)[x ≤ y]]:5.21. Ïñéóìüò. Ç ó÷Ýóç äéÜ�áîçò ≤ ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ïñßæå�áé ìå �çíéóïäõíáìßá n ≤ m ⇐⇒ïñ (∃s)[n+ s = m]:ÂáóéêÞ éäéü�ç�á �çò ≤ åßíáé ç åîÞò:5.22. ËÞììá. �éá üëïõò �ïõò áñéèìïýò n;m,n ≤ Sm ⇐⇒ n ≤ m ∨ n = Sm:Áðüäåéîç. Áí n ≤ Sm, �ü�å åî ïñéóìïý õðÜñ÷åé t �Ý�ïéïò þó�å n+ t = Smêáé åîå�Üæïõìå äýï ðåñéð�þóåéò. �åñßð�ùóç (1), t = 0. Ôþñá n + 0 = Sm,åðïìÝíùò n = Sm. �åñßð�ùóç (2), n + t = Sm ãéá êÜðïéï t 6= 0. Ôþñá áðü�ï ËÞììá 5.2, t = Ss ãéá êÜðïéï s, ïðü�å n + Ss = Sm, Üñá S(n+ s) = Sm,Üñá n + s = m áöïý ç S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé åðïìÝíùò n ≤ m. Ç Üëëçêá�åýèõíóç �ïõ ËÞììá�ïò åßíáé åõêïëü�åñç. ⊣5.23. Èåþñçìá. Ç ó÷Ýóç ≤ ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç.Áðüäåéîç. Ç áõ�ïðÜèåéá åßíáé ðñïöáíÞò áðü �ï n + 0 = n êáé ç ìå�á-âá�éêü�ç�á éó÷ýåé åðåéäÞ n + s = m&m + t = k=⇒n + (s + t) = k. �éá�çí áí�éóõììå�ñéêü�ç�á, ðáñá�çñïýìå ü�é áí n + s = m êáé m + t = n, �ü�ån + (s + t) = n êáé ç ¢óêçóç 5.18 óõíåðÜãå�áé s + t = 0· åðïìÝíùò t = 0(áëëéþò ï s+ t åßíáé åðüìåíïò) êáé �åëéêÜ m = n.Áðüäåéîç ãñáììéêü�ç�áò. Èá äåßîïõìå ü�é (∀n)[n ≤ m∨m ≤ n], ìå åðáãùãÞó�ï m. �áñá�çñïýìå áñ÷éêÜ ðùò ãéá êÜèå n, n ≤ Sn, äéü�é n+ S0 = Sn.ÂÜóç. �éá êÜèå n, 0 + n = n êáé åðïìÝíùò 0 ≤ n.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáó�å �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç

(∀n)[n ≤ m ∨m ≤ n]êáé äåß÷íïõìå ü�é ãéá êÜèå n, n ≤ Sm ∨ Sm ≤ n. Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç÷ùñßæåé öõóéêÜ �çí áðüäåéîç óå äýï ðåñéð�þóåéò: Áí n ≤ m, �ü�å n ≤ Sm áöïým ≤ Sm êáé ç ≤ åßíáé ìå�áâá�éêÞ. Áí m ≤ n, �ü�å ãéá êÜðïéï t, m + t = n,êáé Ý÷ïõìå ðÜëé äýï ðåñéð�þóåéò: áí t = 0, �ü�å n = m ≤ Sm, êáé áí t 6= 0,�ü�å t = Ss ãéá êÜðïéï s, Üñá m+Ss = n êáé áðü �ï ËÞììá 5.16 Sm+ s = n,êé Üñá Sm ≤ n.
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68 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç éäéü�ç�áò êáëÞò äéÜ�áîçò. �ñïò Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï Xåßíáé ìç êåíü êáé ÷ùñßò åëÜ÷éó�ï ìÝëïò êáé èÝ�ïõìåY = {n ∈ N | (∀m ≤ n)[m =∈ X]};þó�å ðñïöáíþò Y ∩X = ∅: (5-9)Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é 0 ∈ Y êáé n ∈ Y =⇒Sn ∈ Y , ãéá�ß �ü�å Y = N áðü �çíÁñ÷Þ ÅðáãùãÞò êáé Üñá X = ∅ áðü �çí (5-9), ðïõ åßíáé Ü�ïðï.ÂÜóç. 0 ∈ Y . Ôï 0 åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò êáé åðïìÝíùò 0 =∈ X (áëëéþò�ï X èá åß÷å åëÜ÷éó�ï) êáé åðßóçò m ≤ 0=⇒m = 0=⇒m =∈ X, Üñá 0 ∈ Y .Åðáãùãéêü ÂÞìá. Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç n ∈ Y êáé ï ïñéóìüò �ïõ YóõíåðÜãïí�áé ü�é (∀m ≤ n)m =∈ X, êáé áðü �ï ËÞììá 5.22 ãíùñßæïõìå ü�ém ≤ Sn=⇒m ≤ n ∨m = Sn. ¢ñá ãéá íá åðáëçèåýóïõìå �çí Sn ∈ Y , áñêåßíá äåßîïõìå ü�é Sn =∈ X. ÁëëÜ áí �ï Sn áíÞêå ó�ï X, �ü�å èá Þ�áí �ï åëÜ÷éó�ü�ïõ ìÝëïò áöïým < Sn ⇐⇒ m ≤ n áðü �ï ËÞììá 5.22=⇒ m =∈ X áðü �çí åðáãùãéêÞ õðïèåóç.Áõ�ü äåß÷íåé ü�é ç ≤ åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç êáé óõìðëçñþíåé �çí áðüäåéîç �ïõèåùñÞìá�ïò. ⊣�éá êáëÝò äéá�Üîåéò, ãåíéêÜ, èá ðïýìå ðïëëÜ áñãü�åñá, ó�ï ÊåöÜëáéï 7.ÅéäéêÜ ãéá �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, �ï ãåãïíüò ü�é �ï N åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïáðü �çí ≤ åßíáé ìéá Üëëç Ýêöñáóç �çò Áñ÷Þò ÅðáãùãÞò.�åñíÜìå �þñá ó�éò åöáñìïãÝò �ùí öõóéêþí áñéèìþí ó�ç óõíïëïèåùñßá êáééäéáß�åñá �ç èåùñßá �ùí ðåðåñáóìÝíùí êáé áðáñéèìç�þí óõíüëùí, áöïý ðñþ�áåðáíáëÜâïõìå �çí ðñïåéäïðïßçóç �ïõ 3.24: ðïëëÝò áðü áõ�Ýò ÷ñåéÜæïí�áé �ïÁîßùìá ÅðéëïãÞò êáé èá ðñÝðåé íá ðåñéìÝíïõí ìÝ÷ñé �ï ÊåöÜëáéï 8. Ïé ðåñéó-óü�åñåò üìùò ìðïñïýí íá áðïäåé÷�ïýí ìå �çí ßäéá âáóéêÞ áðïäåéê�éêÞ ìÝèïäïðïõ óõìâïëßæå�áé áðü �ï æåõãÜñùìááíáäñïìéêüò ïñéóìüò { åðáãùãéêÞ áðüäåéîç.ÅðáíáëáìâÜíïõìå ìåñéêïýò áðü �ïõò ïñéóìïýò �ïõ Êåöáëáßïõ 2 ìå �éò áîéù-ìá�éêÝò Ýííïéåò ðïõ Ý÷ïõìå áðïê�Þóåé ó�ï ìå�áîý.5.24. Ïñéóìüò. �éá êÜèå öõóéêü áñéèìü m êáé êÜèå n ≤ m, ïñßæïõìå �ï(çìéáíïéê�ü) äéÜó�çìá áðü �ï n ó�ï m
[n;m) =ïñ {k ∈ N | n ≤ k& k < m}:5.25. ¢óêçóç. �éá êÜèå n, [n; n) = ∅ êáé ãéá êÜèå n ≤ m,

[n; Sm) = [n;m) ∪ {m}:5.26. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï áí õðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüòn, �Ý�ïéïò þó�å A =
 [0; n)· Üðåéñï áí äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï· êáé áñéèìÞóéìï Þ
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 69áðáñéèìç�ü áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ éóïðëçèéêü ìå �ï N. Áðü �çí �ñü�áóç 2.7(ç ïðïßá óõíÜãå�áé åýêïëá áðü �á áîéþìá�á),A áðáñéèìç�ü ⇐⇒ A ≤
 N:Ïé ðåðåñáóìÝíïé ðëçèÜñéèìïé åßíáé ïé ðëçèÜñéèìïé �ùí ðåðåñáóìÝíùí óõ-íüëùí.Ç åðüìåíç èåìåëéáêÞ éäéü�ç�á �ùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí åßíáé ç âÜóç �ïõêëÜäïõ �ùí ìáèçìá�éêþí ðïõ ëÝãå�áé óõíäõáó�éêÞ.5.27. Áñ÷Þ �ïõ �åñéó�åñåþíá. ÊÜèå ìïíïìïñöéóìüò f : A ֌ A áðü ÝíáðåðåñáóìÝíï óýíïëï ó�ïí åáõ�ü �ïõ åßíáé åðéìïñöéóìüò, äçëáäÞ f [A] = A.Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü m êáé êÜèå g,g : [0;m)֌ [0;m)=⇒ g[[0;m)] = [0;m); (5-10)ãéá �ïí åîÞò ëüãï: áí ç f : A֌ A åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ç � : A֌→ [0;m)âåâáéþíåé ü�é �ï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç g : [0;m)→ [0;m)ìå �ïí �ýðï g(i) = �(f(�−1(i))) (i < m);þó�å (åýêïëá) f(x) = �−1(g(�(x))) (x ∈ A): (5-11)Ç g åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, óáí óýíèåóç ìïíïìïñöéóìþí, êáé åðïìÝíùò áðü�çí (5-10) åßíáé áí�éó�ïé÷ßá, áëëÜ �ü�å êáé ç f åßíáé áí�éó�ïé÷ßá óáí óýíèåóçáí�éó�ïé÷éþí, áðü �çí (5-11).Ç áðüäåéîç �çò (5-10) åßíáé (öõóéêÜ) ìå åðáãùãÞ ó�ï m. Åßíáé óçìáí�éêü íáðáñá�çñÞóïõìå ü�é èá áðïäåßîïõìå �ç ãåíéêÞ ðñü�áóç
(∀g) [g : [0;m)֌ [0;m)=⇒ g[[0;m)] = [0;m)] ; (5-12)åðåéäÞ ó�çí åðáëÞèåõóç �ïõ åðáãùãéêïý âÞìá�ïò ãéá êÜðïéá g èá ÷ñåéáó�ïýìå�çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ãéá äéÜöïñåò Üëëåò óõíáñ�Þóåéò g.ÂÜóç. Ç (5-10) åßíáé �å�ñéììÝíç ãéá m = 0; 1, åðåéäÞ ìüíï ìßá óõíÜñ�çóçg : [0;m)→ [0;m) õðÜñ÷åé ó' áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò êáé áõ�Þ åßíáé áí�éó�ïé÷ßá.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáó�å �çí (5-12) ãéá êÜðïéï m > 1 êáé ðñÝðåé íááðïäåßîïõìå ü�é êÜèå ìïíïìïñöéóìüòg : [0; Sm)֌ [0; Sm)åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü �çí ¶óêçóç 5.25 îÝñïõìå ü�é

[0; Sm) = [0;m) ∪ {m};êáé ç áðüäåéîç äéáóðÜ�áé öõóéêÜ óå �ñåéò ðåñéð�þóåéò:�åñßð�ùóç (1). m =∈ Image(g). Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç èåùñïýìå �ïí ðåñéï-ñéóìü h �çò g ó�ï äéÜó�çìá [0;m) ðïõ ïñßæå�áé ìå �ïí �ýðïh(i) = g(i) (i < m);
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70 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
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m− 1ÄéÜãñáììá 5.3. Áñ÷Þ �ïõ �åñéó�åñåþíá, �åñßð�ùóç (3).äçëáäÞ óáí óýíïëï æåõãþí h = g \ {(m; g(m))}. Áõ�Þ ç óõíÜñ�çóç ðáßñíåéüëåò �éò �éìÝò �çò ó�ï äéÜó�çìá [0;m) êáé åßíáé âÝâáéá ìïíïìïñöéóìüò. ¸�óé,ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç áëçèåýåé ãéá �çí h êáé åðïìÝíùò h[[0;m)] = [0;m). Áõ�üóçìáßíåé ü�é g[[0;m)] = [0;m) êáé ïäçãåß óå Ü�ïðï, åðåéäÞ ç õðüèåóç �çò ðåñß-ð�ùóçò óõíåðÜãå�áé g(m) < m êáé åðïìÝíùò ç óõíÜñ�çóç g ðáßñíåé äýï öïñåò�çí �éìÞ g(m), äçëáäÞ äåí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.�åñßð�ùóç (2). g(m) = m. Ìå �ïí ßäéï óõëëïãéóìü, ï ðåñéïñéóìüò håßíáé áí�éó�ïé÷ßá h : [0;m) ֌→ [0;m), êáé åðïìÝíùò (åýêïëá) êáé ç g åßíáéáí�éó�ïé÷ßá.�åñßð�ùóç (3). ÕðÜñ÷ïõí áñéèìïß u; v < m �Ý�ïéïé þó�åg(u) = m; g(m) = v:Ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç ðïõ åßíáé ç ðéï åíäéáöÝñïõóá, ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóçh′ : [0;m)→ [0;m) ìå �ïí �ýðïh′(i) =

{ g(i); áí i < m& i 6= u;v; áí i = u:Ç h′ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åðåéäÞ óõìöùíåß ìå �çí g óå üëá �á ó�ïé÷åßá åê�üòáðü �ï u, üðïõ ðáßñíåé �çí �éìÞ v êáé v 6= g(j), ãéá êÜèå j < m, åðåéäÞ g(m) = vêáé ç g åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÅðïìÝíùò, åöáñìüæïí�áò �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóçó�çí h′ óõìðåñáßíïõìå ü�é h′[[0;m)] = [0;m), êáé áð' áõ�Þ �çí éóü�ç�á (åýêïëáðéá) g[[0; Sm)] = [0; Sm). ⊣Óáí ðñþ�ç åöáñìïãÞ ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå áõó�çñÜ �ï åîÞò £ðñïöáíÝò¤èåþñçìá:5.28. �üñéóìá. Ôï óýíïëï N �ùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé Üðåéñï.Áðüäåéîç. Ç óõíÜñ�çóç (n 7→ Sn) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü �ï N ó�ï ãíÞ-óéï õðïóýíïëï N \ {0}. ⊣Óõíåðþò £Üðåéñï, áðáñéèìç�ü¤ óçìáßíåé áêñéâþò £éóïðëçèéêü ìå �ï N¤, óýì-öùíá ìå �éò äéáéóèÞóåéò ìáò: �ï óýíïëï A åßíáé Üðåéñï, áðáñéèìç�ü áêñéâþò áí
|A| =
 ℵ0.5.29. �üñéóìá. �éá êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò öõ-óéêüò áñéèìüò n �Ý�ïéïò þó�å A =
 [0; n). ÈÝ�ïõìå

#(A) =ïñ ï ìïíáäéêüò n ∈ N �Ý�ïéïò þó�å [A =
 |A| =
 [0; n)] (5-13)êáé öõóéêÜ êáëïýìå �ïí #(A) �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ A.
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 71Áðüäåéîç. Áí A =
 [0; n) êáé A =
 [0;m) ìå n < m, �ü�å [0; n) =
 [0;m)êáé ç áí�éó�ïé÷ßá � : [0;m) ֌ [0; n) áí�éêñïýåé �çí Áñ÷Þ �ïõ �åñéó�åñåþíá,áöïý �ï [0; n) åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï �ïõ [0;m). ⊣Ìðïñïýìå ðëÝïí íá áðïäåßîïõìå ðïëëÝò éäéü�ç�åò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ìååðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí ìåëþí �ïõò, ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïí ðëçèéêü �ïõòáñéèìü. �ïëëÜ áðü �á ðñïâëÞìá�á ëýíïí�áé ìå áõ�ü �ïí �ñüðï.5.30. ËÝîåéò (words Þ strings). Ó�ï ÊåöÜëáéï 2 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï Êáñ�å-óéáíü ãéíüìåíï n ðáñáãüí�ùí An ãéá íá áðåéêïíßóïõìå áêïëïõèßåò ìÞêïõò náðü �ï óýíïëï A. Áõ�ü äåí åßíáé âïëéêü ü�áí èÝëïõìå íá ìåëå�Þóïõìå �ï óý-íïëï üëùí �ùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí áðü �ï A, ïé ïðïßåò áðåéêïíßæïí�áéðéï åýêïëá óáí óõíáñ�Þóåéò ìå ðåäßï ïñéóìïý êÜðïéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ N. �éáêÜèå A, �ï óýíïëï ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí Þ ëÝîåùí áðü �ï A ïñßæå�áéùò åîÞò:A(n) =ïñ {u ⊆ N×A | Fun
tion(u) &Domain(u) = [0; n)};A∗ =ïñ ⋃∞n=0A(n): (5-14)Ôï ìÞêïò (length) ìéáò ëÝîçò ïñßæå�áé ìå �ç óõíÜñ�çóçlh(u) =ïñ max{i | i = 0 ∨ i− 1 ∈ Domain(u)} (u ∈ A∗); (5-15)Ý�óé ðïõ lh(u) = 0 ìüíï ü�áí �ï u åßíáé ç êåíÞ ëÝîç ∅. Åðßóçò èÝ�ïõìåu ⊑ v ⇐⇒ïñ u ⊆ v (u; v ∈ A∗); (5-16)êáé êáëïýìå �ï u áñ÷éêü �ìÞìá (initial segment) �ïõ v áí u ⊑ v. Áía0; : : : ; an−1 åßíáé ó�ïé÷åßá �ïõ A, óõìâïëßæïõìå ìå
〈a0; : : : ; an−1〉 =ïñ {(0; a0); : : : ; (n− 1; an−1)} (5-17)�çí áêïëïõèßá �ïõò, åéäéêü�åñá (ìå n = 0; 1),

〈 〉 = ∅; 〈a〉 =ïñ {(0; a)}: (5-18)�éá üëåò �éò ëÝîåéò u, v, ç ëÝîçu ? v = 〈u(0); : : : ; u(lh(u)− 1); v(0); : : : ; v(lh(v)− 1)〉 (5-19)åßíáé ç ðáñÜèåóç (
on
atenation) �ùí ëÝîåùí u êáé v.�éá êÜèå f : N→ A êáé êÜèå öõóéêü áñéèìü n,f(n) =ïñ f ↾[0; n) = {(i; f(i)) | i < n} (5-20)åßíáé ï ðåñéïñéóìüò (restri
tion) �çò f ó�ï áñ÷éêü �ìÞìá [0; n) �ïõ N. ÓáíðáñÜäåéãìá, f(0) = ∅; f(1) = {(0; f(0))}; : : : ;êáé ìðïñïýìå íá áíáê�Þóïõìå �çí f áðü �çí f , áöïýi < n=⇒ f(i) = f(n)(i):5.31. Ïñéóìüò. �éá êÜèå ðëçèÜñéèìï � êáé êÜèå n ∈ N, èÝ�ïõìå�n =ïñ |�(n)|:
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



72 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá5.32. �ñü�áóç. �éá êÜèå Üðåéñï, áðáñéèìç�ü óýíïëï A êáé êÜèå n > 0,A =
 A× A =
 A(n) =
 A∗:Åíáëëáê�éêÜ, óáí åîéóþóåéò �çò ðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞò:
ℵ0 =
 ℵ0 · ℵ0 =
 ℵ0

n =
 |ℵ0
∗|: (5-21)Áðüäåéîç. Ïé áíéóü�ç�åò áðü �á áñéó�åñÜ ó�á äåîéÜ åßíáé ðñïöáíåßò, þó�å ìå�ï Èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein áñêåß íá áðïäåßîïõìå N∗ ≤
 N. ×ñåéáæüìáó�åêÜðïéï ìïíïìïñöéóìü � : N× N֌ N; (5-22)êé áò õðïèÝóïõìå ü�é �ïí âñÞêáìå. Îåêéíþí�áò ìå áõ�üí, ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜìïíïìïñöéóìïýò �n : N(n+1) ֌ N, ãéá êÜèå n, �Ý�ïéïõò þó�å�0(u) = u(0);�n+1(u) = �(�n(u↾[0; n+ 1)); u(n+ 1)):Ëåð�ïìåñÝó�åñá (ãéá �åëåõ�áßá öïñÜ), áõ�ü Ýðå�áé áðü �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò,áí èÝóïõìå�0 = {(u;w) | u ∈ N(1); (0; w) ∈ u};�n+1 = {(u;w) | u ∈ N(n+2); w = �(�n(u↾[0; n+ 1); u(n+ 1))}:ÔåëéêÜ, ç óõíÜñ�çóç �(u) = (lh(u)− 1; �lh(u)−1(u))öáíåñþíåé ü�é ⋃∞n=0N(n+1) ≤
 N × N, áðü �ï ïðïßï, �ï èåþñçìá óõíÜãå�áéåýêïëá ÷ñçóéìïðïéþí�áò Üëëç ìéá öïñÜ �ï ìïíïìïñöéóìü �. ¼óïí áöïñÜ �çíáñ÷éêÞ åðéëïãÞ êÜðïéïõ �, êáèÝíáò ðïõ Ý÷åé óêåö�åß �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �ïí áãá-ðçìÝíï �ïõ �ñüðï íá æåõãáñþíåé áñéèìïýò, êáé ïðùóäÞðï�å áõ�üò �ïõ Cantor(åéêïíéóìÝíïò ó�ï ÄéÜãñáììá 2.2) åßíáé áðü �ïõò êáëý�åñïõò. Ï åðüìåíïò,Ý÷åé åöåõñåèåß áðü �ïí G�odel êáé åéêïíßæå�áé ó�ï ÄéÜãñáììá 5.4,�(m;n) =







(m+ 1)2 − 1; áí m = n;n2 +m; áí m < n;m2 +m+ n; áí n < m:Ç áðüäåéîç ü�é üí�ùò åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åßíáé äéáóêåäáó�éêÞ (�ñüâëçìá x5.24).
⊣ÌåñéêÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìï íá èåùñïýìå �ï A∗ óáí ìéá ãåíßêåõóç �ïõ N,ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �çí êåíÞ ëÝîç 〈 〉 (áí�ß ãéá �ï 0) åðáíáëáìâÜíïí�áò �ïõò�åëåó�Ýò ðñïóÜñ�çóçò Sa(u) = u ?〈a〉 (a ∈ A);Ýíáí ãéá êÜèå a ∈ A. ¸÷ïí�áò áõ�ü êá�Ü íïõ, ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìåïñéóìïýò ìå áíáäñïìÞ ó�ï A∗, óýìöùíá ìå �ï áêüëïõèï, ÷ñÞóéìï èåþñçìá:
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ÄéÜãñáììá 5.4. Áí�éó�ïé÷ßá �ïõ N× N ìå �ï N.5.33. Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò óå ËÝîåéò. �éá ïðïéáäÞðï�å äýï óýíïëá A;E,êÜèå a ∈ E êáé êÜèå óõíÜñ�çóç h : E×A→ E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóçf : A∗ → E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò:f(〈 〉) = a;f(u ?〈x〉) = h(f(u); x) (u ∈ A∗; x ∈ A):¼ìïéá, ìå ðáñáìÝ�ñïõò, ãéá êÜèåg : Y → E; h : E ×A× Y → E;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f : A∗×Y → E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(〈 〉; y) = g(y) (y ∈ Y );f(u ?〈x〉; y) = h(f(u; y); x; y) (u ∈ A∗; y ∈ Y; x ∈ A):Áðüäåéîç. �éá �çí åêäï÷Þ ìå �éò ðáñáìÝ�ñïõò, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ¢óêçóç 5.12ðáßñíïõìå óõíÜñ�çóç � : N×A∗ × Y → E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò�(0; u; y) = g(y);�(n+ 1; u; y) = h(�(n; u; y); u(n); y);êáé èÝ�ïõìå f(u; y) = �(lh(u); u; y):�ñïöáíþò f(〈 〉; y) = �(0; u; y) = g(y), Üñá ç f(u; y) éêáíïðïéåß �çí ðñþ�çåîßóùóç. �éá �ç äåý�åñç, äåß÷íïõìå åýêïëá ìå åðáãùãÞ ó�ï n ðùò ãéá ïðïéåó-äÞðï�å ëÝîåéò u; v,
(∀i < n)[u(i) = v(i)]=⇒�(n; u; y) = �(n; v; y): (∗)Ç âÜóç �çò åðáãùãÞò åðáëçèåýå�áé áìÝóùò, áöïý ç �(0; u; y) = g(y) äåí åîáñ-�Ü�áé áðü �çí �éìÞ �ïõ u, êáé ãéá �ï åðáãùãéêü âÞìá, ìå �çí õðüèåóç ü�é
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74 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
(∀i < n+ 1)[u(i) = v(i)], Ý÷ïõìå�(n+ 1; u; y) = h(�(n; u; y); u(n); y)

= h(�(n; v; y); v(n); y) (åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé õðüèåóç)
= �(n+ 1; v; y):Ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí (∗), õðïëïãßæïõìå ãéá êÜèå u ìå lh(u) = n êáé êÜèåx ∈ A, f(u ?〈x〉; y) = �(n+ 1; u ?〈x〉; y)

= h(�(n; u ?〈x〉; y); x; y)
= h(�(n; u; y); x; y) (áðü �çí (∗))
= h(f(u; y); x; y) (áðü �ïí ïñéóìü �çò f)Ìå åðáãùãÞ ó�ï lh(u), äåß÷íïõìå åýêïëá �ç ìïíáäéêü�ç�á �çò f(u; y). ⊣5.34. Ôï óõíå÷Ýò (the 
ontinuum). Ï êëáóéêüò óõìâïëéóìüò ãéá �ïí ðëçèÜ-ñéèìï �ïõ P(N) åßíáé ï

c =ïñ |P(N)| =
 2ℵ0 : (5-23)Åßíáé åýêïëï íá áðïäåßîïõìå �á âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á ãéá �ïí c, ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò �éò éäéü�ç�åò �ïõ ℵ0 ó�çí (5-21) êáé ó�ïé÷åéþäç ðëçèéêÞ áñéèìç�éêÞ. ÓáíðáñÜäåéãìá,
c · c =
 2ℵ0 · 2ℵ0 =
 2ℵ0+ℵ0 =
 2ℵ0 =
 c:Ôï Èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein åßíáé åðßóçò ðïëý ÷ñÞóéìï, ð.÷.

c =
 2ℵ0 ≤
 ℵ0
ℵ0 ≤
 c

ℵ0 =
 (2ℵ0)ℵ0 =
 2ℵ0·ℵ0 =
 2ℵ0 =
 c;þó�å áðü �ï S
hr�oder-Bernstein,
c =
 ℵ0

ℵ0 =
 c
ℵ0 :ÌåñéêÜ áðü �á ðñïâëÞìá�á ÷ñåéÜæïí�áé õðïëïãéóìïýò áõ�ïý �ïõ �ýðïõ. Áðü�çí Üëëç ìåñéÜ, ç éóïðëçèéêü�ç�á R =
 P(N) èá ðñïêýøåé áìÝóùò áðü �á áîéþ-ìá�á ìüëéò ïñßóïõìå �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò R ó�ï �áñÜñ�çìá A, þó�å çÕðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí ðñü�áóç(CH) (∀� ≤
 c)[� ≤
 ℵ0 ∨ � =
 c]:Èá äéåñåõíÞóïõìå �çí CH ó�ï ÊåöÜëáéï 10. Äåí åßíáé åýêïëï ðñüâëçìá çëýóç �çò.

�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 5x5.1. Ï ðïëëáðëáóéáóìüò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé ðñïóå�áéñéó�éêÞ ðñÜîç.x5.2. Ï ðïëëáðëáóéáóìüò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé ìå�áèå�éêÞ ðñÜîç.
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 75x5.3. Ç ðñÜîç �çò äýíáìçò ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞ ó�ï mn0 = 1nSm = nm · n;êáé éêáíïðïéåß �éò áêüëïõèåò åîéóþóåéò (ãéá n 6= 0):n(m+k) = nm · nk;n(m·k) = (nm)k:x5.4. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �á (N1; 01; S1) êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõó�Þìá�á Peano,
+1, ·1, +2, ·2 åßíáé ïé ðñÜîåéò �çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ó' áõ�Ü�á óõó�Þìá�á, êáé � : N1 ֌→ N2 åßíáé ï £êáíïíéêüò¤ éóïìïñöéóìüò áíÜìåóá ó�áäýï óõó�Þìá�á, áðü �ï Èåþñçìá 5.4. Äåßîå ü�é ï � åßíáé åðßóçò éóïìïñöéóìüòãéá �çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïëëáðëáóéáóìü, äçëáäÞ áí n;m ∈ N1, �ü�å�(n+1 m) = �(n) +2 �(m); �(n ·1 m) = �(n) ·2 �(m):x5.5. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �á (N1; 01; S1) êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõó�Þìá�á Peano,
≤1, ≤2 åßíáé ïé áí�ßó�ïé÷åò êáëÝò äéá�Üîåéò êáé � : N1 ֌→ N2 åßíáé ï êáíïíé-êüò éóïìïñöéóìüò. Äåßîå ü�é ç � óÝâå�áé �ç äéÜ�áîç, äçëáäÞ ü�é ãéá üëá �án;m ∈ N1, n ≤1 m ⇐⇒ �(n) ≤2 �(m):x5.6. ÊÜèå õðïóýíïëï B åíüò äéáó�Þìá�ïò [0; n) åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï
[0;m) üðïõ m ≤ n, êáé åðïìÝíùò áí �ï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé B ⊆ A, �ü�åêáé �ï B åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé #(B) ≤ #(A).ÊÜèå ðëçèÜñéèìïò åßíáé óýíïëï êáé �ïí êáëïýìå ðåðåñáóìÝíï ðëçèÜñéèìïáí åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.x5.7. Äåßîå ü�é ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðëçèÜñéèìï �,� =
 [0;#(�)):x5.8. �éá üëïõò �ïõò áñéèìïýò n, m, [0;m) =
 [n; n + m), êáé åðïìÝíùò ãéáüëá �á ðåðåñáóìÝíá óýíïëá A, B, ç ÝíùóÞ �ïõò åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáéáí A ∩B = ∅; �ü�å #(A ∪B) = #(A) + #(B):Åéäéêü�åñá, ãéá üëïõò �ïõò ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,

#(�+ �) = #(�) + #(�):x5.9. Áí �ï E åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé êÜèå ìÝëïò �ïõ åßíáé åðßóçò ðåðå-ñáóìÝíï óýíïëï, �ü�å êáé ç Ýíùóç ⋃E åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.x5.10. Ôï ãéíüìåíï äýï ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí A, B åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé
#(A×B) = #(A) ·#(B):Óõíåðþò ãéá üëïõò �ïõò ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,
#(� · �) = #(�) ·#(�):
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76 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx5.11. Ôï äõíáìïóýíïëï êÜèå ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ A åßíáé ðåðåñáóìÝíï,êáé
#(P(A)) = 2#(A):Óõíåðþò ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðëçèÜñéèìï �,

#(2�) = 2#(�):x5.12. �éá üëïõò �ïõò ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,
#(��) = #(�)#(�):x5.13. Äåßîå ü�é áí �ï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, �ü�å êÜèå åðéìïñöéóìüòf : A→→ A åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. (Áõ�Þ åßíáé ìéá åíáëëáê�éêÞ ìïñöÞ �çò Áñ÷Þò�ïõ �åñéó�åñåþíá.)x5.14. �éá êÜèå ðëçèÜñéèìï �, 2� 6=
 ℵ0. (�ñüóåîå: äåí Ý÷ïõìå áðïäåßîåé �çíÅéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí 3.1, êé Üñá äåí ìðïñåßò íá �ç ÷ñçóéìï-ðïéÞóåéò.x5.15. c + c =
 ℵ0 · c =
 c · c =
 c:x5.16. c

c =
 2c.x5.17. �éá êÜèå ðëçèÜñéèìï � >
 1, áí � · � =
 �, �ü�å 2� =
 ��.x5.18. �éá êÜèå ðëçèÜñéèìï � êáé êÜèå n ∈ N,�n =
 �|[0;n)|;üðïõ ç áñéó�åñÞ ðëåõñÜ ïñßæå�áé áðü �çí 5.31 êáé ó�ç äåîéÜ Ý÷ïõìå �çí åêèå�éêÞðñÜîç �çò ðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞò.x5.19. �éá êÜèå n 6= 0, c
n =
 |c∗| =
 c.x5.20. Èåþñçìá Ôáõ�ü÷ñïíçò ÁíáäñïìÞò. Áò åßíáé �á E1, E2 óýíïëá, �áa1 ∈ E1, a2 ∈ E2 ó�ïé÷åßá, êáé ïé h1 : E1 × E2 → E1, h2 : E1 × E2 → E2óõíáñ�Þóåéò· �ü�å õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÝò óõíáñ�Þóåéòf1 : N→ E1; f2 : N→ E2ðïõ éêáíïðïéïýí �éò �áõ�ü�ç�åòf1(0) = a1;f1(n+ 1) = h1(f1(n); f2(n)); f2(0) = a2;f2(n+ 1) = h2(f1(n); f2(n)):

∗ x5.21. Èåþñçìá ÖùëéáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò. �éá ïðïéåóäÞðï�å �ñåßò óõíáñ-�Þóåéò g : Y → E; h : E × N× Y → E; êáé � : N× Y → Y;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá óõíÜñ�çóç f : N× Y → E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0; y) = g(y); f(Sn; y) = h(f(n; �(n; y)); n; y):Õðüäåéîç. ¼ñéóå áíáäñïìéêÜ óõíÜñ�çóç � : N→ (N× (N→ Y )) Ý�óé þó�å çæç�ïýìåíç óõíÜñ�çóç íá åßíáé ç f(n; y) = Se
ond(�(n))(y).
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 77x5.22. ¼ñéóå áíáäñïìéêÜ �ï ðáñáãïí�éêüf(n) = 1 · 2 · · · (n− 1) · n (ìå f(0) = 1, óõìâá�éêÜ):x5.23. ¼ñéóå ìå £êëåéó�ü¤ �ýðï �ç óõíÜñ�çóç f : A∗ → A∗ ðïõ ïñßæå�áé ìå�çí áêüëïõèç áíáäñïìÞ ëÝîåùí:f(〈 〉) = 〈 〉; f(u ?{x}) = 〈x〉 ? f(u):x5.24. Äåßîå ü�é ç óõíÜñ�çóç � ó�çí áðüäåéîç �ïõ 5.32 åßíáé áí�éó�ïé÷ßá.
∗ x5.25. ÊÜèå ìåñéêÞ äéÜ�áîç ≤ óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï P åðéäÝ÷å�áé ãñáì-ìéêïðïßçóç (linearization), äçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéá ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ≤′ �ïõ P�Ý�ïéá ðïõ x ≤ y=⇒x ≤′ y.
∗ x5.26. Ôï ðñüâëçìá �çò ðñïîåíÞ�ñáò (the marriage problem). ¸ó�ù ðåðå-ñáóìÝíï óýíïëï B êáé óõíÜñ�çóç h : B → P(G), �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå x ∈ B,�ï h(x) åßíáé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï �ïõ G, êáéX ⊆ B=⇒#(X) ≤ #(

⋃{h(x) | x ∈ X}); (5-24)åéäéêü�åñá h(x) 6= ∅ ãéá êÜèå x ∈ B. Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüòf : B֌ G �Ý�ïéïò ðïõ
(∀x ∈ B)[f(x) ∈ h(x)]: (5-25)Äåßîå åðßóçò ü�é ç õðüèåóç (5-24) åßíáé áíáãêáßá ãéá �çí ýðáñîç êÜðïéáò óõ-íÜñ�çóçò f ðïõ íá éêáíïðïéåß �çí (5-25). Õðüäåéîç. Îå÷þñéóå ðåñéð�þóåéò,áíÜëïãá ìå �ï áí õðÜñ÷åé Þ ü÷é êÜðïéï óýíïëï C ìå ∅ 6= C ( B êáé �Ý�ïéïþó�å #(C) = #(

⋃ {h(x) | x ∈ C}).Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜñåé �ï üíïìÜ �ïõ áðü �çí ðáñáäïóéáêÞ åñìçíåßá, üðïõ�ï B åßíáé óýíïëï áãïñéþí, �ï G åßíáé óýíïëï äéáèÝóéìùí êïñé�óéþí êáé ç háí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå áãüñé �ï (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï h(x) �ùí êïñé�óéþí ðïõï x áðïäÝ÷å�áé ãéá ãÜìï. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò Üëëåò, ðéï ÷ñÞóéìåò êáé ëéãü�åñïáí�éöåìéíéó�éêÝò åöáñìïãÝò áõ�ïý �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ð.÷. üðïõ �ï B åßíáé óý-íïëï ìáèçìÜ�ùí, �ï G åßíáé óýíïëï êáèçãç�þí êáé ç h áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèåìÜèçìá �ï óýíïëï �ùí êáèçãç�þí ðïõ ìðïñïýí íá �ï äéäÜîïõí (£�ï ðñüâëçìá�ïõ ðñïãñÜììá�ïò¤).Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá äéêáéþíåé ìéá áêüìç ìïñöÞ áíáäñïìéêþí ïñéóìþí ðïõåßíáé ÷ñÞóéìç óå åöáñìïãÝò.x5.27. �ëÞñçò áíáäñïìÞ. �éá êÜèå h : E∗ → E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ-�çóç f : N→ E ðïõ éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçf(n) = h(f(n)):¼ìïéá, ãéá êÜèå h : E∗ × N → E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f : N → Eðïõ éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á f(n) = h(f(n); n):
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



78 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÔï åðüìåíï ðñüâëçìá äßíåé Ýíá ÷áñáê�çñéóìü �ùí Üðåéñùí, áðáñéèìç�þí óõ-íüëùí êá�åõèåßáí áðü �ç ó÷Ýóç �ïõ £áíÞêåéí¤, ÷ùñßò áíáöïñÜ ó�éò äåõ�åñïãåíåßòÝííïéåò �ùí öõóéêþí áñéèìþí êáé �ùí óõíáñ�Þóåùí.x5.28. Äåßîå �çí éóïäõíáìßá:A =
 N ⇐⇒ (∃E)[A =
⋃E & ∅ ∈ E & (∀u ∈ E)(∃!y =∈ u)[u ∪ {y} ∈ E ]

& (∀Z)[[∅ ∈ Z & (∀u ∈ Z)(∃!y =∈ u)[u ∪ {y} ∈ Z ∩ E ]]=⇒E ⊆ Z]]:
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6
ÓÔÁÈÅÑÁ ÓÇÌÅÉÁ

Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 5.6 Ý÷åé êá�Ü êýñéï ëüãï èåìåëéáêÞ óçìáóßá, äéêáéïëï-ãåß áîéùìá�éêÜ Ýíáí �ñüðï ïñéóìïý óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõåßíáé äéáéóèç�éêÜ ðñïöáíÞò. Áðü êáèáñÜ ìáèçìá�éêÞ Üðïøç üìùò, ìðïñïýìåíá èåùñÞóïõìå �ï 5.6 ùò èåþñçìá ýðáñîçò êáé ìïíáäéêü�ç�áò ëýóçò ãéá êÜèåóýó�çìá åîéóþóåùí �çò ìïñöÞòf(0) = a;f(Sx) = h(f(x)) (x ∈ N); (6-1)üðïõ �á a ∈ E êáé h : E → E åßíáé äåäïìÝíá êáé ç óõíÜñ�çóç f : N→ E åßíáé ïÜãíùó�ïò. Ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá áðïäåßîïõìå, ó�ï ðëáßóéï �çò èåùñßáò ìåñé-êþí äéá�Üîåùí, ìéá êïìøÞ ãåíßêåõóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò, ðïõ óõíåðÜ-ãå�áé ýðáñîç ëýóåùí ãéá óõíáñ�çóéáêÜ óõó�Þìá�á åîéóþóåùí ðïëý ãåíéêü�åñá�ïõ (6-1). Ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 6.21åßíáé èåìåëéáêü ãéá �ç èåùñßá õðïëïãéóìïý (
omputation theory) êáé åßíáé �ïâáóéêü ìáèçìá�éêü ó�Þñéãìá �çò åñìçíåßáò ðñïãñáììÜ�ùí ìå ó�áèåñÜ óçìåßá(�xpoint theory of programs). Ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äåßîïõìå ü�é åßíáé åé-äéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðïëý âáèý�åñïõ ÈåùñÞìá�ïò Ó�áèåñïý Óçìåßïõ �ïõZermelo, ðïõ åßíáé ó�åíÜ óõíäåäåìÝíï ìå �ç èåùñßá êáëþí äéá�Üîåùí êáé Ý÷åéðïéêßëá êáé óçìáí�éêÜ óõíïëïèåùñç�éêÜ ðïñßóìá�á, ð.÷. óõíåðÜãå�áé áìÝóùò�çí Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí 3.1. ¸�óé åê�üò áðü �çí êáèáñÜìáèçìá�éêÞ �ïõ óçìáóßá, �ï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõìáò äßíåé êáé Ýíá åíäéáöÝñïí óçìåßï åðáöÞò �çò êëáóéêÞò óõíïëïèåùñßáò ìå �çóýã÷ñïíç ðëçñïöïñéêÞ.Ó�çí áðëïýó�åñÞ �ïõò áðüäïóç, �á ÈåùñÞìá�á Ó�áèåñïý Óçìåßïõ åßíáé êÜ-ðùò áöçñçìÝíá êáé öáéíïìåíéêÜ Üó÷å�á ìå �éò åöáñìïãÝò ó�ç ëýóç óõíáñ�ç-óéáêþí óõó�çìÜ�ùí ãéá �éò ïðïßåò �á ðñïïñßæïõìå. �éá íá �á êá�áëÜâïõìå,èá ÷ñåéáó�ïýìå ìåñéêÝò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé áðëÜ áðï�åëÝóìá�á áðü �ç èåùñßáìåñéêþí äéá�Üîåùí.6.1. ÌåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò (partially ordered set Þ áðëïýó�åñá poset)åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï P = (Field(P );≤P );79
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⊥
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ÄéÜãñáììá 6.1. ¸íáò äéáêñé�üò êáé Ýíáò åðßðåäïò ÷þñïò.üðïõ �ï Field(P ) åßíáé êÜðïéï óýíïëï êáé ç ≤P åßíáé ìåñéêÞ äéÜ�áîç ó�ïField(P ), äçëáäÞ áõ�ïðáèÞò, ìå�áâá�éêÞ êáé áí�éóõììå�ñéêÞ ó÷Ýóç. Ç ó÷Ýóç
≤P êáèïñßæåé �ï P åðåéäÞ åßíáé áõ�ïðáèÞò,x ∈ Field(P ) ⇐⇒ x ≤P x;óõíåðþò ãéá íá ïñßóïõìå Ýíá ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P áñêåß íá ïñßóïõìå�ç ìåñéêÞ äéÜ�áîÞ �ïõ ≤P . Ó�çí ðñÜîç üìùò, óõ÷íÜ éó÷ýåé �ï áí�ßèå�ï: ç
≤P åßíáé ðñïöáíÞò áðü �á óõìöñáæüìåíá êáé ãéá íá êáèïñßóïõìå �ï P áñêåßíá äþóïõìå �ï ðåäßï Field(P ). ÔõðéêÜ èá �áõ�ßæïõìå �ï P ìå �ï ðåäßï �ïõField(P ), áêïëïõèþí�áò �ç ãåíéêÞ �áê�éêÞ ãéá äïìçìÝíá óýíïëá ðïõ åîçãÞóáìåó�ï 4.30. Ìå �ïí äéá�å�áãìÝíï ÷þñï N, ð.÷. Þ êáé áðëïýó�åñá �ï ÷þñï12 N,ðñïöáíþò åííïïýìå �ï æåýãïò (N;≤), üðïõ ç ≤ åßíáé ç óõíÞèçò äéÜ�áîç ó�ïõòöõóéêïýò áñéèìïýò. Ôá óçìåßá �ïõ ÷þñïõ P åßíáé �á ìÝëç �ïõ Field(P ), ìåõðïóýíïëï I ⊆ P åííïïýìå õðïóýíïëï I ⊆ Field(P ) ê.ëð. ÊÜèå I ⊆ P åßíáéìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò, ìå �ïí ðåñéïñéóìü �çò ≤P ó�ï I,x ≤I y ⇐⇒ïñ x ≤P y&x ∈ I & y ∈ I; (6-2)ç ïðïßá åßíáé (åýêïëá) ìåñéêÞ äéÜ�áîç. �éï óõ÷íÜ èá åñãáæüìáó�å ìå ÷þñïõòðïõ Ý÷ïõí åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï, êáé åßíáé âïëéêü íá ïíïìÜæïõìå üëá áõ�Ü �áåëÜ÷éó�á ìå �ï ßäéï óýìâïëï ⊥ (ðïõ äéáâÜæå�áé £ðÜ�ïò¤), üðùò áêñéâþò ÷ñçóé-ìïðïéïýìå �ï 0 ãéá �ï ïõäÝ�åñï �çò ðñüóèåóçò êÜèå áñéèìç�éêïý óõó�Þìá�ïò:

⊥ = ⊥P =ïñ �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ P (áí õðÜñ÷åé): (6-3)ÏðïéïäÞðï�å óýíïëï A ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò äéáêñé�üò ÷þñïò (dis
reteposet), ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò áðü �ç ó÷Ýóç éóü�ç�áòx ≤ y ⇐⇒ x = y (x; y ∈ A):ÊÜðùò ðéï ðåñßðëïêïé áðü �ïõò äéáêñé�ïýò åßíáé ïé åðßðåäïé ÷þñïé (
at posets)ðïõ Ý÷ïõí åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï, �ï ìüíï ðïõ åßíáé óõãêñßóéìï ìå êÜðïéï Üëëï·äçëáäÞ x ≤P y ⇐⇒ x = ⊥ ∨ x = y:Ï áðëïýó�á�ïò ÷þñïò åßíáé �ï ìïíïóýíïëï {⊥}, ðïõ åßíáé äéáêñé�üò êáé åðßðå-äïò. Åê�üò áðü áõ�ïýò �ïõò áðëïýò ÷þñïõò êáé �ïí N, õðÜñ÷ïõí êáé ïé ÷þñïé Q

12Ó�á áããëéêÜ áí�éêáèéó�ïýí �ï Üâïëá ìåãÜëï partially ordered set ìå �ç ö�éá÷�Þ, ìáèç-ìá�éêÞ ëÝîç £poset¤. ÅðåéäÞ ìïõ ëåßðåé �ï èñÜóïò íá êá�áóêåõÜæù (óõíåéäç�Ü) êáéíïýñãéåòåëëçíéêÝò ëÝîåéò, áëëÜ êáé êïõñÜæå�áé êáíåßò íá åðáíáëáìâÜíåé óõíå÷þò £ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝ-íïò ÷þñïò¤, £�ïðïëïãéêüò ÷þñïò¤ êáé �á �ïéáý�á, óõ÷íÜ èá ëÝìå áðëþò £÷þñïò¤, êáé �ï �é÷þñïò åßíáé èá ðñÝðåé íá êáèïñßæå�áé áðü �á óõìöñáæüìåíá.
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ÄéÜãñáììá 6.2. ¸íáò ðåðåñáóìÝíïò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò.êáé R �ùí ñç�þí êáé �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí, �ïõò ïðïßïõò äåí Ý÷ïõìå áêüìçïñßóåé áõó�çñÜ áðü �á áîéþìá�á. Áõ�ïß åßíáé ãñáììéêïß (ïëéêÜ äéá�å�áãìÝíïé)÷þñïé. ÅðéðëÝïí õðÜñ÷åé êáé ìéá ðëïýóéá ðïéêéëßá ðåðåñáóìÝíùí ÷þñùí, �ùíïðïßùí ç ìåëÝ�ç áðï�åëåß äéáöïñå�éêü êáé åíäéáöÝñïí�á êëÜäï �ùí ìáèçìá�é-êþí, áëëÜ äåí èá ðïýìå ðïëëÜ ãé' áõ�ïýò åäþ. Êõñßùò èá �ïõò åðéêáëåó�ïýìå ùòáí�éðáñáäåßãìá�á. Óå äéáãñÜììá�á ÷þñùí áðåéêïíßæïõìå óõìâá�éêÜ �ç ó÷Ýóçx < y �ïðïèå�þí�áò �ï y ó�á äåîéÜ Þ ðÜíù áðü �ï x êáé åíþíïí�áò �á x êáé yìå ìßá ãñáììÞ (åíäå÷ïìÝíùò ìå âÝëïò ðñïò áðïöõãÞ óýã÷õóçò), ðïõ ìðïñåß íáðåñéÝ÷åé êáé Üëëá óçìåßá, ð.÷. 
 < e ó�ï ÄéÜãñáììá 6.2.136.2. Ïñéóìüò. ¸ó�ù P ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò, S ⊆ P êáé M ∈ Pó�ïé÷åßï �ïõ P .1. Ôï M åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá (upper bound) �ïõ S, áí åßíáé ìåãáëý�åñï-ßóï êÜèå ìÝëïõò �ïõ S, (∀x ∈ S)[x ≤M ]2. Ôï M åßíáé ìÝãéó�ï (maximum) �ïõ S áí åßíáé Üíù öñÜãìá êáé ìÝëïò�ïõ S, äçëáäÞ M ∈ S& (∀x ∈ S)[x ≤M ]:3. Ôï M åßíáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá (supremum, least upper bound) �ïõS áí åßíáé Üíù öñÜãìá êáé ìéêñü�åñï-ßóï êÜèå Üíù öñÜãìá�ïò �ïõ S,

(∀x ∈ S)[x ≤M ] & (∀M ′)[(∀x ∈ S)[x ≤M ′]=⇒M ≤M ′]:Áí �áM1,M2 åßíáé êáé �á äýï åëÜ÷éó�á Üíù öñÜãìá�á �ïõ S, �ü�åM1 ≤M2(åðåéäÞ �ïM2 åßíáé Üíù öñÜãìá êáé �ïM1 åßíáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá) êáé óõì-ìå�ñéêÜ M2 ≤ M1, Üñá M1 = M2· äçëáäÞ �ï S Ý÷åé �ï ðïëý Ýíá åëÜ÷éó�ï ÜíùöñÜãìá. ¼�áí õðÜñ÷åé, �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá åíüò óõíüëïõ S óõìâïëßæå�áéìå supS = �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ S: (6-4)Ç ïíïìáóßá £sup¤ áðü �ï Ëá�éíéêü supremum (ìÝãéó�ï) äéêáéïëïãåß�áé áðü �ïåîÞò áðëü áðï�Ýëåóìá:
13Ìåñéêïß áðåéêïíßæïõí ÷þñïõò íá ìåãáëþíïõí ðñïò �á äåîéÜ, Üëëïé ðñïò �á ðÜíù êáéáêüìç ìåñéêïß �ïõò áðåéêïíßæïõí íá ìåãáëþíïõí ðñïò �á êÜ�ù· áð' üóï îÝñù êáíåßò äåíáðåéêïíßæåé äéáãñÜììá�á üðïõ ïé ÷þñïé ìåãáëþíïõí ðñïò �á áñéó�åñÜ, êáé êáìßá ìÝèïäïò äåíåßíáé ãåíéêÜ áðïäåê�Þ.
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xEA f(x)f
ÄéÜãñáììá 6.3. Ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : A * E.6.3. ¢óêçóç. Áí �ï M åßíáé ìÝãéó�ï �ïõ S óå êÜðïéï ÷þñï P , �ü�å �ï Måßíáé åðßóçò �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ S.6.4. ¢óêçóç. Ó�ï ðáñÜäåéãìá �ïõ ÄéáãñÜììá�ïò 6.2 âñåß�å õðïóýíïëá S ìå�éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò: (1) Ôï S äåí Ý÷åé Üíù öñÜãìá. (2) Ôï S Ý÷åé ÜíùöñÜãìá�á, áëëÜ äåí Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá. (3) Ôï S Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ÜíùöñÜãìá, áëëÜ äåí Ý÷åé ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï.6.5. ¢óêçóç. �éá êÜèå ÷þñï P êáé M ∈ P , �ï M åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ÜíùöñÜãìá �ïõ êåíïý ∅ áí êáé ìüíïí áí åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ P , äçëáäÞ

⊥ = sup ∅ (6-5)áí õðÜñ÷åé �ï ⊥ Þ �ï sup ∅.6.6. ¢óêçóç. Ôï äõíáìïóýíïëï P(A) êÜèå óõíüëïõ A åßíáé ìåñéêÜ äéá�å�áã-ìÝíï áðü �ç ó÷Ýóç X ⊆A Y ⇐⇒ïñ X ⊆ Y ⊆ A;Ý�óé ðïõ ⊥ = ∅ êáé ãéá êÜèå S ⊆ P(A), ç Ýíùóç ⋃S åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ÜíùöñÜãìá �ïõ S.14Ëéãü�åñï �å�ñéììÝíï êáé ðéï ÷ñÞóéìï ãéá �ïõò óêïðïýò ìáò åäþ åßíáé �ïåðüìåíï ðáñÜäåéãìá ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ.6.7. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ óõíÜñ�çóç (partial fun
tion) áðü �ï óýíïëï A ó�ïóýíïëï E êáëåß�áé êÜèå óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý êÜðïéï õðïóýíïëï �ïõ Aêáé �éìÝò ó�ï E, óõìâïëéêÜf : A * E ⇐⇒ïñ Fun
tion(f) &Domain(f) ⊆ A& Image(f) ⊆ E: (6-6)�éá ðáñÜäåéãìá, ç (n 7→ (n − 1)) åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ó�ïõò öõóéêïýòáñéèìïýò ïñéóìÝíç ìüíïí ü�áí n 6= 0, ç (x 7→ √x) åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò ìå ðåäßï ïñéóìïý {x | x ≥ 0} ê.ëð. Ìå �ïíïñéóìü ðïõ äþóáìå ó�ï 5.30, ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá u ∈ A∗ åßíáé ìåñéêÞóõíÜñ�çóç u : N * A. Åðßóçò, �ï êåíü óýíïëï ∅ åßíáé (�å�ñéììÝíá) ìåñéêÞ
14Ó÷ïëáó�éêÜ, ç ìåñéêÞ äéÜ�áîç �ïõ P(A) åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ⊆A �çò ïñéó�éêÞò óõíèÞêçòX ⊆ Y ó�ï P(A), êáé óõ÷íÜ ðáñáëåßðïõìå �ïí äåßê�ç ü�áí áíáöåñüìáó�å óå áõ�ü, âë. 4.8.
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 83óõíÜñ�çóç (ìå êåíü ðåäßï ïñéóìïý!) êáé êÜèå (ïëéêÞ) óõíÜñ�çóç áðü �ï A ó�ïE åßíáé êáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç, áöïý ç (6-6) äåí áðïêëåßåé �ï Domain(f) = A,
∅ : A * E; f : A→ E=⇒ f : A * E:Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå óõó�çìá�éêÜ �ïí âïëéêü óõìâïëéóìü ìå �ï ìéóü âåëÜêé(ðñüóöá�á êáèéåñùìÝíï ó�çí ðëçñïöïñéêÞ), ùò åðßóçò êáé �ïõò åîÞò êïéíïýòóõìâïëéóìïýòf(x) ↓ ⇐⇒ïñ x ∈ Domain(f); f(x) ↑ ⇐⇒ïñ x =∈ Domain(f) (6-7)ãéá íá õðïäåßîïõìå ü�é ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé Þ äåí åßíáé ïñéóìÝíç óå êÜðïéïóçìåßï· äéáâÜæïõìå �ï f(x) ↓ óáí ç f(x) óõãêëßíåé Þ óáí ç f óõãêëßíåé ó�ï x,êáé �ï f(x) ↑ óáí ç f(x) áðïêëßíåé Þ óáí ç f áðïêëßíåé ó�ï x.6.8. Ïñéóìüò. �éá êÜèå A êáé êÜèå E, �ï
(A * E) =ïñ {f ⊆ A×E | f : A * E} (6-8)åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí áðü �ï A ó�ï E, êá�' áíáëïãßáìå �ï óõìâïëéóìü (A→ E) ãéá �ï óýíïëï �ùí (ïëéêþí) óõíáñ�Þóåùí áðü �ï Aó�ï E, âë. 4.14. Ï ÷þñïò (A * E) åßíáé ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïs áðü �ç ó÷Ýóç

⊆, f ⊆ g ⇐⇒ (∀x ∈ A)[f(x) ↓ =⇒ [g(x) ↓ & f(x) = g(x)]];ìå åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï ⊥ = ∅.6.9. ¢óêçóç. �éá üëá �á óýíïëá A;E,
(A * E) = {f ↾X | f : A→ E&X ⊆ A}:Ïé ðåñéïñéóìïß óõíáñ�Þóåùí ïñßó�çêáí ó�çí (4-13).Åßíáé äõóêïëü�åñï íá åí�ïðßóïõìå åëÜ÷éó�á Üíù öñÜãìá�á óõíüëùí óå áõ-�ïýò �ïõò ÷þñïõò ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ðáñÜ ó�á äõíáìïóýíïëá: áí �ï õðï-óýíïëï S ⊆ (N * N) ðåñéÝ÷åé �éò äýï (ïëéêÝò) óõíáñ�Þóåéò x 7→ 0 êáé x 7→ 1,�ü�å êÜèå Üíù öñÜãìá f : N * N �ïõ S èá ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß �éò áí�éöá�éêÝòåîéóþóåéò f(0) = 0 êáé f(0) = 1. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ãñáììéêÜ äéá�å�áãìÝíáõðïóýíïëá �ùí ÷þñùí (A * E) ðÜí�á Ý÷ïõí åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá, êáé áõ�Þ�ïõò ç éäéü�ç�á åßíáé ÷ñÞóéìç êáé Üîéá ïíïìáóßáò.6.10. Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï S ⊆ P äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ P åßíáé áëõóßäá(
hain) áí �á ìÝëç �ïõ S åßíáé óõãêñßóéìá áíÜ äýï, äçëáäÞ

(∀x; y ∈ S)[x ≤ y ∨ y ≤ x]:Ï ÷þñïò P åßíáé åðáãùãéêüò (indu
tive Þ 
hain-
omplete), áí êÜèå áëõóßäáó�ï P Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.6.11. ¢óêçóç. Ôï êåíü óýíïëï åßíáé (�å�ñéììÝíá) áëõóßäá, åðïìÝíùò êÜèååðáãùãéêüò ÷þñïò Ý÷åé åëÜ÷éó�ï óçìåßï ⊥ = sup ∅.6.12. ¢óêçóç. ÊÜèå åðßðåäïò ÷þñïò åßíáé åðáãùãéêüò· Ýíáò äéáêñé�üò ÷þñïòåßíáé åðáãùãéêüò áí êáé ìüíïí áí Ý÷åé ìüíï Ýíá ó�ïé÷åßï, ïðü�å åßíáé êáéåðßðåäïò.
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84 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá6.13. ¢óêçóç. Ç åéêüíá {xn | n ∈ N} ìéáò ìç öèßíïõóáò áêïëïõèßáòx0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · ·åßíáé áëõóßäá· Üñá êÜèå ìç öèßíïõóá áêïëïõèßá Ý÷åé üñéï (limit) óå åðáãùãéêü÷þñï,
limn xn =ïñ sup {xn | n ∈ N}: (6-9)6.14. �ñü�áóç. (1) ÊÜèå äõíáìïóýíïëï P(A) åßíáé åðáãùãéêüò ÷þñïò.(2) �éá üëá �á óýíïëá A, E, ï ÷þñïò (A * E) �ùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùíáðü �ï A ó�ï E åßíáé åðáãùãéêüò.(3) �éá êÜèå ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P , �ï óýíïëïChains(P ) = {S ⊆ P | S åßíáé áëõóßäá}�ùí áëõóßäùí ó�ï P (ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò áðü �çí ⊆) åßíáé åðáãùãéêüò.Áðüäåéîç. Ôï (1) Ýðå�áé Üìåóá áðü �çí ¢óêçóç 6.6. (2) Áí �ï S ⊆ (A *E) åßíáé áëõóßäá, �ü�å ç Ýíùóç ⋃S åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç êáé ðñïöáíþò,

⋃S = supS. (3) Ìå �ïí ßäéï �ñüðï, ç Ýíùóç ìéáò áëõóßäáò áëõóßäùí åßíáé(åýêïëá) áëõóßäá. ⊣6.15. ¢óêçóç. Ïý�å ï N (ìå �ç óõíÞèç äéÜ�áîç) ïý�å ï ðåðåñáóìÝíïò ÷þñïò�ïõ ÄéáãñÜììá�ïò 6.2 åßíáé åðáãùãéêïß.6.16. ¢óêçóç. �éá êÜèå E, �ï óýíïëï P = E∗ ∪ (N → E) �ùí ðåðåñáóìÝ-íùí êáé Üðåéñùí áêïëïõèéþí áðü �ï E åßíáé åðáãùãéêüò ÷þñïò, ìå �ç ìåñéêÞäéÜ�áîç ⊆.6.17. ¢óêçóç. �éá üëá �á óýíïëá A, E ï ÷þñïò
(A )*E) =ïñ {f ∈ (A * E) | ç f åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá}�ùí ìåñéêþí ìïíïìïñöéóìþí áðü �ï A ó�ï E (ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò áðü �ç

⊆) åßíáé åðáãùãéêüò.Ó' áõ�ïýò �ïõò ÷þñïõò |êáé ó�ïõò õðï÷þñïõò �ïõò| âñßóêïõí �éò óçìáí�é-êü�åñÝò �ïõò åöáñìïãÝò �á èåùñÞìá�á ó�áèåñïý óçìåßïõ· üìùò ó�éò áðïäåßîåéòèá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï �ï ü�é åßíáé åðáãùãéêïß, êáèþò õðÜñ÷ïõí êé ÜëëáðïëëÜ åíäéáöÝñïí�á ðáñáäåßãìá�á. ÌåñéêÜ áðü áõ�Ü ðåñéãñÜöïí�áé ó�á ðñï-âëÞìá�á, ó�ï �Ýëïò �ïõ êåöáëáßïõ.¹ñèå ç þñá íá ïñßóïõìå �éò óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò ðïõÝ÷ïõí ðÜí�á ó�áèåñÜ óçìåßá.
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R - · · ·
⊥ = x0

•
x1

x2 x3 x4 x∗
ÄéÜãñáììá 6.4. Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ.6.18. Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç15 � : P → Q áðü Ýíá ÷þñï P óå êÜðïéïíÜëëï åßíáé ìïíï�ïíéêÞ (monotone) áí ãéá ãéá üëá �á x; y ∈ P ,x ≤P y=⇒�(x) ≤Q �(y):Ìïíï�ïíéêÝò áðåéêïíßóåéò äåí åßíáé áðáñáß�ç�á (áõó�çñÜ) áýîïõóåò ìå �çí Ýí-íïéá �ïõ x <P y=⇒�(x) <Q �(y);ð.÷. êÜèå ó�áèåñÞ áðåéêüíéóç åßíáé ìïíï�ïíéêÞ.�áñá�çñïýìå ü�é áí ç � : P → Q åßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé �ï S ⊆ P åßíáéáëõóßäá, �ü�å ç åéêüíá �[S] åßíáé åðßóçò áëõóßäá· åðåéäÞ ãéá üëá �á x = �(u),y = �(v) ìå u; v ∈ S, åß�å u ≤ v, ðïõ óõíåðÜãå�áé x = �(u) ≤ �(v) = y,åß�å v ≤ u, ðïõ óõíåðÜãå�áé y ≤ x. Óõíåðþò ï üñïò sup�[S] Ý÷åé íüçìá ó�ïíåðüìåíï ïñéóìü.6.19. Ïñéóìüò. Ìéá ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò (
ountably 
ontinuous) áíãéá êÜèå ìç êåíÞ, áðáñéèìç�Þ áëõóßäá S ⊆ P ,�(supS) = sup�[S]:6.20. ¢óêçóç. Ìéá ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò �ü�å êáé ìüíïí áí ãéá êÜèåìç öèßíïõóá áêïëïõèßá x0 ≤P x1 ≤P : : : �ïõ P ,�(limn xn) = limn �(xn):Åäþ �ï üñéï ó�á áñéó�åñÜ õðïëïãßæå�áé ó�ïí P êáé áõ�ü ó�á äåîéÜ ó�ïí Q.

15Óõ÷íÜ êáëïýìå �çí � : P → Q £áðåéêüíéóç¤ áí�ß ãéá £óõíÜñ�çóç¤ (ðïõ óçìáßíåé áêñéâþò�ï ßäéï ðñÜãìá), åðåéäÞ ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí, �ï P åßíáé êÜðïéïò óõíáñ-�çóéáêüò ÷þñïò (A * E), êáé �ï Q åðßóçò, åðïìÝíùò üëá �á áí�éêåßìåíá ó�çí åîßóùóç�(x) = y åßíáé óõíáñ�Þóåéò êáé æáëßæå�áé êáíåßò. �áñá�çñÞó�å åðßóçò ü�é (ó÷ïëáó�éêÜ) ç� : Field(P ) → Field(Q) åßíáé áðåéêüíéóç áðü �ï ðåäßï �ïõ P óå áõ�ü �ïõ Q.
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86 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá6.21. Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ (Continuous LeastFixed Point Theorem). ÊÜèå áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç� : P → P áðü Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï ó�ïí åáõ�ü �ïõ Ý÷åé áêñéâþò Ýíá éó÷õñÜåëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï (strongly least �xed point) x∗, ðïõ ÷áñáê�çñßæå�áéáðü �éò äýï éäéü�ç�åò: �(x∗) = x∗; (6-10)
(∀y ∈ P )[�(y) ≤ y=⇒x∗ ≤ y]: (6-11)Áðüäåéîç. Ç �ñï÷éÜ (orbit) �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ⊥ áðü �çí � ïñßæå�áé ìå �çíáíáäñïìÞ x0 = ⊥;xn+1 = �(xn):�ñïöáíþò x0 = ⊥ ≤ x1, êáé ìå �å�ñéììÝíç åðáãùãÞ (÷ñçóéìïðïéþí�áò �çìïíï�ïíéêü�ç�á �çò �), ãéá êÜèå n, xn ≤ xn+1. ¸�óé �ï üñéïx∗ =ïñ limn xn = sup {xn | n ∈ N} (6-12)õðÜñ÷åé áðü �çí 6.13, êáé áðü �çí áñéèìÞóéìç óõíÝ÷åéá �çò �,�(x∗) = �(limn xn) = limn �(xn) = limn xn+1 = x∗:�éá íá áðïäåßîïõìå �ç äåý�åñç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �ïõ x∗, äå÷üìáó�å ü�é�(y) ≤ y êáé äåß÷íïõìå åðáãùãéêÜ ü�é ãéá êÜèå n, xn ≤ y. ÂÜóç. x0 = ⊥ ≤ y,�å�ñéììÝíá. Åðáãùãéêü ÂÞìá. Ç ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç ìáò äßíåé xn ≤ y, êáéõðïëïãßæïõìå:xn ≤ y =⇒ �(xn) ≤ �(y); (åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ),=⇒ xn+1 ≤ �(y) ≤ y; (áðü �çí õðüèåóç ãéá �ï y):¢ñá �ï y åßíáé Üíù öñÜãìá �çò áëõóßäáò {xn | n ∈ N}, êáé óõìðåñáßíïõìå ü�éx∗ = sup {xn | n ∈ N} ≤ y. ⊣�éá íá åöáñìüóïõìå �ï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ, ðñÝðåé ðñþ�áíá äéá�õðþóïõìå �ï ðñüâëçìÜ ìáò ùò åñþ�çóç ãéá �çí ýðáñîç êáé (ìåñéêÝò öï-ñÝò) �ç ìïíáäéêü�ç�á ëýóåùí åîßóùóçò �çò ìïñöÞò �(x) = x, üðïõ ç � : P → Påßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò óå êÜðïéïí åðáãùãéêü ÷þñï P . Ôõ-ðéêÜ áõ�ü åßíáé êáé �ï ðéï äýóêïëï ìÝñïò �çò ëýóçò: íá öÝñïõìå �ï ðñüâëçìáóå ìïñöÞ ó�çí ïðïßá åöáñìüæå�áé �ï 6.21. Äåí åßíáé áíáãêáßï íá åðáëçèåý-óïõìå ü�é ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò: ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äåßîïõìåü�é �ï 6.21 ðáñáìÝíåé áëçèÝò áí áðëþò áöáéñÝóïõìå �çí õðüèåóç áñéèìÞóé-ìçò óõíÝ÷åéáò �çò �. ÏðùóäÞðï�å, ïé ðåñéóóü�åñåò åöáñìïãÝò áöïñïýí áðëÝòìïíï�ïíéêÝò áðåéêïíßóåéò óå ÷þñïõò ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ãéá �éò ïðïßåò ìðï-ñïýìå óõ÷íÜ íá áíáãíùñßóïõìå áìÝóùò ìéá ðïëý éó÷õñü�åñç öõóéêÞ éäéü�ç�áóõíÝ÷åéáò.6.22. Ïñéóìüò. Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g : A * E åßíáé ðåðåñáóìÝíç áí Ý÷åéðåðåñáóìÝíï ðåäßï ïñéóìïý, äçëáäÞ áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï æåõãþí.
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 87Ç áðåéêüíéóç � : (A * E)→ (B * M) áðü Ýíá ÷þñï ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùíóå êÜðïéïí Üëëï åßíáé óõíå÷Þò, áí åßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé óõìðáãÞò, äçëáäÞãéá êÜèå f : A * E, êáé üëá �á y ∈ B êáé v ∈M ,�(f)(y) = v=⇒ (∃f0 ⊆ f)[ç f0 åßíáé ðåðåñáóìÝíç&�(f0)(y) = v]: (6-13)Ï óõìâïëéóìüò äåí âïçèÜåé, áëëÜ ç Ýííïéá åßíáé áñêå�Ü áðëÞ: ãéá íá õðïëï-ãßóïõìå �çí �éìÞ �(f)(y), ðñþ�á õðïëïãßæïõìå �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ′ = �(f)êáé ìå�Ü õðïëïãßæïõìå �çí �éìÞ �çò ó�ï y, �(f)(y) = f ′(y). Ç ìïíï�ïíéêÞ �åßíáé óõíå÷Þò, áí êÜèå (óõãêëßíïõóá) �éìÞ �(f)(y) �çò �(f) åîáñ�Ü�áé ìüíïáðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò �éìþí �çò f . Ìðïñïýìå íá óõíäõÜóïõìå �éò Ýííïéåò�çò ìïíï�ïíéêü�ç�áò êáé �çò óõìðÜãåéáò ó�ïí áêüëïõèï ÷áñáê�çñéóìü �çò óõ-íÝ÷åéáò áðåéêïíßóåùí ÷þñùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí, ï ïðïßïò ìáò åðé�ñÝðåé íááíáãíùñßæïõìå Üìåóá �ç óõíÝ÷åéÜ �ïõò.6.23. �ñü�áóç. Ç áðåéêüíéóç � : (A * E) → (B * M) åßíáé óõíå÷Þò áíêáé ìüíïí áí éêáíïðïéåß �çí (6-13) êáé �çí áí�ßó�ñïöÞ �çò, äçëáäÞ áí ãéá êÜèåf : A * E, êáé ãéá üëá �á y ∈ B êáé v ∈M :�(f)(y) = v ⇐⇒ (∃f0 ⊆ f)[ç f0 åßíáé ðåðåñáóìÝíç&�(f0)(y) = v]: (6-13∗)�éá ðáñÜäåéãìá, ç áðåéêüíéóç � : (N * N) → (N * N) ðïõ ïñßæå�áé ìå �ïí�ýðï �(f) = (n 7→ f(n) + f(n2))åßíáé óõíå÷Þò, åðåéäÞ (ðñïöáíþò) ãéá êÜèå f êáé n, éó÷ýåé�(f)(n) = �(f0)(n);üðïõ f0 åßíáé ï ðåñéïñéóìüò �çò f ó�ï äéóýíïëï {n; n2}.Áðüäåéîç �çò 6.23. Áñ÷éêÜ äå÷üìáó�å ü�é: ç � åßíáé óõíå÷Þò, f : A * E,y ∈ B, êáé v ∈ M . Áí �(f)(y) = b, �ü�å áðü �ç óõìðÜãåéá �çò �, õðÜñ÷åéðåðåñáóìÝíç f0 ⊆ f ìå �(f0)(y) = v· êé Ý�óé, áðü �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çò �,Ýðå�áé ü�é �(f)(y) = v.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, õðïèÝ�ïõìå ü�é ç (6-13∗) éó÷ýåé ãéá êÜèå f : A * Eêáé üëá �á y ∈ B, v ∈ M . ¸�óé Ýðå�áé Üìåóá ç óõìðÜãåéá �çò �. �éá íáåðáëçèåýóïõìå ü�é ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ, äå÷üìáó�å ü�é f ⊆ g êáé �(f)(y) = v·áðü �çí êá�åýèõíóç =⇒ �çò (6-13∗), õðÜñ÷åé êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç f0 ⊆ f ìå�(f0)(y) = v. ¼ìùò f0 ⊆ g, êé Üñá áðü �çí êá�åýèõíóç ⇐= �çò (6-13∗),�(g)(y) = v. ⊣6.24. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é ç áðåéêüíéóç � : (N * N)→ (N * N) ïñéóìÝíç ìå�ïí �ýðï �(f) = (n 7→ Σni=0f(i))åßíáé óõíå÷Þò. Õðïëïãßó�å �çí �éìÞ �(n 7→ 2n)(2).6.25. Ïñéóìüò. Ç óõíÜñ�çóç f : X → Y áðü Ýíáí �ïðïëïãéêü ÷þñï óå êÜ-ðïéïí Üëëï åßíáé (�ïðïëïãéêÜ) óõíå÷Þò (
ontinuous), áí ç áí�ßó�ñïöç åéêüíáf−1[G] êÜèå áíïéê�ïý óõíüëïõ ó�ïí Y åßíáé áíïéê�ü óýíïëï ó�ïí X. Ôïðïëï-ãéêïß ÷þñïé ïñßó�çêáí ó�ï 4.30, óáí ðñþ�ï ðáñÜäåéãìá äïìçìÝíùí óõíüëùí.
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88 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá6.26. ¢óêçóç. Ìéá óõíÜñ�çóç f : X → Y áðü Ýíáí �ïðïëïãéêü ÷þñï óåêÜðïéïí Üëëï åßíáé óõíå÷Þò �ü�å êáé ìüíïí áí ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá f−1[F ]êÜèå êëåéó�ïý óõíüëïõ ó�ïí Y åßíáé êëåéó�ü óýíïëï ó�ïí X.Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá õðïèÝóåé ü�é ïé óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò �ïõ Ïñéóìïý6.22 Ý÷ïõí êÜ�é êïéíü ìå �éò óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò �çò �ïðïëïãßáò, êáé âÝâáéáäåí èá åß÷å Üäéêï: ïé Ýííïéåò åßíáé éóïäýíáìåò ìå �ïí óùó�ü ïñéóìü �ïðïëïãßáòó�ïõò ÷þñïõò ìåñéêþí äéá�Üîåùí, áëëÜ áõ�ü �ï áðï�Ýëåóìá äåí ìáò ÷ñåéÜæå�áéêáé �ï áöÞíïõìå ãéá �ï �ñüâëçìá x6.21.6.27. �åñß �ïðïëïãßáò ãåíéêÜ. Ç ëåãüìåíç �åíéêÞ Ôïðïëïãßá (ÔïðïëïãßáÓçìåéïóõíüëùí) åßíáé ãéá �ç óõíïëïèåùñßá óáí �ï ìáúí�áíü, ìðáßíåé ëßãï ðá-í�ïý, áëëÜ äåí õðÜñ÷ïõí ðåñéþíõìåò óõí�áãÝò £ðéÜ�ùí ìáúí�áíïý¤ ðïõ ï åðßäï-îïò ¸ëëçíáò ìÜãåéñáò ðñÝðåé íá ìÜèåé. �ïëëÝò �ïðïëïãéêÝò éäÝåò ó÷å�ßæïí�áéìå �ç èåùñßá óõíüëùí, áëëÜ ðïëý óðÜíéá ìðïñåßò íá áðïäåßîåéò Ýíá åíäéáöÝñïíèåþñçìá ãéá �á óýíïëá ìå ÷ñÞóç êÜðïéïõ óçìáí�éêïý áðï�åëÝóìá�ïò áðü �çí�ïðïëïãßá. �éá íá ìç ÷áèïýìå óå ðáñáäñüìéá, èá áêïëïõèÞóïõìå �çí ðÜãéá�áê�éêÞ íá äßíïõìå �ïõò ðéï Üìåóïõò, óõíïëïèåùñç�éêÜ öõóéêïýò ïñéóìïýò êáéáðïäåßîåéò ãéá �éò Ýííïéåò êáé �á áðï�åëÝóìá�á ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí, êáé èá áöÞ-óïõìå �éò ó÷Ýóåéò ìå �çí �ïðïëïãßá ãéá �á ðñïâëÞìá�á. Óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò,âåâáßùò, ç ðéï öõóéêÞ ðñïóðÝëáóç åßíáé ðñÜãìá�é ç �ïðïëïãéêÞ.6.28. ËÞììá. Áí �ï S ⊆ (A * E) åßíáé ìç êåíÞ áëõóßäá óå ÷þñï ìåñéêþíóõíáñ�Þóåùí êáé ç f0 ⊆ supS åßíáé ðåðåñáóìÝíç óõíÜñ�çóç, �ü�å õðÜñ÷åéêÜðïéá g ∈ S �Ý�ïéá þó�å f0 ⊆ g.�éá �çí áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí�ïõ ðåäßïõ �çò f0:ÂÜóç. Ç êåíÞ f0 = ∅ åßíáé ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ äåí ïñßæå�áé ðïõèåíÜ.ÕðÜñ÷åé êÜðïéá g ∈ S áöïý �ï S äåí åßíáé êåíü, êáé ∅ ⊆ g.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Ôï ðåäßï �çò f0 Ý÷åé n+ 1 ìÝëç, Üñáf0 = f1 ∪ {(x;w)} ⊆ supS;üðïõ ç f1 åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ìå ìüíï n ó�ïé÷åßá ó�ï ðåäßï�çò, êáé áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, õðÜñ÷åé êÜðïéá g1 ∈ S �Ý�ïéá þó�å f1 ⊆ g1.Åöüóïí (x;w) ∈ supS, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéá h′ ∈ S �Ý�ïéá þó�å (x;w) ∈ h′,êáé áöïý �ï S åßíáé áëõóßäá, åß�å g1 ⊆ h′ åß�å h′ ⊆ g1· ç g ðïõ ÷ñåéáæüìáó�ååßíáé ç ìåãáëý�åñç áðü áõ�Ýò �éò äýï ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò. ⊣6.29. ËÞììá. ÊÜèå óõíå÷Þò áðåéêüíéóç � : (A * E) → (B * M) åßíáéáñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, ìÜëéó�á ãéá êÜèå ìç êåíÞ (ü÷é áðáñáß�ç�á áðáñéèìç�Þ)áëõóßäá S ⊆ (A * E), �(supS) = sup�[S]:Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é �ï S ⊆ (A * E) åßíáé ìç êåíÞ áëõóßäá ìå Ýíùóçf = supS. Áí g ∈ S, �ü�å g ≤ f , êé áöïý ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ Ý÷ïõìå�(g) ≤ �(f), Ý�óé ðïõsup�[S] = sup {�(g) | g ∈ S} ≤ �(f):
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 89�éá �çí áí�ßó�ñïöç áíéóü�ç�á, ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é áí �(f)(y) = v, �ü�åõðÜñ÷åé êÜðïéá g ∈ S �Ý�ïéá þó�å �(g)(y) = v. Áðü �çí éó÷õñÞ óõíÝ÷åéá�çò �, õðÜñ÷åé êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç f0 ⊆ f , �Ý�ïéá þó�å �(f0)(y) = v· áðü�ï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, õðÜñ÷åé êÜðïéá g ∈ S �Ý�ïéá þó�å f0 ⊆ g· êáé ìå�ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çò �, áõ�ü óõíåðÜãå�áé ü�é �(f0) ⊆ �(g). Åéäéêü�åñá,�(f0)(y) = v, Üñá �(g)(y) = v êáé áõ�Þ åßíáé ç g ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å. ⊣�ñïöáíþò �ï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Óçìåßïõ åßíáé áðëü ðüñéóìá �ïõÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò 5.6. Åðßóçò üìùò óõíåðÜãå-�áé �ï 5.6, ìå Ýíáí åõèý óõëëïãéóìü ðïõ áîßæåé äéåñåýíçóç, åðåéäÞ åðåîçãåß �ïíâáóéêü �ñüðï ìå �ïí ïðïßï åöáñìüæïõìå �ï 6.21.6.30. Áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò áðü �ï 6.21. �éá êÜèå a ∈ Eêáé êÜèå óõíÜñ�çóç h : E → E, ïñßæïõìå �çí áðåéêüíéóç� : (N * E)→ (N * E)ìå �ïí �ýðï �(f) = f ′; üðïõ f ′(x) =

{a; áí x = 0;h(f(x− 1)); áí x > 0;Åäþ ç f åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ï N ó�ï E êáé åñìçíåýïõìå �ïí ïñéóìüìå �ïí öõóéêü �ñüðï, Ý�óé ðïõx > 0=⇒ [f ′(x) ↓ ⇐⇒ h(f(x− 1)) ↓ ⇐⇒ f(x− 1) ↓]:Ó÷ïëáó�éêÜ, ç áðåéêüíéóç � áí�éó�ïé÷ßæåé Ýíá óýíïëï æåõãþí f ′ ⊆ (N×E) óåêÜèå f ∈ (N * E) êáé ïñßæå�áé ìå �çí åîßóùóç�(f) = {(0; a)}
⋃ {(x; h(w)) | x > 0 & (x− 1; w) ∈ f} (f : N * E): (6-14)Áðü áõ�ü Ýðå�áé ü�é ãéá êÜèå f êáé êÜèå x,�(f)(x) = �(f0)(x);üðïõ f0 = {(0; a)} áí x = 0 êáé f0 = {(x − 1; f(x − 1))} áí x > 0, êé Ý�óé ç� åßíáé óõíå÷Þò áðü �çí �ñü�áóç 6.23, êé Üñá áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò. ¸�óé, áðü�çí 6.21, Ý÷åé Ýíá ó�áèåñü óçìåßï: ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷åé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf∗ : N * E ðïõ éêáíïðïéåß �çí f∗ = �(f∗), êáé áìÝóùòf∗(0) = a; (6-15)f∗(x+ 1) = h(f∗(x)) (f∗(x) ↓): (6-16)Ôï Èåþñçìá 6.21 äåí åããõÜ�áé ü�é áõ�Þ ç f∗ åßíáé ïëéêÞ óõíÜñ�çóç, ìå ðåäßïïñéóìïý üëï �ï N, áëëÜ áõ�ü åðáëçèåýå�áé åýêïëá ìå åðáãùãÞ ó�ï x, ÷ñçóéìï-ðïéþí�áò �éò �áõ�ü�ç�åò (6-15), (6-16). ⊣Èåùñïýìå �þñá ìéá ðéï åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ, üðïõ äåí åßíáé �üóï ðñïöáíÝòðþò íá ïñßóïõìå �ç óõíÜñ�çóç ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å êá�åõèåßáí áðü �ï ÈåþñçìáÁíáäñïìÞò.

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



90 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá6.31. �ñü�áóç. �éá êÜèå óõíÜñ�çóç h : N → N êáé êÜèå Üðåéñï óýíïëïA ⊆ N öõóéêþí áñéèìþí, õðÜñ÷åé (ïëéêÞ) óõíÜñ�çóç f : N→ N ðïõ éêáíïðïéåß�éò �áõ�ü�ç�åò:
f(n) =

{

0; áí n ∈ A;h(f(n+ 1)); áí n =∈ A: (6-17)Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå �çí áðåéêüíéóç� : (N * N)→ (N * N)ó�ïí åðáãùãéêü ÷þñï üëùí �ùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò ó�ï N,ìå �ïí �ýðï �(f) = f ′; üðïõ f ′(n) =

{
0; áí n ∈ A;h(f(n+ 1)); áí n =∈ A: (6-18)Ëåð�ïìåñÝó�åñá, áõ�ü óçìáßíåé ü�é èÝ�ïõìå�(f) = {(n; 0) | n ∈ A} ∪ {(n; h(w)) | n =∈ A& (n+ 1; w) ∈ f};ðïõ óõíåðÜãå�áé áðü �ç ìïñöÞ �çò ü�é ç � åßíáé óõíå÷Þò, Üñá áñéèìÞóéìá óõíå-÷Þò. ÅðïìÝíùò Ý÷åé Ýíá ó�áèåñü óçìåßï f ðïõ éêáíïðïéåß �çí (6-17), êáé áñêåßíá áðïäåßîïõìå ü�é áõ�Þ ç f åßíáé ïëéêÞ. Áò äå÷�ïýìå, ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï,ü�é f(n) ↑ ãéá êÜðïéï n. �áñá�çñïýìå ü�é áðü �çí (6-17) áõ�ü óõíåðÜãå�áé ü�én =∈ A, áëëéþò f(n) ↓, êáé ìÜëéó�á f(n) = 0. Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ïi ü�é f(n + i) ↑, ðïõ óõíåðÜãå�áé ìå �ç óåéñÜ �ïõ ü�é ãéá êÜèå i, n + i =∈ A,Üñá �ï A ⊆ [0; n) åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ÂÜóç. Áí i = 0, �ü�åf(n+0) = f(n) ↑, áðü �çí õðüèåóç. Åðáãùãéêü ÂÞìá. Áí f(n+i) ↑, �ü�å áðü�çí (6-17), ðÜëé, n+ i =∈ A. Áõ�ü üìùò óõíåðÜãå�áé f(n+ i) = h(f(n+ i+ 1)),Üñá f(n+ i+ 1) ↓ =⇒ f(n+ i) ↓ (áöïý ç h åßíáé ïëéêÞ), ðïõ åßíáé åíÜí�éï ó�çíåðáãùãéêÞ õðüèåóç. ⊣6.32. ¢óêçóç. Äåßîå ëåð�ïìåñåéáêÜ �ç óõíÝ÷åéá �çò � ó' áõ�Þí �çí áðü-äåéîç.�éá ìéá �ñß�ç �õðéêÞ åöáñìïãÞ �ïõ Óõíå÷ïýò ÈåùñÞìá�ïò ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèå-ñïý Óçìåßïõ, èåùñïýìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Åõêëåßäç.6.33. �ñü�áóç. (1) ÕðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : N × N * Nìå ðåäßï ïñéóìïý {(n;m) | n;m 6= 0} ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîÞò �áõ�ü�ç�åò, ãéáüëïõò �ïõò áñéèìïýò 0 < n < m:f(m;n) = f(n;m);f(n; n) = n;f(n;m) = f(n;m− n): (6-19)
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 91(2) Ç ìïíáäéêÞ f∗ ðïõ éêáíïðïéåß �ï óýó�çìá (6-19) õðïëïãßæåé �ïí ìÝãéó�ïêïéíü äéáéñÝ�ç äýï áñéèìþí ìåãáëý�åñùí �ïõ 0,f∗(n;m) = ìêä(n;m) (6-20)
= ï ìÝãéó�ïò k ðïõ äéáéñåß áêñéâþòêáé �ïõò äýï áñéèìïýò n, m.Áðüäåéîç. Óå êÜèå ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : N × N * N áí�éó�ïé÷ßæïõìå �çìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ′ : N× N * N ðïõ ïñßæå�áé ìå �ïí �ýðïf ′(n;m) =







f(m;n); áí n > m > 0;n; áí n = m > 0;f(n;m− n) áí 0 < n < m;êáé èÝ�ïõìå �(f) = f ′:Ç áðåéêüíéóç � : ((N × N) * N) → ((N × N) * N) åßíáé ðñïöáíþò óõíå÷Þò.Óõíåðþò õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f∗ : (N× N) * N �Ý�ïéá þó�å�(f∗) = f∗;êáé áõ�ü åßíáé (åýêïëá) éóïäýíáìï ìå �ï óýó�çìá (6-19). Ç áðüäåéîç ü�é ãéáüëá �á n;m 6= 0 f∗(n;m) ↓ & f∗(n;m) = ìêä(n;m)åßíáé ìå åðáãùãÞ ó�ï Üèñïéóìá n+m. (Äéá÷þñéóå ðåñéð�þóåéò áí 0 < m < n,
0 < m = n Þ 0 < n < m, êáé ÷ñçóéìïðïßçóå �çí áðëÞ éäéü�ç�á �ùí öõóéêþíáñéèìþí, ü�é ãéá 0 < n < m, ïé êïéíïß äéáéñÝ�åò �ùí n;m åßíáé áêñéâþò ïéßäéïé ìå �ïõò êïéíïýò äéáéñÝ�åò �ùí n;m− n.) ⊣Ó' áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá äåí ÷ñåéáæüìáó�å �ï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõÓ�áèåñïý Óçìåßïõ ãéá íá áðïäåßîïõìå �çí ýðáñîç ëýóçò �ïõ óõó�Þìá�ïò (6-19),áöïý ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå êá�åõèåßáí ü�é ç óõíÜñ�çóç ìêä åßíáé ëýóç.�áñ' üëá áõ�Ü, ç �ñü�áóç åßíáé óçìáí�éêÞ, åðåéäÞ ìáò äßíåé Ýíá ÷ñÞóéìï ÷áñá-ê�çñéóìü �çò óõíÜñ�çóçò ìêä ðïõ õðïäåß÷íåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï |êáé åýêïëï|�ñüðï õðïëïãéóìïý �çò. �.÷. ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìüíï �éò åîéóþóåéò �ïõ óõó�Þ-ìá�ïò, õðïëïãßæïõìå:ìêä(231; 165) = ìêä(165; 231) = ìêä(165; 66) = ìêä(66; 165)

= ìêä(66; 99) = ìêä(66; 33) = ìêä(33; 66)
= ìêä(33; 33) = 33:Áõ�üò ï õðïëïãéóìüò �çò �éìÞò ìêä(231; 165) åßíáé ðïëý áðëïýó�åñïò �ïõ �å-�ñéììÝíïõ, üðïõ øÜ÷íïõìå ãéá �ïí ìÝãéó�ï êïéíü äéáéñÝ�ç äïêéìÜæïí�áò ìå �çóåéñÜ üëïõò �ïõò áñéèìïýò áðü �ïí 165 ðñï÷ùñþí�áò ðñïò �á êÜ�ù, ìÝ÷ñéòü�ïõ âñïýìå êÜðïéïí êïéíü äéáéñÝ�ç �ùí 165 êáé 231. Ôï öáéíüìåíï åßíáé ãå-íéêü: ï ÷áñáê�çñéóìüò ìéáò óõíÜñ�çóçò f ùò �çí åëÜ÷éó�ç ëýóç óõó�Þìá�ïòáðëþí åîéóþóåùí óõ÷íÜ ìáò äßíåé Ýíáí áëãüñéèìï, ìéá £óõí�áãÞ¤ ãéá �ïí £ìç-÷áíéêü¤ õðïëïãéóìü �ùí �éìþí �çò f , êáé áõ�üò åßíáé Ýíáò áðü �ïõò ëüãïõò
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ÄéÜãñáììá 6.5ðïõ �ï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ åßíáé èåìåëéáêü ãéá �çíðëçñïöïñéêÞ.Ôåëåéþíïõìå ì' Ýíá áðëü áðï�Ýëåóìá ãéá ãñáöÞìá�á ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �éòéäÝåò áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ, âë. �ñïâëÞìá�á x6.16 êáé x6.17.6.34. Ïñéóìüò. �ñÜöçìá (graph) åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï (G;→G), üðïõ�ï óýíïëï �ùí áêìþí (edges) →G ⊆ G × G åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç ó�ï óýíïëï�ùí êüìâùí (nodes) G. Ç ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á (transitive 
losure) �ïõG åßíáé �ï ãñÜöçìá G = (G;⇒G), üðïõx⇒G y ⇐⇒ïñ õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ï x ó�ï y ó�ï G
⇐⇒ (∃z0; : : : ; zn)[x = z0 →G z1 & · · · & zn−1 →G zn = y]:Áðåéêïíßæïõìå ãñáöÞìá�á ðåñßðïõ üðùò êáé ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò,áëëÜ ç êá�åýèõíóç £ðñïò �á äåîéÜ Þ åðÜíù¤ äåí Ý÷åé êáìéÜ éäéáß�åñç óçìáóßá êáé÷ñçóéìïðïéïýìå óõó�çìá�éêÜ âÝëç áí�ß ãéá áðëÝò ãñáììÝò: ç ó÷Ýóç x →G yéó÷ýåé áí õðÜñ÷åé âÝëïò áðü �ï x ó�ï y, êáé ç x ⇒G y éó÷ýåé áí ìðïñïýìåíá êéíçèïýìå áðü �ï x ó�ï y áêïëïõèþí�áò �á âÝëç �ïõ äéáãñÜììá�ïò. Ó�ïÄéÜãñáììá 6.5, f → f , a⇒ a êáé a⇒ 
, áëëÜ f 6⇒ d.6.35. �ñü�áóç. �éá êÜèå ãñÜöçìá G, ç ó÷Ýóç ìå�áâá�éêÞò êëåéó�ü�ç�áò ⇒Géêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßáx⇒G y ⇐⇒ x→G y ∨ (∃z ∈ G)[x→G z& z ⇒G y]: (6-21)Áðüäåéîç. ÕðïèÝ�ïõìå ü�éx = z0 →G z1 →G z2 →G · · · →G zn = y·áí n = 1, �ü�å áìÝóùò x→G y, êáé áí n > 1, �ü�å x→G z1 êáé z1 ⇒G y (áðü�ïí ïñéóìü �çò ⇒G), êáé �ï äåîß ìÝëïò �çò (6-21) óõíÜãå�áé èÝ�ïí�áò z = z1.Ç áðüäåéîç �çò áí�ßó�ñïöçò óõíåðáãùãÞò äéáóðÜ�áé öõóéêÜ óå äýï ðåñéð�þóåéòêáé åßíáé åîßóïõ áðëÞ. ⊣

�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 6x6.1. �éá êÜèå ìåñéêÞ äéÜ�áîç ≤ ó�ï óýíïëï A, ç áí�ßó�ñïöç ó÷Ýóçx ≤′ y ⇐⇒ïñ y ≤ x
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 93åßíáé åðßóçò ìåñéêÞ äéÜ�áîç. Áðü �ïõò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò (A * E) êáé P(A),ðïéïò Ý÷åé åðáãùãéêü, áí�ßó�ñïöï ÷þñï;x6.2. �éá êÜèå åðáãùãéêÞ, ìåñéêÞ äéÜ�áîç ≤E ó�ï óýíïëï E êáé ãéá êÜèåóýíïëï A, ïñßæïõìå ó�ïí óõíáñ�çóéáêü ÷þñï (A→ E) �ç ìåñéêÞ äéÜ�áîçf ≤ g ⇐⇒ïñ (∀x ∈ A)[f(x) ≤E g(x)] (f; g : A→ E):ðïõ óõãêñßíåé �éò óõíáñ�Þóåéò £êá�Ü óçìåßï¤ (pointwise). Äåßîå ü�é ç ≤ åßíáéåðáãùãéêÞ, ìåñéêÞ äéÜ�áîç �ïõ (A→ E).x6.3. Áí ïé ìåñéêÝò äéá�Üîåéò ≤1, ≤2 ó�á áí�ßó�ïé÷á óýíïëá P1, P2 åßíáé åðá-ãùãéêÝò, �ü�å åðáãùãéêÞ åßíáé êáé ç åîÞò ó÷Ýóç ≤ ó�ï Êáñ�åóéáíü ãéíüìåíïP1 × P2:
(x1; x2) ≤ (y1; y2) ⇐⇒ïñ x1 ≤1 y1 &x2 ≤2 y2:Ì' áõ�Þ �ç ìåñéêÞ äéÜ�áîç ï ÷þñïò P1 × P2 êáëåß�áé �ï ãéíüìåíï �ùí äýï÷þñùí P1 êáé P2.x6.4. Èåùñïýìå �ñåéò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò P1, P2 êáé Q. Ìéá áðåéêüíéóç� : P1 × P2 → Q åßíáé ÷ùñéó�Ü ìïíï�ïíéêÞ (separately monotone) áí ãéáêÜèå x1 ∈ P1, ç áðåéêüíéóç (x2 7→ �(x1; x2)) ó�ïí P2 åßíáé ìïíï�ïíéêÞ, êáéóõììå�ñéêÜ, ãéá êÜèå x2 ∈ P2. Äåßîå ü�é ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ (ó�ï ãéíüìåíï)�ü�å êáé ìüíïí áí åßíáé ÷ùñéó�Ü ìïíï�ïíéêÞ.x6.5. Èåùñïýìå �ñåéò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò P1, P2 êáé Q. Ìéá áðåéêüíéóç� : P1 × P2 → Q åßíáé ÷ùñéó�Ü áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò (separately, 
ountably
ontinuous) áí ãéá êÜèå x1 ∈ P1, ç áðåéêüíéóç (x2 7→ �(x1; x2)) ó�ïí P2 åßíáéáñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, êáé óõììå�ñéêÜ ãéá êÜèå x2 ∈ P2. Äåßîå ü�é ç � åßíáéáñéèìÞóéìá óõíå÷Þò �ü�å êáé ìüíïí áí åßíáé ÷ùñéó�Ü áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò.6.36. Ïñéóìüò. Ôï ó�ïé÷åßï M åßíáé ìåãéó�éêü (maximal) �ïõ óõíüëïõ Só�ïí ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P , áí �ï M åßíáé ìÝëïò �ïõ S êáé êáíÝíáìÝëïò �ïõ S äåí åßíáé ìåãáëý�åñï,M ∈ S& (∀x ∈ S)[M ≤ x=⇒M = x]:Ôï ó�ïé÷åßï m åßíáé åëá÷éó�éêü (minimal) �ïõ S áí åßíáé ìÝëïò �ïõ S êáéêáíÝíá ìÝëïò �ïõ S äåí åßíáé ìéêñü�åñï,m ∈ S& (∀x ∈ S)[x ≤ m=⇒x = m]:x6.6. Íá âñåéò ó�ï ÷þñï �ïõ ÄéáãñÜììá�ïò 6.2 êÜðïéï õðïóýíïëï S ðïõ íáÝ÷åé ìåãéó�éêÜ ó�ïé÷åßá áëëÜ íá ìçí Ý÷åé ìÝãéó�ï, êáé êÜðïéï Üëëï ìå åëá÷é-ó�éêÜ ó�ïé÷åßá, ÷ùñßò åëÜ÷éó�ï.

∗ x6.7. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï, ìç êåíü õðïóýíïëï ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ PÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ìåãéó�éêü êáé Ýíá åëá÷éó�éêü ó�ïé÷åßï.
∗ x6.8. ¸íáò ðåðåñáóìÝíïò, ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò P åßíáé åðáãùãéêüòáí êáé ìüíïí áí Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï.
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94 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÌéá óçìáí�éêÞ Ýííïéá �çò ðëçñïöïñéêÞò åßíáé áõ�Þ �ïõ ñåýìá�ïò, ð.÷. �ïñåýìá �ùí øçößùí óå Ýíá áñ÷åßï ðïõ ìå�áäßäå�áé áðü �ïí Cyber �ïõ �áíåðé-ó�çìßïõ Áèçíþí ó�ïí õðïëïãéó�Þ �ïõ óðé�éïý ìïõ, ó�ï ÖÜëçñï, ìÝóá áðü �éò�çëåöùíéêÝò ãñáììÝò. Ôï ñåýìá åßíáé âáóéêÜ áêïëïõèßá, áëëÜ ìðïñåß íá åßíáéÜðåéñç, ó�çí éäáíéêïðïéçìÝíç ðåñßð�ùóç· �åñìá�éóìÝíç, áí Ýðåé�á áðü Ýíá óõ-ãêåêñéìÝíï ó�Üäéï �ï øçößï eof (�Ýëïò �ïõ áñ÷åßïõ) ö�Üíåé ó�ï ÖÜëçñï êáéï õðïëïãéó�Þò ìïõ îÝñåé ü�é Ýëçîå ç ìå�Üäïóç· Þ çìé�åëÞò, áí Ýðåé�á áðü êÜ-ðïéï ó�Üäéï �á øçößá ðÜøïõí íá Ýñ÷ïí�áé, ÷ùñßò ðñïåéäïðïßçóç, ßóùò åðåéäÞ ïCyber ðÝèáíå Þ åðåéäÞ ç �çëåöùíéêÞ óýíäåóç äéáêüðçêå.166.37. Ïñéóìüò. �éá êÜèå óýíïëï A, äéáëÝãïõìå êÜðïéï t =∈ A (ßóùò �ï áí�é-êåßìåíï r(A) �çò (3-4)) êáé ïñßæïõìå �á ñåýìá�á (streams) áðü �ï A ùò åîÞò:Streams(A)

=ïñ {� : N * A ∪ {t} | (∀i < j)[�(j) ↓ =⇒ [�(i) ↓ &�(i) 6= t]]}:Ôï ñåýìá � åßíáé �åëåéùìÝíï (terminated) Þ óõãêëßíïí (
onvergent) áí ãéáêÜðïéï n, �(n) = t, ïðü�å áðü �ïí ïñéóìü Domain(�) = [0; n + 1)· Üðåéñï áíDomain(�) = N· êáé çìé�åëÝò (stalled Þ unterminated) áí �ï Domain(�) åßíáéðåðåñáóìÝíï, áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ N áëëÜ �ï � äåí ðáßñíåé �çí �åñìá�éêÞ �éìÞ t.Ôá Üðåéñá êáé �á çìé�åëÞ ñåýìá�á ìáæß êáëïýí�áé áðïêëßíïí�á (divergent).x6.9. �éá êÜèå óýíïëï A, �ï óýíïëï �ùí ñåõìÜ�ùí Streams(A) åßíáé åðáãùãé-êüò ÷þñïò ìå �ç öõóéêÞ, ìåñéêÞ äéÜ�áîç ⊑, ðïõ ïñßæå�áé, üðùò êáé ó�éò ëÝîåéò,� ⊑ � ⇐⇒ïñ � ⊆ �: (6-22)�ïéá åßíáé �á ìåãéó�éêÜ ó�ïé÷åßá áõ�ïý �ïõ ÷þñïõ;x6.10. Ç ðáñÜèåóç (
on
atenation) � ? � äýï ñåõìÜ�ùí ïñßæå�áé Ý�óé þó�åáí �ï � åßíáé áðïêëßíïí, �ü�å � ? � = � êáé áí �ï � åßíáé óõãêëßíïí ìå ðåäßïïñéóìïý [0; n+ 1), �ü�åi < n=⇒ (� ? �)(i) = �(i); (� ? �)(n+ i) = �(i):Äåßîå ü�é ç ? åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç (äýï ìå�áâëç�þí) ó�ï ÷þñï Streams(A).Ôï ðëÞñåò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß åý-êïëá ãéá �á äõíáìïóýíïëá:
∗ x6.11. ¸ó�ù ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P(A)→ P(A) ó�ï äõíáìïóýíïëï �ïõA. Äåßîå ü�é �ï óýíïëï A? =

⋂{X | �(X) ⊆ X}åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï �çò �, êáé �ïA? =
⋃{X | X ⊆ �(X)}

16�éá íá ðïýìå �çí áëÞèåéá, ï Cyber Ý÷åé ðåèÜíåé ðáí�åëþò áðü �çí ðñþ�ç Ýêäïóç áõ�þí�ùí Óçìåéþóåùí, áëëÜ áêüìç êáé óÞìåñá, ïé óýã÷ñïíïé õðïëïãéó�Ýò êáé ïé ó�áèåñü�åñåò�çëåöùíéêÝò ãñáììÝò ìáò åãêá�áëåßðïõí ìåñéêÝò öïñÝò.
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 95åßíáé �ï ìÝãéó�ï ó�áèåñü óçìåßï �çò �.Ôá åðüìåíá ìåñéêÜ ðñïâëÞìá�á áöïñïýí £áëãïñéèìéêÝò¤ åöáñìïãÝò �ïõ Óõ-íå÷ïýò ÈåùñÞìá�ïò ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ.x6.12. �éá êÜèå äéìåëÞ ó÷Ýóç R ⊆ N×A, õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf : N×A * N ðïõ Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò
{ R(n; x) =⇒ f(n; x) = n;
¬R(n; x) =⇒ f(n; x) = f(n+ 1; x);êáé åðïìÝíùòf(n; x) ↓ ⇐⇒ (∃m ≥ n)[R(m;x);f(n; x) ↓] =⇒ f(n; x) = ï åëÜ÷éó�ïò m ≥ n �Ý�ïéïò þó�å R(m;x):x6.13. �éá êÜèå �ñéÜäá ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí f0, g, h ìå ðåäßá ïñéóìïý êáé�éìþí �Ý�ïéá þó�å ïé åðüìåíåò �áõ�ü�ç�åò íá Ý÷ïõí íüçìá, õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�çìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : N×A * E ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0; x) = f0(x);f(n+ 1; x) = h(f(n; g(n; x)); n; x):x6.14. Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá (ïëéêÞ) óõíÜñ�çóç f : N × N → N ðïõéêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0; n) = f(n; 0) = 0;f(n+ 1;m+ 1) = f(n;m) + 1:Õðïëüãéóå �çí �éìÞ f(5; 23) ÷ñçóéìïðïéþí�áò áõ�Ýò �éò �áõ�ü�ç�åò êáé £åîÞ-ãçóå¤ ðïéá åßíáé ç �éìÞ f(n;m), ãéá �õ÷üí�á n;m.6.38. Ïñéóìüò. Ó�ï óýíïëï E∗ �ùí ëÝîåùí (ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí) áðüÝíá óýíïëï E ðïõ ïñßóáìå ó�ï 5.30, ïñßæïõìå �éò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéòhead(u) = u(0); (6-23)tail(u) = 〈u(1); : : : ; u(lh(u)− 1)〉: (6-24)�áñá�çñÞó�å ü�é head(u) ↓ áí lh(u) > 0, êáé tail(u) åßíáé ðÜí�á ïñéóìÝíç, áëëÜìáò äßíåé �çí êåíÞ ëÝîç áí lh(u) ≤ 1.x6.15. Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ïëéêÞ óõíÜñ�çóç r : E∗ → E∗ �Ý�ïéáþó�å r(u) =

{u; áí lh(u) ≤ 1;r(tail(u)) ? 〈head(u)〉; áí lh(u) > 1:Õðïëüãéóå �çí �éìÞ r(〈a; b; 
〉) êáé äþóå ãåíéêÞ £ðåñéãñáöÞ¤ �çò ìïñöÞò �çò�éìÞò r(u), ãéá �õ÷üí u.x6.16. �éá êÜèå ãñÜöçìá G, ç ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á ⇒G åßíáé ç åëÜ÷éó�ç(ùò ðñïò �çí ⊆) ìå�áâá�éêÞ ó÷Ýóç ó�ï óýíïëï G ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï óýíïëï áêìþí
→G.
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96 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx6.17. �éá êÜèå ãñÜöçìá G ìå ó÷Ýóç áêìþí →G, ç ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á
⇒G åßíáé �ï êïéíü åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï �ùí åîÞò ìïíï�ïíéêþí �åëåó�þíó�ï ÷þñï P(G×G) üëùí �ùí äéìåëþí ó÷Ýóåùí �ïõ G:�1(R) = {(x; y) | x→G y ∨ (∃z)[x→G z& (z; y) ∈ R]};�2(R) = {(x; y) | x→G y ∨ (∃z)[(x; z) ∈ R& z →G y]};�3(R) = {(x; y) | x→G y ∨ (∃z)[x→G z →G y]

∨(∃z; w)[x→G z& (z; w) ∈ R&w →G y]}:x6.18. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé P1, P2 åßíáé åðáãùãéêïß ÷þñïé, êáé ïé�1 : P1 × P2 → P1;�2 : P1 × P2 → P2åßíáé ìïíï�ïíéêÝò, áñéèìÞóéìá óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò ó�ï ãéíüìåíï P1 × P2.Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá æåýãïò åëÜ÷éó�ùí áìïéâáßùí ó�áèåñþí óç-ìåßùí (least, mutual Þ simultaneous �xed points) x∗1, x∗2, ðïõ ÷áñáê�çñßæå�áéáðü �éò åîÞò éäéü�ç�åò:�1(x∗1; x∗2) = x∗1; �2(x∗1; x∗2) = x∗2;�1(y1; y2) ≤1 y1 &�2(y1; y2) ≤2 y2 =⇒x∗1 ≤1 y1 &x∗2 ≤2 y2:Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá åßíáé áëãïñéèìéêÞ åêäï÷Þ �ïõ ãíùó�ïý áðï�åëÝóìá-�ïò �çò áñéèìïèåùñßáò, ü�é ãéá ïðïéïõóäÞðï�å öõóéêïýò áñéèìïýò n;m 6= 0,õðÜñ÷ïõí (èå�éêïß Þ áñíç�éêïß) áêÝñáéïé �, � �Ý�ïéïé þó�åìêä(n;m) = �n+ �m:Ç áðüäåéîç ÷ñåéÜæå�áé ìåñéêÝò áðëÝò éäéü�ç�åò �ïõ óõíüëïõ
Z = {: : : ;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; : : : }�ùí áêÝñáéùí áñéèìþí.

∗ x6.19. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá æåýãïò ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí� : N× N * Z; � : N× N * Z;ìå êïéíü ðåäßï ïñéóìïý {(n;m) | n;m 6= 0}, êáé ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ãéá üëá�á n;m; k > 0 �éò áêüëïõèåò åîéóþóåéò:áí n 6= m; �ü�å �(n;m) = �(m;n);�(n; n) = 1; �(n; n) = 0;�(n; n+ k) = �(n; k)− �(n; k); �(n; n+ k) = �(n; k):�ñïêýð�åé ü�é ãéá üëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò n;m 6= 0,ìêä(n;m) = �(n;m)n+ �(n;m)m:
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ÊåöÜëáéï 6. Ó�áèåñÜ Óçìåßá 97x6.20. Âñåò áêåñáßïõò �; � ∈ Z þó�å
33 = 231�+ 165�:Åðßóçò âñåò áêåñáßïõò �′; �′ ∈ Z þó�å
1 = 137�′ + 997�′:6.39. Ïñéóìüò. �éá êÜèå ðåðåñáóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g : A * E, ç ãåé-�ïíéÜ (neighborhood) ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �çí g ó�ï ÷þñï (A * E) åßíáé �ïóýíïëï N(g) =ïñ {f : A * E | g ⊆ f}üëùí �ùí åðåê�Üóåùí �çò g. Ôï óýíïëï G ⊆ (A * E) åßíáé áíïéê�ü ó�çí�ïðïëïãßá �çò êá�Ü óçìåßï óýãêëéóçò (pointwise 
onvergen
e) áíf ∈ G=⇒ (∃g; ðåðåñáóìÝíç)[f ∈ N(g) ⊆ G]:x6.21. Äåßîå ü�é ç ïéêïãÝíåéá �ùí áíïéê�þí óõíüëùí ó�ï ÷þñï (A * E) êá�Ü�ïí Ïñéóìü 6.39 åßíáé �ïðïëïãßá êá�Ü �ï 4.30, êáé ìéá áðåéêüíéóç� : (A * E)→ (B * M)åßíáé óõíå÷Þò ó' áõ�Þ �çí �ïðïëïãßá êá�Ü �ïí Ïñéóìü 6.25 �ü�å êáé ìüíïí áíåßíáé óõíå÷Þò êá�Ü �ïí 6.22.6.40. Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï G ⊆ P åðáãùãéêïý ÷þñïõ åßíáé S
ott áíïé-ê�ü áí (1) �ï G åßíáé êëåéó�ü ðñïò �á ðÜíù, äçëáäÞx ∈ G&x ≤ y=⇒ y ∈ G;êáé (2) ãéá êÜèå ìç êåíÞ áëõóßäá S ⊆ P ,supS ∈ G=⇒ (∃x ∈ S)[x ∈ G]:

∗ x6.22. Äåßîå ü�é ç ïéêïãÝíåéá �ùí S
ott áíïéê�þí õðïóõíüëùí åðáãùãéêïý÷þñïõ P åßíáé �ïðïëïãßá.
∗ x6.23. ¸ó�ù áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï P óå êÜðïéïíÜëëï Q. Äåßîå ü�é ç � åßíáé óõíå÷Þò ó�éò ó÷å�éêÝò �ïðïëïãßåò S
ott, �ü�å êáéìüíïí áí åßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé ãéá êÜèå ìç êåíÞ áëõóßäá S ⊆ P ,�(supS) = sup�[S]:Õðüäåéîç. ºóùò íá óïõ öáíåß ÷ñÞóéìï íá áðïäåßîåéò êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåéò�ï ãåãïíüò ü�é ãéá êÜèå 
 ∈ P , �ï óýíïëï {x ∈ P | x ≤ 
} åßíáé S
ott êëåéó�ü.
∗ x6.24. ¸ó�ù áðáñéèìç�ü óýíïëï A êáé áðåéêüíéóç � : (A * E)→ (B *M).Äåßîå ü�é ç � åßíáé óõíå÷Þò (êá�Ü �ïí ïñéóìü 6.22) �ü�å êáé ìüíïí áí åßíáéóõíå÷Þò ó÷å�éêÜ ìå �éò �ïðïëïãßåò S
ott ó�ïõò ÷þñïõò (A * E), (B *M).Ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ óõ÷íÜ äéá�õðþíå�áé ãéá�çí êëÜóç �ùí ðëÞñùí êá�Ü êá�åýèõíóç ÷þñùí, éäéáß�åñá óå âéâëßá �çò �ëçñï-öïñéêÞò.
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98 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá6.41. Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï S ⊆ P ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ P åßíáéêá�åõèõíüìåíï (dire
ted) áí êÜèå æåýãïò ó�ïé÷åßùí �ïõ S Ý÷åé Üíù öñÜãìáó�ï S, äçëáäÞ x; y ∈ S=⇒ (∃z ∈ S)[x ≤ z& y ≤ z]:Ï ÷þñïò P åßíáé ðëÞñçò êá�Ü êá�åýèõíóç Þ êá�åõèõíüìåíá ðëÞñçò áí êÜèåêá�åõèõíüìåíï S ⊆ P Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá. Ï áããëéêüò üñïò dire
ted
omplete poset ãé' áõ�ïýò �ïõò ÷þñïõò óõíÞèùò óõí�ïìåýå�áé ìå �á áñ÷éêÜ �ïõ,d
po.x6.25. ÊÜèå áëõóßäá óå ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï åßíáé êá�åõèõíüìåíï óý-íïëï, åðïìÝíùò êÜèå êá�åõèõíüìåíá ðëÞñçò ÷þñïò åßíáé åðáãùãéêüò êáé �áÈåùñÞìá�á Ó�áèåñïý Óçìåßïõ éó÷ýïõí ãéá êá�åõèõíüìåíá ðëÞñåéò ÷þñïõò.x6.26. �éá üëá �á óýíïëá A êáé E, ïé ÷þñïé (A * E) êáé (A )*E) åßíáéêá�åõèõíüìåíá ðëÞñåéò.x6.27. Ç áðåéêüíéóç � : (A * E) → (B * M) åßíáé óõíå÷Þò �ü�å êáé ìüíïíáí ãéá êÜèå êá�åõèõíüìåíï S ⊆ (A * E),�(supS) = sup�[S]:x6.28. Ôï ãéíüìåíï (x6.3) P1 × P2 äýï ÷þñùí ðïõ åßíáé ðëÞñåéò êá�Ü êá�åý-èõíóç åßíáé åðßóçò ðëÞñåò êá�Ü êá�åýèõíóç.
∗ x6.29. ÊÜèå áðáñéèìç�üò, åðáãùãéêüò ÷þñïò åßíáé êá�åõèõíüìåíá ðëÞñçò.Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á ïé Ýííïéåò åðáãùãéêüò êáé êá�åõèõíüìåíá ðëÞñçò åßíáééóïäýíáìåò· ãéá êÜèå áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï óåêÜðïéïí Üëëï, ç åîßóùóç �(supS) = sup�[S] (6-25)éó÷ýåé ãéá üëåò �éò ìç êåíÝò áëõóßäåò S ⊆ P áí êáé ìüíïí áí éó÷ýåé ãéá üëá�á ìç êåíÜ êá�åõèõíüìåíá óýíïëá S ⊆ P · êáé ï ÷áñáê�çñéóìüò �çò S
ottóõíÝ÷åéáò ó�ï x6.24 éó÷ýåé êáé ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï A åßíáé áíáðáñßèìç�ï.Ïé áðïäåßîåéò áõ�þí �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí äåí åßíáé áðëÝò êáé ÷ñåéÜæïí�áé �ïÁîßùìá ÅðéëïãÞò, âë. �á �ñïâëÞìá�á x9.22 { x9.25.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7
ÊÁËÁ ÄÉÁÔÅÔÁ�ÌÅÍÏÉ ×ÙÑÏÉ

7.1. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò (well ordered set) åßíáé Ýíáò ìåñéêÜ äéá�å-�áãìÝíïò ÷þñïò U = (Field(U);≤U );üðïõ ç ≤U åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ Field(U), äçëáäÞ äéÜ�áîç ãñáììéêÞ (ïëéêÞ)êáé �Ý�ïéá þó�å êÜèå ìç êåíü X ⊆ Field(U) íá Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ìÝëïò. Ìå �ï UóõíäÝå�áé åðßóçò ç áõó�çñÞ äéÜ�áîç <U ,x <U y ⇐⇒ïñ x ≤U y&x 6= y:�éá ðáñÜäåéãìá, �ï óýíïëï N �ùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ìå�ç óõíçèéóìÝíç äéÜ�áîç, üðùò åðßóçò êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï áñ÷éêü �ïõ �ìÞìá
[0; n) = {i ∈ N | i < n}:¸íáò £ìáêñý�åñïò¤ êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò, åßíáé ï (N∪ {∞};≤′), üðïõ �ï

∞ åßíáé êÜðïéï áí�éêåßìåíï ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï N ðïõ �ïðïèå�ïýìå Ýðåé�á áðüüëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,x ≤′ y ⇐⇒ y =∞∨ [x; y ∈ N &x ≤ y]:¼ðùò ðÜí�á ìå äïìçìÝíá óýíïëá, ãåíéêÜ �áõ�ßæïõìå Ýíáí êáëÜ äéá�å�áã-ìÝíï ÷þñï U ìå �ï ðåäßï �ïõ, áíáöåñüìáó�å ó�á óçìåßá Þ õðïóýíïëá �ïõ Uåííïþí�áò áõ�Ü �ïõ Field(U), ï äåßê�çò áðü �á ≤U êáé <U ðáñáëåßðå�áé ü�áíåííïåß�áé, ê.ëð. Óõ÷íÜ åðßóçò êáëïýìå áõ�Ü �á áí�éêåßìåíá áðëþò ÷þñïõò,ü�áí �ï £êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé¤ åßíáé ðñïöáíÝò áðü �á óõìöñáæüìåíá.Ôá óçìáí�éêü�åñá áðï�åëÝóìá�á ó�á ðñïçãïýìåíá äýï êåöÜëáéá áðïäåß÷�ç-êáí ìå êÜðïéï óõíäõáóìü �ùí äýï éäåþíáíáäñïìéêüò ïñéóìüò { åðáãùãéêÞ áðüäåéîç: (7-1)Ó�çí áðëïýó�åñç ðåñßð�ùóç, êÜðïéá óõíÜñ�çóç f : N→ E ïñßæå�áé áíáäñïìéêÜ,êÜðïéåò éäéü�ç�åò �çò f áðïäåß÷íïí�áé åðáãùãéêÜ, êáé áð' áõ�Ýò ðñïêýð�åé �ïèåþñçìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìá�á åßíáé �ï Óõíå÷Ýò ÈåþñçìáÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ êáé �ï Èåþñçìá S
hr�oder-Bernstein, ðïõ äåí áíá-öÝñïí�áé (ñç�Ü) óå áíáäñïìÞ, åðáãùãÞ Þ êáí óõíáñ�Þóåéò ó�ï N, áëëÜ �ùíïðïßùí ïé áðïäåßîåéò ïðùóäÞðï�å ÷ñçóéìïðïéïýí áõ�Ýò �éò Ýííïéåò. Ó�çñßîáìå�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò 5.6 êá�åõèåßáí ó�ï Áîßùìá ÅðáãùãÞò�ùí öõóéêþí áñéèìþí, áëëÜ �ï èåìåëéáêü ãåãïíüò |ðïõ åðéäÝ÷å�áé ãåíßêåõóç|99
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ÄéÜãñáììá 7.1. Ç áñ÷Þ åíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ.åßíáé ü�é �ï N åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ìå �ç óõíçèéóìÝíç �ïõ äéÜ�áîç. Åäþèá ãåíéêåýóïõìå �ï 5.6 ó�ï ðïëý éó÷õñü�åñï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝ-íçò ÁíáäñïìÞò 7.24, ðïõ äéêáéïëïãåß áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò óõíáñ�Þóåùíf : U → E ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíáí ïðïéïíäÞðï�å êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U .Ìáæß ìå �ïÈåþñçìá Hartogs 7.34 ðïõ åããõÜ�áé �çí ýðáñîç ÷þñùí £ïóïíäÞ-ðï�å ìåãÜëïõ ìÞêïõò¤, �ï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò åðé�ñÝðåé �çíáíáöïñÜ ó�ç âáóéêÞ éäÝá (7-1) óå ðåñéó�Üóåéò ðïëý ìáêñéÜ áðü �ïõò öõóéêïýòáñéèìïýò. ÔõðéêÞ åöáñìïãÞ åßíáé �ï Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.35êáé �ï ðüñéóìÜ �ïõ, �ï Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.36,ðïõ åßíáé áðëþò �ï 6.21 ÷ùñßò �çí õðüèåóç �çò áñéèìÞóéìçò óõíÝ÷åéáò.7.2. Ôï óýíïëï A åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï (well orderable) áí õðÜñ÷åé êáëÞäéÜ�áîç ≤ �ïõ A, äçëáäÞ áí �ï A åßíáé �ï ðåäßï êÜðïéïõ êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ÷þñïõ (A;≤). ¸íá áðü �á êýñéá óõìðåñÜóìá�á áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ åßíáé ü�é�á êáëÜ äéá�Üîéìá óýíïëá óõìðåñéöÝñïí�áé êáëý�åñá áðü �õ÷áßá óýíïëá: ãéáðáñÜäåéãìá åßíáé óõãêñßóéìá áíÜ äýï ùò ðñïò �ï ðëÞèïò, åß�å A ≤
 B Þ B ≤
 A.Ç áëÞèåéá åßíáé ü�é üëá �á óýíïëá åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìá. Áõ�ü �ï áðÝäåéîå ï Zer-melo �ï 1904, ëýíïí�áò ìå ìßá ìåãáëïöõÞ êßíçóç �ï ðñüâëçìá Óõãêñéóéìü�ç�áò�ëçèáñßèìùí êáé ìéá óåéñÜ óõããåíþí ðñïâëçìÜ�ùí ïìáëü�ç�áò ãéá üëá �á óý-íïëá. Èá áðïäåßîïõìå �ï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜ�áîçò �ïõ Zermelo ó�ï åðüìåíïêåöÜëáéï, áöïý åéóáãÜãïõìå ðñþ�á �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ó�ï ïðïßï ó�çñßæå�áé.�Üí�ùò �ï ìáèçìá�éêü ðåñéå÷üìåíï �ïõ äéÜóçìïõ áõ�ïý èåùñÞìá�ïò åßíáé �ïÜèñïéóìá �ùí ÈåùñçìÜ�ùí �çò ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò êáé �ïõ Hartogs:�ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò áðëþò ìáò åðé�ñÝðåé �çí Ýíùóç áõ�þí �ùí äýï.7.3. ¢óêçóç. Áí �ï C åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï êáé A ≤
 C, �ü�å êáé �ï A åßíáéêáëÜ äéá�Üîéìï.7.4. ¢óêçóç. Áí �ï C åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï êáé õðÜñ÷åé êÜðïéïò åðéìïñöé-óìüò f : C →→ A, �ü�å A ≤
 C êáé åðïìÝíùò �ï A åßíáé åðßóçò êáëÜ äéá�Üîéìï.7.5. Åðüìåíá êáé ïñéáêÜ óçìåßá. ÊÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò U ìïéÜæåéìå áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ N ó�çí áñ÷Þ �ïõ. Áí äåí åßíáé êåíüò, ðñÝðåé íá Ý÷åéåëÜ÷éó�ï óçìåßï ðïõ �õðéêÜ �ï óõìâïëßæïõìå 0 áí�ß ãéá ⊥,
0 = 0U =ïñ �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ U: (7-2)Ó�ï ÄéÜãñáììá 7.1 åéêïíßæå�áé ì' Ýíá Üóðñï �å�ñÜãùíï. Åê�üò áðü �ï ìÝãéó�ï(ðïõ ßóùò õðÜñ÷åé, óõíÞèùò ü÷é), êÜèå x ∈ U Ý÷åé Ýíá áìÝóùò åðüìåíï óçìåßï,S(x) = SU (x) =ïñ min{y ∈ U | x < y}: (7-3)Ïé �éìÝò �çò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò S : U * U åßíáé �á åðüìåíá óçìåßá (su

essorpoints) �ïõ U . ÅðéðëÝïí, ï U ìðïñåß íá Ý÷åé ïñéáêÜ óçìåßá (limit points) ðïõ
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 101åßíáé ìåãáëý�åñá �ïõ 0 áëëÜ ü÷é åðüìåíá,LimitU (x) ⇐⇒ïñ 0 < x& (∀u < x)(∃v)[u < v < x]: (7-4)Áõ�Ü åéêïíßæïí�áé ìå ìáýñá �å�ñÜãùíá ó�ï ÄéÜãñáììá 7.1. Ôï ðñþ�ï ïñéáêüóçìåßï �ïõ U óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé! = !U =ïñ min{x ∈ U | Limit(x)}; (7-5)áí õðÜñ÷åé, �á óçìåßá ðñéí áðü �ï ! åßíáé �á ðåðåñáóìÝíá óçìåßá �ïõ U êáé�á óçìåßá ðïõ Ýðïí�áé �ïõ ! (ìáæß ìå �ï !) åßíáé �á Üðåéñá óçìåßá �ïõ U .Áí ï ÷þñïò U åßíáé Üðåéñïò, �ü�å ç óõíÜñ�çóç � : N֌ U ðïõ ïñßæå�áé ìå �çíáíáäñïìÞ �(0) = 0U = �ï åëÜ÷éó�ï ìÝëïò �ïõ U;�(n+ 1) = SU (�(n)); (7-6)ìáò äßíåé ìéá áí�éó�ïé÷ßá �ùí öõóéêþí áñéèìþí ìå �á ðåðåñáóìÝíá óçìåßá �ïõU ðïõ óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò.7.6. ¢óêçóç. �éá êÜèå õðïóýíïëï I ⊆ U êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ U , ïðåñéïñéóìüò x ≤I y ⇐⇒ïñ x ≤U y&x; y ∈ I�çò ≤U ó�ï I åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç, Ý�óé ðïõ �ï I åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò÷þñïò ùò £õðï÷þñïò¤ �ïõ U .7.7. Ïñéóìüò. Ï êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò U åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá (initialsegment) �ïõ V , áí �ï ðåäßï �ïõ Field(U) åßíáé êëåéó�ü ðñïò �á êÜ�ù õðïóýíïëï�ïõ Field(V ) êáé ç ≤U åßíáé ï ðåñéïñéóìüò �çò ≤V ó�ï Field(U):U ⊑ V ⇐⇒ïñ Field(U) ⊆ Field(V ) (7-7)
& (∀x; y ∈ Field(U))[x ≤U y ⇐⇒ x ≤V y]
& (∀y ∈ Field(U))(∀x ≤V y)[x ∈ Field(U)]:�ñïöáíþò ï V åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ åáõ�ïý �ïõ, �ï �å�ñéììÝíï áñ÷éêü �ìÞìá.Óå êÜèå y ∈ V áí�éó�ïé÷ßæïõìå �ï ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ùí óçìåßùí áõó�çñÜêÜ�ù �ïõ y, seg(y) = segV (y) =ïñ {x ∈ V | x <V y} ⊑= V: (7-8)Ó÷ïëáó�éêÜ, áõ�ü åßíáé �ï ðåäßï �ïõ seg(y), áëëÜ ç äéÜ�áîÞ �ïõ êáèïñßæå�áéáð' áõ�Þí �ïõ V êáé èá áíáöåñüìáó�å ó�á áñ÷éêÜ �ìÞìá�á, ùò óõíÞèùò, óáííá Þ�áí áðëÜ óýíïëá.7.8. ¢óêçóç. Áí �ï 0 åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ ÷þñïõ U , �ü�å seg(0) = ∅, êáéáí �ï x ∈ U Ý÷åé åðüìåíï, �ü�åseg(S(x)) = seg(x) ∪ {x}:7.9. �ñü�áóç. Ôï óýíïëï I åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ ÷þñïõ U �ü�å êáé ìüíïíáí I = U , Þ ãéá êÜðïéï x ∈ U , I = seg(x).
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102 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Áí I ⊑= U , Ýó�ù x = min(U \ I), Ý�óé þó�å áìÝóùòy ∈ seg(x)=⇒ y < x=⇒ y ∈ I;êáé áñêåß íá äåßîïõìå y ∈ I =⇒ y < xãéá íá óõìðåñÜíïõìå ü�é I = seg(x). �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, áí õðÜñ÷åé y ∈ I�Ý�ïéï ðïõ y 6< x, �ü�å x ≤ y, Üñá x ∈ I áöïý �ï I åßíáé êëåéó�ü ðñïò �á êÜ�ù,ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ x. Ôï áí�ßó�ñïöï åßíáé �å�ñéììÝíï. ⊣7.10. ¢óêçóç. Ç ïéêïãÝíåéá �ùí áñ÷éêþí �ìçìÜ�ùí åíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ÷þñïõ åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áðü �ç ó÷Ýóç ⊑.Ç ãåíéêÞ éäÝá åßíáé íá èåùñÞóïõìå Ýíáí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U ùò ãå-íßêåõóç �çò áñéèìïóåéñÜò 0; 1; 2; : : : ; ðéèáíüí ìéêñü�åñç Þ ßóç óå ìÞêïò ìå �ï
N, �õðéêÜ ðïëý ìáêñý�åñç. Ôá óõãêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá �ïõ U åßíáé Üíåõ óçìá-óßáò: �ï ìÞêïò �çò áêïëïõèßáò åßíáé áõ�ü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ÅéóÜãïõìå åäþ�ç ãåíéêÞ Ýííïéá éóïìïñöéóìïý ðïõ óõó÷å�ßæåé ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõòìå �ï ßäéï ó÷Þìá, üðïõ �ï ó÷Þìá åíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ åßíáé áðëþò�ï £ìÞêïò¤ �ïõ.7.11. Ïñéóìüò. Ìéá óõíÜñ�çóç � : P → Q áðü Ýíá ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñïóå Ýíáí Üëëï óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò (is order preserving) áí ãéá üëá �á x; y ∈ P ,x ≤P y ⇐⇒ �(x) ≤Q �(y):Ïìïéü�ç�á (similarity) áðü �ï P ó�ï Q åßíáé ìéá áí�éó�ïé÷ßá � : P ֌→ Q ðïõóÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, êáé áí õðÜñ÷åé �Ý�ïéá ïìïéü�ç�á êáëïýìå �ïõò P êáé Qüìïéïõò (similar), éóïìïñöéêïýò Þ áìïéâáßá áí�ßãñáöá êáé ãñÜöïõìåP =o Q ⇐⇒ïñ (∃� : P ֌→ Q)[ç � åßíáé ïìïéü�ç�á℄:�áñá�çñÞó�å ü�é üðùò ðÜí�á ãéá äïìçìÝíá óýíïëá, ãñÜöïõìå � : P ֌→ Q ãéáïìïéü�ç�åò áí�ß ãéá �ï ó÷ïëáó�éêü�åñï � : Field(P )֌→ Field(Q).7.12. ¢óêçóç. ÊÜèå óõíÜñ�çóç � : P → Q áðü Ýíá ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï ðïõ óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò åßíáé ìïíï�ïíéêÞ· áëëÜ õðÜñ-÷ïõí ìïíï�ïíéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðïõ äåí óÝâïí�áé �éò äéá�Üîåéò.7.13. ¢óêçóç. Ç óõíÜñ�çóç f : P → Q óå ãñáììéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõòP êáé Q óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò �ü�å êáé ìüíïí áí åßíáé áõó�çñÜ ìïíï�ïíéêÞ,äçëáäÞ áí x <P y=⇒ f(x) <Q f(y)·Ýðå�áé ü�é êÜèå óõíÜñ�çóç óå êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò ðïõ óÝâå�áé �éòäéá�Üîåéò åßíáé áõó�çñÜ ìïíï�ïíéêÞ, êáé åðïìÝíùò ìïíïìïñöéóìüò.7.14. ¢óêçóç. �éá üëïõò �ïõò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò P , Q, R,P =o P;P =o Q=⇒Q =o P;P =o Q&Q =o R=⇒P =o R:
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 103
0 1 2 · · · tN-

q

1
P ◦ � ◦ ◦ �tP · · ·

ÄéÜãñáììá 7.2. Ï åðüìåíïò ÷þñïò �ïõ P êáé ï Su

(N).7.15. ËÞììá. ÊÜèå ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò P ðïõ åßíáé üìïéïò ìå ÝíáíêáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U , åßíáé êáé ï ßäéïò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò.Áðüäåéîç. Áí ∅ 6= X ⊆ P êáé �ï p ∈ U åßíáé �ï ≤U -åëÜ÷éó�ï ìÝëïò �çòåéêüíáò �[X], �ü�å (åýêïëá) �ï x = �−1(p) åßíáé �ï ≤P -åëÜ÷éó�ï �ïõ X, åðåéäÞç � óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò. ⊣Åßíáé åýêïëï íá êá�áóêåõÜóïõìå êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò áñêå�Ü ìåãÜ-ëïõ ìÞêïõò, áñ÷ßæïí�áò ìå �ïí N êáé �á ðåðåñáóìÝíá �ïõ áñ÷éêÜ �ìÞìá�á êáéåöáñìüæïí�áò ìåñéêïýò öõóéêïýò �åëåó�Ýò ðÜíù ó�ïõò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò÷þñïõò, ðïõ äßíïõí êáëÜ äéá�å�áãìÝíá áðï�åëÝóìá�á óå êáëÜ äéá�å�áãìÝíåò�éìÝò �ùí ìå�áâëç�þí �ïõò. Èåùñïýìå åäþ ìüíï Ýíáí áðëü êáé ÷áñáê�çñéó�éêü�Ý�ïéï �åëåó�Þ, êáé áöÞíïõìå �ïõò Üëëïõò ãéá �á ðñïâëÞìá�á.7.16. Ï åðüìåíïò Su

(P ) ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ P êá�áóêåõÜæå�áéðñïóèÝ�ïí�áò Ýíá êáéíïýñéï óçìåßï ðÜíù áð' üëá �á óçìåßá �ïõ P . Óõãêåêñé-ìÝíá, ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå ó�ï ðåäßï �ïõ P �ï áí�éêåßìåíïtP =ïñ r(Field(P )) (7-9)ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï Field(P ) óýìöùíá ìå �ï 3.11, êáé ïñßæïõìåx ≤Su

(P ) y ⇐⇒ïñ x ≤P y ∨ [x ∈ P & y = tP ] ∨ x = y = tP : (7-10)Áí �ï P åßíáé ðåðåñáóìÝíï ìå n óçìåßá, �ü�å �ï Su

(P ) Ý÷åé n+ 1 óçìåßá, êáéìÜëéó�á (åýêïëá) Su

([0; n)) =o [0; (n+1)). Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ï Su

(N) åß-íáé Üðåéñïò, áðáñéèìç�üò áëëÜ £ìáêñý�åñïò¤ �ïõ N, Ý÷åé ìÝãéó�ï óçìåßï áìÝóùòåðÜíù áð' üëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.7.17. ¢óêçóç. Áí P =o Q, �ü�å Su

(P ) =o Su

(Q).7.18. ¢óêçóç. Ï åðüìåíïò Su

(U) êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ U åßíáéêáëÜ äéá�å�áãìÝíïò.Ì' áõ�ü �ïí �åëåó�Þ �ïõ åðüìåíïõ, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå êÜèå êáëÜ äéá-�å�áãìÝíï ÷þñï ùò áñ÷éêü �ìÞìá êÜðïéïõ Üëëïõ,U = segSu

(U)(tU ) ⊑= Su

(U): (7-11)7.19. Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç � : P → P áðü Ýíá ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï÷þñï ó�ïí åáõ�ü �ïõ Üëëï åßíáé åðåê�á�éêÞ (expansive), áí ãéá êÜèå x ∈ P ,x ≤ �(x).
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104 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá7.20. Èåþñçìá. ÊÜèå ìïíïìïñöéóìüò � : U ֌ U áðü Ýíáí êáëÜ äéá�å�áã-ìÝíï ÷þñï ó�ïí åáõ�ü �ïõ ðïõ óÝâå�áé �ç äéÜ�áîç åßíáé åðåê�á�éêüò.Áðüäåéîç. �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù � : U ֌ U ìïíïìïñöéóìüò ðïõóÝâå�áé �ç äéÜ�áîç, áëëÜ ãéá êÜðïéï x ∈ U , �(x) < x, êáé Ýó�ùx∗ = min{x ∈ U | �(x) < x}:ÓõíÜãïõìå ü�é �(x∗) < x∗, Üñá �(�(x∗)) < �(x∗) áöïý ï ìïíïìïñöéóìüò �óÝâå�áé �ç äéÜ�áîç, êáé áõ�ü áí�éêñïýåé �çí åðéëïãÞ �ïõ x∗. ⊣7.21. �üñéóìá. Êáíåßò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò äåí åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéïáðü �á ãíÞóéá áñ÷éêÜ �ïõ �ìÞìá�á, êáé åðïìÝíùò äéáöïñå�éêÜ áñ÷éêÜ �ìÞìá�á�ïõ ßäéïõ ÷þñïõ äåí åßíáé ðï�Ý üìïéá.Áðüäåéîç. ÊÜèå ïìïéü�ç�á � : U ֌→ seg(x) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü �ï Uó�ï U ðïõ óÝâå�áé �ç äéÜ�áîç, êáé åðïìÝíùò äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé ç �(x) < x,áðü �ï Èåþñçìá. ⊣ÅðåéäÞ êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé ìðïñåß íá Ý÷ïõí ïñéáêÜ óçìåßá åê�üò �ïõ
0 êáé �ùí åðüìåíùí, åßíáé åõêïëü�åñï íá ãåíéêåýóïõìå ó' áõ�ïýò �éò áñ÷Ýòáðüäåéîçò ìå ðëÞñç åðáãùãÞ êáé ïñéóìïý ìå ðëÞñç áíáäñïìÞ.7.22. Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÅðáãùãÞò. �éá êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï÷þñï U êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P ,áí (∀y ∈ U)[(∀x < y)P (x)=⇒P (y)] �ü�å (∀y ∈ U)P (y):Áðüäåéîç. �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå �çí Üñíçóç �ïõ èåùñÞìá�ïòêáé èÝ�ïõìå y∗ =ïñ min{y ∈ U | (∀x < y)P (x) &¬P (y)};ç õðüèåóç óõíåðÜãå�áé P (y∗), ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ y∗. ⊣Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò åßíáé åîßóïõ åýêïëï íá áðïäåßîïõìå (∀y ∈ U)P (y) ìåáðáãùãÞ óå Ü�ïðï, êá�åõèåßáí, åðáíáëáìâÜíïí�áò ó�çí ïõóßá �ï åðé÷åßñçìá�ïõ 7.22. Åîáñ�Ü�áé áðü �ç äïìÞ �çò ðñü�áóçò ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìåêáé ðüóï ìáò åíï÷ëïýí ïé ëïãéêïß õðïëïãéóìïß ìå áñíç�éêÝò ðñï�Üóåéò. Èáäþóïõìå ðáñáäåßãìá�á êáé �ùí äýï ìåèüäùí. �áñá�çñÞó�å ü�é ï �åñá�þäçò(áëëÜ êáèéåñùìÝíïò) üñïò £õðåñðåðåñáóìÝíç¤ ÷ñçóéìïðïéåß�áé åðåéäÞ ï U ìðïñåßíá åßíáé ìáêñý�åñïò �ïõ N, áëëÜ �ï Èåþñçìá âåâáßùò éó÷ýåé åðßóçò ü�áí ï Uåßíáé ðåðåñáóìÝíïò Þ üìïéïò ìå �ïí N.Ôï åðüìåíï ëÞììá åßíáé �ï êëåéäß ãéá �çí áðüäåéîç �ïõ èåìåëéáêïý èåùñÞìá�ïòðïõ �ï áêïëïõèåß.7.23. ËÞììá. ¸ó�ù U êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò êáé h : (U * E)×U → EóõíÜñ�çóç ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ï U ó�ï E êáéóå êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ U Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ E. �éá êÜèå t ∈ U , õðÜñ÷åé áêñéâþòìßá óõíÜñ�çóç �t : seg(t)→ E
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 105ðïõ éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á�t(x) = h(�t↾seg(x); x) (x < t): (7-12)Áðüäåéîç. Ìå ÕðåñðåðåñáóìÝíç ÅðáãùãÞ, äå÷üìáó�å ü�é ãéá êÜèå u < tõðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç �u : seg(u)→ E �Ý�ïéá þó�å�u(x) = h(�u↾seg(x); x) (x < u): (7-13)Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç äåí ðñïóöÝñåé �ßðï�å áí t = 0U åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ U ,áëëÜ ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç �ï óõìðÝñáóìá åßíáé �å�ñéììÝíï, èÝ�ïí�áò �0 = ∅.Áí t = Sv åßíáé åðüìåíï ó�ïé÷åßï ó�ïí U , èÝ�ïõìå�t = �v ∪ {(v; h(�v; v))}:Ôþñá ç (7-13) éó÷ýåé ãéá êÜèå x < v áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé åðßóçòéó÷ýåé ãéá �ï x = v áðü �ïí ïñéóìü. �éá �çí �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç üðïõ �ï tåßíáé ïñéáêü ó�ïé÷åßï, ÷ñåéáæüìáó�å ÝíáÕðïëÞììá. Ôï óýíïëï óõíáñ�Þóåùí {�u | u < t} åßíáé áëõóßäá ó�ç ó÷Ýóç
⊆, äçëáäÞ x < u < v < t=⇒�u(x) = �v(x): (7-14)Áðüäåéîç. �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù x åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï þó�å íá ìçíéó÷ýåé ç (7-14) ãéá êÜðïéá u < v < t. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é�u ↾seg(x) = �v ↾seg(x);êáé åðïìÝíùò, áðü �ç âáóéêÞ �áõ�ü�ç�á ðïõ éêáíïðïéïýí ïé �u, �v,�u(x) = h(�u↾seg(x); x)

= h(�v ↾seg(x); x)
= �v(x);ðïõ áí�éêñïýåé �çí õðüèåóç ãéá �ï x. ⊣ (ÕðïëÞììá)ÈÝ�ïõìå �þñá �t =
⋃ {�u | u < t}·ç �t åßíáé óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï áñ÷éêü �ìÞìá seg(t) áðü �ï ÕðïëÞììá,êáé éêáíïðïéåß �çí (7-12), áöïý ãéá êÜèå x < t,�t(x) = �u(x) ãéá êÜðïéï u üðïõ x < u < t;

= h(�u↾seg(x); x) áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, áöïý u < t;
= h(�t↾seg(x); x) åðåéäÞ �u ↾seg(x) = �t ↾seg(x)áðü �ïí ïñéóìü �ïõ �t:Áõ�ü äåß÷íåé �çí ýðáñîç �çò �t, êáé ç ìïíáäéêü�ç�Ü �çò åßíáé ðñïöáíÞò ìåÕðåñðåðåñáóìÝíç ÅðáãùãÞ, áðü �çí (7-12). ⊣
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ÄéÜãñáììá 7.3. ÕðåñðåðåñáóìÝíç �ñï÷éÜ åðåê�á�éêÞò áðåéêüíéóçò.7.24. Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò. �éá êÜèå êáëÜ äéá�å�áã-ìÝíï ÷þñï U êáé êÜèå óõíÜñ�çóç h : (U * E)×U → E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñ�çóç f : U → E ðïõ éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�áf(x) = h(f ↾seg(x); x) (x ∈ U): (7-15)Áðüäåéîç. ¸ó�ù Su

(U) ï åðüìåíïò ÷þñïò �ïõ U , ìå �ï óçìåßï t = tUó�çí êïñõöÞ, áêñéâþò ðÜíù áð' üëá �á óçìåßá �ïõ U . Ïñßæïõìå �çí åðÝê�áóçh′ : (Su

(U) * E)× Su

(U)→ E �ïõ h, ìåh′(�; x) =

{ h(�↾U; x); áí x ∈ U;e∗; äéáöïñå�éêÜ, äçëáäÞ áí x = t;üðïõ �ï e∗ åßíáé êÜðïéï ó�ïé÷åßï �ïõ E, Üíåõ óçìáóßáò. Ç óõíÜñ�çóç h′ Ý÷åé�ï êá�Üëëçëï ðåäßï ïñéóìïý ãéá íá åöáñìüóïõìå �ï Ëçììá ó�ï ÷þñï Su

(U)êáé ó�çí ßäéá, äéü�é segSu

(U)(t) = U . Áõ�ü ìáò äßíåé ãéá �ï óçìåßï t ó�çíêïñõöÞ, áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f = �t : U → E ðïõ éêáíïðïéåß �çí (7-12) ãéáêÜèå x ∈ U . ⊣ºóùò ç áðëïýó�åñç, ìç �å�ñéììÝíç åöáñìïãÞ ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞòíá åßíáé ç êá�áóêåõÞ õðåñðåðåñáóìÝíùí �ñï÷éþí ãéá áðåéêïíßóåéò åíüò åðáãù-ãéêïý ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ ó�ïí åáõ�ü �ïõ. Èåùñïýìå ðñþ�á �ç âáóéêÞðåñßð�ùóç ìéáò åðåê�á�éêÞò áðåéêüíéóçò, êá�Ü �ïí ïñéóìü 7.19. Ïé åðåê�á�éêÝòáðåéêïíßóåéò ó÷å�ßæïí�áé ìå �éò ìïíï�ïíéêÝò ðïõ ìåëå�Þóáìå ó�ï ðñïçãïýìåíïêåöÜëáéï, áëëÜ ïé äýï Ýííïéåò äåí óõìðßð�ïõí. Ç ó�áèåñÞ áðåéêüíéóç (X 7→ ∅)ó�ï P(N) ð.÷. åßíáé ðñïöáíþò ìïíï�ïíéêÞ áëëÜ ü÷é åðåê�á�éêÞ, åíþ ç�(X) =

{X ∪ {1} áí 0 ∈ X;X ∪ {2} áí 0 =∈ Xåßíáé åðåê�á�éêÞ áëëÜ (åýêïëá) ü÷é ìïíï�ïíéêÞ. �áñ' üëá áõ�Ü, áðï�åëÝóìá�áãéá åðåê�á�éêÝò áðåéêïíßóåéò óõ÷íÜ ìå�áöñÜæïí�áé óå óõããåíÞ áðï�åëÝóìá�áãéá ìïíï�ïíéêÝò áðåéêïíßóåéò.7.25. ËÞììá ÅðáíÜëçøçò. ¸ó�ù � : P → P åðåê�á�éêÞ áðåéêüíéóç êÜðïéïõåðáãùãéêïý ÷þñïõ, êáé Ýó�ù U êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 107ìßá óõíÜñ�çóç � : U → P ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò:�(0) = ⊥;áí x = S(y); �ü�å �(x) = �(�(y));áí Limit(x); �ü�å �(x) = supP {�(y) | y < x}: (7-16)ÅðéðëÝïí, áõ�Þ ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ áðü �ïí U ó�ïí P , äçëáäÞx ≤ y=⇒�(x) ≤P �(y): (7-17)Áðüäåéîç. Ïé éäéü�ç�åò ó�çí 7-16 ó÷åäüí áðï�åëïýí ïñéóìü �çò � ìå õðåñðå-ðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ, ìüíï ðïõ ç ïñéáêÞ ðåñßð�ùóç äåí Ý÷åé íüçìá áí �ï óýíïëï
{�(y) | y < x} äåí åßíáé áëõóßäá ó�ï P . �éá íá êáëýøïõìå áõ�ü �ï åíäå÷üìåíï,ïñßæïõìå �çí � ìå �çí åîÞò åöáñìïãÞ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 7.24:

�(x) =







⊥; áí x = 0;�(�(y)); áí x = S(y) ãéá êÜðïéï y;supP {�(y) | y < x}; if Limit(x)
& (∀x1 < x2 < x)[�(x1) ≤P �(x2)];

⊥; áëëéþò;üðïõ ≤ = ≤U åßíáé ç êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ U , üðùò êáé ó�ç äéá�ýðùóç �ïõ èåùñÞ-ìá�ïò.ÕðïëÞììá. �éá êÜèå x ∈ U ,x1 < x2 ≤ x=⇒�(x1) ≤P �(x2): (7-18)Áðüäåéîç. Äå÷üìåíïé �çí Üñíçóç ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù x �ï åëÜ÷é-ó�ï ó�ïí U ãéá �ï ïðïßï ç (7-18) äåí éó÷ýåé. Áöïý ç (7-18) áëçèåýåé �å�ñéììÝíáü�áí x = 0 åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ U , õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï ðåñéð�þóåéò ðïõ ðñÝðåéíá åîå�Üóïõìå.�åñßð�ùóç 1. x = S(y) åßíáé åðüìåíï óçìåßï. ¸ó�ù x1 < x2 ≤ x. Áíx2 ≤ y, �ü�å �(x1) ≤P �(x2) áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x. Ôï ìüíï Üëëï åíäå÷üìåíïåßíáé ü�é x2 = x, áëëÜ �ü�å �(x1) ≤P �(y) áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x ðÜëé, êáé�(y) ≤ �(�(y)) = �(x) áðü �çí åðåê�á�éêü�ç�á �çò �. ÅðïìÝíùò ç (7-18)éó÷ýåé ãéá �ï x, ðïõ åßíáé Ü�ïðï.�åñßð�ùóç 2. Ôï x åßíáé ïñéáêü. Áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x,x1 < x2 < x=⇒�(x1) ≤ �(x2); (7-19)Ý�óé þó�å ãéá íá ö�Üóïõìå óå Ü�ïðï, áñêåß íá äåßîïõìå ü�éx1 < x=⇒�(x1) ≤P �(x):Áõ�ü éó÷ýåé åðåéäÞ áðü �ç óõíåðáãùãÞ (7-19) êáé �ïí ïñéóìü �çò �, Ýðå�áéáìÝóùò ü�é �(x) = supP {�(y) | y < x}. ⊣ (ÕðïëÞììá)Ôï áðï�Ýëåóìá óõíÜãå�áé áðü �ï ÕðïëÞììá, ðïõ åéäéêü�åñá äåß÷íåé ü�é çðåñßð�ùóç £áëëéþò¤ äåí áíáêýð�åé ó�ïí õðïëïãéóìü �çò � áðü �ïí ïñéóìü �çò.⊣Ç õðåñðåðåñáóìÝíç �ñï÷éÜ � : U → P �çò áðåéêüíéóçò � : P → P ðïõåããõÜ�áé �ï ËÞììá ÅðáíÜëçøçò åßíáé ðñïöáíþò åðÝê�áóç �çò �ñï÷éÜò (n 7→ xn)ðïõ ïñßóáìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ Óõíå÷ïýò ÈåùñÞìá�ïò ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý
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�1 ◦1 ◦1 �1 •1 •1 �1· · · · · ·

�2 ◦2 ◦2 �2 •2 •2 �2· · · · · · •2 •2 · · ·ÄéÜãñáììá 7.4. �ïñ�ñÝ�ï áñ÷éêÞò ïìïéü�ç�áò.Óçìåßïõ 6.21, �ïõëÜ÷éó�ïí áí ï ÷þñïò U åßíáé ìáêñý�åñïò �ïõ N. Åßíáé Ýíááðü �á åñãáëåßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Ó�áèåñïýÓçìåßïõ, ùò åîÞò:7.26. �ñïó÷Ýäéï áðüäåéîçò. Áò õðïèÝóïõìå ü�é ãéá êÜðïéïí åðáãùãéêü ÷þñïP , ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíáí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U �Ý�ïéïí þó�åíá ìçí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò � : U ֌ P . Åéäéêü�åñá, ç õðåñðåðåñáóìÝíç�ñï÷éÜ � : U → P �ïõ ËÞììá�ïò 7.25 äåí ìðïñåß íá åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, êáéåðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí x < y �Ý�ïéá þó�å �(x) = �(y). Ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çò �óõíåðÜãå�áé ü�é x ≤ u ≤ y=⇒�(x) = �(u);�ï x Ý÷åé åðüìåíï áöïý äåí åßíáé �ï ìÝãéó�ï �ïõ U , x < S(x) ≤ y, êáé åðïìÝíùò�(x) = �(Sx) = �(�(x)):Ìå Üëëá ëüãéá, �ï óçìåßï �(x) åßíáé ó�áèåñü óçìåßï �çò �.¸�óé, ãéá í' áðïäåßîïõìå ü�é êÜèå åðåê�á�éêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óååðáãùãéêü ÷þñï Ý÷åé ó�áèåñü óçìåßï, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå óýíïëïP , õðÜñ÷åé êÜðïéïò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò U ðïõ äåí ìðïñåß íá åìöõ�åõ�åßÝíá-ðñïò-Ýíá ó�ïí P . Áõ�ü åßíáé áêñéâþò �ï Èåþñçìá Hartogs ðïõ åßíáé ïåðüìåíüò ìáò ó�ü÷ïò. �éá íá �ï áðïäåßîïõìå, ðñÝðåé íá ìåëå�Þóïõìå ðñþ�á �ïðñüâëçìá óõãêñéóéìü�ç�áò êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí ùò ðñïò �ï ìÞêïò.Ç åéêüíá �ïõ �õðéêïý êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ ó�ï ÄéÜãñáììá 7.1 õðïäåß-÷íåé ü�é ðñÝðåé íá ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå äýï ÷þñïõò, íá �ïõò £îáðëþóïõìå¤�ïí Ýíá äßðëá ó�ïí Üëëï, �ï åëÜ÷éó�ï 0U �ïõ ðñþ�ïõ áí�éêñéó�Ü ó�ï åëÜ÷éó�ï
0V �ïõ Üëëïõ, �ï åðüìåíï SU (0U ) áí�éêñéó�Ü ìå �ï åðüìåíï SV (0V ), �ï ðñþ�ïïñéáêü óçìåßï !U �ïõ ðñþ�ïõ (áí õðÜñ÷åé) áí�éêñéó�Ü ìå �ï !V ê.ëð. ìÝ÷ñéòü�ïõ åîáí�ëÞóïõìå üëá �á óçìåßá �ïõ U Þ �ïõ V . Ç áõó�çñÞ áðüäïóç áõ�Þò�çò éäÝáò åßíáé ãåíßêåõóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Ìïíáäéêü�ç�áò �ùí öõóéêþí áñéè-ìþí 5.4.7.27. Ïñéóìüò. Áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á (initial similarity)� : U ֌→ �[U ] ⊑ Våíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ ìå êÜðïéïí Üëëï åßíáé ìéá ïðïéáäÞðï�å ïìïéü-
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 109�ç�á �ïõ U ìå êÜðïéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ V . Áí õðÜñ÷åé �Ý�ïéá áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á,êáëïýìå �ïí U ìéêñü�åñï-ßóï óå ìÞêïò �ïõ V , óõìâïëéêÜ:U ≤o V ⇐⇒ïñ (∃I ⊑ V )[U =o I]: (7-20)Åðßóçò ãñÜöïõìå, U <o V ⇐⇒ïñ U ≤o V &U 6=o V: (7-21)Áðü �ï 7.9, êÜèå áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á � : U ֌ V åßíáé ïìïéü�ç�á åß�å ìå �ï Våß�å ìå Ýíá ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ V , ÜñáU <o V ⇐⇒ (∃x ∈ V )[U =o segV (x)]: (7-22)7.28. ¢óêçóç. Áí ïé � : U ֌ V êáé � : V ֌ W åßíáé áñ÷éêÝò ïìïéü�ç�åò,�ü�å êáé ç óýíèåóÞ �ïõò �� : U ֌W åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á.7.29. �ñü�áóç. �éá üëïõò �ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò U; V;W ,U ≤o U;áí [U ≤o V &V ≤o W ]; �ü�å U ≤o W;áí [U ≤o V &V ≤o U ]; �ü�å U =o V:Áðüäåéîç. Ìüíï ç �ñß�ç óõíåðáãùãÞ ÷ñåéÜæå�áé áðüäåéîç, êáé áõ�Þ óõíÜ-ãå�áé åýêïëá áðü �ï 7.21, ùò åîÞò: Ç óýíèåóç �� �ùí áñ÷éêþí ïìïéï�Þ�ùí� : U ֌ V , � : V ֌ U ðïõ öáíåñþíïõí �çí õðüèåóç, åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á�� : U ֌ U , êé áí äåí Þ�áí åðéìïñöéóìüò, èá öáíÝñùíå ü�é ï U åßíáé üìïéïòìå Ýíá ãíÞóéï áñ÷éêü �ïõ �ìÞìá, ðïõ åßíáé áäýíá�ï· Üñá ç �� åßíáé áí�éó�ïé÷ßá,êáé åðïìÝíùò ç � åßíáé åðßóçò áí�éó�ïé÷ßá. ⊣7.30. Èåþñçìá. Ç óõíÜñ�çóç � : U → V áðü Ýíáí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñïóå êÜðïéïí Üëëï åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á, �ü�å êáé ìüíïí áí éêáíïðïéåß �çíåîßóùóç �(x) = minV {y ∈ V | (∀u <U x)[�(u) <V y]}: (7-23)Áðüäåéîç. ÊÜèå áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á � : U ֌ V åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ðïõóÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, Üñá
(∀u <U x)[�(u) <V �(x)]; (7-24)êáé åðïìÝíùò z = minV {y ∈ V | (∀u <U x)[�(u) <V y]} ≤V �(x):Åöüóïí ç � åßíáé áñ÷éêÞ êáé z ≤V �(x), õðÜñ÷åé êÜðïéï u ∈ U �Ý�ïéï þó�å�(u) = z. Áí äå÷�ïýìå ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï ü�é z = �(u) <V �(x), óõìðå-ñáßíïõìå áìÝóùò ü�é u <U x åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ðïõ óÝâå�áé �éòäéá�Üîåéò· åðïìÝíùò �(u) <V z áðü �ïí ïñéóìü �ïõ z, ðïõ åßíáé Ü�ïðï åðåéäÞz = �(u).Áí�éó�ñüöùò, áí ç � : U → V éêáíïðïéåß �çí (7-23), �ü�å óÝâå�áé �éò äéá�Ü-îåéò, áöïý áðü �çí (7-23), u <U x=⇒�(u) <V �(x). Äå÷üìáó�å ðñïò áðáãùãÞ
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110 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáóå Ü�ïðï ü�é ç åéêüíá �[U ] äåí åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ V êáé åðéëÝãïõìå �ï xåëÜ÷éó�ï ó�ï U �Ý�ïéï þó�å íá õðÜñ÷åé êÜðïéï y <V �(x), y =∈ �[U ]. Áðü �çíåðéëïãÞ �ïõ x, �[segU (x)] ⊑ V êáé áõ�ü �ï áñ÷éêü �ìÞìá åßíáé ãíÞóéï åðåéäÞäåí ðåñéÝ÷åé �ï y. ¢ñá ãéá êÜðïéï z ∈ V , �[segU (x)] = segV (z), êáé áðü �çí(7-23), �(x) = z. ÓõíÜãå�áé ü�é y <V z êáé y ∈ segV (z) = �[segU (x)], ðïõåßíáé Ü�ïðï. ⊣7.31. Èåþñçìá (Óõãêñéóéìü�ç�á êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí). �éá üëïõò�ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò U , V , åß�å U ≤o V Þ V ≤o U .Áðüäåéîç. Ôï èåþñçìá åßíáé �å�ñéììÝíï áí V = ∅, óõíåðþò äå÷üìáó�å ü�é�ï åëÜ÷éó�ï 0V õðÜñ÷åé. Áðü �ï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò 7.24õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç � : U → V ðïõ éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á�(x) =







minV {y ∈ V | (∀u <U x)[�(u) <V y]};áí (∃y ∈ V )(∀u <U x)[�(u) <V y];
0V ; áëëéþò: (7-25)Ó÷ïëáó�éêÜ, åäþ åöáñìüæïõìå �ï Èåþñçìá 7.24 ó�çí áðåéêüíéóç h : (U *E)× U → E, ïñéóìÝíç ìå �ïí �ýðïh(p; x) =







minV {y ∈ V | (∀u <U x)[p(u) <V y]};áí (∃y ∈ V )(∀u <U x)[p(u) <V y];
0V ; áëëéþò:Îå÷ùñßæïõìå �þñá äýï ðåñéð�þóåéò.�åñßð�ùóç 1. �éá êÜèå x 6= 0U , �(x) 6= 0V . Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ç äåý�åñçðåñßð�ùóç ó�ïí ïñéóìü (7-25) äåí áíáêýð�åé, Üñá ç � éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á(7-23) êáé áíáãêáó�éêÜ åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á áðü �ï Èåþñçìá 7.30.�åñßð�ùóç 2. �éá êÜðïéï a ∈ U; a 6= 0U êáé �(a) = 0V . ¸ó�ù a �ïåëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï ó�ïé÷åßï �ïõ U . Èåùñïýìå �ïí ðåñéïñéóìü� = (�↾segU (a)) : segU (a)→ V;ï ïðïßïò éêáíïðïéåß �çí (7-23), Üñá áðü �ï Èåþñçìá 7.30, åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü-�ç�á áðü �ïí segU (a) ó�ïí V . Åéäéêü�åñá, ç åéêüíá �[segU (a)] = �[segU (a)]åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ V · áí Þ�áí ãíÞóéï, �ü�å �[segU (a)] = segV (z) ãéá êÜ-ðïéï z ∈ V êáé áðü �çí (7-25), �(a) = z 6= 0V , åíÜí�éá ó�çí åðéëïãÞ �ïõ a. ¢ñá�[segU (a)] = V . ÓõíÜãå�áé ü�é V =o segU (a), êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé áñ÷éêÞïìïéü�ç�á áðü �ï V ó�ï U . ⊣Ôï èåìåëéáêü áõ�ü èåþñçìá Ý÷åé ðëçèþñá ðïñéóìÜ�ùí, ìåñéêÜ áðü �á ïðïßááîßæåé íá äéá�õðþóïõìå áìÝóùò. Ôï ðñþ�ï ìáò äßíåé Ýíáí áðëü �ñüðï íá óõ-ãêñßíïõìå êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò.7.32. �üñéóìá. �éá üëïõò �ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò U , V ,U ≤o V ⇐⇒ (∃� : U ֌ V )[ç � óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò]:Áðüäåéîç. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò � : U ֌ V ðïõóÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, áëëÜ (ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï), U 6≤o V , Üñá V <o U .
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 111¸ðå�áé ü�é V =o segU (x) ãéá êÜðïéï x áðü �çí (7-22), êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åéáí�éó�ïé÷ßá � : V ֌→ segU (x)· �þñá ç óýíèåóç � = � ◦ � : U ֌ segU (x) åßíáéìïíïìïñöéóìüò ðïõ óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò êáé áí�é�ßèå�áé ó�ï 7.20. ⊣7.33. �üñéóìá (ÊáëÞ èåìåëßùóç �ïõ ≤o). ÊÜèå ìç êåíÞ êëÜóç E êáëÜ äéá-�å�áãìÝíùí ÷þñùí Ý÷åé ≤o-åëÜ÷éó�ï ìÝëïò, äçëáäÞ ãéá êÜðïéï U0 ∈ E êáé üëá�á U ∈ E, U0 ≤o U .Áðüäåéîç. Ç õðüèåóç ìáò äßíåé êÜðïéï W ∈ E , êáé áí áõ�üò ï W åßíáé ≤o-åëÜ÷éó�ïò ó�ï E , �åëåéþóáìå. Áí ü÷é, �ü�å ç 7.31 óõíåðÜãå�áé ü�é õðÜñ÷ïõíêáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé ó�çí êëÜóç E ðïõ åßíáé üìïéïé ìå áñ÷éêÜ �ìÞìá�á�ïõ W , Ý�óé ðïõ �ï óýíïëïJ =ïñ {x ∈W | (∃U ∈ E)[U =o segW (x)]} (7-26)åßíáé ìç êåíü êáé Üñá Ý÷åé ≤W -åëÜ÷éó�ï ìÝëïò x. Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ J ,õðÜñ÷åé êÜðïéïò ÷þñïò U0 ∈ E �Ý�ïéïò þó�å U0 =o segW (x), êáé éó÷õñéæüìáó�åü�é áõ�üò ï U0 åßíáé ≤o-åëÜ÷éó�ïò ó�ï E . �éá íá �ï áðïäåßîïõìå, ìå áðáãùãÞóå Ü�ïðï, Ýó�ù êÜðïéïò U ∈ E , U0 6≤o U · Üñá U <o U0 =o segW (x)· ÜñáU =o segW (y) ãéá êÜðïéï y <W x, åíÜí�éá ó�çí åðéëïãÞ �ïõ x. ⊣Ó�éò ðåñéóóü�åñåò åöáñìïãÝò áõ�ïý �ïõ èåùñÞìá�ïò ç êëÜóç E åßíáé óýíïëï,ïéêïãÝíåéá êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí, áëëÜ õðÜñ÷ïõí êáé ðåñéð�þóåéò üðïõç ãåíéêü�ç�á �çò äéá�ýðùóçò åßíáé ÷ñÞóéìç. �.÷. õðÜñ÷åé ≤o-åëÜ÷éó�ïò êáëÜäéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò ðïõ Ý÷åé ïñéáêü óçìåßï|óõãêåêñéìÝíá, ï Su

(N).Ìå üëç áõ�Þ �çí ðñïåñãáóßá äåí Ý÷ïõìå áêüìç êá�áóêåõÜóåé áíáðáñßèìç-�ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò, êáé äçìéïõñãåß�áé ç õðïøßá ü�é üë' áõ�Ü �áèåùñÞìá�á áöïñïýí ìüíï ðåñßåñãá áíáêá�þìá�á �ïõ N. Ôï åðüìåíï äåý�åñïèåìåëéáêü áðï�Ýëåóìá �ïõ êåöáëáßïõ îåêáèáñßæåé �çí åéêüíá.7.34. Èåþñçìá Hartogs. ÕðÜñ÷åé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò �(A) ðïõ áí�éó�ïé÷ß-æåé óå êÜèå óýíïëï A, Ýíáí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï�(A) = (h(A);≤�(A));�Ý�ïéïí þó�å h(A) 6≤
 A, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò � : h(A) ֌ A.ÅðéðëÝïí, ï ÷þñïò �(A) åßíáé ï ≤o-åëÜ÷éó�ïò ìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á, äçëáäÞãéá êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï W ,áí W 6≤
 A; �ü�å �(A) ≤o W: (7-27)Áðüäåéîç. ÈÝ�ïõìå ðñþ�áWO(A) =ïñ {U | U = (Field(U);≤U ) åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïòìå Field(U) ⊆ A}; (7-28)¸ó�ù ∼A ï ðåñéïñéóìüò �çò ïñéó�éêÞò óõíèÞêçò =o ó�ï WO(A),U ∼A V ⇐⇒ïñ U; V ∈WO(A) &U =o V:�ñïöáíþò ç ∼A åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï WO(A). ÈÝ�ïõìåh(A) =ïñ [[WO(A)=∼A]] ⊆ P(WO(A)); (7-29)
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112 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáêáé äéá�Üóóïõìå �éò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ó�ï h(A) áðü �ïõò £áí�éðñïóþðïõò¤�ïõò,
[U=∼A] ≤�(A) [V=∼A] ⇐⇒ïñ U ≤o V: (7-30)Áõ�ü Ý÷åé íüçìá, åðåéäÞ áí

[U=∼A] = [U ′=∼A]; [V=∼A] = [V ′=∼A]; êáé U ≤o V;�ü�å U ′ =o U ≤o V =o V ′. Ôï ãåãïíüò ü�é ç ≤�(A) åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõh(A) Ýðå�áé åýêïëá áðü �éò ãåíéêÝò éäéü�ç�åò �çò ≤o êáé áðü �á 7.31 êáé 7.33.�áßñíïí�áò �çí Üñíçóç �ùí äýï ðëåõñþí �çò (7-30) óõíÜãïõìå �çí £áõó�çñÞ¤�çò ìïñöÞ,V <o U ⇐⇒ [V=∼A] <�(A) [U=∼A] (U; V ∈WO(A)): (7-31)Ïé âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ �åëåó�Þ Hartogs áðïññÝïõí áðü �ï åîÞòËÞììá. �éá êÜèå � = [U=∼A] ∈ h(A),seg�(A)(�) = {[segU (x)=∼A] | x ∈ U} =o U:Åéäéêü�åñá, êÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ �(A) åßíáé üìïéï ìå êÜðïéï êáëÜäéá�å�áãìÝíï U ∈WO(A), êáé êÜèå U ∈WO(A) åßíáé üìïéï ìå êÜðïéï ãíÞóéïáñ÷éêü �ìÞìá �ïõ �(A).Proof . Äåß÷íïõìå ðñþ�á �çí éóü�ç�áseg�(A)(�) = {[segU (x)=∼A] | x ∈ U}:Áí � = [V=∼A] <�(A) �, �ü�å V <o U áðü �çí (7-31), Üñá V =o segU (x) ãéáêÜðïéï x ∈ U êáé åðïìÝíùò � = [segU (x)=∼A]. Áí�éó�ñüöùò, ãéá êÜèå x ∈ U ,segU (x) <o U , Üñá [segV (x)=∼A] <�(A) [U=∼A] = �; ðÜëé áðü �çí (7-31).�éá íá äåßîïõìå �çí ïìïéü�ç�áU =o seg�(A)(�) = {[segU (x)=∼A] | x ∈ U};èåùñïýìå �çí áðåéêüíéóç � : U → h(A) ìå�(x) = [segU (x)=∼A]; (x ∈ U);ðïõ åßíáé ïìïéü�ç�á �ïõ U ìå �çí åéêüíá �çò �[U ], åðåéäÞx <U y ⇐⇒ segU (x) ⊑= segU (y)
⇐⇒ segU (x) <o segU (y)
⇐⇒ [segU (x)=∼A] <�(A) [segU (y)=∼A]: ⊣ (ËÞììá)ÕðïèÝ�ïõìå �þñá, ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöé-óìüò � : h(A)֌ A;êáé Ýó�ù B = �[h(A)] ⊆ A ç åéêüíá �ïõ. Ï ìïíïìïñöéóìüò � £áí�éãñÜöåé¤ �çíêáëÞ äéÜ�áîç �ïõ h(A) óå ìéá åðßóçò êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ B,x ≤B y ⇐⇒ïñ �−1(x) ≤�(A) �−1(y) (x; y ∈ B);
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé 113Ý�óé þó�å �ï U = (B;≤B) åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíï õðïóýíïëï �ïõ A, êáé áðü�ïí ïñéóìü �ïõ, U =o �(A): (7-32)Áðü �ï ËÞììá üìùò, ï U åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéï ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ �(A),êáé åðïìÝíùò U <o �(A), ðïõ åßíáé Ü�ïðï áöïý U =o �(A).�éá íá äåßîïõìå �çí åëá÷éó�ü�ç�á �ïõ �(A), ðáñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é ãéá êÜèåêáëÜ äéá�å�áãìÝíï W , áí W <o �(A), �ü�å W =o seg�(A)(�) ãéá êÜðïéï� = [U=∼A], �Ý�ïéï þó�å W =o U áðü �ï ËÞììá. ¢ñááí W <o �(A); �ü�å W ≤
 A; (7-33)åöüóïí �ï (ðåäßï ïñéóìïý �ïõ) U åßíáé õðïóýíïëï �ïõ A êáé ïé ïìïéü�ç�åò åßíáéìïíïìïñöéóìïß. �áßñíïí�áò �çí Üñíçóç êáé �ùí äýï ðëåõñþí,áí W 6≤
 A; �ü�å ¬[W <o �(A)]; êáé Üñá �(A) ≤o W: ⊣Èá ðñï�éìïýóáìå âåâáßùò íá áðïäåßîïõìå ü�é A <
 �(A) áí�ß �ïõ äåéëïý�(A) 6≤
 A, êáé óßãïõñá áõ�ü áëçèåýåé, áëëÜ ç áðüäåéîÞ �ïõ ÷ñåéÜæå�áé �ïÁîßùìá ÅðéëïãÞò. �ñÝðåé íá ðåñéìÝíïõìå ëßãï áêüìç ìÝ÷ñéò ü�ïõ åìöáíéó�åß ïáðü ìç÷áíÞò èåüò ó�ï ðñïóêÞíéï.Ïé åíï÷ëç�éêÝò ëåð�ïìÝñåéåò áõ�Þò �çò áðüäåéîçò ðçãÜæïõí áðü �ï ãåãïíüòü�é ï ðåñéïñéóìüò .A �çò ïñéó�éêÞò óõíèÞêçò ≤o ó�ï WO(A) äåí åßíáé êáëÞäéÜ�áîç, ãéá �ïí �å�ñéììÝíï ëüãï ü�é äåí åßíáé áí�éóõììå�ñéêÞ: ðéèáíüí íá õðÜñ-÷ïõí äéáöïñå�éêïß, üìïéïé, U; V ∈WO(A), êáé âåâáßùò ðÜí�á õðÜñ÷ïõí áí �ï AÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ìÝëç. Áõ�ü ìáò áíÜãêáóå íá ïñßóïõìå �ï h(A) ùò óýíïëïêëÜóåùí éóïäõíáìßáò áí�ß �ïõ ðïëý áðëïýó�åñïõ h(A) = WO(A). Ôå÷íéêÜ, çó÷Ýóç .A åßíáé êáëÞ ðñïäéÜ�áîç êáé áîßæåé �ïí êüðï íá äéáìïñöþóåé êáíåßòáõ�Þ �çí áðüäåéîç êÜðùò äéáöïñå�éêÜ, ìå�Ü �çí åéóáãùãÞ áõ�Þò �çò Ýííïéáò,âë. �ñïâëÞìá�á x7.17 { x7.20.Ï �åëåó�Þò Hartogs ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�çí êá�áóêåõÞ ãåíéêþí �å-ëåó�þí �ïõ in�mum êáé �ïõ supremum ãéá ïéêïãÝíåéåò êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí÷þñùí (�ñïâëÞìá�á x7.26 êáé x7.27) áëëÜ Ý÷åé êáé ðïëëÝò Üëëåò åíäéáöÝ-ñïõóåò éäéü�ç�åò. �éá ðñþ�ç åöáñìïãÞ �ïõ, ãåíéêåýïõìå �ï Óõíå÷Ýò ÈåþñçìáÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 6.21 óå ìç óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò, áöïý ðñþ�áäéá�õðþóïõìå �ï Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ, ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé.7.35. Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ(Fixed Point Theorem, Zermelo).17 ÊÜèååðåê�á�éêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óå Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïíÝíá ó�áèåñü óçìåßï, äçëáäÞ êÜðïéï x∗ ∈ P éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçx∗ = �(x∗):
17Ï Zermelo äåí äéá�ýðùóå �ï Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ óå �Ý�ïéá ãåíéêü�ç�á, êáé ãé'áõ�ü �ï ëüãï �ï èåþñçìá êáé äéÜöïñá áðü �á ðïñßóìá�Ü �ïõ Ý÷ïõí áðïäïèåß êá�Ü êáéñïýòóå ìå�áãåíÝó�åñïõò ìáèçìá�éêïýò. ¼ìùò ç äéÜóçìç £ðñþ�ç áðüäåéîç¤ �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Êá-ëÞò ÄéÜ�áîçò ðïõ Ýäùóå ï Zermelo �ï 1904 äåß÷íåé áêñéâþò áõ�ü �ï èåþñçìá, �å�ñéììÝíáðåñéïñéóìÝíï ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ �ïí åíäéÝöåñå.
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114 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Ôï åðé÷åßñçìá ó�ï 7.26 ÷ñåéáæü�áí ìüíï êÜðïéï êáëÜ äéá�å�áã-ìÝíï ÷þñï U �Ý�ïéïí þó�å íá ìçí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò � : U ֌ P , êáé �þñáÝ÷ïõìå �ïí U = �(P ) ìå áõ�Þí áêñéâþò �çí éäéü�ç�á. ⊣7.36. Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ (Least Fixed Point Theo-rem). ÊÜèå ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óå åðáãùãéêü ÷þñï Ý÷åé (áêñé-âþò) Ýíá éó÷õñÜ åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï, äçëáäÞ õðÜñ÷åé x∗ ∈ P ìå�(x∗) = x∗;
(∀y ∈ P )[�(y) = y=⇒x∗ ≤ y];ðïõ åðéðëÝïí Ý÷åé �çí åîÞò, éó÷õñü�åñç éäéü�ç�á:
(∀y ∈ P )[�(y) ≤ y=⇒x∗ ≤ y]: (7-34)Áðüäåéîç. Ìéá ðñïóåê�éêÞ áíÜãíùóç �ùí áðïäåßîåùí �ïõ ËÞììá�ïò Åðá-íÜëçøçò 7.25 êáé �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.26 öáíåñþíåé ü�é áêñé-âþò ç ßäéá êá�áóêåõÞ �ïõ ó�áèåñïý óçìåßïõ ãéá ìéá åðåê�á�éêÞ áðåéêüíéóç ìáòäßíåé åðßóçò �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï ìéáò ìïíï�ïíéêÞò áðåéêüíéóçò. ÄåíõðÜñ÷åé üìùò ëüãïò íá �ï êÜíïõìå áõ�ü, áöïý �ï Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèå-ñïý Óçìåßïõ åßíáé áðëü ðüñéóìá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Ó�áèåñïý Óçìåßïõ. Ç âáóéêÞðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é êÜèå ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç � åßíáé åðåê�á�éêÞ óå êÜðïéïåðáãùãéêü õðï÷þñï �ïõ P .ÈÝ�ïõìå Q = {x ∈ P | x ≤ �(x) & (∀y)[�(y) ≤ y=⇒x ≤ y]}êáé ðáñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é ï ðåñéïñéóìüò
≤Q= {(x; y) | x; y ∈ Q&x ≤P y}�çò ≤P ó�ï Q åßíáé ìåñéêÞ äéÜ�áîç|áõ�ü éó÷ýåé áõ�üìá�á ãéá �ïí ðåñéïñéóìü�çò ≤P óå ïðïéïäÞðï�å õðïóýíïëï �ïõ P . (�áñáëåßðïõìå �ïõò äåßê�åò P êáé Qó�ç óõíÝ÷åéá.) Åðßóçò �[Q] ⊆ Q, åðåéäÞx ≤ �(x)=⇒�(x) ≤ �(�(x));êáé ãéá êÜèå y, �(y) ≤ y&x ≤ y=⇒ �(x) ≤ �(y) ≤ y;áðü �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çò �. Óõíåðþò ï ðåñéïñéóìüò�Q = {(x; �(x)) | x ∈ Q}�çò � ó�ï Q åßíáé áðåéêüíéóç ó�ï Q, åîáêïëïõèåß íá åßíáé ìïíï�ïíéêÞ (ðñïöá-íþò) áëëÜ åßíáé êáé åðåê�á�éêÞ, áðü �ïí ïñéóìü �ïõ Q. �éá íá åöáñìüóïõìå �ïÈåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.35 ó�á Q êáé �Q ìáò ëåßðåé ìüíï �ï åîÞòËÞììá. Ï ÷þñïò Q åßíáé åðáãùãéêüò.Áðüäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå áëõóßäá S ⊆ Q, �ï åëÜ÷éó�ï ÜíùöñÜãìá M = supS (ðïõ õðÜñ÷åé ó�ïí P åðåéäÞ ï P åßíáé åðáãùãéêüò) áíÞêåé
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� ◦ ◦ · · · � • · · ·

(0; 0) (0; 1) (0; 2) · · · (1; 0) (1; 1) (1; 2) · · ·

•

ÄéÜãñáììá 7.5. Ôï Üèñïéóìá N +o N.ó�ïí Q, äçëáäÞ (1) M ≤ �(M), êáé (2) ãéá êÜèå y, �(y) ≤ y=⇒M ≤ y. �éá�ï (1) õðïëïãßæïõìå:x ∈ S =⇒ x ≤M; åðåéäÞ �ï M åßíáé Üíù öñÜãìá �ïõ S;=⇒ �(x) ≤ �(M); åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ;=⇒ x ≤ �(x) ≤ �(M); åðåéäÞ x ∈ S ⊆ Q;êáé åðïìÝíùò �ï �(M) åßíáé Üíù öñÜãìá �ïõ S êáé M = supS ≤ �(M). Ôï(2) Ýðå�áé áðü �çí ðáñá�Þñçóç ü�é êÜèå y ðïõ éêáíïðïéåß �çí �(y) ≤ y åßíáéÜíù öñÜãìá �ïõ Q (áðü �ïí ïñéóìü �ïõ Q), êáé åðïìÝíùò Üíù öñÜãìá �ïõõðïóõíüëïõ S ⊆ Q, Üñá M = supS ≤ y. ⊣ (ËÞììá)Áðü �ï Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.35 �þñá, õðÜñ÷åé êÜðïéï x∗ ∈ Q �Ý�ïéïþó�å �(x∗) = x∗ êáé ç (7-34) éó÷ýåé, ðïëý áðëÜ åðåéäÞ x∗ ∈ Q.Ç ìïíáäéêü�ç�á �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ó�áèåñïý óçìåßïõ åßíáé ðñïöáíÞò: áí y∗ åßíáéåðßóçò åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï, �ü�å x∗ ≤ y∗ êáé y∗ ≤ x∗, êé Üñá x∗ = y∗. ⊣Ôï ãåíéêü Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ ìáò áðåëåõèåñþíåé áðü�çí áíÜãêç íá åëÝã÷ïõìå �ç óõíÝ÷åéá áðåéêïíßóåùí ó�éò åöáñìïãÝò åëÜ÷éó�ùíó�áèåñþí óçìåßùí ó�çí �ëçñïöïñéêÞ, êáé éäéáß�åñá ó�çí åñìçíåßá ðñïãñáììÜ-�ùí ìå åëÜ÷éó�á ó�áèåñÜ óçìåßá. Áõ�ü åßíáé êïìøü êáé åõ÷Üñéó�ï, áëëÜ ü÷ééäéáß�åñá óçìáí�éêü, ìéáò êáé (üðùò ðáñá�çñÞóáìå ó�ï ÊåöÜëáéï 6) ïé áðåé-êïíßóåéò ðïõ óõíáí�Ü êáíåßò ó�éò áëãïñéèìéêÝò åöáñìïãÝò åßíáé êá�Ü êáíüíáðñïöáíþò óõíå÷åßò, áðü �ïí ïñéóìü �ïõò. Ôï èåþñçìá Ý÷åé üìùò ðïëý âáèý-�åñåò åöáñìïãÝò ó�ç ãåíéêÞ èåùñßá óõíüëùí, êáé åéäéêü�åñá ó�ç ìåëÝ�ç �çòïñéóéìü�ç�áò ó�ç óõíïëïèåùñßá, ùò åðßóçò êáé ó�çí êá�áóêåõÞ ðáñáäåéãìÜ�ùíêáé áí�éðáñáäåéãìÜ�ùí óõíüëùí ìå óõãêåêñéìÝíåò éäéü�ç�åò. Èá âñïýìå ðïëëÜ�Ý�ïéá ðáñáäåßãìá�á ó�á åðüìåíá êåöÜëáéá.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 7x7.1. ÊÜèå ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç. (Ó÷å-�éêü åßíáé �ï �ñüâëçìá x6.7.)7.37. Ôï Üèñïéóìá P +o Q äýï ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí P êáé Q êá�á-óêåõÜæå�áé �ïðïèå�þí�áò îÝíá áí�ßãñáöá �ùí P êáé Q �ï Ýíá ìå�Ü �ï Üëëï, Ý�óéþó�å êÜèå óçìåßï �ïõ P íá ðñïçãåß�áé êÜèå óçìåßïõ �ïõ Q. ÔõðéêÜ, èÝ�ïõìåP +o Q = R, üðïõField(R) =ïñ ({0} × Field(P )) ∪ ({1} × Field(Q)); (7-35)
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• • · · ·
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• • · · ·
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• • · · ·
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∗ ∗ ∗ ∗B :

A×B :

· · ·

· · ·

• • · · ·A :

ÄéÜãñáììá 7.6. Ôï ãéíüìåíï äýï êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí.êáé ãéá (i; x); (j; y) ∈ Field(R),
(i; x) ≤R (j; y) ⇐⇒ïñ i < j ∨ [i = j = 0 &x ≤U y]

∨[i = j = 1 &x ≤V y]: (7-36)Ç éäÝá åßíáé ü�é ï P åßíáé üìïéïò ìå �ï ÷þñï {0}×Field(P ) ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïáðü �á äåý�åñá �ùí ìåëþí �ïõ, ìå �çí ðñïöáíÞ ïìïéü�ç�á (x 7→ (0; x)), êáé ìå�ïí ßäéï �ñüðï, Q =o {1} × Field(Q).x7.2. Áí P =o P ′ êáé Q =o Q′, �ü�å P +o Q =o P ′ +o Q′.x7.3. �éá êÜèå ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P , Su

(P ) =o P +o [0; 1).x7.4. �éá üëïõò �ïõò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò P , Q, R,P +o (Q+o R) =o (P +o Q) +o R:x7.5. Áí ïé ÷þñïé U êáé V åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé, �ü�å êáé �ï ÜèñïéóìÜ �ïõòU +o V åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíï.x7.6. Äåßîå ü�é [0; 1) +o N =o N 6=o N +o [0; 1), êáé åðïìÝíùò ï �åëåó�ÞòÜèñïéóçò êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí äåí åßíáé áí�éìå�áèå�éêüò.7.38. Ôï ãéíüìåíï P ·o Q äýï ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí êá�áóêåõÜæå�áéìå �çí áí�éêá�Üó�áóç êÜèå óçìåßïõ �ïõ Q áðü Ýíá áí�ßãñáöï �ïõ P . ÔõðéêÜ,èÝ�ïõìå P ·o Q = R, üðïõField(R) = Field(P )× Field(Q); (7-37)êáé ≤R åßíáé ç áí�ßó�ñïöç áëöáâç�éêÞ äéÜ�áîç æåõãþí, äçëáäÞ óõãêñßíïõìåðñþ�á �á äåý�åñá ìÝëç: ãéá (x1; y1); (x2; y2) ∈ Field(R),
(x1; y1) ≤R (x2; y2) ⇐⇒ïñ y1 <Q y2 ∨ [y1 = y2 &x1 ≤P x2]: (7-38)Äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò éäéáß�åñïò ëüãïò ãéá �çí åðéëïãÞ �çò áí�ßó�ñïöçò áëöá-âç�éêÞò äéÜ�áîçò áí�ß �çò óõíçèéóìÝíçò, áðëÜ ï Cantor Ýäùóå �ïí ïñéóìü ì'áõ�üí �ïí �ñüðï êáé Ýìåéíå.x7.7. Áí P =o P ′ êáé Q =o Q′, �ü�å P ·o Q =o P ′ ·o Q′.x7.8. Äåßîå ü�é P ·o [0; 2) =o P +o P , áëëÜ [0; 2) ·o N =o N 6=o N ·o [0; 2), Ý�óéþó�å ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí äåí åßíáé áí�éìå�áèå�éêüò.
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N ·o [0; 2) :

[0; 2) ·o N :

� ◦ ◦ · · · � • •

� ◦ ◦ ◦ ◦ · · ·

(0; 0) (1; 0) (0; 1) (1; 1) (0; 2) · · ·

(0; 0) (1; 0) (2; 0) · · · (0; 1) (1; 1) (2; 1)

· · ·
· · ·

ÄéÜãñáììá 7.7. Áí�éìå�Üèåóçò áðï�õ÷ßá.x7.9. �éá üëïõò �ïõò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò P , Q, R,P ·o (Q ·o R) =o (P ·o Q) ·o R:x7.10. Ôï ãéíüìåíï êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíï.x7.11. �éá êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U , õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóçParity : U → N; �Ý�ïéá þó�å Parity(y) = 0 áí y = 0 Þ �ï y åßíáé ïñéáêü óçìåßï,êáé ó�á åðüìåíá Parity(S(x)) = 1− Parity(x):x7.12. ÊÜèå óçìåßï y êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ U åêöñÜæå�áé ìå ìïíáäéêü�ñüðï ó�ç ìïñöÞ y = Sn(x); (7-39)üðïõ (1) �ï x åßíáé åß�å �ï åëÜ÷éó�ï 0 åß�å êÜðïéï ïñéáêü óçìåßï, (2) �ï n åßíáéöõóéêüò áñéèìüò êáé (3) ç óõíÜñ�çóç (i; x) 7→ Si(x) ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞS0(x) = x; Si+1(x) = S(Si(x)):x7.13. �éá üëïõò �ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò U , V , õðÜñ÷åé �ï ðïëý ìßááñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á � : U ֌→ �[U ] ⊑ V .x7.14. �éá üëïõò �ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò U , V , W ,U <o V &V ≤o W =⇒ U <o W;U ≤o V &V <o W =⇒ U <o W:x7.15. Áí � êáé � åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìïé ðëçèéêïß áñéèìïß, �ü�å åß�å � ≤
 � åß�å� ≤
 �.
∗ x7.16. Áí ï � åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìïò, Üðåéñïò ðëçèéêüò áñéèìüò, �ü�å �+1 =
 �.7.39. Ïñéóìüò. ÊáëÞ ðñïäéÜ�áîç (prewellordering!) ó�ï óýíïëï A åßíáé ìéáó÷Ýóç - ⊆ A × A ðïõ åßíáé áõ�ïðáèÞò, ìå�áâá�éêÞ, óõíäåäåìÝíç (ïëéêÞ) êáéåäñáéùìÝíç. £ÓõíäåäåìÝíç¤ (
onne
ted) óçìáßíåé ü�é �á ìÝëç �ïõ A åßíáé óõ-ãêñßóéìá áíÜ äýï,

(∀x; y ∈ A)[x - y ∨ y - x];êáé £åäñáéùìÝíç¤ (grounded) óçìáßíåé ü�é êÜèå ìç êåíü X ⊆ A Ý÷åé - -åëÜ÷éó�ïìÝëïò,
(∀X ⊆ A;X 6= ∅)(∃x ∈ X)(∀y ∈ X)[x - y]:
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ÄéÜãñáììá 7.8. �ïñ�ñÝ�ï êáëÞò ðñïäéÜ�áîçò.Ìéá êáëÞ ðñïäéÜ�áîç èá Þ�áí êáëÞ äéÜ�áîç, áí åß÷å åðéðëÝïí �çí éäéü�ç�á �çòáí�éóõììå�ñéêü�ç�áò.x7.17. �éá êÜèå óýíïëï A, èåùñïýìå �ï óýíïëïB = {X ⊆ A | X åßíáé ðåðåñáóìÝíï}�ùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí �ïõ A êáé ïñßæïõìå ó�ï BX -B Y ⇐⇒ïñ X ≤
 Y:Äåßîå ü�é ç .B åßíáé êáëÞ ðñïäéÜ�áîç.x7.18. Ç ó÷Ýóç - ⊆ A× A åßíáé êáëÞ ðñïäéÜ�áîç �ü�å êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åéÝíáò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò U = (Field(U);≤U ) êáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò� : A→→ Field(U), Ý�óé þó�åx - y ⇐⇒ �(x) ≤U �(y) (x; y ∈ A):x7.19. �éá êÜèå óýíïëï A, ç ó÷ÝóçU .A V ⇐⇒ïñ U; V ∈WO(A) &U ≤o Våßíáé êáëÞ ðñïäéÜ�áîç �ïõ WO(A).x7.20. Êá�åñãáó�åß�å ìéá äéáöïñå�éêÞ äéá�ýðùóç �çò áðüäåéîçò �ïõ ÈåùñÞìá-�ïò Hartogs, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �á äýï ðñïçãïýìåíá �ñïâëÞìá�á.x7.21. �éá êÜèå óýíïëï A, õðÜñ÷åé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò V �Ý�ïéïò þó�åäåí õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò � : A→→ V .x7.22. Äåßîå ü�é áí A ≤
 B, �ü�å �(A) ≤o �(B).x7.23. Äåßîå ü�é �([0; n)) =o [0; n+ 1).x7.24. Áí ï W êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò êáé W ≤
 A, �ü�å W <o �(A).x7.25. �éá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U ,U <o �(A) ⇐⇒ Field(U) ≤
 A:Ï �åëåó�Þò �(A) åßíáé ïñéó�éêüò, ìéáò êáé äþóáìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ïñéóìü�ïõ ðåäßïõ h(A) êáé �çò êáëÞò äéÜ�áîçò ≤�(A) �ïõ �(A) áðü �ï A. Ìðïñïýìåíá �ïí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá ïñßóïõìå êÜðïéïõò ó÷å�éêïýò �åëåó�Ýò óå ïé-êïãÝíåéåò êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí.
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∗ x7.26. Íá ïñßóåéò Ýíáí ïñéó�éêü �åëåó�Þ inf(E), �Ý�ïéïí þó�å ãéá êÜèå ìçêåíÞ ïéêïãÝíåéá E êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí, �ï inf(E) íá Ý÷åé �éò áêüëïõèåòéäéü�ç�åò:(1) Ôï inf(E) åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò.(2) �éá êÜðïéï U ∈ E , inf(E) =o U .(3) �éá êÜèå U ∈ E , inf(E) ≤o U .Õðüäåéîç. ØÜîå ó�á áñ÷éêÜ �ìÞìá�á �ïõ �(

⋃E).
∗ x7.27. Íá ïñßóåéò Ýíáí ïñéó�éêü �åëåó�Þ sup(E), �Ý�ïéïí þó�å ãéá êÜèå ìçêåíÞ ïéêïãÝíåéá E êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí, �ï sup(E) íá Ý÷åé �éò áêüëïõèåòéäéü�ç�åò:(1) Ôï sup(E) åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò.(2) Áí U ∈ E , �ü�å U ≤o sup(E).(3) Áí �ï W åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò êáé ãéá êÜèå U ∈ E , Ý÷ïõìåU ≤o W , �ü�å sup(E) ≤o W .
∗ x7.28. �éá êÜèå ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ≤ óå óýíïëï A, ïñßæïõìå ó�ï ÷þñï P(A)�çí áðåéêüíéóç �(X) =ïñ {y ∈ A | (∀x < y)[x ∈ X]}:Äåßîå ü�é ç � : P(A) → P(A) åßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé äþóå Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõäåí åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò. Äåßîå ü�é áí �ï Aw åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñüóçìåßï �çò �, �ü�åx ∈ Aw ⇐⇒ {(s; t) ∈ A×A | s ≤ t < x} åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç:ÕðÜñ÷ïõí ðåñéð�þóåéò üðïõ åßíáé åõêïëü�åñï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí áðü-äåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.35 ðáñÜ �çí åêöþíçóÞ �ïõ.
∗ x7.29. Ëåð�ïìåñåéáêü Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ. �éá êÜèå åðåê�á�éêÞÞ ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óå åðáãùãéêü ÷þñï P , õðÜñ÷åé õðïóýíïëïD ⊆ P �ïõ P ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò:(1) Ôï D åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áëõóßäá ó�ï P .(2) ÊÜèå óçìåßï �ïõ D êáèïñßæå�áé áðü �á ðñïçãïýìåíÜ �ïõ ìå �ïí �ýðïx = �(sup {y ∈ D | y < x}):(3) ÊáíÝíá óçìåßï �ïõ D äåí åßíáé ó�áèåñü óçìåßï �çò �.(4) Ôï óçìåßï �(supD) åßíáé ó�áèåñü óçìåßï �çò �,�(�(supD)) = �(supD):(5) Áí ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ, �ü�å �ï �(supD) åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñüóçìåßï �çò �.Äåßîå åðßóçò ü�é áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò ÷áñáê�çñßæïõí �ï D: ìüíï Ýíá õðïóýíïëï�ïõ P �éò éêáíïðïéåß.
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∗ x7.30. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç � : P × Q → P åßíáé ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç ó�ïãéíüìåíï äýï åðáãùãéêþí ÷þñùí, êáé ïñßæïõìå �çí � : Q→ P ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ï �ñüâëçìá x6.4 êáé �ï Èåþñçìá ÅëÜ÷éó�ïõ Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.36,�(y) = (�x ∈ P )[�(x; y) = x]

= �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï �çò �(x; y) = x: (7-40)Äåßîå ü�é ç � åßíáé ìïíï�ïíéêÞ, êáé ü�é áí ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, �ü�åêáé ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò.
∗ x7.31. Ï êáíüíáò �ùí Beki�
-S
ott. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé P1; P2 åßíáé åðáãù-ãéêïß ÷þñïé êáé ïé �1 : P1 × P2 → P1; �2 : P1 × P2 → P2;åßíáé ìïíï�ïíéêÝò áðåéêïíßóåéò. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí �-óõìâïëéóìü ãéá �á åëÜ-÷éó�á ó�áèåñÜ óçìåßá �çò (7-40), ïñßæïõìå ðñþ�á �çí�(x2) = (�x1 ∈ P1)[�1(x1; x2) = x1];ìå�Ü �ï óçìåßï x2 = (�x2 ∈ P2)[�2(�(x2); x2) = x2]ùò �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï �çò áðåéêüíéóçò x2 7→ �2(�(x2); x2) (ðïõ åßíáéìïíï�ïíéêÞ áðü �ï x7.30) êáé �åëéêÜ �ï óçìåßï

(x∗1; x∗2) = (�(x1; x2) ∈ P1 × P2)[(�1(x1; x2); �2(x1; x2)) = (x1; x2)]ùò �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï ó�ï ãéíüìåíï. Äåßîå ü�éx∗2 = x2:Ôï ðñüâëçìá âåâáéþíåé ü�é ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �á áìïéâáßá åëÜ÷éó�áó�áèåñÜ óçìåßá åðáíáëáìâÜíïí�áò äýï öïñÝò �ïí �åëåó�Þ åëÜ÷éó�ïõ ó�áèåñïýóçìåßïõ (�x ∈ P ).
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 8
Å�ÉËÏ�ÅÓ

8.1. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò (Axiom of Choi
e), AC. �éá êÜèå äéìåëÞ ó÷ÝóçP ⊆ (A×B) óå óýíïëá A, B,
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y)=⇒ (∃f : A→ B)(∀x ∈ A)P (x; f(x)): (8-1)Áõ�ü åßíáé �ï �åëåõ�áßï êáé ðëÝïí åðßìá÷ï áîßùìá �ïõ Zermelo. �éá íá êá�á-ëÜâïõìå ðïý ÷ñåéÜæå�áé, áíáêáëïýìå �ï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá �ïõ Russell, üðïõ�ï A åßíáé óýíïëï áðü æåõãÜñéá ðáðïý�óéá, B =

⋃A êáéP (x; y) ⇐⇒ y ∈ x:Ç óõíÜñ�çóç f(x) =ïñ �ï áñéó�åñü ðáðïý�óé �ïõ x; (x ∈ A)ðñïöáíþò åðéëÝãåé Ýíá ðáðïý�óé áðü êÜèå æåõãÜñé, óõìâïëéêÜ (∀x ∈ A)P (x; f(x)).Áí üìùò �ï A åßíáé óýíïëï áðü æåõãÜñéá êÜë�óåò, �ü�å äåí ìðïñïýìå íá ïñß-óïõìå óõíÜñ�çóç f : A → ⋃A ðïõ äéáëÝãåé áêñéâþò ìßá êÜë�óá f(x) ∈ x áðüêÜèå æåõãÜñé, åðåéäÞ (üðùò äå÷üìáó�å ãéá �ï ðáñÜäåéãìá) Ýíá æåõãÜñé êÜë�óåòáðï�åëåß�áé áðü äýï �åëåßùò üìïéá áí�éêåßìåíá. Ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�éõðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò f áí �ï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìå åðáãùãÞ ó�ïíáñéèìü ìåëþí �ïõ A (�ñüâëçìá x8.1). ÁëëÜ ïé ìáèçìá�éêïß Ý÷ïõí �çí éêáíü-�ç�á íá öáí�Üæïí�áé êáé íá ìåëå�ïýí Üðåéñá æåõãÜñéá êáë�óþí, êáé ãé' áõ�Ü÷ñåéáæüìáó�å êÜ�é óáí �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá íá åããõçèïýìå �çí ýðáñîç ìéáò�Ý�ïéáò óõíÜñ�çóçò.Ëéãü�åñï äéáóêåäáó�éêü áëëÜ óçìáí�éêü�åñï ðáñÜäåéãìá åßíáé ç áðüäåéîç �ïõâáóéêïý èåùñÞìá�ïò 2.10, üðïõ èåùñïýìå ìéáí áêïëïõèßá áðáñéèìç�þí óõíü-ëùí A0, A1, : : : êáé áñ÷ßæïõìå ìå �ç öñÜóç:Áñêåß íá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ êáíÝíá Anäåí åßíáé êåíü, ïðü�å ìðïñïýìå íá âñïýìå áðáñßèìçóç �n : N →→ Anãéá êÜèå An.ºóùò ãéá êÜèå n íá £ìðïñïýìå íá âñïýìå¤ (äçëáäÞ íá £õðÜñ÷åé¤) êÜðïéá áðá-ñßèìçóç � �ïõ An, áëëÜ ç óõíÝ÷åéá �çò áðüäåéîçò ÷ñåéÜæå�áé ìéá óõíÜñ�çóç
(n 7→ �n) ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç áðáñßèìçóç �n óå êÜèå n:ðïéï áðü �á áîéþìá�á (I) { (VI) åããõÜ�áé �çí ýðáñîç ìéáò �Ý�ïéáò óõíÜñ�çóçò;121
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AÄéÜãñáììá 8.1. ÅðéëïãÝáò �ïõ P ⊆ A×B.åäþ A = N, B = (N→ ⋃∞n=0An) êáéP (n; �) ⇐⇒ � : N→→ An;Ý�óé þó�å (∀n ∈ N)(∃� ∈ B)P (n; �) áðü �çí õðüèåóç ü�é êÜèå An åßíáé ìç êåíüêáé áðáñéèìç�ü: êáé �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò âåâáéþíåé áêñéâþò ü�é õðÜñ÷åé óõíÜñ-�çóç f : N → B �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå n ∈ N, ç �éìÞ f(n) = �n éêáíïðïéåß �çíP (n; �n), äçëáäÞ áðáñéèìåß �ï An. ÔÝ�ïéåò £óéùðçñÝò¤ åðéêëÞóåéò �ïõ Áîéþìá-�ïò ÅðéëïãÞò åßíáé ðïëý êïéíÝò ó�á ìáèçìá�éêÜ êáé åéäéêü�åñá ó�çí áíÜëõóç,üðïõ (ð.÷.) ç êëáóéêÞ èåùñßá ïñßùí êáé óõíå÷þí óõíáñ�Þóåùí äåí ìðïñåß íááíáð�õ÷èåß éêáíïðïéç�éêÜ ÷ùñßò åðéëïãÝò.Áí åéêïíßóïõìå �ç ó÷Ýóç P ⊆ A × B ùò õðïóýíïëï �ïõ ãéíïìÝíïõ, �ü�å çõðüèåóç (∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y) óçìáßíåé ü�é ç �ïìÞPx =ïñ {y ∈ B | P (x; y)} (8-2)ðÜíù áðü êÜèå x ∈ A äåí åßíáé êåíÞ. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åããõÜ�áé �çí ýðáñîçåíüò åðéëïãÝá (sele
tor) ãéá �ï P , ìéáò óõíÜñ�çóçò f : A→ B ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåéóå êÜèå x ∈ A áêñéâþò Ýíá óçìåßï ó�çí �ïìÞ áðü ðÜíù �ïõ. ÕðÜñ÷ïõí áêüìçäýï áðëÝò åêäï÷Ýò �ïõ áîéþìá�ïò ðïõ åêöñÜæïõí ìå äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò �çíðñÜîç �çò £óõíÜèñïéóçò óå ïëü�ç�á¤ ïðïéïõäÞðï�å ðëÞèïõò åëåýèåñùí êáé ìçóõãêñïõüìåíùí åðéëïãþí.8.2. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï S åßíáé óýíïëï åðéëïãÞò (
hoi
e set) ãéá ìéá ïéêï-ãÝíåéá óõíüëùí E , áí (1) S ⊆ ⋃E , êáé (2) ãéá êÜèå X ∈ E , ç �ïìÞ S ∩X åßíáéìïíïóýíïëï. ¸íá óýíïëï åðéëïãÞò S åðéëÝãåé áðü êÜèå X ∈ E �ï ìïíáäéêüìÝëïò �çò �ïìÞò S ∩X.8.3. ¢óêçóç. Áí ∅ ∈ E, �ü�å ç E äåí åðéäÝ÷å�áé óýíïëï åðéëïãÞò. Åðßóçò áía 6= b, �ü�å ç ïéêïãÝíåéá E = {{a}; {a; b}; {b}} äåí åðéäÝ÷å�áé óýíïëï åðéëïãÞò.8.4. Èåþñçìá. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï åîÞò: êÜèå ïéêï-ãÝíåéá E ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýï óõíüëùí åðéäÝ÷å�áé óýíïëï åðéëïãÞò.Áõ�Þ åßíáé ç ìïñöÞ �ïõ AC ðïõ äéá�ýðùóå ï Zermelo.Áðüäåéîç. Áðïäå÷üìáó�å ðñþ�á �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò êáé èÝ�ïõìå U =
⋃E ,üðïõ ç E åßíáé ïéêïãÝíåéá îÝíùí áíÜ äýï, ìç êåíþí óõíüëùí. Áõ�ü óçìáßíåé åí

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 123ìÝñåé ü�é
(∀X ∈ E)(∃x ∈ U)[x ∈ X];Üñá áðü �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f : E → U �Ý�ïéá þó�å

(∀X ∈ E)[f(X) ∈ X]:ÈÝ�ïõìå S = f [E ] = {f(X) | X ∈ E}, êáé �ï ãåãïíüò ü�é �á ìÝëç �çò Eåßíáé îÝíá áíÜ äýï óõíåðÜãå�áé åýêïëá ü�é �ï S �Ýìíåé êÜèå ìÝëïò �çò E óåìïíïóýíïëï.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, äå÷üìáó�å ü�é
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y);êáé èÝ�ïõìå
E = {Ux | x ∈ A};üðïõ ãéá êÜèå x ∈ A, Ux = {(t; y) ∈ P | t = x}:ÊÜèå ìÝëïò �çò E åßíáé ìç êåíü áðü �çí õðüèåóç êáé êáèïñßæå�áé áðü �ï êïéíü,ðñþ�ï ìÝñïò üëùí �ùí ìåëþí �ïõ, êáé åðïìÝíùò �á ìÝëç �çò E åßíáé îÝíá áíÜäýï. Áí �ï S åßíáé óýíïëï åðéëïãÞò ãéá �çí E , �ü�å ç óõíÜñ�çóçf(x) = �ï ìïíáäéêü y �Ý�ïéï þó�å (x; y) ∈ Såýêïëá éêáíïðïéåß �ï óõìðÝñáóìá �ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò. ⊣8.5. Ïñéóìüò. ÓõíÜñ�çóç åðéëïãÞò ãéá Ýíá óýíïëï A åßíáé ìéá ìåñéêÞ óõ-íÜñ�çóç " : P(A) * A;�Ý�ïéá þó�å

∅ 6= X ⊆ A=⇒ "(X) ↓ & "(X) ∈ X:8.6. ËÞììá. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï åîÞò: êÜèå óýíïëïåðéäÝ÷å�áé óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò.Áðüäåéîç. �éá êÜèå A, ðñïöáíþò
(∀X ∈ P(A) \ {∅})(∃y ∈ A)[y ∈ X];êáé áìÝóùò áðü �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç " : P(A) \ {∅} → A�Ý�ïéá þó�å

(∀X ∈ P(A) \ {∅})["(X) ∈ X]:Ôï áí�ßó�ñïöï åßíáé åýêïëï êáé �ï áöÞíïõìå ãéá Üóêçóç. ⊣8.7. ¢óêçóç. Áí êÜèå óýíïëï åðéäÝ÷å�áé óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò, �ü�å áëçèåýåé�ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò.
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124 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá8.8. ¼ìùò áëçèåýåé; (1)Ìå �çí ðëÝïí Üìåóç åñìçíåßá �ïõ, �ï Áîßùìá Åðéëï-ãÞò áé�éÜ�áé ü�é áí ç êáèåìßá åíüò óõíüëïõ ìç óõãêñïõüìåíùí åðéëïãþí ìðïñåßíá ðñáãìá�ïðïéçèåß, �ü�å üëåò ìðïñïýí íá ðñáãìá�ïðïéçèïýí áíåîÜñ�ç�á êáé �ááðï�åëÝóìá�á íá óõíáèñïéó�ïýí óå ïëü�ç�á, íá ãßíïõí óýíïëï. Áí �ï êá�áëÜ-âïõìå Ý�óé, �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ðñïöáíÝò, ìðïñåß íá äéêáéïëïãçèåß áðü �çöõóéêÞ åñìçíåßá �ïõ Áîéþìá�ïò Äõíáìïóõíüëïõ: ü�áí äå÷üìáó�å ùò óýíïëï�çí êëÜóç {X | X ⊆ A} üëùí �ùí õðïóõíüëùí �ïõ A, ðñáãìá�éêÜ åííïïýìåüëùí �ùí õðïóõíüëùí �ïõ A, áêüìç êáé áõ�þí ãéá �á ïðïßá �ï êñé�Þñéï �ïõ �é�ïõò áíÞêåé äåí êáèïñßæå�áé áðü êÜðïéï ñç�ü êáíüíá áëëÜ ìå åëåýèåñç åðéëïãÞ,£ìå �çí �ý÷ç¤.Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �á ðñïçãïýìåíá £êá�áóêåõá-ó�éêÜ¤ áîéþìá�á (II) { (VI), åðåéäÞ áðáé�åß êá�åõèåßáí �çí ýðáñîç óõíüëùíãéá �ï ïðïßá äåí ðáñÝ÷åé ïñéóìïýò. ÊáèÝíá áðü �á (II) { (VI) áðïíÝìåé �çíéäéü�ç�á �ïõ óõíüëïõ óå ìéá óõãêåêñéìÝíç, ñç�Ü ïñéóìÝíç êëÜóç áí�éêåéìÝíùí,íïìéìïðïéåß ìéá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò �üóï áëçèïöáíïýò (áí êáé ëáíèáóìÝíçò)�åíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò 3.3. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé �ï ìüíï áîßùìá�ïõ Zermelo åê�üò áð' áõ�ü �çò ¸ê�áóçò ðïõ äåí åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò�åíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò. Áõ�ü ðáñåîçãåß�áé ìåñéêÝò öïñÝò êáé ðñï�åßíå-�áé �ï åðé÷åßñçìá ü�é �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé �ï ìüíï ðïõ áðáé�åß �çí ýðáñîçáí�éêåéìÝíùí ãéá �ï ïðïßá äåí ðáñÝ÷åé ïñéóìïýò, áëëÜ �á Áîéþìá�á ¸ê�áóçòêáé Äõíáìïóõíüëïõ êÜíïõí �ï ßäéï ðñÜãìá, ìå Ýììåóï áëëÜ èåìåëéáêÜ ðéï âá-óéêü �ñüðï.Ï Zermelo åéóÞãáãå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò �ï 1904, óå ìéá ìéêñÞ åñãáóßá üðïõ�ï åðéêáëÝó�çêå ãéá íá áðïäåßîåé ü�é êÜèå óýíïëï åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï. ¹�áíãíùó�Þ åéêáóßá, êáé ï Cantor åß÷å Þäç ðñï�åßíåé ðåñßãñáììá áðüäåéîÞò �çò ó'Ýíá (�ü�å áêüìç) áäçìïóßåõ�ï ãñÜììá ó�ïí Dedekind. Ç áðüäåéîç �ïõ Cantorüìùò (êáé ç ó÷å�éêÞ áðüäåéîç �çò Åéêáóßáò Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí ðïõðñü�åéíå ìáæß �çò) ó�çñéæü�áí óå äéáéóèÞóåéò ãéá �á óýíïëá ðïõ äåí Þ�áí �åëåßùòîåêÜèáñåò. Ï Zermelo îåêáèÜñéóå áðáñ÷Þò ü�é ç äéêÞ �ïõ, áõó�çñÞ áðüäåéîçó�çñéæü�áí ó�ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, êáé ì' áõ�ü ðñïêÜëåóå áìÝóùò éó÷õñÞ åðß-èåóç åíáí�ßïí �ïõ áðü ðïëëïýò äéáêåêñéìÝíïõò ìáèçìá�éêïýò �çò åðï÷Þò, ðïõ�ïí êá�çãüñçóáí ü�é åéóÞãáãå ìéá íÝá, áìößâïëç ìÝèïäï ãéá íá äéêáéïëïãÞóåéÝíá áðßèáíï áðï�Ýëåóìá. ÄåäïìÝíïõ ü�é áñ÷Ýò åðéëïãÞò äåí Þ�áí ìå êáíÝíá�ñüðï áíÞêïõó�åò ó�á ãåíéêÜ ìáèçìá�éêÜ êáé ü�é äéáðü�éæáí �çí ðñïçãïýìåíçäïõëåéÜ �ïõ Cantor, äéêáéïëïãåß�áé êáíåßò íá ðåé ü�é ç áé�ßá �çò áí�ßäñáóçò Þ�áíëéãü�åñï �ï íüçìá �ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò êáé ðåñéóóü�åñï ç êá�áíüçóç �çòäýíáìÞò �ïõ.Ó�ï åðüìåíï èåþñçìá áðáñéèìïýìå �éò ðëÝïí ðåñéþíõìåò ðñï�Üóåéò ãéá �áóýíïëá ðïõ åßíáé éóïäýíáìåò ìå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò. ¸÷ïõìå äéá�çñÞóåé �áðáñáäïóéáêÜ ïíüìá�á ãé' áõ�Ýò �éò ðñï�Üóåéò|ËÞììá, Õðüèåóç, Èåþñçìá|ðïõ �ïõò ðñïóêïëëÞèçêáí áðü �çí éó�ïñéêÞ óõãêõñßá �ïõ ðþò êáé ðü�å ìðÞêáíó�ç ìáèçìá�éêÞ âéâëéïãñáößá.8.9. Èåþñçìá. Ïé åðüìåíåò ðñï�Üóåéò åßíáé éóïäýíáìåò.
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 125(1) Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò: ÊÜèå óýíïëï åðéäÝ÷å�áé óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò.(2) Ç Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí: Ôá óýíïëá åßíáé óõãêñß-óéìá áíÜ äýï ùò ðñïò �ï ðëÞèïò, äçëáäÞ ãéá üëá �á A, B, åß�å A ≤
 B åß�åB ≤
 A.(3) Ôï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜ�áîçò: ÊÜèå óýíïëï åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï(åðéäÝ÷å�áé êáëÞ äéÜ�áîç).Áðüäåéîç. Åðáëçèåýïõìå êõêëéêÜ, ü�é êáèåìéÜ áð' áõ�Ýò �éò ðñï�Üóåéò óõ-íåðÜãå�áé �çí åðüìåíç, êáé �åëéêÜ (3) =⇒ (1).(1) =⇒ (2). Áðü �çí ¢óêçóç 6.17, ï ÷þñïò (A )*B) �ùí ìåñéêþí ìïíï-ìïñöéóìþí áðü �ï A ó�ï B åßíáé åðáãùãéêüò. Ç éäÝá åßíáé ü�é ìðïñïýìå íáïñßóïõìå (÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï AC) ìéá åðåê�á�éêÞ áðåéêüíéóç ó�ï (A )*B), çïðïßá íá åðåê�åßíåé êá�Üëëçëá êÜèå ìåñéêü ìïíïìïñöéóìü p : A )*B ìå ðåäßïïñéóìïý ðïõ íá ìçí åîáí�ëåß �ï A êáé ðåäßï �éìþí ðïõ íá ìçí åîáí�ëåß �ï B.ÏðïéïäÞðï�å ó�áèåñü óçìåßï áõ�Þò �çò áðåéêüíéóçò åß�å èá ïñßæå�áé óå ïëü-êëçñï �ï A, öáíáéñþíïí�áò ü�é A ≤
 B, åß�å ç åéêüíá �ïõ èá åßíáé ïëüêëçñï �ïB, öáíáéñþíïí�áò ü�é B ≤
 A.Áíáëõ�éêü�åñá, Ýó�ù"A : P(A) * A; "B : P(B) * Bóõíáñ�Þóåéò åðéëïãÞò ó�á A êáé B, áðü �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò. �éá êÜèå ìåñéêüìïíïìïñöéóìü p : A )*B, èÝ�ïõìå
�(p) =







p ∪ {("A(A \Domain(p)); "B(B \ Image(p)))};if Domain(p) ( A& Image(p) ( B;p; otherwise:Ç � åßíáé ðñïöáíþò åðåê�á�éêÞ, êáé Ý�óé áðü �ï Èåþñçìá Ó�áèåñïý Óçìåßïõ 7.35Ý÷åé ó�áèåñü óçìåßï p∗ : A * B, ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé:åß�å Domain(p∗) = A åß�å Image(p∗) = B:�åñßð�ùóç 1. Domain(p∗) = A. Ôü�å ç p∗ : A ֌ B åßíáé ìïíïìïñöéóìüòáðü �ï A ó�ï B, Ý�óé ðïõ A ≤
 B.�åñßð�ùóç 2, Image(p∗) = B. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ç p∗ åßíáé áí�é-ó�ïé÷ßá �ïõ Domain(p∗) ìå �ï B, êáé Ý�óé B =
 Domain(p∗) ⊆ A êáé ÜñáB ≤
 A.(2) =⇒ (3). Áðü �çí Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí, åß�å A ≤
 h(A)åß�å h(A) ≤
 A, üðïõ h(A) åßíáé �ï óýíïëï Hartogs ãéá �ï A· üìùò h(A) 6≤
 Aáðü �ï Èåþñçìá Hartogs 7.34, êáé Ý�óé A ≤
 h(A)· åðß ðëÝïí, �ï h(A) åßíáéêáëÜ äéá�Üîéìï, êáé Üñá áðü �çí ¢óêçóç 7.3 êáëÜ äéá�Üîéìï åßíáé êáé �ï A.(3) =⇒ (1). Áí ç ≤ åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ A, �ü�å ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç"(X) = �ï ≤-åëÜ÷éó�ï ìÝëïò �ïõ Xåßíáé óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò ãéá �ï A. ⊣
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126 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá8.10. ¼ìùò áëçèåýåé; (2) Ôï íüçìá áõ�ïý �ïõ èåùñÞìá�ïò åßíáé ü�é áí äå-÷�ïýìå �á âáóéêÜ, êá�áóêåõáó�éêÜ ðñþ�á Ýîé áîéþìá�á �ïõ Zermelo, �ü�å �ïÁîßùìá ÅðéëïãÞò, ç Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí êáé �ï ÈåþñçìáÊáëÞò ÄéÜ�áîçò åêöñÜæïõí ìå �ñåéò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò �çí ßäéá óõíïëï-èåùñç�éêÞ áñ÷Þ. ×ùñßò áìöéâïëßá, �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ç ðëÝïí Üìåóç êáéäéÜöáíç åêäï÷Þ áõ�Þò �çò áñ÷Þò, áõ�Þ ðïõ êÜíåé £ðñïöáíÝó�á�ç¤ �çí áëÞèåéá�çò. Ç Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí åßíáé åýêïëá êá�áíïç�Þ êáé áëç-èïöáíÞò, áëëÜ ëßãïé èá �ç äÝ÷ïí�áí ùò áîßùìá, Ý÷åé �çí õöÞ �å÷íéêÞò åéêáóßáòðïõ ÷ñÞæåé áðüäåéîçò. ÔÝëïò, �ï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜ�áîçò åßíáé ïðùóäÞðï�åðåí�áêÜèáñï ó�ï íüçìÜ �ïõ, äßíåé Ýíá ìç÷áíéóìü åðéëïãþí ðïõ êá�Ü êÜðïéï�ñüðï £åðåîçãåß¤ �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, áëëÜ ïðùóäÞðï�å äåí åßíáé ðñïöáíÝò,�ïõíáí�ßïí ãåííÜ äõóðéó�ßá. �áñáäåßãìá�ïò ÷Üñéí, ðïéá åßíáé ç êáëÞ äéÜ�áîçðïõ åããõÜ�áé �ï èåþñçìá ó�ï äõíáìïóýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí P(N); ×ù-ñßò êÜðïéá óêÝøç äåí åßíáé êáí ðñïöáíÝò ü�é �ï P(N) åðéäÝ÷å�áé ãñáììéêÝòäéá�Üîåéò, âë. �ñüâëçìá x8.9. Åßíáé êÜðùò äýóêïëï íá öáí�áó�ïýìå �ç äïìÞ�çò áðáé�ïýìåíçò êáëÞò äéÜ�áîçò �ïõ P(N), êáé áõ�ü, öõóéêÜ, ìáò äçìéïõñãåßêÜðïéåò áìöéâïëßåò ãéá �ï áîßùìá ðïõ óõíåðÜãå�áé �çí ýðáñîÞ �çò. Äåí åßíáéðåñßåñãï ü�é ç áí�éëïãßá ãéá �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò Üñ÷éóå ìå �çí áðüäåéîç áðü�ïí Zermelo �çò óõíåðáãùãÞò (1) =⇒ (3), �çò ïðïßáò �ï óõìðÝñáóìá áêüìçêáé óÞìåñá ðïëëïß èåùñïýí áí�ßèå�ï ìå �éò äéáéóèÞóåéò ìáò.�Ýñá áðü �çí Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí êáé �ï Èåþñçìá ÊáëÞòÄéÜ�áîçò ðïõ åßíáé èåìåëéþäç ãéá �çí áíÜð�õîç �çò óõíïëïèåùñßáò, �ï ÁîßùìáÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá óùñü ðñï�Üóåéò ðïõ ÷ñçóéìåýïõí ðïëý óåÜëëïõò êëÜäïõò �ùí ìáèçìá�éêþí. Åäþ áíáöÝñïõìå ìïíÜ÷á äýï áðü áõ�Ýò, ðïõâñßóêïí�áé ðéï êïí�Ü ó�ï áí�éêåßìåíü ìáò êáé �éò ïðïßåò åýêïëá áðïäåéêíýïõìåìå ãíùó�Ýò ìáò ìåèüäïõò· üìùò õðÜñ÷ïõí áêüìá ðïëëÝò Üëëåò.188.11. Èåþñçìá. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå �éò áêüëïõèåò äýïðñï�Üóåéò:(1) Áñ÷Þ Ìåãéó�éêÞò Áëõóßäáò: ÊÜèå ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò PÝ÷åé ìéá ìåãéó�éêÞ áëõóßäá S ⊆ P , ìå �çí Ýííïéá ü�é ãéá êÜèå Üëëç áëõóßäáS′, S ⊆ S′=⇒S = S′.(2) ËÞììá �ïõ Zorn: Áí óå Ýíá ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P êÜèå áëõóßäáÝ÷åé Üíù öñÜãìá, �ü�å ï P Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ìåãéó�éêü ó�ïé÷åßï.Áðüäåéîç. AC =⇒ (1). Äå÷üìåíïé �ï AC, Ýó�ù (Chains(P );⊆) ï ìåñéêÜäéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò üëùí �ïí áëõóßäùí �ïõ P , ï ïðïßïò åßíáé åðáãùãéêüòáðü �çí �ñü�áóç 6.14, êáé õðïèÝ�ïõìå ðñïò Ü�ïðï ü�é äåí õðÜñ÷åé ìåãéó�éêÞáëõóßäá, Ý�óé ðïõ áðü �ï AC,
(∀S ∈ Chains(P ))(∃S′ ∈ Chains(P ))[S ( S′]:

18Óå ìßá äéÜëåîÞ �ïõ, ï Kenneth Ho�man åßðå ü�é �ï Èåþñçìá Ty
hono� �çò ãåíéêÞò�ïðïëïãßáò åßíáé £ðñïöáíþò¤ éóïäýíáìï ìå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, £ìéáò êáé üëåò ïé ýðïð�åòãåíéêÝò áñ÷Ýò åßíáé éóïäýíáìåò ìå �ï AC¤.
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 127�þñá �ï AC ìáò äßíåé ìéá áðåéêüíéóç � : Chains(P ) → Chains(P ) ðïõ åßíáéåðåê�á�éêÞ, ÷ùñßò íá Ý÷åé ó�áèåñü óçìåßï, ðïõ áí�é�ßèå�áé �ï Èåþñçìá Ó�áèåñïýÓçìåßïõ 7.35.(1) =⇒ (2). Áðü �çí õðüèåóç ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå S åßíáé ìéá ìåãéó�éêÞáëõóßäá �ïõ P êáé M Ýíá Üíù öñÜãìá �ïõ S. Ôü�å �ï M åßíáé ìåãéó�éêü ó�ïP|åðåéäÞ áí M <P M ′, �ü�å �ï S ∪ {M ′} èá Þ�áí áëõóßäá ðïõ åðåê�åßíåéáõó�çñÜ �çí S.(2) =⇒ AC. �éá äýï óýíïëá A, B, èåùñïýìå �ï ÷þñï (A )*B) �ùí ìåñéêþíìïíïìïñöéóìþí. Áõ�üò åßíáé åðáãùãéêüò, áðü �çí ¢óêçóç 6.17, êáé Ý�óé êÜèåáëõóßäá åßíáé Üíù öñáãìÝíç óå áõ�üí· áðü �ï ËÞììá �ïõ Zorn, ï (A )*B) Ý÷åéìåãéó�éêü ó�ïé÷åßï f , �ï ïðïßï (üðùò êáé ó�çí áðüäåéîç �ïõ (1) =⇒ (2) ó�ïÈåþñçìá 8.9) öáíáéñþíåé ü�é åß�å A ≤
 B åß�å B ≤
 A, �ï ïðïßï ìå �ç óåéñÜ�ïõ óõíåðÜãå�áé �ï AC. ⊣Èåùñïýìå �þñá äýï åýêïëá ðïñßóìá�á �ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò ðïõ åêöñÜ-æïõí áðëïýó�åñåò áñ÷Ýò åðéëïãÞò.8.12. Áñ÷Þ Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò (Countable Prin
iple of Choi
e), ACN.�éá êÜèå óýíïëï B êáé êÜèå äéìåëÞ ó÷Ýóç P ⊆ N × B áíÜìåóá óå öõóéêïýòáñéèìïýò êáé ìÝëç �ïõ B,
(∀n ∈ N)(∃y ∈ B)P (n; y)=⇒ (∃f : N→ B)(∀n ∈ N)P (n; f(n)):8.13. (VII)Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí (Axiom of Dependent Choi
es),DC. �éá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A×A,a ∈ A& (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y)=⇒ (∃f : N→ A)[f(0) = a& (∀n ∈ N)P (f(n); f(n+ 1))]:Óå áí�éðáñÜèåóç ìå �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò ðïõ áðáé�åß �çí ýðáñîç óõ-íáñ�Þóåùí åðéëïãÞò f : A→ B ãéá üëá �á A, B, ç Áñ÷Þ Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞòACN äéêáéïëïãåß ìüíï áêïëïõèßá åëåýèåñùí (áíåîÜñ�ç�ùí) åðéëïãþí áðü �ï B,ðïõ éêáíïðïéïýí äéáäï÷éêÜ �éò óõíèÞêåòP (0; f(0)); P (1; f(1)); P (2; f(2)); · · ·Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åðßóçò äéêáéïëïãåß ìüíï áêïëïõèßá åðéëï-ãþí, üðïõ üìùò ç êáèåìéÜ áð' áõ�Ýò �éò åðéëïãÝò ìðïñåß íá åîáñ�Ü�áé áðü �çíðñïçãïýìåíç, áöïý üëåò �þñá ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí �éò óõíèÞêåòP (f(0); f(1)); P (f(1); f(2)); P (f(2); f(3)); · · ·Åßíáé åýêïëá éóïäýíáìï ìå �çí åîÞò, öáéíïìåíéêÜ éó÷õñü�åñç áñ÷Þ ðïõ åðé�ñÝðåéóå êÜèå åðéëïãÞ íá åîáñ�Ü�áé áð' üëåò �éò ðñïçãïýìåíÝò �çò.8.14. �ñü�áóç. Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé éóïäýíáìï ìå �çíåîÞò ðñü�áóç: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A∗ × A ìå�áîý ëÝîåùíêáé ó�ïé÷åßùí �ïõ A,
(∀u ∈ A∗)(∃x ∈ A)P (u; x)=⇒ (∃f : N→ A)(∀n)P (f(n); f(n)):
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128 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Ç áðüäåéîç áð' áõ�Þ �çí åêäï÷Þ �ïõ DC �çò £åðßóçìçò¤ åßíáéåýêïëç êáé �çí áöÞíïõìå ãéá Üóêçóç. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, äå÷üìáó�å �ï DCêáé �çí õðüèåóç �çò öáéíïìåíéêÜ éó÷õñü�åñçò åêäï÷Þò �ïõ, êáé ïñßæïõìå ó�ïA∗ �ç ó÷Ýóç Q(u; v) ⇐⇒ïñ (∃x ∈ A)[v = u ? 〈x〉&P (u; x)];ðñïöáíþò Ý÷ïõìå (∀u ∈ A∗)(∃v ∈ A∗)Q(u; v), �ï DC ìáò äßíåé ìéá óõíÜñ�çóçg : N → A∗ �Ý�ïéá þó�å g(0) = ∅ êáé (∀n)Q(g(n); g(n+ 1)), êáé ç óõíÜñ�çóçðïõ ÷ñåéáæüìáó�å åßíáé ç f =
⋃ g, ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé f(n) = g(n+ 1)(n) êáéf(n) = g(n). ⊣8.15. ¢óêçóç. Äåßîå �çí Üëëç êá�åýèõíóç �çò �ñü�áóçò 8.14.8.16. Èåþñçìá. (1) Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò óõíåðÜãå�áé �ï Áîßùìá Åîáñ�çìÝ-íùí Åðéëïãþí.(2) Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí óõíåðÜãå�áé �çí Áñ÷Þ Áðáñéèìç�ÞòÅðéëïãÞò.Áðüäåéîç. (1) ¸ó�ù " : P(A) \ {∅} → A óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò ãéá �ï A. Áíéó÷ýåé ç õðüèåóç �ïõ DC, �ü�å ç óõíÜñ�çóç f : N → A ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å ãéá�ï óõìðÝñáóìÜ �ïõ ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞ:f(0) = a;f(n+ 1) = "({y ∈ A | P (f(n); y)}):(2) Äå÷üìáó�å �çí õðüèåóç �çò Áñ÷Þò Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò êáé èÝ�ïõìåA = N× B êáé a = (0; b), üðïõ b ∈ B åßíáé óçìåßï �Ý�ïéï þó�å P (0; b). Ó�ï Aïñßæïõìå �ç ó÷ÝóçQ((n; x); (m; y)) ⇐⇒ïñ m = n+ 1 &P (m; y):Ç óõíÜñ�çóç f : N→ N×B ðïõ åããõÜ�áé �ï DC ãé' áõ�Ü �á a êáé Q áðïäßäåéæåýãç ùò �éìÝò, ïðü�å f(n) = (g(n); h(n)) ìå g(0) = 0 êáé h(0) = b ãéá êá�Üë-ëçëåò óõíáñ�Þóåéò g, h, êáé ãéá êÜèå n, g(n+1) = g(n)+1, P (g(n+1); h(n+1)).ÓõíÜãå�áé ü�é ãéá êÜèå n, g(n) = n êáé P (n; h(n)), üðùò ðñÝðåé ãéá �ï óõìðÝ-ñáóìá �çò Áñ÷Þò Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò. ⊣×ñåéáæüìáó�å Ýíáí áêüìç ïñéóìü ãéá �ç äéá�ýðùóç �çò ðéï ÷ñÞóéìçò åêäï÷Þò�ïõ Áîéþìá�ïò Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí.8.17. Ïñéóìüò. ¸íá ãñÜöçìá (G;→G) åßíáé åäñáéùìÝíï (grounded) Þ êáëÜèåìåëéùìÝíï (well founded) áí êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï �ïõ G Ý÷åé åëá÷éó�éêüóçìåßï, äçëáäÞáí ∅ 6= X ⊆ G; �ü�å (∃m ∈ X)(∀x ∈ X)[m 6→G x]: (8-3)¸íáò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò (P;≤) åßíáé åäñáéùìÝíïò áí �ï ó÷å�éêü£áí�ßó�ñïöï áõó�çñü ãñÜöçìá¤ (P;>) åßíáé åäñáéùìÝíï, áí äçëáäÞ ãéá êÜèå × ,áí ∅ 6= X ⊆ P; �ü�å (∃m ∈ X)(∀x ∈ X)[x ≤ m=⇒x = m]: (8-4)
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 1298.18. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é ìéá ãñáììéêÞ äéÜ�áîç (P;≤) åßíáé åäñáéùìÝíç áíêáé ìüíïí áí åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç.8.19. �ñü�áóç. Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé éóïäýíáìï ìå �çíåîÞò ðñü�áóç: Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí äåí åðéäÝ÷å�áéÜðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò, äçëáäÞ áí äåí õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f : N → G�Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå n, f(n)→G f(n+ 1),f(0)→G f(1)→G f(2)→G · · · :Áðüäåéîç. �ñþ�á äå÷üìáó�å �ïDC. Áí ç f : N→ G åßíáé Üðåéñç, öèßíïõóááëõóßäá, �ü�å �ï óýíïëï {f(n) | n ∈ N} äåí Ý÷åé åëá÷éó�éêü óçìåßï, Üñá �ï Gäåí åßíáé åäñáéùìÝíï. Áí�éó�ñüöùò, áí �ï G Ý÷åé ìç êåíü õðïóýíïëï X ÷ùñßòåëá÷éó�éêü óçìåßï, �ü�å (∀x ∈ X)(∃y ∈ X)[x →G y] êáé �ï DC ìáò äßíåé ìéáÜðåéñç, öèßíïõóá áëõóßäá îåêéíþí�áò ìå êÜðïéï a ∈ X.Äå÷üìáó�å �þñá ü�é êÜèå ãñÜöçìá ÷ùñßò Üðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò åßíáéåäñáéùìÝíï êáé �éò õðïèÝóåéò a ∈ A êáé
(∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y)�ïõ áîéþìá�ïò DC, êáé èåùñïýìå �ï ãñÜöçìá (A;→A) üðïõx→A y ⇐⇒ïñ P (x; y) (x; y ∈ A):Ôï óõìðÝñáóìá �ïõ DC åããõÜ�áé áêñéâþò ü�é �ï (A;→A) Ý÷åé ìéáí Üðåéñç,öèßíïõóá áëõóßäá ðïõ îåêéíÜ ìå �ï a, Ý�óé þó�å áí äåí éó÷ýåé, õðÜñ÷åé êÜðïéïåëá÷éó�éêü ó�ïé÷åßï m ∈ A· áõ�ü óçìáßíåé áêñéâþò ü�é (∀y ∈ A)¬P (m; y), ðïõåßíáé åíÜí�éï ó�çí õðüèåóç �ïõ DC. ⊣Ôá åäñáéùìÝíá ãñáöÞìá�á Ý÷ïõí ðïëëÝò áðü �éò éäéü�ç�åò �ùí êáëÜ äéá�å-�áãìÝíùí ÷þñùí, êáé éäéáß�åñá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ðñï�Üóåéò ìå åðáãùãÞêáé íá ïñßóïõìå óõíáñ�Þóåéò ìå áíáäñïìÞ ó' áõ�Ü, âë. �á �ñïâëÞìá�á x8.10,x8.11 êáé �ï Èåþñçìá 11.5. Ç åýêïëç êá�åýèõíóç áõ�ïý �ïõ èåùñÞìá�ïò êÜíåé�ï DC éäéáß�åñá ÷ñÞóéìï ó�ç ìåëÝ�ç �ïõò, åðåéäÞ åßíáé óõíÞèùò ðïëý åõêïëü-�åñï íá åðáëçèåýóïõìå ü�é äåí õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò óå êÜðïéïãñÜöçìá G ðáñÜ íá áðïäåßîïõìå êá�åõèåßáí ü�é �ï G åßíáé åäñáéùìÝíï.8.20. ¼ìùò áëçèåýåé; (3) ¸÷ïõìå Þäç ðáñá�çñÞóåé ü�é ðñéí äéá�õðùèåß áõ-ó�çñÜ áðü �ïí Zermelo, �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åß÷å ðïëëÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéçèåß£óéùðçñÜ¤ ó�á êëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ, êáé éäéáß�åñá ó�çí áíÜëõóç. ¼ìùò áõ�Ýòïé êëáóéêÝò åöáñìïãÝò ìðïñïýí üëåò íá ó�çñé÷�ïýí ó�ï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùíÅðéëïãþí, êáé ìÜëéó�á ïé ðåñéóóü�åñåò áðáé�ïýí ìüíï �çí áóèåíÝó�åñç Áñ÷ÞÁðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò. Áõ�ü èá ãßíåé ðñïöáíÝò ó�ï ÊåöÜëáéï 10 êáé ó�ï �á-ñÜñ�çìá A. Ï Zermelo äÝ÷�çêå �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò åðåéäÞ åßíáé öõóéêÞõðüèåóç ó�ï ðëáßóéï �çò óõíïëïèåùñßáò �ïõ Cantor· åðåéäÞ ÷ñåéÜæå�áé ãéá �çíáðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÊáëÞò ÄéÜ�áîçò êáé �çò Åéêáóßáò Óõãêñéóéìü�ç�áò�ëçèáñßèìùí· êáé åðåéäÞ åßíáé áðáñáß�ç�ï ãéá �çí áíÜð�õîç �çò ðëçèéêÞò áñéè-ìç�éêÞò. Áõ�Þ ç äéáöïñÜ áíÜìåóá ó�éò áñ÷Ýò åðéëïãÞò ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá �áêëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ êáé áõ�Ýò ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�åò ãéá �çí êáéíïýñãéá èåùñßá

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



130 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáóõíüëùí �ïõ Cantor åîçãåß êá�Ü ìåãÜëï ìÝñïò �çí Üãñéá áí�ßäñáóç ó�á áîéþ-ìá�á �ïõ Zermelo áðü �ïõò äéáêåêñéìÝíïõò áíáëýó�åò �çò åðï÷Þò �ïõ (åí ïéòêáé ï ðïëýò Borel), ðïõ åß÷áí ó�çñßîåé ðïëëÜ áðü �á èåùñÞìá�Ü �ïõò óå áñ÷ÝòåðéëïãÞò|êáé åîáêïëïýèçóáí íá ÷ñçóéìïðïéïýí �Ý�ïéåò áñ÷Ýò åíþ óõã÷ñüíùòáðïäïêßìáæáí �ç ãåíéêÞ óõíïëïèåùñßá ùò ìéá øåõäáßóèçóç: ãéá �ç èåìåëßùóç�çò êëáóéêÞò áíÜëõóçò �ïõ 19ïõ áéþíá, áñêåß �ï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðé-ëïãþí, åíþ �ï ãåíéêü�åñï Áîßùìá ÅðéëïãÞò äå ÷ñåéÜæå�áé, êáé åðéðëÝïí Ý÷åéìåñéêÜ áí�éäéáéóèç�éêÜ ðïñßóìá�á, üðùò �ï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜ�áîçò.Åäþ üìùò ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é êáé ó�ç ãåíéêÞ óõíïëïèåùñßá, üðïõãåíéêÜ äå÷üìáó�å �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò ùò ðñïöáíÝò, ðïëëÜ áðü �á âá-óéêÜ èåùñÞìá�á äåí �ï ÷ñåéÜæïí�áé êáé åéäéêü�åñá üëá �á áðï�åëÝóìá�á �ïõÊåöáëáßïõ 2 ìðïñïýí íá ó�çñé÷�ïýí áîéùìá�éêÜ ó�ï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðé-ëïãþí. �ñÝðåé åðßóçò íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é áðïäåßîáìå üëá �á âáóéêÜ áðï�å-ëÝóìá�á ó÷å�éêÜ ìå �ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò ó�ï ðñïçãïýìåíï êå-öÜëáéï, ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáìßá áñ÷Þ åðéëïãÞò. �é' áõ�ü �ï ëüãïèá áðïêëßíïõìå �å÷íéêÜ áðü �ïí Zermelo êáé èá äå÷�ïýìå ùò âáóéêü áîßùìá�ï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí áí�ß �ïõ éó÷õñü�åñïõ, ðëÞñïõò Áîéþìá�ïòÅðéëïãÞò. ËÝìå £�å÷íéêÜ¤, åðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå áìöéâïëßåò ãéá �çí áëÞèåéá �ïõÁîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò, êáé ðï�Ý äåí èá äéó�Üóïõìå íá �ï åðéêáëåó�ïýìå ü�áí÷ñåéÜæå�áé, ìüíï ðïõ óå �Ý�ïéåò ðåñéð�þóåéò èá �ï óõìðåñéëáìâÜíïõìå (äéáêñé-�éêÜ) áíÜìåóá ó�éò õðïèÝóåéò.8.21. Ç áîéùìá�éêÞ èåùñßá ZDC. Ôï áîéùìá�éêü óýó�çìá ZDC áðï�å-ëåß�áé áðü �á êá�áóêåõáó�éêÜ áîéþìá�á (I) { (VI) �ïõ Êåöáëáßïõ 3 êáé �ïÁîßùìá (VII) Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí 8.13. ÓõìâïëéêÜ:ZDC = (I) { (VI)+DC = (I) { (VII):Áðü �þñá êáé ìÝ÷ñé �ï ÊåöÜëáéï 11, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ó�éò áðïäåßîåéò ÷ùñßòñç�Þ åðßêëçóç �á áîéþìá�á �çò ZDC. ¼�áí ÷ñåéáæüìáó�å �ï ðëÞñåò ÁîßùìáÅðéëïãÞò, èá óçìåéþíïõìå �éò ó÷å�éêÝò ðñï�Üóåéò ìå �ï óçìÜäé (AC). Ó�ïÊåöÜëáéï 11 èá óõìðëçñþóïõìå �çí áîéùìá�ïðïßçóÞ ìáò ðñïóèÝ�ïí�áò ó�çíZDC �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò.8.22. Áðï�åëÝóìá�á óõíÝðåéáò êáé áíåîáñ�çóßáò (
onsisten
y, indepen-den
e). ÌÞðùò åßíáé åöéê�ü íá êá�áó�åßëïõìå �çí áí�éãíùìßá ãéá �ï ÁîßùìáÅðéëïãÞò áðëþò áðïäåéêíýïí�áò Þ äéáøåýäïí�Üò �ï ìå �á êá�áóêåõáó�éêÜ áîéþ-ìá�á (I) { (VI); ÊáíÝíá áðü �á äýï åíäå÷üìåíá äåí ìïéÜæåé ðéèáíü. Áöåíüò�ï AC êá�Ü ðÜóá ðéèáíü�ç�á áëçèåýåé, üðùò áëçèåýïõí êáé �á (I) { (VI), êáéâåâáßùò äåí ìðïñïýìå íá äéáøåýóïõìå áëçèÞ ðñü�áóç ìå ÷ñÞóç áëçèþí áîéùìÜ-�ùí. Áöå�Ýñïõ, �ï AC Ý÷åé �ç ìïñöÞ ãíÞóéá íÝáò áñ÷Þò �çò óõíïëïèåùñßáò êáéäåí ìïéÜæåé ðéèáíü ü�é èá ìðïñÝóïõìå íá �ï áðïäåßîïõìå áðü �éò Üëëåò ìüíï ìå�ç ëïãéêÞ. Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, õðÜñ÷ïõí áõó�çñÝò áðïäåßîåéò ü�é �ï ÁîßùìáÅðéëïãÞò ïý�å áðïäåß÷íå�áé ïý�å êáé äéáøåýäå�áé áðü �á áîéþìá�á (I) { (VI).Ï ðéï Üìåóïò �ñüðïò íá äåßîïõìå ü�é ìéá ðñü�áóç � äåí ìðïñåß íá áðïäåé-÷�åß óå êÜðïéï áîéùìá�éêü óýó�çìá T, åßíáé íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá ðñü�õðï
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 131(ìïí�Ýëï, model) �ïõ T, üðïõ ç � äåí éó÷ýåé. Èåùñïýìå ãéá ðáñÜäåéãìá �ïêëáóéêü ðñüâëçìá ãéá �çí åðßðåäç Åõêëåßäåéá ãåùìå�ñßá, áí �ï Áîßùìá �áñáë-ëÞëùí19 ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß áðü �á Üëëá áîéþìá�á. �éá íá äåßîïõìå ü�é áõ�üåßíáé áäýíá�ï, äçëþíïõìå ü�é ó�ï ìÝëëïí ìå £åðßðåäï¤ èá åííïïýìå �ïí (áíïé-ê�ü, ðåðåñáóìÝíï) äßóêï áê�ßíáò 1, �ï ÷þñï üëùí �ùí óçìåßùí (�ïõ £áëçèéíïý¤åðéðÝäïõ) óå áðüó�áóç ìéêñü�åñç ìéáò ìïíÜäáò áðü �ï áñ÷éêü óçìåßï O· êáéìå £åõèåßá¤ èá åííïïýìå �çí �ïìÞ ìéáò £áëçèéíÞò¤ åõèåßáò ì' áõ�ü �ïí äßóêï.Äåí åßíáé äýóêïëï íá ïñßóïõìå ó' áõ�Þ �ç äïìÞ �éò õðüëïéðåò âáóéêÝò Ýííïéåò�ïõ Åõêëåßäç êáé íá åðáëçèåýóïõìå ü�é üëá �á áîéþìá�Ü �ïõ ðëçí áõ�ïý �ùíðáñáëëÞëùí áëçèåýïõí ìå áõ�ïýò �ïõò ïñéóìïýò. ¸�óé Ý÷ïõìå Ýíá ðñü�õðï�çò Åðßðåäçò �åùìå�ñßáò ó�çí ïðïßá �ï Áîßùìá �áñáëëÞëùí äåí éó÷ýåé, áöïýðñïöáíþò ãéá êÜèå äïóìÝíç £åõèåßá¤ L êáé óçìåßï P Ýîù áðü �çí L õðÜñ÷ïõíðïëëÝò £åõèåßåò¤ ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï P êáé äåí �Ýìíïõí �çí L. ¸ðå�áé ü�é �ïÁîßùìá �áñáëëÞëùí äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß áðü �á Üëëá £ìüíï ìå �ç ëï-ãéêÞ¤: ãéá�ß áí áõ�ü Þ�áí åöéê�ü, �ü�å èá áëÞèåõå óå êÜèå äïìÞ ðïõ áëçèåýïõí�á Üëëá, êáé åìåßò âñÞêáìå ìéá �Ý�ïéá äïìÞ üðïõ äåí áëçèåýåé.�éá íá ïñßóïõìå ðñü�õðï áîéùìá�éêÞò èåùñßáò, ãåíéêÜ, ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìåÝíá ðåäßï áí�éêåéìÝíùí êáé íá åñìçíåýóïõìå ó' áõ�ü �éò âáóéêÝò Ýííïéåò �çòèåùñßáò, Ý�óé þó�å �á áîéþìá�Ü �çò íá áëçèåýïõí. �éá ìéá óõíïëïèåùñßá, áõ�üóçìáßíåé ü�é ðñÝðåé íá ïñßóïõìå �éò Ýííïéåò �ïõ £íá åßíáé óýíïëï¤ êáé £íá áíÞ-êåé¤ óå êÜðïéï ðåäßï áí�éêåéìÝíùí, êáé åðßóçò íá êáèïñßóïõìå ðïéåò óõíèÞêåòó' áõ�ü �ï ðåäßï èá êáëÝóïõìå ïñéó�éêÝò. �ñü�õðá �çò ZDC äåí êá�áóêåõÜ-æïí�áé åýêïëá, ìéáò êáé ç èåùñßá áõ�Þ åßíáé ðïëý éó÷õñÞ· ó�ï �áñÜñ�çìá B èáìåëå�Þóïõìå ìåñéêÜ ðïëý åéäéêÜ ðñü�õðá (�ïõò £êüóìïõò¤), áëëÜ ïé ðéï åíäéá-öÝñïõóåò êá�áóêåõÝò ÷ñåéÜæïí�áé ìåèüäïõò �çò ìáèçìá�éêÞò ëïãéêÞò ðïõ äåí÷ñçóéìïðïéïýìå ó' áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéò: èá ðåñéïñéó�ïýìå ó�çí ðñïóåê�éêÞäéá�ýðùóç ìåñéêþí áðü �á ðïëëÜ, äéÜóçìá áðï�åëÝóìá�á óõíÝðåéáò êáé áíåîáñ-�çóßáò �ïõ êëÜäïõ üðùò êáëýð�ïõìå �á ó÷å�éæüìåíá ìÝñç �ïõ.Åõèýò åîáñ÷Þò äå÷�Þêáìå ó�ï 3.6 ü�é ç èåùñßá ìáò Ý÷åé Ýíá ðñü�õðï, �ïí êü-óìï áí�éêåéìÝíùí W , üðïõ (�ïõëÜ÷éó�ïí) �á áîéþìá�á (I) { (VI) áëçèåýïõí.Ç õðüèåóç áõ�Þ åßíáé öõóéêÞ êáé ìÜëéó�á áðáñáß�ç�ç áí ç áðáó÷üëçóÞ ìáò ìå�ç óõíïëïèåùñßá Ý÷åé êÜðïéï íüçìá, áëëÜ äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�á áîéþìá�á�çò ZDC Þ �ùí Üëëùí èåùñéþí ðïõ èá ìåëå�Þóïõìå.20 Äåí �ç ÷ñåéáæüìáó�åó÷åäüí ðï�Ý, ðáñÜ ìüíï ü�áí èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå �çí ýðáñîç ðñï�ýðùí ãéá
19Ôï ðÝìð�ï £Áß�çìá¤ �ïõ Åõêëåßäç ãéá �éò ðáñÜëëçëåò åßíáé éóïäýíáìï ìå �çí áñ÷Þ ü�éãéá êÜèå åõèåßá L êáé êÜèå óçìåßï P Ýîù �çò L, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá åõèåßá L′ ðïõ ðåñéÝ÷åé�ï P êáé äåí �Ýìíåé �çí L.
20Êáé íá �ï èÝëáìå, äåí åßíáé åöéê�ü íá äå÷�ïýìå Ýíá �Ý�ïéï áîßùìá: ç ðñüóèåóç �çòýðáñîçò ðñï�ýðïõ �çò ZDC ó�á áîéþìá�á �çò ZDC äçìéïõñãåß ìéá êáéíïýñéá, ðëïõóéü�åñçèåùñßá ZDC′ êáé �ï íÝï ðñüâëçìá, áí áõ�Þ ç ZDC′ Ý÷åé ðñü�õðï. Ó�ï êïñõöáßï áðï�Ýëåóìá�çò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò, ï G�odel Ýäåéîå (áõó�çñÜ) ü�é åßíáé áäýíá�ï íá ðáñáêÜìøïõìåáõ�ü �ï ëïãéêü áßíéãìá: äåí õðÜñ÷åé áîéùìá�éêÞ èåùñßá (óõíåðÞò êáé Üîéá ìåëÝ�çò) ðïõóõìðåñéëáìâÜíåé ó�á áîéþìá�á Þ èåùñÞìá�Ü �çò �ï áß�çìá ü�é åðéäÝ÷å�áé ðñü�õðï.
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132 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáåðåê�Üóåéò �çò ZDC: ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìå �Ý�ïéá ðñü�õðá ðñÝðåé íá îåêéíÞ-óïõìå áðü êÜðïõ, êáé áõ�ü åßíáé ðÜí�á �ï ó�áèåñü, áðáñ÷Þò äåê�ü ðñü�õðï �çòèåùñßáò ìáò.8.23. �ñïûðüèåóç ãéá éó÷õñéóìïýò ýðáñîçò ðñï�ýðùí. Áðü äù êáé ìðñïòêáé ÷ùñßò ðåñáé�Ýñù åéäïðïßçóç, üëïé ïé éó÷õñéóìïß ó' áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéòýðáñîçò ðñï�ýðùí, óõíÝðåéáò èåùñéþí êáé áíåîáñ�çóßáò ðñï�Üóåùí âáóßæïí�áéó�çí ýðáñîç ðñï�ýðïõ �ùí áîéùìÜ�ùí (I) { (VI) êáé (VIII), �ïõ Áîéþìá�ïòÁí�éêá�Üó�áóçò ðïõ èá åéóáãÜãïõìå ó�ï ÊåöÜëáéï 11.8.24. Ç óõíÝðåéá �ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò (G�odel, 1939). Ç èåùñßá �ïõZermelo ZDC+AC ìå �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò Ý÷åé ðñü�õðï êáé åðïìÝíùò�á áîéþìá�á (I) { (VI) äåí äéáøåýäïõí �ï AC, äçëáäÞ �ï AC åßíáé óõíåðÝòìå �á (I) { (VI). Ôï äéÜóçìï ðñü�õðï L �ùí êá�áóêåõÜóéìùí óõíüëùí (
on-stru
tible sets) �ïõ G�odel Ý÷åé ðïëëÝò éäéü�ç�åò êáíïíéêü�ç�áò êáé ç êá�áóêåõÞ�ïõ áðïäåéêíýåé �ç óõíÝðåéá �ïõAC ìå èåùñßåò ðïëý éó÷õñü�åñåò �çò (I) { (VI).Èá áíáöåñèïýìå ó' áõ�ü ðïëëÝò öïñÝò ó�ç óõíÝ÷åéá.8.25. Ç áíåîáñ�çóßá �ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò (Fraenkel-Mostowski, 1939,Cohen, 1963). ÊáèåìéÜ áðü �éò èåùñßåò(I) { (VI) + ¬ACN; (I) { (VI) + ACN+ ¬DC; ZDC+ ¬ACÝ÷åé ðñü�õðï. Óõíåðþò äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �ï ACN áðü �á êá�á-óêåõáó�éêÜ áîéþìá�á (I) { (VI), äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �ï DC áðü�á êá�áóêåõáó�éêÜ áîéþìá�á êáé �ï ACN, êáé äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �ïAC ó�çí ZDC, ç êáèåìéÜ áð' áõ�Ýò �éò áñ÷Ýò åðéëïãÞò åßíáé éó÷õñü�åñç áðü �éòðñïçãïýìåíåò. Ïé ðñþéìåò êá�áóêåõÝò ðñï�ýðùí �ùí Fraenkel êáé Mostowskiåß�å ðåñéåß÷áí Ü�ïìá Þ åß÷áí êÜðïéá Üëëç, �å÷íéêÞ áäõíáìßá ðïõ ðåñéüñéæå �çäõíá�ü�ç�á ãåíßêåõóÞò �ïõò. Ï Cohen êá�áóêåýáóå �á ðñü�õðÜ �ïõ ìå �ç äéÜ-óçìç ìÝèïäï �ïõ áíáãêáóìïý Þ åðéâïëÞò (for
ing) ðïõ åöçýñå, ìå �çí ïðïßáï ßäéïò (êáé Üëëïé) áðÝäåéîáí êá�üðéí ðïëëÜ Üëëá áðï�åëÝóìá�á áíåîáñ�çóßáò.Èá áíáöåñèïýìå ó�ç ìÝèïäï áíáãêáóìïý ðïëëÝò öïñÝò ó�ç óõíÝ÷åéá.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 8Êáëïýìå äýï ðñï�Üóåéò � êáé  êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìåò áí ç éóïäõ-íáìßá �ïõò � ⇐⇒  ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ìå âÜóç ìüíï �á êá�áóêåõáó�éêÜáîéþìá�á (I) { (VI), äçëáäÞ ÷ùñßò ÷ñÞóç ïðïéáóäÞðï�å áñ÷Þò åðéëïãÞò.x8.1. Äåßîå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò (8-1) ãéá ðåðåñáóìÝíá A.x8.2. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå �ï åîÞò: ãéáêÜèå A 6= ∅ êáé êÜèå f : A→ B, õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç g : B → A �Ý�ïéá þó�å ãéáêÜèå x ∈ A, f(g(f(x))) = f(x).
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 133x8.3. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå �ï åîÞò: ãéáêÜèå I êáé êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí (i 7→ Ai) ìå äåßê�åò ó�ï I,
(∀i ∈ I)[Ai 6= ∅]=⇒∏i∈IAi 6= ∅:Ç Áñ÷Þ Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìç ìå �ï åîÞò: ãéáêÜèå áêïëïõèßá óõíüëùí (n 7→ An), n ∈ N,

(∀n ∈ N)[An 6= ∅]=⇒∏n∈N
An 6= ∅:Ìáæß ìå �ï �ñüâëçìá x5.28, �ï åðüìåíï ðñüâëçìá äßíåé ìéá äéá�ýðùóç �çòÁñ÷Þò Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò ACN êá�åõèåßáí áðü �ç âáóéêÞ Ýííïéá �ïõ £áíÞ-êåéí¤, ÷ùñßò áíáöïñÜ ó�ï N Þ �çí Ýííïéá �çò £óõíÜñ�çóçò¤.x8.4. Ç Áñ÷Þ Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò ACN åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìçìå �ï åîÞò: êÜèå Üðåéñç, áðáñéèìç�Þ ïéêïãÝíåéá E ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýïóõíüëùí åðéäÝ÷å�áé óýíïëï åðéëïãÞò.Ó�á åðüìåíá �Ýóóåñá ðñïâëÞìá�á èåùñïýìå áñ÷Ýò åðéëïãÞò ðïõ ìïéÜæïõíáóèåíÝó�åñåò �ïõ DC áëëÜ åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìÝò �ïõ.

∗ x8.5. Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå�ï åîÞò: ãéá êÜèå ìç êåíü óýíïëï A êáé êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A×A,áí (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y);�ü�å (∃B ⊆ A)[B 6= ∅& (∃f : B → B)(∀x ∈ B)P (x; f(x))]:
∗ x8.6. Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå�ï åîÞò: ãéá êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A×A êáé êÜèå a ∈ A,áí (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y);�ü�å (∃B ⊆ A)[a ∈ B& (∃f : B → B)(∀x ∈ B)P (x; f(x))]:
∗ x8.7. Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå�ï åîÞò: Ýíáò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò P åßíáé åäñáéùìÝíïò áí êáé ìüíïíáí äåí Ý÷åé Üðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò, äçëáäÞ ãéá êÜèå f : N→ P ,

(∀n ∈ N)[f(n+ 1) ≤ f(n)]=⇒ (∃n)[f(n+ 1) = f(n)]:Ìðïñïýìå åðßóçò íá åêöñÜóïõìå �ï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí êá�åõ-èåßáí áðü �ç ó÷Ýóç �ïõ £áíÞêåéí¤, áëëÜ êÜðùò ðåñéðëåãìÝíá:
∗ x8.8. Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå�ï åîÞò: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå äéìåëÞ ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P ,áí [

∅ ∈ A& (∀u; v ∈ A)[P (u; v)=⇒ (∃!x)[v = u ∪ {x}]]
& (∀u ∈ A)(∃v ∈ A)P (u; v)];�ü�å (∃B ⊆ A)[∅ ∈ B& (∀u ∈ B)(∃!v ∈ B)P (u; v)]:
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∗ x8.9. Äåßîå ü�é ç åîÞò £ëåîéêïãñáöéêÞ¤ äéÜ�áîç �ïõ (N → N) åßíáé üí�ùòãñáììéêÞ äéÜ�áîç, áëëÜ ü÷é êáëÞ:f ≤ g ⇐⇒ïñ f = g ∨ (∃n ∈ N)[(∀i < n)[f(i) = g(i)] & f(n) < g(n)]:ÓõìðÝñáíå ü�é �ï P(N) åðéäÝ÷å�áé ãñáììéêÞ äéÜ�áîç.x8.10. ÅäñáéùìÝíç ÅðáãùãÞ. �éá êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜèåìïíïìåëÞ ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P ,áí (∀x ∈ G)[(∀y)(x→G y=⇒P (y))=⇒P (x)]; �ü�å (∀x ∈ G)P (x):
∗ x8.11. �éá êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜèå óõíÜñ�çóçh : (G * E)×G→ E;õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ (ïëéêÞ) óõíÜñ�çóç f : G→ E ðïõ éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçf(x) = h(f ↾{y ∈ G | x→G y}; x) (x ∈ G):Õðüäåéîç. Ôñïðïðïßçóå �çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò 7.24, ÷ñçóéìïðïéþí�áòóõíáñ�Þóåéò �t : {x ∈ G | t⇒G x} → Eìå ðåäßï ïñéóìïý £áñ÷éêÜ �ìÞìá�á¤ �çò êëçñïíïìéêÞò êëåéó�ü�ç�áò ⇒G �çò
→G.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 9
Å�ÉËÏ�ÇÓ Å�ÏÌÅÍÁ

Èá áñ÷ßóïõìå áõ�ü �ï êåöÜëáéï ìå ìåñéêÜ áðï�åëÝóìá�á ãéá áðáñéèìç�Ü óýíïëá�ùí ïðïßùí ïé áðïäåßîåéò åðåîçãïýí �ç äéáöïñÜ �ùí áñ÷þí åðéëïãÞò ACN, DCêáé AC. Ï êýñéïò ó�ü÷ïò ìáò, üìùò, åßíáé íá áðïäåßîïõìå ìåñéêÜ óçìáí�éêÜåðáêüëïõèá �ïõ ðëÞñïõò Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò, áíÜìåóÜ �ïõò êáé �ïõò âáóéêïýòêáíüíåò �çò ðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞò. Ôï åíäåéê�éêü óçìÜäé (AC) èá äéáêïóìÞóåéó÷åäüí üëåò �éò áñéèìçìÝíåò ðñï�Üóåéò.9.1. Èåþñçìá. ÊÜèå Üðåéñï óýíïëï Ý÷åé Üðåéñï, áðáñéèìç�ü õðïóýíïëï, êáéåðïìÝíùò, ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï �, åß�å � <
 ℵ0 åß�å ℵ0 ≤
 �.Áðüäåéîç. Áí �ï A åßíáé Üðåéñï, ðñïöáíþò
(∀u ∈ A∗)(∃y ∈ A)(∀i < lh(u))[u(i) 6= y]:ðïõ ìå �ï DC óõíåðÜãå�áé ü�é õðÜñ÷åé áêïëïõèßá f : N→ A �Ý�ïéá þó�å

(∀n)(∀i < n)[f(i) 6= f(n)];êáé ç åéêüíá �çò f [N] åßíáé Üðåéñï, áðáñéèìç�ü õðïóýíïëï �ïõ A. Ôï äåý�åñïóõìðÝñáóìá óõíÜãå�áé åýêïëá, äéá÷ùñßæïí�áò ðåñéð�þóåéò áí ï � åßíáé ðåðåñá-óìÝíïò Þ Üðåéñïò. ⊣Ôï íüçìá �ïõ äåý�åñïõ éó÷õñéóìïý ó�ï Èåþñçìá åßíáé ü�é ðáñüëï ðïõ çãåíéêÞ Åéêáóßá Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí ÷ñåéÜæå�áé �ï ðëÞñåò ÁîßùìáÅðéëïãÞò ãéá �çí áðüäåéîÞ �çò, ç åéäéêÞ (êáé óçìáí�éêÞ) ðåñßð�ùóç óõãêñéóéìü-�ç�áò ìå �ïí ℵ0 åßíáé èåþñçìá �çò ZDC. Ôï 9.1 ìðïñåß ìÜëéó�á íá áðïäåé÷�åßìå åðßêëçóç ìüíï �çò áóèåíÝó�åñçò Áñ÷Þò Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò ACN áí�ß�ïõ DC, áëëÜ ç áðüäåéîç åßíáé êÜðùò ðéï �å÷íéêÞ, âë. �ñüâëçìá x9.1. Ôïöáéíüìåíï åßíáé åíäåéê�éêü �çò ó÷Ýóçò áíÜìåóá ó�ï DC êáé �ï ACN: ðïëëÜáðï�åëÝóìá�á �ùí ïðïßùí ïé öõóéêÝò áðïäåßîåéò ó�çñßæïí�áé ó�ï DC Ýðïí�áé�çò áóèåíÝó�åñçò áñ÷Þò, áëëÜ ìå ðåñéóóü�åñç ðñïóðÜèåéá.Ôï Èåþñçìá 9.1 åðßóçò îåêáèáñßæåé �ç ó÷Ýóç áíÜìåóá ó�á Üðåéñá êáé �áDedekind-Üðåéñá óýíïëá.9.2. �üñéóìá. ¸íá óýíïëï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï áí êáé ìüíïí áí åßíáé ðå-ðåñáóìÝíï êá�Ü �ïí Dedekind (4.31), äçëáäÞ áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò� : A֌ B ( A áðü �ï A óå Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëü �ïõ.135
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ÄéÜãñáììá 9.1. Ìç êåíü äÝí�ñï.Áðüäåéîç. Ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá åßíáé Dedekind-ðåðåñáóìÝíá áðü �çíÁñ÷Þ �ïõ �åñéó�åñåþíá, 5.27. Áí �ï A åßíáé Üðåéñï, Ýó�ù f : N ֌ A áðá-ñßèìçóç ÷ùñßò åðáíáëÞøåéò êÜðïéïõ Üðåéñïõ, áðáñéèìç�ïý õðïóõíüëïõ �ïõ. Ïìïíïìïñöéóìüò�(x) =

{f(n+ 1) áí ãéá êÜðïéï n; x = f(n);x áí x =∈ f [N]âåâáéþíåé ü�é �ï A åßíáé Dedekind-Üðåéñï, åöüóïí �[A] = A \ {f(0)}. ⊣Èåùñïýìå �þñá Ýíá áðëü áëëÜ ðïëý ÷ñÞóéìï áðï�Ýëåóìá ãéá äÝí�ñá, �ïõïðïßïõ ç áðüäåéîç ðñïóöÝñåé áêüìç Ýíá ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóçò �ïõ DC êáé �çòó÷Ýóçò �ïõ ìå �ï ACN.9.3. Ïñéóìüò. ÄÝí�ñï (tree)21 óå óýíïëï E åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðï�å óýíïëïT ⊆ E∗ ëÝîåùí áðü �ï E ðïõ åßíáé êëåéó�ü ðñïò �á êÜ�ù, äçëáäÞu ⊑ v ∈ T =⇒u ∈ T:Áðü �çí (5-16), ãéá ëÝîåéò (ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò), u ⊑ v ⇐⇒ u ⊆ v.�ïëëïß üñïé ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�ç ìåëÝ�ç äÝí�ñùí, ïé ðåñéóóü�åñïé ðçãÜæïõíáðü �ç óõíÞèåéá íá áðåéêïíßæïõìå �á äÝí�ñá óáí : : : äÝí�ñá. Ôá ìÝëç �ïõ Tåßíáé ïé êüìâïé (nodes) Þ ðåðåñáóìÝíá êëáäéÜ �ïõ (�nite bran
hes), êáé êÜèåìç êåíü äÝí�ñï Ý÷åé �ï ∅ ùò åëÜ÷éó�ï êüìâï, �ç ñßæá (root). Áí u ? 〈x〉 ∈ T ,�ü�å �ï u åßíáé ãïíÝáò (parent) �ïõ u? 〈x〉 êáé �ï u? 〈x〉 åßíáé ðáéäß (
hild) �ïõu ó�ï T . ÊÜèå êüìâïò åê�üò áðü �ç ñßæá Ý÷åé áêñéâþò Ýíá ãïíÝá, áëëÜ ìðïñåßíá Ý÷åé ðïëëÜ ðáéäéÜ· áí äåí Ý÷åé ðáéäéÜ åßíáé �åñìá�éêüò êüìâïò (terminalnode Þ leaf). Óå êÜèå êüìâï u áí�éó�ïé÷ßæïõìå �ï õðüäåí�ñïTu =ïñ {w ∈ T | w ⊑ u ∨ u ⊑ w} (9-1)�ùí êüìâùí ðïõ åßíáé óõãêñßóéìïé ìå �ïí u. Åýêïëá:Tu = {w | w ⊑ u} ∪⋃{Tv | �ï v åßíáé ðáéäß �ïõ u}: (9-2)
21ÄÝí�ñá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óå ðïëëïýò ìáèçìá�éêïýò êëÜäïõò, ìå äéáöïñå�éêïýò ïñéóìïýòáíÜëïãá ìå �éò áíÜãêåò �ïõ êÜèå êëÜäïõ. Áõ�üò ï ïñéóìüò åßíáé ï ðéï ãåíéêüò ðïõ èá ÷ñåéá-ó�ïýìå ó' áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéò.
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 1379.4. ¢óêçóç. Äåßîå �çí (9-2).Ôá Üðåéñá êëáäéÜ (in�nite bran
hes) åíüò äÝí�ñïõ T åßíáé ïé Üðåéñåò áêï-ëïõèßåò �ïõ, êáé �éò óõëëÝãïõìå ó�ï óþìá (body) �ïõ T ,
[T ] =ïñ {f : N→ E | (∀n)[f(n) ∈ T ]}: (9-3)ÊÜèå Üðåéñï êëáäß äÝí�ñïõ ðáñÜãåé Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò äéáöïñå�éêþí êüìâùí,Üñá ðåðåñáóìÝíá äÝí�ñá Ý÷ïõí êåíÜ óþìá�á. Åßíáé åðßóçò åýêïëï íá êá�á-óêåõÜóïõìå Üðåéñá äÝí�ñá ìå êåíÜ óþìá�á:9.5. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é �ï äÝí�ñïT = {u ∈ N∗ | (∀i < lh(u); i > 0)[u(i− 1) > u(i)]}ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé Üðåéñï áëëÜ äåí Ý÷åé Üðåéñï êëáäß.9.6. Ïñéóìüò. Ôï äÝí�ñï T åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò (�nitely bran
h-ing) áí êÜèå êüìâïò �ïõ T Ý÷åé �ï ðïëý ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðáéäéþí.Ôï äÝí�ñï ó�çí ¢óêçóç 9.5 äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò (ó�ç ñßæá),êáé äåí èá ìðïñïýóå íá åßíáé åîáé�ßáò �ïõ åðüìåíïõ, âáóéêïý áðï�åëÝóìá�ïò.9.7. ËÞììá �ïõ K�onig. ÊÜèå Üðåéñï, ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò äÝí�ñï Ý÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Üðåéñï êëáäß.Áðüäåéîç. ¸ó�ù T ⊆ E∗ Üðåéñï äÝí�ñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò êáéÝó�ù S =ïñ {u ∈ T | Tu åßíáé Üðåéñï}�ï õðüäåí�ñï üëùí �ùí êüìâùí �ïõ T ðïõ åßíáé óõãêñßóéìá ìå Üðåéñï ðëÞèïòêüìâùí. Åöüóïí �ï T∅ = T åßíáé Üðåéñï áðü �çí õðüèåóç, ç ñßæá ∅ ∈ S, êáé ç(9-2) óõíåðÜãå�áé ü�é �ï S äåí Ý÷åé �åñìá�éêïýò êüìâïõò,

(∀u ∈ S)(∃x ∈ T )[u ? {x} ∈ S];åðåéäÞ êÜèå u Ý÷åé �ï ðïëý ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðáéäéþí êáé �ï Üðåéñï óýíïëï Suäåí ìðïñåß íá åßíáé ç Ýíùóç ðåðåñáóìÝíçò ïéêïãÝíåéáò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí.Áðü �ï éó÷õñü DC �ñü�áóç 8.14, Ýðå�áé ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéá f : N→ E �Ý�ïéáþó�å ãéá êÜèå n, f(n) ∈ S êáé �ï f(n + 1) íá åßíáé ðáéäß �ïõ f(n), Ý�óé ðïõ çf åßíáé Ýíá Üðåéñï êëáäß �ïõ S|óõíåðþò êáé �ïõ T . ⊣Ôï ËÞììá �ïõ K�onig åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï, éäéáß�åñá ó�çí åðüìåíç, £êá�áóêåõá-ó�éêÞ¤ åêäï÷Þ �ïõ.9.8. Ïñéóìüò. ¸íá óýíïëï êüìâùí B ⊆ T åßíáé öñÜ÷�çò (bar) �ïõ äÝí�ñïõT , áí êÜèå Üðåéñï êëáäß �ïõ T ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáí êüìâï �ïõ B,
(∀f ∈ [T ])(∃n)[f(n) ∈ B]:9.9. Èåþñçìá Âåí�Üëéáò (Fan Theorem). ¸ó�ù äÝí�ñï T ðåðåñáóìÝíçòäéáêëÜäùóçò. ÊÜèå öñÜ÷�çò B �ïõ T Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëïB0 = {u1; : : : ; un} ⊆ B;ðïõ åßíáé åðßóçò öñÜ÷�çò �ïõ T .
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138 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. ¸ó�ù B0 �ï óýíïëï �ùí åëá÷éó�éêþí êüìâùí �ïõ öñÜ÷�ç B,B0 =ïñ {u ∈ B | (∀v ⊑= u)[v =∈ B]};Ôï B0 åßíáé åðßóçò öñÜ÷�çò, åðåéäÞ áí f ∈ [T ] êáé n åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áñéèìüò�Ý�ïéïò þó�å f(n) ∈ B, �ü�å f(n) ∈ B0. ¸ó�ù S �ï äÝí�ñï üëùí �ùí áñ÷éêþí�ìçìÜ�ùí êüìâùí �ïõ B0,S =ïñ {v ∈ T | (∃u ∈ B0)[v ⊑ u]}:�áñá�çñïýìå ü�é �ï S åßíáé äÝí�ñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò (õðüäåí�ñï �ïõT ), êáé ïé �åñìá�éêïß �ïõ êüìâïé åßíáé áêñéâþò �á ìÝëç �ïõ B0, åöüóïí êáíåßòêüìâïò ó�ï B0 äåí åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá êÜðïéïõ Üëëïõ. ¢ñá �ï S äåíÝ÷åé Üðåéñï êëáäß, áöïý �ï B0 åßíáé öñÜ÷�çò �ïõ T . ¸ðå�áé ü�é �ï S åßíáéðåðåñáóìÝíï, áðü �ï ËÞììá �ïõ K�onig êáé åðïìÝíùò �ï õðïóýíïëü �ïõ B0åßíáé åðßóçò ðåðåñáóìÝíï. ⊣Ç åêðëçê�éêÜ åýêïëç áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò �ïõ K�onig åßíáé �õðéêÞ åðé÷åé-ñçìÜ�ùí ðïõ ó�çñßæïí�áé ó�ï DC, áöåíüò åðåéäÞ ç âáóéêÞ äïìÞ �çò áðüäåéîçòöáíåñÜ åðéêáëåß�áé �ï DC, áëëÜ åðßóçò êáé ãéá �ïõò åîÞò äýï ëüãïõò.(1) Ôï ËÞììá �ïõ K�onig ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ãéá êÜèå äÝí�ñï T óå êáëÜäéá�Üîéìï óýíïëï E ÷ùñßò åðßêëçóç ïõäåìßáò áñ÷Þò åðéëïãÞò, �ñüâëçìá x9.3.Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò E = N Þ �ï E åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé ãé' áõ�Ýò äåí÷ñåéáæüìáó�å êáìßá åðéëïãÞ.(2) ¼ðùò êáé �ï 9.1, �ï ËÞììá �ïõ K�onig ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ìå åðßêëçóç�ïõ ACN áí�ß �ïõ DC, �ñüâëçìá x9.4.�ïëëÝò áðü �éò åöáñìïãÝò �ïõ ðëÞñïõò Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò Ý÷ïõí �çí åîÞòäïìÞ: äéá�õðþíïõìå êáé äåß÷íïõìå ó�ç èåùñßá ZDC (Þ êáé ÷ùñßò êáèüëïõåðéëïãÝò) êÜðïéá åíäéáöÝñïõóá ðñü�áóç ãéá �á êáëÜ äéá�Üîéìá óýíïëá, êáé áðüáõ�Þ âãÜæïõìå �ï óõìðÝñáóìá ðïõ èÝëïõìå ãéá üëá �á óýíïëá ìå ìéá áðëÞåðßêëçóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÊáëÞò ÄéÜ�áîçò. Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç åîÞòãåíßêåõóç �çò Åéêáóßáò Óõãêñéóéìü�ç�áò �ëçèáñßèìùí, üðïõ (ãéá ðñþ�ç êáé�åëåõ�áßá öïñÜ) èá äéá�õðþóïõìå îå÷ùñéó�Ü �ï ðüñéóìá ãéá üëá �á óýíïëá.9.10. Èåþñçìá. ÊáëÞ èåìåëßùóç �ïõ ≤
. (1) �éá êÜèå ìç êåíÞ êëÜóç
E êáëÜ äéá�Üîéìùí óõíüëùí, õðÜñ÷åé A0 ∈ E �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèå A ∈ E,A0 ≤
 A.(2) (AC) ÊÜèå ìç êåíÞ êëÜóç E óõíüëùí Ý÷åé ≤
-åëÜ÷éó�ï ìÝëïò.Áðüäåéîç. Ìå åðßêëçóç �ïõ 7.33, Ýó�ù U0 = (A0;≤0) Ýíáò ≤o-åëÜ÷éó�ïòêáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò ìå ðåäßï ó�çí E . Áí A ∈ E , �ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéáêáëÞ äéÜ�áîç ≤ �ïõ A êáé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ U0, (A0;≤0) ≤o (A;≤), êáéåéäéêü�åñá A0 ≤
 A áöïý êÜèå áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ⊣9.11. ËÞììá. Ï åðüìåíïò ðëçèÜñéèìïò. �éá êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï ðëçèÜ-ñéèìï �, ï ðëçèÜñéèìïò �+ =ïñ |�(�)| (9-4)
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 139åßíáé åðßóçò êáëÜ äéá�Üîéìïò, êáé åßíáé åëÜ÷éó�ïò ó�ïõò êáëÜ äéá�Üîéìïõò ðëç-èáñßèìïõò ìåãáëý�åñïõò �ïõ �, äçëáäÞ� <
 �+; � <
 �=⇒�+ ≤
 �; (9-5)ãéá êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï ðëçèÜñéèìï �.Áðüäåéîç. Ï �+ åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï óýíïëï, åðïìÝíùò óõãêñßóéìï ìå �ï�, êáé �ï Èåþñçìá �ïõ Hartogs 7.34 áðïêëåßåé �çí áíéóü�ç�á �+ ≤
 �, Üñá� <
 �+. Ç åëá÷éó�ü�ç�á �ïõ �(�) óõíåðÜãå�áé åýêïëá �á õðüëïéðá. ⊣ÈÝ�ïõìå
ℵ1 =ïñ ℵ0

+; ℵ2 =ïñ ℵ+
1 ; : : : : (9-6)9.12. ¢óêçóç. (AC) Åöüóïí (ìå �ï AC) ïé ðëçèÜñéèìïé åßíáé óõãêñßóéìïéáíÜ äýï, ç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò CH êáé ç �åíéêåõìÝíç Õðüèåóç �ïõ Óõíå-÷ïýò GCH ìðïñïýí íá åêöñáó�ïýí ìå áðëÝò åîéóþóåéò �çò ðëçèéêÞò áñéèìç-�éêÞò: CH ⇐⇒ 2ℵ0 =
 ℵ1; GCH ⇐⇒ (∀� ≥
 ℵ0)[2

� =
 �+]: (9-7)Äõó�õ÷þò áõ�ü äåí äéåõêïëýíåé �ç ëýóç �ïõò.Óå åðé÷åéñÞìá�á ãéá êáëÜ äéá�Üîéìá óýíïëá, �ï åîÞò áðëü ËÞììá åßíáé ðïëëÝòöïñÝò ÷ñÞóéìï.9.13. Ïñéóìüò. ¢ñéó�ç äéÜ�áîç (best wellordering) åíüò óõíüëïõA åßíáé ìéáêáëÞ äéÜ�áîç ≤ �ïõ A, �çò ïðïßáò êÜèå áñ÷éêü �ìÞìá Ý÷åé ðëçèÜñéèìï ìéêñü�åñï�ïõ |A|,
(∀x ∈ A)[seg(x) <
 A]:9.14. ËÞììá. (1) ÊÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï óýíïëï åðéäÝ÷å�áé Üñéó�ç äéÜ�áîç.(2) Áí ïé ≤A, ≤B åßíáé Üñéó�åò äéá�Üîåéò �ùí A êáé B, �ü�åáí A =
 B; �ü�å (A;≤A) =o (B;≤B):Åéäéêü�åñá, äýï Üñéó�åò äéá�Üîåéò �ïõ ßäéïõ óõíüëïõ åßíáé üìïéåò.Áðüäåéîç. (1) ¸ó�ù U = (A;≤) êÜðïéïò ≤o-åëÜ÷éó�ïò ÷þñïò ó�ï óýíïëïüëùí �ùí êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí ìå ðåäßï A, êáé Ýó�ù (ðñïò áðáãùãÞóå Ü�ïðï) x ∈ A �Ý�ïéï ðïõ A ≤
 segU (x). Áõ�ü ìáò äßíåé ìïíïìïñöéóìü� : A֌ segU (x) êáé ç ó÷Ýóçu ≤′ v ⇐⇒ïñ �(u) ≤ �(v) (u; v ∈ A)åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ A ðïõ åßíáé ≤o segU (x) áðü �ï 7.32, Üñá <o U , åíÜí�éáó�çí åðéëïãÞ �ïõ U . (2) ÕðïèÝ�ïõìå ü�é U = (A;≤A), V = (B;≤B) êáé(ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï) ü�é U =o segV (x) ãéá êÜðïéï x ∈ B. Ç ïìïéü�ç�á� : A ֌→ segV (x) öáíåñþíåé ü�é A =
 segV (x) <
 B, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çíõðüèåóç A =
 B. ⊣
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seg(b)× seg(b)
•

seg(a)× seg(a)
- •

• (a; b)
6

- •
(a; b) (b; b)

(a; a)

ÄéÜãñáììá 9.2. Áñ÷éêÜ �ìÞìá�á �çò êáëÞò äéÜ�áîçò �ïõ G�odel.ÊÜèå Üñéó�ç äéÜ�áîç áðáñéèìç�ïý óõíüëïõ åßíáé üìïéá ìå �ç öõóéêÞ äéÜ�áîç�ïõ N, êáé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Üñéó�åò äéá�Üîåéò ãéá íá áðïäåßîïõìåü�é ðïëëÝò éäéü�ç�åò áðáñéèìç�þí óõíüëùí éó÷ýïõí ãéá üëá �á êáëÜ äéá�Üîéìáóýíïëá. Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé �ï åðüìåíï áðï�Ýëåóìá, ðïõ ãåíéêåýåé �çí�áõ�ü�ç�á ℵ0
2 =
 ℵ0 êáé äåß÷íåé ü�é ç õðåñðåðåñáóìÝíç ðëçèéêÞ áñéèìç�éêÞ �ùíäéìåëþí ðñÜîåùí �çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý åßíáé �å�ñéììÝíç.9.15. ËÞììá. �éá êÜèå Üðåéñï êáé êáëÜ äéá�Üîéìï óýíïëï C, C × C =
 C:Áðüäåéîç. Äå÷üìåíïé �ï áí�ßèå�ï ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù C Ýíá ≤
-åëÜ÷éó�ï áí�éðáñÜäåéãìá áðü �ï 9.10, êáé Ýó�ù ≤ Üñéó�ç äéÜ�áîç �ïõ C. Áðü�çí åðéëïãÞ �ïõ C, ãéá êÜèå Üðåéñï óçìåßï x ∈ C,

|seg(x)|+ |seg(x)| =
 2 · |seg(x)|
≤
 |seg(x)| · |seg(x)| =
 seg(x) <
 C: (9-8)Ôï êñßóéìï âÞìá ó�çí áðüäåéîç åßíáé ï åîÞò ïñéóìüò ìéáò íÝáò êáëÞò äéÜ�á-îçò �ïõ ãéíïìÝíïõ C × C, �ïõ G�odel, ðïõ �çí Ý÷ïõìå Þäç óõíáí�Þóåé (êÜðùòìå�áìöéåóìÝíç) ó�çí áðüäåéîç �ïõ 5.32. ÈÝ�ïõìå:

(x1; y1) ≤g (x2; y2) ⇐⇒ïñ [max(x1; y1) < max(x2; y2)] (9-9)
∨[max(x1; y1) = max(x2; y2) &x1 < x2]

∨[max(x1; y1) = max(x2; y2) &x1 = x2

& y1 ≤ y2]:Ôá ìÝãéó�á (max) åäþ ðñïöáíþò õðïëïãßæïí�áé ó�ç äéÜ�áîç ≤.ÕðïëÞììá. Ç ó÷Ýóç ≤g åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ C × C.Áðüäåéîç. Ç ãñáììéêü�ç�á �çò ≤g åßíáé åýêïëç õðüèåóç. �éá íá äåßîïõìå ü�éåßíáé êáëÞ äéÜ�áîç, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï X ⊆ C×C åßíáé ìç êåíü: Ýó�ù w∗ �ï ≤-åëÜ÷éó�ï óçìåßï �Ý�ïéï þó�å íá õðÜñ÷åé êÜðïéï (x; y) ∈ X ìå max(x; y) = w∗·ìå�Ü Ýó�ù x∗ �ï ≤-åëÜ÷éó�ï, �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜðïéï y, (x∗; y) ∈ X êáé
max(x∗; y) = w∗· êáé �åëéêÜ Ýó�ù y∗ �ï ≤-åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï þó�å (x∗; y∗) ∈ X,
max(x∗; y∗) = w∗. ¸ðå�áé ü�é �ï (x∗; y∗) åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõX.⊣ (ÕðïëÞììá)
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 141Ïé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé (C;≤) êáé (C×C;≤g) åßíáé ≤o-óõãêñßóéìïé êáéáðü �çí åðéëïãÞ �ïõ (C;≤), äåí åßíáé äõíá�ü íá Ý÷ïõìå (C ×C;≤g) ≤o (C;≤),Üñá ðñÝðåé íá áëçèåýåé ç C <o C × C· åðïìÝíùò õðÜñ÷åé æåýãïò (a; b) ìåëþí�ïõ C ðïõ éêáíïðïéïýí �çí
(C;≤) =o segC×C((a; b)) = segg((a; b));êáé èá ö�Üóïõìå ó�ï Ü�ïðï ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å áí äåßîïõìå ü�é �ï áñ÷éêü �ìÞìásegg((a; b)) <
 C. Èåùñïýìå ðåñéð�þóåéò ó�éò ó÷å�éêÝò èÝóåéò �ùí a êáé bó�çí ≤, êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï ãåãïíüò ü�é �ï óçìåßï max(a; b) ðñÝðåé íá åßíáéÜðåéñï ó�ç äéÜ�áîç ≤g.�åñßð�ùóç 1, a = b. Áðü �ïí ïñéóìü �çò äéÜ�áîçò �ïõ G�odel,

(u; v) <g (a; a) ⇐⇒ [u < a& v < a] ∨ [u < a& v = a] ∨ [u = a& v < a];Üñá segg((a; a)) = (seg(a)× seg(a)) ∪ (seg(a)× {a}) ∪ ({a} × seg(a));êáé åöáñìüæïí�áò �çí (9-8) åðáíåéëçììÝíá,
|segg((a; a))| ≤
 |seg(a)|2 + |seg(a)| · 2 ≤
 |seg(a)| · 3 <
 C:�åñßð�ùóç 2, a < b. Ôþñá max(a; b) = b,

(u; v) <g (a; b) ⇐⇒ [u < b& v < b] ∨ [u < a& v = b];Ý�óé ðïõ seg((a; b)) = (seg(b) × seg(b)) ∪ (seg(a) × {b}) êáé Ýíáò ðáñüìïéïòõðïëïãéóìüò äåß÷íåé îáíÜ ü�é |segg((a; b))| <
 C.�åñßð�ùóç 3, a > b. Áõ�Þ �ç öïñÜ
(u; v) <g (a; b) ⇐⇒ [u < a& v < a] ∨ [u < a& v = a] ∨ [u = a& v < b];áðü �ï ïðïßï ö�Üíïõìå óå Ü�ïðï ìå �ïí ßäéï �ñüðï. ⊣9.16. Èåþñçìá (Êáíüíåò áðïññüöçóçò, The Absorption Laws). Áí �ïõëÜ-÷éó�ïí Ýíáò áðü �ïõò äýï ðëçèáñßèìïõò �, � åßíáé Üðåéñïò êáé êáíÝíáò äåí åßíáé�ï 0, �ü�å �+ � =
 � · � =
 max(�; �):Áðüäåéîç. Äå÷üìåíïé ü�é 0 <
 � ≤
 � êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï áðï�Ýëåóìá� · � =
 � �ïõ ËÞììá�ïò, õðïëïãßæïõìå:� ≤
 �+ � ≤
 � · � ≤
 � · � =
 �: ⊣9.17. �üñéóìá. (AC) �éá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí óå äåßê�åò (i 7→ �i)i∈Iêáé êÜèå Üðåéñï �, áí |I| ≤
 � êáé ãéá êÜèå i ∈ I, �i ≤
 �, �ü�å ∑i∈I�i ≤
 �.Áðüäåéîç. Áðü �ï AC êáé �çí õðüèåóç, åðéëÝãïõìå ãéá êÜèå i ∈ I êÜðïéïìïíïìïñöéóìü �i : �i֌ �, Ý�óé þó�å ç áðåéêüíéóç ((i; x) 7→ (i; �i(x))) íá åßíáéìïíïìïñöéóìüò �ïõ {(i; x) | i ∈ I &x ∈ �i} ó�ï I × �. ¸�óé

∑i∈I�i =
 {(i; x) | i ∈ I &x ∈ �i} ≤
 |I × �| =
 |I| · |�| =
 �: ⊣
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142 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�éá íá âñïýìå åíäéáöÝñïí�á ðñïâëÞìá�á êáé áðï�åëÝóìá�á ó�çí ðëçèéêÞ áñéè-ìç�éêÞ ðñÝðåé íá èåùñÞóïõìå �åëåó�Ýò áðåßñùí ìå�áâëç�þí, áðü �ïõò ïðïßïõòïé áðëïýó�åñïé åßíáé ïé åîÞò.9.18. ËÞììá �ëçèéêïý ÅëÜ÷éó�ïõ. ÕðÜñ÷åé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò inf
(E)�Ý�ïéïò þó�å ãéá êÜèå ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá E áðü êáëÜ äéá�Üîéìá óýíïëá, ç�éìÞ � = inf
(E) éêáíïðïéåß �á åîÞò.(1) Ôï � åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìïò ðëçèÜñéèìïò.(2) �éá êÜðïéï A ∈ E, � =
 A.(3) �éá êÜèå B ∈ E, � ≤
 B.ÅðéðëÝïí, áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò êáèïñßæïõí �çí �éìÞ inf
(E) ìÝ÷ñé �ç óõíèÞêç =
,äçëáäÞ áí �ï � åßíáé ïðïéïäÞðï�å óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåß �éò (1) { (3), �ü�å� =
 inf
(E).Áðüäåéîç. Áí ï �åëåó�Þò ðëçèéêü�ç�áò |X| åßíáé éó÷õñüò êá�Ü �ïí ïñéóìü4.21, �ü�å áðü �ï 9.10 õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò ðëçèÜñéèìïò ðïõ éêáíïðïéåß �çóõíèÞêç Least(E ; �) ⇐⇒ (∃A ∈ E)[(∀B ∈ E)[A ≤
 B] &� = |A|];êáé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìåinf
(E) = min(E) = �ï ìïíáäéêü � �Ý�ïéï þó�å Least(E ; �):Áõ�ü äåí áñêåß, åðåéäÞ äå÷üìáó�å ìüíïí ü�é ï |X| åßíáé áóèåíÞò �åëåó�Þò ðëç-èéêü�ç�áò êáé ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò �éìÝò �ïõ � ðïõ éêáíïðïéïýí �çíLeast(E ; �).Áðü �ï ËÞììá ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Hartogs 7.34, áí A ⊆ ⋃Eêáé ç ≤ åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ A, �ü�å ï ÷þñïò U = (A;≤) åßíáé üìïéïò ìåêÜðïéï ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ W = �(
⋃E), êáé åðïìÝíùò êÜèå A ∈ E åßíáééóïðëçèéêü ìå êÜðïéï ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõW . ¢ñá ìðïñïýìå íá èÝóïõìå:w =ïñ �ï åëÜ÷éó�ï x ∈W �Ý�ïéï þó�å (∃A ∈ E)[A =
 segW (x)];inf
(E) =ïñ |segW (w)|:Ç åðáëÞèåõóç �ùí ÷áñáê�çñéó�éêþí éäéï�Þ�ùí �ïõ inf
(E) åßíáé áñêå�Ü åýêïëç.⊣9.19. ¢óêçóç. Äåßî�å �ï ìÝñïò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ðïõ áêïëïõèåß �ï £åðéðëÝïí¤.9.20. ËÞììá �ëçèéêïý ÅëÜ÷éó�ïõ ¢íù ÖñÜãìá�ïò. ÕðÜñ÷åé ïñéó�éêüò�åëåó�Þò sup
(E), �Ý�ïéïò þó�å ãéá êÜèå ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá E áðü êáëÜ äéá-�Üîéìá óýíïëá, ç �éìÞ � = sup
(E) éêáíïðïéåß �á åîÞò.(1) Ôï � åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìïò ðëçèÜñéèìïò.(2) �éá êÜèå A ∈ E, A ≤
 �.(3) Áí �ï B åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï êáé ãéá êÜèå A ∈ E A ≤
 B, �ü�å � ≤
 B.ÅðéðëÝïí, áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò êáèïñßæïõí �çí �éìÞ sup
(E) ìÝ÷ñé �ç óõíèÞêç

=
, äçëáäÞ áí �ï � åßíáé ïðïéïäÞðï�å óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåß �éò (1) { (3), �ü�å� =
 sup
(E).
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 143Áðüäåéîç. ¸ó�ù C = h(⋃E) �ï óýíïëï Hartogs ãéá �çí Ýíùóç �çò ïé-êïãÝíåéáò E , ðïõ áðü �ï Èåþñçìá Hartogs 7.34 åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï êáé Ý÷åéìåãáëý�åñç ðëçèéêü�ç�á áðü êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï õðïóýíïëï �ïõ ⋃E , áíÜìåóáó�á ïðïßá åßíáé êáé êÜèå A ∈ E . ÈÝ�ïõìåsup
(E) =ïñ inf
({B ⊆ C | (∀A ∈ E)[A ≤
 B]});êáé åðáëçèåýïõìå åýêïëá �á óõìðåñÜóìá�á �ïõ ËÞììá�ïò. ⊣¢ðåéñá áèñïßóìá�á êáé ãéíüìåíá ðëçèáñßèìùí Ý÷ïõìå Þäç ïñßóåé ó�ï 4.21.Äåí ìðïñïýìå íá ðïýìå ðïëëÜ ãéá áõ�Ü, åðåéäÞ �á Üðåéñá áèñïßóìá�á åßíáé�üóï �å�ñéììÝíá üóï êáé �á ðåðåñáóìÝíá (�ñüâëçìá x9.15), êáé �á Üðåéñáãéíüìåíá åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóï ðïëýðëïêá üóï êáé ç �åíéêåõìÝíç Õðüèåóç�ïõ Óõíå÷ïýò áöïý
2� =
 ∏i∈�2:ÕðÜñ÷åé üìùò ìéá åíäéáöÝñïõóá áíéóü�ç�á ðïõ óõíäÝåé �á äýï.9.21. Èåþñçìá �ïõ K�onig. (AC) �éá äýï ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí (i 7→ Ai)êáé (i 7→ Bi) ìå äåßê�åò ó�ï ßäéï óýíïëï I 6= ∅,áí (∀i ∈ I)[Ai <
 Bi]; �ü�å ⋃ i∈IAi <
 ∏i∈IBi: (9-10)Åéäéêü�åñá, ãéá ïéêïãÝíåéåò ðëçèáñßèìùí (i 7→ �i) êáé (i 7→ �i),áí (∀i ∈ I)[�i <
 �i]; �ü�å ∑i∈I�i <
 ∏i∈I�i: (9-11)Áðüäåéîç. Áðü �çí õðüèåóç êáé �ï AC, ãéá êÜèå i õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò�i : Ai ֌ Bi, êáé åöüóïí ï �i äåí ìðïñåß íá åßíáé áí�éó�ïé÷ßá, õðÜñ÷åé óõíÜñ-�çóç 
 : I → ⋃ i∈IBi �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå i, 
(i) ∈ Bi \ �i[Ai]. ÈÝ�ïõìåf(x; i) =

{�i(x); áí x ∈ Ai;
(i); áí x =∈ Ai;g(x) = (i 7→ f(x; i)):Áí x 6= y êáé �á x, y áíÞêïõí ó�ï ßäéï Ai ãéá êÜðïéï i, �ü�åg(x)(i) = �i(x) 6= �i(y) = g(y)(i);åðåéäÞ ç �i åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, êáé åðïìÝíùò g(x) 6= g(y). Áí äåí õðÜñ÷åé Aiðïõ íá ðåñéÝ÷åé êáé �ï x êáé �ï y, Ýó�ù x ∈ Ai, y =∈ Ai· óõíåðþò g(x)(i) =�i(x) ∈ �i[Ai] êáé g(y)(i) = 
(i) ∈ Bi \ �i[Ai] Ý�óé þó�å êáé ðÜëé g(x) 6= g(y).Óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áðåéêüíéóç g :
⋃ i∈IAi ֌ ∏i∈I Bi åßíáé ìïíïìïñöéóìüò,êáé åðïìÝíùò

⋃ i∈IAi ≤
 ∏i∈IBi:�ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù ü�é õðÜñ÷åé áí�éó�ïé÷ßáh :
⋃ i∈IAi֌→∏i∈IBi;ðïõ öáíåñþíåé ü�é áõ�Ü �á äýï óýíïëá åßíáé éóïðëçèéêÜ. �éá êÜèå i, ç óõíÜñ�çóçhi(x) =ïñ h(x)(i) (x ∈ Ai)
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144 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáåßíáé (åýêïëá) óõíÜñ�çóç áðü �ï Ai ó�ï Bi êáé áðü �çí õðüèåóç äåí ìðïñåß íáåßíáé åðéìïñöéóìüò· åðïìÝíùò áðü �ï AC õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç " ðïõ åðéëÝãåé áðüêÜèå Bi êÜðïéï ó�ïé÷åßï ðïõ äåí áíÞêåé ó�çí åéêüíá, äçëáäÞ"(i) ∈ Bi \ hi[Ai]; (i ∈ I):Áðü �ïí ïñéóìü �çò, " ∈ ∏i∈I Bi, Üñá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ó�ïé÷åßï x ∈ Aj , ãéáêÜðïéï j, Ý�óé þó�å h(x) = "· áõ�ü ìáò äßíåé"(j) = h(x)(j) = hj(x) ∈ hj [Aj ];åíÜí�éá ó�ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �çò ".Ç ðëçèéêÞ åêäï÷Þ (9-11) ðñïêýð�åé ìå åöáñìïãÞ �çò (9-10) ó�á Ai = {i}×�iêáé Bi = �i. ⊣9.22. ¢óêçóç. (AC) Ôï Èåþñçìá �ïõ K�onig åöáñìüæå�áé ó�á äåäïìÝíá I = �,Ai = {i} êáé Bi = 2 êáé áðïäßäåé� =
⋃ i∈�{i} <
 ∏i∈�2 =
 2�;äçëáäÞ �ï Èåþñçìá �ïõ Cantor.�áñÜ �çí áðëü�ç�Ü �ïõ, �ï Èåþñçìá �ïõ K�onig óõíåðÜãå�áé Üìåóá ìéá ìç�å�ñéììÝíç áíéóü�ç�á ãéá �ïí ðëçèéêü c �ïõ óõíå÷ïýò, ðÝñáí �çò ℵ0 <
 c. �éá�ç äéá�ýðùóÞ �çò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ïìï�åëéêü�ç�åò.9.23. Ïñéóìüò. Ç ïìï�åëéêü�ç�á (
o�nality) åíüò êáëÜ äéá�Üîéìïõ, Üðåéñïõðëçèáñßèìïõ � åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò êáëÜ äéá�Üîéìïò ðëçèÜñéèìïò � �Ý�ïéïò þó�å�ï � íá åßíáé ç Ýíùóç � óõíüëùí ìéêñü�åñùí óå ðëçèéêü�ç�á áðü �ï �:
f(�) =ïñ inf
({I ⊆ � | ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá (i 7→ Ki)i∈I ;

(∀i ∈ I)[Ki <
 �] &� =
⋃ i∈IKi}):�áñá�çñÞó�å ü�é ç ïéêïãÝíåéá êáëÜ äéá�Üîéìùí óõíüëùí äåéê�þí �çò ïðïßáòõðïëïãßæïõìå �ï inf
 äåí åßíáé êåíÞ, ìÜëéó�á ðåñéÝ÷åé �ïí � áöïý� =

⋃ i∈�{i}: (9-12)Ïé ãåíéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ inf
 óõíåðÜãïí�áé �éò åîÞò, âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ �å-ëåó�Þ ïìï�åëéêü�ç�áò:(1) 
f(�) ≤
 �.(2) � =
⋃ i∈
f(�)Ki ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí (i 7→ Ki) �Ý�ïéá þó�å

(∀i ∈ 
f(�))[Ki <
 �].(3) Áí ï � åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìïò ðëçèÜñéèìïò, áí (∀i ∈ �)[Li <
 �] êáé áí� =
⋃ i∈�Li, �ü�å 
f(�) ≤
 �.Áõ�Ýò ïé éäéü�ç�åò, åðéðëÝïí, ÷áñáê�çñßæïõí �ïí ðëçèÜñéèìï 
f(�) ìÝ÷ñé �ç óõí-èÞêç =
.¸íáò êáëÜ äéá�Üîéìïò, Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò � åßíáé êáíïíéêüò (regular)áí 
f(�) =
 �, áëëéþò åßíáé éäéÜæùí (singular). Åßíáé ÷ñÞóéìï íá ïñßóïõìå�ïí �åëåó�Þ ïìï�åëéêü�ç�áò 
f(�) êáé �ç óõíèÞêç �çò êáíïíéêü�ç�áò ãéá êÜèåêáëÜ äéá�Üîéìï ðëçèÜñéèìï � ÷ùñßò íá áðïäå÷�ïýìå ãåíéêÜ �ï ðëÞñåò Áîßùìá
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 145ÅðéëïãÞò, áëëÜ �á ðåñéóóü�åñá áðï�åëÝóìá�á ãé' áõ�Ýò �éò Ýííïéåò ó�çñßæïí�áéó�ï AC.9.24. ¢óêçóç. Ï ℵ0 åßíáé êáíïíéêüò, åðåéäÞ êÜèå ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá ðå-ðåñáóìÝíùí ðëçèáñßèìùí åßíáé ðåðåñáóìÝíï.9.25. �üñéóìá. (AC) �éá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �,
f(2�) >
 �;êáé åéäéêü�åñá 
f(c) >
 ℵ0, äçëáäÞ äåí åêöñÜæå�áé �ï óõíå÷Ýò c ùò áðáñéèìç�ÞÝíùóç óõíüëùí ìå ðëçèéêü�ç�á <
 c.Áðüäåéîç. Áðü �ï Èåþñçìá �ïõ K�onig, áí Ki <
 2� ãéá êÜèå i ∈ � ìå� ≤
 �, �ü�å
⋃ i∈�Ki <
 ∏i∈�2� =
 (2�)� =
 2�·� =
 2�;ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�ï 
f(2�) ≤
 �. ⊣9.26. Ôï ðñü�õðï L �ùí êá�áóêåõÜóéìùí óõíüëùí �ïõ G�odel éêáíïðïéåß �ç�åíéêåõìÝíç Õðüèåóç Óõíå÷ïýò, êáé åðïìÝíùò ãéá êÜèå �, 2� =
 �+ åßíáé êá-íïíéêüò áðü �ï �ñüâëçìá x9.19. Ìå �ç ìÝèïäï �ïõ áíáãêáóìïý �ïõ Cohen,ìðïñïýí íá êá�áóêåõáó�ïýí ðñü�õðá �çò èåùñßáò �ïõ Zermelo ZDC+AC ó�áïðïßá ï c åßíáé éäéÜæùí, ìå ïìï�åëéêü�ç�á 
f(c) ïðïéïíäÞðï�å êáíïíéêü ðëçèÜ-ñéèìï ìå�áîý �ùí ℵ0 êáé c, ãéá ðáñÜäåéãìá �ïí ℵ1.Ôá âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á ãéá ïìï�åëéêü�ç�åò åßíáé ðïëý áðëÜ êáé �á Ý÷ïõìåáöÞóåé ãéá ðñïâëÞìá�á. �ñÝðåé üìùò íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é äåí åßíáé äõíá�üíá ìåëå�Þóïõìå �ï èÝìá óïâáñÜ �þñá, åðåéäÞ ÷ùñßò �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçòäåí ìðïñïýìå êáí íá áðïäåßîïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí éäéÜæïí�åò ðëçèÜñéèìïé!

�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 9
∗ x9.1. Äåßîå �ï Èåþñçìá 9.1 åðéêáëïýìåíïò ìüíï �á êá�áóêåõáó�éêÜ áîéþìá�á(I) { (VI) êáé �çí Áñ÷Þ Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò ACN.x9.2. Èåùñïýìå óýó�çìá áåñïðïñéêþí óõãêïéíùíéþí ðïõ åíþíåé �éò ðüëåéò(ßóùò Üðåéñåò �ï ðëÞèïò) åíüò êüóìïõ êáé äå÷üìáó�å �á åîÞò. (1) Áðü êÜèåðüëç, õðÜñ÷åé ìüíï ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò êá�åõèåßáí ð�Þóåùí óå Üëëåò ðüëåéò.(2) Ìðïñåß êáíåßò íá �áîéäÝøåé áåñïðïñéêÜ áðü êÜèå ðüëç óå êÜèå Üëëç. (3)Äåí åßíáé äõíá�ü íá �áîéäåýåé êáíåßò ãéá ðÜí�á, ÷ùñßò íá åðéóêåöèåß �ï ßäéïáåñïäñüìéï äýï öïñÝò. Äåßîå ü�é �ï óýíïëï ðüëåùí ó' áõ�ü �ïí êüóìï åßíáéðåðåñáóìÝíï.x9.3. Äåßîå �ï ËÞììá �ïõ K�onig 9.7 ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï T åßíáé äÝí�ñï óåêáëÜ äéá�Üîéìï óýíïëï E ÷ùñßò åðßêëçóç áñ÷þí åðéëïãÞò.
∗ x9.4. Äåßîå �ï ËÞììá �ïõ K�onig 9.7 ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìüíï �á êá�áóêåõá-ó�éêÜ áîéþìá�á (I) { (VI) êáé �çí Áñ÷Þ Áðáñéèìç�Þò ÅðéëïãÞò ACN.
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146 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx9.5. ¸ó�ù T äÝí�ñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò êáé B öñÜ÷�çò �ïõ T . Äåßîåü�é õðÜñ÷åé êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò k, �Ý�ïéïò þó�å ãéá êÜèå Üðåéñï êëáäßf ∈ [T ], f(i) ∈ B, ãéá êÜðïéï i ≤ k.
∗ x9.6. ¸ó�ù êáëÜ äéá�Üîéìï óýíïëï C êáé óõíÜñ�çóç f : C ×C → C, A ⊆ C,êáé Ýó�ù Af =ïñ ⋂{X ⊆ C | A ⊆ X & f [X ×X] ⊆ X}ç êëåéó�ü�ç�á (
losure) �ïõ A ãéá �çí f . ¼ñéóå �á óýíïëá {An}n∈N ìå �çíáíáäñïìÞ A0 = A; An+1 = An ∪ f [An ×An];êáé äåßîå ü�é Af =

⋃ n∈N
An:Äåßîå åðßóçò ü�é áí �ï A åßíáé Üðåéñï, �ü�å Af =
 A.x9.7. Äåßîå ü�é áí �ï C åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï, �ü�å êáëÜ äéá�Üîéìï åßíáé êáé �ïóýíïëï C∗ üëùí �ùí ëÝîåùí (ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí) áðü �ï C.x9.8. Áí ÷ñçóéìïðïßçóåò �ï ACN Þ �ï DC ó�á �ñïâëÞìá�á x9.6 êáé x9.7,íá âñåéò Üëëåò ëýóåéò ðïõ äåí åðéêáëïýí�áé êáìéÜ áñ÷Þ åðéëïãÞò.x9.9. ÊÜèå óýíïëï Hartogs h(A) åßíáé Üñéó�á äéá�å�áãìÝíï áðü �çí ≤�(A).x9.10. Áí ïé (n 7→ �n)n∈N êáé (n 7→ �n)n∈N åßíáé áêïëïõèßåò ðëçèáñßèìùí êáéãéá êÜèå n, �n ≤
 �n, �ü�å

∑n∈N
�n ≤
 ∑n∈N

�n; ∏n∈N
�n ≤
 ∏n∈N

�n:x9.11. (AC) Áí ïé (i 7→ �i)i∈I êáé (i 7→ �i)i∈I åßíáé ïéêïãÝíåéåò ðëçèáñßèìùíó�ï ßäéï óýíïëï äåéê�þí I êáé ãéá êÜèå i ∈ I, �i ≤
 �i, �ü�å
∑i∈I�i ≤
 ∑i∈I�i; ∏i∈I�i ≤
 ∏i∈I�i:x9.12. (AC) �éá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí óå äåßê�åò (i 7→ Ai)i∈I ,

|∏i∈IAi| =
 ∏i∈I |Ai|êáé �ï ßäéï ãéá áèñïßóìá�á, ìå £îÝíç Ýíùóç¤ ó�á áñéó�åñÜ.x9.13. ÅîÞãçóå �ï óõìâïëéóìü êáé äåßîå �çí �áõ�ü�ç�á
∏i∈I∏j∈J(i)�ij =
 ∏

{(i;j)|i∈I & j∈J(i)}�ij :x9.14. (AC) Äåßîå �ï ÷áñáê�çñéóìü �ïõ sup
E ó�ï 9.20.x9.15. (AC) �éá êÜèå ïéêïãÝíåéá áðåßñùí ðëçèáñßèìùí (i 7→ �i) ó�ï ìç êåíüóýíïëï äåéê�þí I,
∑i∈I�i =
 max(|I|; sup
{�i | i ∈ I}):
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 147x9.16. Äåßîå ü�é ãéá êÜèå Üðåéñï, êáëÜ äéá�Üîéìï ðëçèÜñéèìï �,
f(�) = inf
({I ⊆ � | ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá (i 7→ K ′i)i∈I ;
(∀i; j ∈ I)[i 6= j=⇒K ′i ∩K ′j = ∅] & (∀i ∈ I)[K ′i <
 �]

&� =
⋃ i∈IK ′i}):

∗ x9.17. (AC) Äåßîå ü�é ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �,
f(�) = inf
({I ⊆ � | ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá ðëçèáñßèìùí (i 7→ �i)i∈I ;
(∀i ∈ I)[�i <
 �] &� =
 ∑i∈I�i}):Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå �ï �ñüâëçìá x9.16.

∗ x9.18. Äåßîå ü�é ãéá êÜèå Üðåéñï �, 
f(
f(�)) =
 
f(�), êáé åðïìÝíùò ï 
f(�)åßíáé ðÜí�á êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò.x9.19. (AC) �éá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �, ï åðüìåíïò ðëçèÜñéèìïò �+ åßíáéêáíïíéêüò. Õðüäåéîç. Ôï �ñüâëçìá x9.17 áðëïðïéåß �çí áðüäåéîç.x9.20. (AC) Äåßîå ü�é ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �, � <
 �
f(�).
∗ x9.21. (AC) ÊÜèå ìåñéêÞ äéÜ�áîç ≤ óå �õ÷üí óýíïëï P åðéäÝ÷å�áé ãñáììé-êïðïßçóç (linearization), äçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéá ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ≤′ �ïõ P�Ý�ïéá þó�å x ≤ y=⇒x ≤′ y.Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá ìáò äßíåé �ï âáóéêü ãåãïíüò ðïõ óõó÷å�ßæåé åðáãùãé-êïýò êáé êá�åõèõíüìåíá ðëÞñåéò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò. �ñüóåîå ü�é£áëõóßäá¤ ó�ïí ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P åßíáé �ï �õ÷üí õðïóýíïëï C ⊆ Pðïõ åßíáé ãñáììéêÜ äéá�å�áãìÝíï áðü �ç ìåñéêÞ äéÜ�áîç ≤P · �ï C åßíáé êáëÜäéá�å�áãìÝíç áëõóßäá áí åðéðëÝïí ï ðåñéïñéóìüò �çò ≤P ó�ï C åßíáé êáëÞ äéÜ-�áîç. ¼�áí õðïèÝ�ïõìå ü�é £�ï S åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï¤ ãéá êÜðïéï S ⊆ P ,åííïïýìå ü�é �ï S åðéäÝ÷å�áé êÜðïéá êáëÞ äéÜ�áîç ≤, ç ïðïßá üìùò ìðïñåß íáìçí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç (êáé óõíÞèùò äåí Ý÷åé) ìå �ç äïóìÝíç ìåñéêÞ äéÜ�áîç ≤P�ïõ P .
∗ x9.22. Áí êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áëõóßäá ó�ïí ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï
(P;≤P ) Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá, �ü�å ãéá êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï, êá�åõèõíü-ìåíï õðïóýíïëï S �ïõ P õðÜñ÷åé êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áëõóßäá C ìå �éò åîÞò äýïéäéü�ç�åò:(1) Ôï óýíïëï S åßíáé £öñáãìÝíï¤ áðü �ï C, äçëáäÞ ãéá êÜèå x ∈ S õðÜñ÷åéêÜðïéï y ∈ C �Ý�ïéï þó�å x ≤P y.(2) �éá êÜèå y ∈ C, õðÜñ÷åé êá�åõèõíüìåíï õðïóýíïëï Cy ⊆ S, �Ý�ïéï þó�å
|Cy| <
 |S| êáé y = supCy.�áñá�çñïýìå ü�é �ï C ìðïñåß íá Ý÷åé áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò ÷ùñßò áðáñáß�ç�á íáåßíáé õðïóýíïëï �ïõ S. Õðüäåéîç (W. Allen). �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù
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148 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáS êáëÜ äéá�Üîéìï, êá�åõèõíüìåíï êáé ≤
-åëÜ÷éó�ï áí�éðáñÜäåéãìá �ïõ óõìðå-ñÜóìá�ïò, êáé äåßîå ðñþ�á ü�é �ï S åßíáé áíáðáñßèìç�ï. ¸ó�ù ≤ Üñéó�ç äéÜ�áîç�ïõ S êáé Ýó�ù f : S × S → S óõíÜñ�çóç �Ý�ïéá þó�å x; y ∈ S=⇒x; y ≤Pf(x; y). �éá êÜèå x ∈ S, èÝ�ïõìåCx =ïñ seg(x)f ;ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ �ñïâëÞìá�ïò x9.6. Äåßîå ü�é áõ�ü åßíáé êá�åõèõíüìåíï,ü�é �ï supCx õðÜñ÷åé ãéá êÜèå x ∈ S, êáé ü�é �ïC =ïñ {supCx | x ∈ S}åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áëõóßäá ó�ïí P ðïõ Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò (1) êáé (2) ãéá�ï S.
∗ x9.23. (AC) �éá êÜèå ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï P , ïé åðüìåíåò óõíèÞêåòåßíáé éóïäýíáìåò:(1) ÊÜèå êá�åõèõíüìåíï óýíïëï �ïõ P Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.(2) ÊÜèå áëõóßäá ó�ï P Ý÷åé åëÜ÷éó�ï, Üíù öñÜãìá.(3) ÊÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áëõóßäá ó�ï P Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.Åéäéêü�åñá: (AC) ¸íáò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò åßíáé åðáãùãéêüò áí êáéìüíïí áí åßíáé ðëÞñçò êá�Ü êá�åýèõíóç (d
po).
∗ x9.24. (AC) ¸ó�ù � : P → Q ìïíï�ïíéêÞ áðåéêüíéóç áðü Ýíáí åðáãùãéêü÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï. Äåßîå ü�é ç � éêáíïðïéåß �çí åîßóùóç�(supS) = sup�[S] (9-13)ãéá êÜèå ìç êåíÞ áëõóßäá S ⊆ P , áí êáé ìüíïí áí éêáíïðïéåß �çí (9-13) ãéáêÜèå ìç êåíü, êá�åõèõíüìåíï S ⊆ P .x9.25. Äåßîå ü�é ï ÷áñáê�çñéóìüò �çò éäéü�ç�áò �çò óõíÝ÷åéáò ãéá áðåéêïíßóåéò�çò ìïñöÞò � : (A * E) → (B * M) �ïõ x6.24 éó÷ýåé ãéá üëá �á óýíïëá A,E, B, M .x9.26. (AC) ËÞììá �åðåñáóìÝíçò ÂÜóçò. ¸ó�ù ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá Iõðïóõíüëùí êÜðïéïõ óõíüëïõ V , �Ý�ïéá þó�åX ∈ I ⇐⇒ (∀Y ⊆ X)[Y ðåðåñáóìÝíï=⇒Y ∈ I]:Äåßîå ü�é ç I Ý÷åé ìåãéó�éêü ìÝëïò (êá�Ü �çí ⊆).
∗ x9.27. ¸ó�ù ïéêïãÝíåéá I ìå ðåðåñáóìÝíç âÜóç üðùò ó�ï x9.26 êáé äÝîïõåðéðëÝïí ü�é �ï V åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï· äåßîå (÷ùñßò �ï AC) ü�é ç I Ý÷åéìåãéó�éêü ìÝëïò.x9.28. (AC) Áí îÝñåéò �é èá ðåé äéáíõóìá�éêüò ÷þñïò êáé �éò âáóéêÝò éäéü-�ç�åò ãñáììéêÞò áíåîáñ�çóßáò, äåßîå ü�é êÜèå äéáíõóìá�éêüò ÷þñïò Ý÷åé âÜóç.Äåßîå åðßóçò, ÷ùñßò �ï AC, ü�é êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìïò äéáíõóìá�éêüò ÷þñïò Ý÷åéâÜóç. Õðüäåéîç. ÅöÜñìïóå �ï x9.26 Þ �ï x9.27 ó�çí ïéêïãÝíåéá üëùí �ùíãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�ùí óõíüëùí �ïõ äéáíõóìá�éêïý ÷þñïõ.
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∗ x9.29. (AC) Áí îÝñåéò ìåñéêÜ ðñÜãìá�á ãéá óþìá�á êáé áëãåâñéêÝò åðåê�Ü-óåéò, äåßîå ü�é êÜèå óþìá Ý÷åé áëãåâñéêÞ êëåéó�ü�ç�á. Õðüäåéîç. Ç óõíçèé-óìÝíç áðüäåéîç ãé' áõ�ü åßíáé êÜðùò Ý�óé. Èåùñïýìå �çí ïéêïãÝíåéá

A =ïñ {F | F åßíáé áëãåâñéêÞ åðÝê�áóç �ïõ K} (9-14)ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíç áðü �çíF1 ⊑ F2 ⇐⇒ïñ F1 åßíáé õðïóþìá �ïõ F2;ðáñá�çñïýìå ü�é åßíáé åðáãùãéêüò ÷þñïò êáé åðïìÝíùò Ý÷åé ìåãéó�éêü ó�ïé÷åßïK, êáé åðáëçèåýïõìå ü�é áõ�ü �ï K åßíáé áëãåâñéêÜ êëåéó�ü. Ôï åðé÷åßñçìáäåí åßíáé óùó�ü, åðåéäÞ ç êëÜóç A ó�çí (9-14) äåí åßíáé óýíïëï. �éá íá �ïåðéäéïñèþóïõìå, ó�çí åíäéáöÝñïõóá ðåñßð�ùóç üðïõ �ï K åßíáé Üðåéñï, ðáñá�ç-ñïýìå ü�é êÜèå áëãåâñéêÞ åðÝê�áóç �ïõ K åßíáé éóïìïñöéêÞ ìå êÜðïéï óþìáF =
 K. Áõ�ü óõíåðÜãå�áé ü�é ìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �çí ïéêïãÝíåéá
A �ïõ (9-14) ìå �çí

A′ =ïñ {F ⊆ E | �ï F åßíáé áëãåâñéêÞ åðÝê�áóç �ïõ K}; (9-15)üðïõ �ï E åßíáé êÜðïéï õðåñóýíïëï �ïõ K, ðïëõðëçèÝó�åñï �ïõ K.
∗ x9.30. Äåßîå ü�é êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï óþìá (êáé åðïìÝíùò êÜèå áñéèìÞóéìïóþìá) Ý÷åé áëãåâñéêÞ êëåéó�ü�ç�á. Õðüäåéîç. Ç éäÝá åßíáé íá áðïöýãïõìå �ïAC ïñßæïí�áò �çí áëãåâñéêÞ êëåéó�ü�ç�á êá�åõèåßáí ìå ÕðåñðåðåñáóìÝíç Áíá-äñïìÞ. Ôï �Ý÷íáóìá ó�ï ðñïçãïýìåíï �ñüâëçìá äåí ìðïñåß íá áðïöåõ÷èåß. Íáêá�åñãáó�åßò ðñþ�á �çí áñéèìÞóéìç ðåñßð�ùóç, ðïõ öáíåñþíåé ðïéá áëãåâñéêÜáðï�åëÝóìá�á èá ÷ñåéáó�åßò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 10
Ï ×ÙÑÏÓ BAIRE

Ìå�Ü �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, ßóùò �ï ðéï èåìåëéáêü áí�éêåßìåíï ìåëÝ�çò �çòóõíïëïèåùñßáò íá åßíáé ï ÷þñïò Baire,
N =ïñ (N→ N); (10-1)�ï óýíïëï �ùí áñéèìïóåéñþí. Ìå �ï óõìâïëéóìü
C =ïñ (N→ {0; 1}) (10-2)ãéá �ï óýíïëï �ïõ Cantor22 �ùí Üðåéñùí, äõáäéêþí áêïëïõèéþí, �ü�å
C ⊆ N ⊆ P(N× N);êáé ìå ïéêåßïõò ðéá õðïëïãéóìïýò,

c =
 2ℵ0 =
 |P(N)| =
 |C| ≤
 |N | ≤
 |P(N× N)| =
 |P(N)| = c:Ìå�Ü �çí áîéùìá�éêÞ áðüäåéîç �çò éóïðëçèéêü�ç�áò N =
 R ó�ï �áñÜñ�çìá A(ðïõ åßíáé áêñéâþò üðùò êáé ç äéáéóèç�éêÞ áðüäåéîç, ó�ï ÊåöÜëáéï 2), ç Õðü-èåóç �ïõ Óõíå÷ïýò 3.2 åêöñÜæå�áé áðü �çí ðñü�áóç(CH) (∀X ⊆ N )[X ≤
 N ∨X =
 N ]:Ç ó÷Ýóç ìÜëéó�á áíÜìåóá ó�ïõò ÷þñïõò N , C êáé R åßíáé �üóï ó�åíÞ, ðïõó÷åäüí êÜèå åíäéáöÝñïõóá éäéü�ç�á åíüò áð' áõ�ïýò ìáò äßíåé áìÝóùò ìéá ó÷å-�éæüìåíç éäéü�ç�á �ùí Üëëùí. Ó�á ðñïâëÞìá�á èá äþóïõìå áõó�çñÞ äéá�ýðùóçáõ�ïý �ïõ öáéíïìÝíïõ ãéá �ïõò N êáé C, êáé ãéá �ïí R èá �ï áðïäåßîïõìå ó�ï�áñÜñ�çìá A, üðïõ êáé èá áí�ëÞóïõìå �á ðïñßóìá�á ãéá �ïõò ðñáãìá�éêïýòáñéèìïýò áðü �á áðï�åëÝóìá�á áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ.23
Ôï ðåñéå÷üìåíï áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ äåí åßíáé áðáñáß�ç�o ãéá �çí êá�áíüçóç �ùí åðüìå-íùí äýï, ðáñïõóéÜæå�áé åäþ óõìðõêíùìÝíá êáé óßãïõñá áðáé�åß ðåñéóóü�åñç ðñïóðÜèåéá áðü�ïí áíáãíþó�ç óå ó÷Ýóç ìå �á õðüëïéðá êåöÜëáéá. Óå ìéá ðñþ�ç áíÜãíùóç, ßóùò íá åßíáéêáëý�åñï íá �ï ðñïóðåñÜóåéò êáé íá åðáíÝëèåéò óå áõ�ü áöïý ðñþ�á åìðåäþóåéò êáëÜ �çí ýëçó�á ÊåöÜëáéá 11 êáé 12.
22Áðü ðáëéÜ ðáñÜäïóç ÷ñçóéìïðïéåß�áé �ï ßäéï óýìâïëï ãé' áõ�ü �ï õðïóýíïëï �ïõ N êáéãéá �ï óýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ðïõ ïñßóáìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ 2.14. Ôï ÄéÜãñáììá2.4 åðåîçãåß åýãëù��á �ï ëüãï, êáé êáíåßò ìÝ÷ñé óÞìåñá äåí Ý÷åé ìðåñäåõ�åß.
23Ìðïñåß êáíåßò íá åêëÜâåé �ï N ùò £äéáêñé�Þ¤, £øçöéáêÞ¤ Þ £óõíäõáó�éêÞ¤ áðüäïóç �ïõ£óõíå÷ïýò¤ Þ £áíáëïãéêïý¤ R. ÊÜèå ðñáãìá�éêüò áñéèìüò x êáèïñßæå�áé áðü �ç äåêáäéêÞ �ïõáíÜð�õîç x(0) : x(1)x(2) : : : , üðïõ (n 7→ x(n)) ∈ N , áëëÜ äéáöïñå�éêÝò äåêáäéêÝò áíáð�ýîåéò151
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ÄéÜãñáììá 10.1. Ìéêñü ìÝñïò �ïõ ÷þñïõ Baire.Ï ó�ü÷ïò ìáò åäþ åßíáé íá áðïäåßîïõìå �á âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á ãéá �ï N ðïõÝ÷ïõí ó÷Ýóç ìå �ï �ñüâëçìá �ïõ Óõíå÷ïýò. Èá ïñßóïõìå �çí ïéêïãÝíåéá �ùíáíáëõ�éêþí õðïóõíüëùí �ïõ N êáé èá äåßîïõìå ü�é êÜèå áíáëõ�éêü óýíïëïéêáíïðïéåß �çí Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò, äçëáäÞ åßíáé Þ áðáñéèìç�ü Þ éóïðëçèéêüìå �ï N . Áõ�ü �ï Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20 åßíáé óçìáí�éêü,åðåéäÞ ó÷åäüí êÜèå óýíïëï ìå �ï ïðïßï áó÷ïëåß�áé ç êëáóéêÞ áíÜëõóç åßíáéáíáëõ�éêü. Åéäéêü�åñá, üëá �á óýíïëá Borel ðïõ ðáßæïõí �üóï óçìáí�éêüñüëï ó�ç èåùñßá ìÝ�ñïõ êáé ïëïêëÞñùóçò åßíáé áíáëõ�éêÜ· áðü �ï Èåþñçìá�ïõ Suslin 10.31, Ýíá óýíïëï A ⊆ N åßíáé Borel áêñéâþò ü�áí �ï A êáé �ï
N \ A åßíáé êáé �á äýï áíáëõ�éêá. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, èá äåßîïõìå ó�ï Èåþ-ñçìá 10.32 ü�é ç öõóéêÞ ìÝèïäïò áðüäåéîçò �çò Õðüèåóçò �ïõ Óõíå÷ïýò ãéá �ááíáëõ�éêÜ óýíïëá äåí ìðïñåß íá äþóåé ëýóç ó�ï ãåíéêü �ñüâëçìá �ïõ Óõíå-÷ïýò ðïõ äåí Ý÷åé áêüìç ëõèåß. Åê�üò áðü �éò åöáñìïãÝò �ïõò ó�çí áíÜëõóç,�á ÈåùñÞìá�á 10.20 êáé 10.32 ðáñïõóéÜæïõí ïõóéáó�éêü, èåìåëéáêü åíäéáöÝ-ñïí åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò �ïõò åðåîçãïýí üìïñöá �ï ñüëï ðïõ ðáßæïõí ïé áñ÷ÝòåðéëïãÞò ó�á êëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ.10.1. Ç äïìÞ �ïõ N . Ïé äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá �ï ÷þñï N ðçãÜæïõí áðü �çíáðåéêüíéóÞ �ïõ ùò �ï óþìá �ïõ ìåãáëý�åñïõ äÝí�ñïõ ó�ï N, ìå �çí ïñïëïãßá
ìðïñåß íá ðáñéó�Üíïõí �ïí ßäéï ðñáãìá�éêü áñéèìü. Áõ�ü åßíáé Ýíá ìåãÜëï £áëëÜ¤, åßíáé �ïêëåéäß �çò áðüäåéîçò ü�é ï R åßíáé �ïðïëïãéêÜ óõíåê�éêüò, ðïõ åßíáé åíäéáöÝñïí áðï�Ýëåóìáãéá �çí áíÜëõóç áëëÜ Üíåõ óçìáóßáò ãéá �ç óõíïëïèåùñßá. Èåùñïýìå �ï ÷þñï Baire ùò£øçöéáêÞ áðüäïóç¤ �ïõ R åðåéäÞ äåí åðé�ñÝðåé �Ý�ïéåò �áõ�ßóåéò, êÜèå x ∈ N êáèïñßæåé ÷ùñßòáìöéâïëßá �á £øçößá¤ �ïõ x(0); x(1); : : : .
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 153�ùí 9.3 êáé (9-3),
N = [N∗]:Ôá õðïóýíïëá �ïõ ÷þñïõ Baire êáëïýìå óçìåéïóýíïëá, (pointsets), ðåñéï-ñßæïí�áò ðñïóùñéíÜ �ï íüçìá �çò ëÝîçò £óçìåßï¤ ó�á ìÝëç �ïõ N , �á ÜðåéñáêëáäéÜ �ïõ N∗. Ôï óõìðëÞñùìá óçìåéïóõíüëïõ åßíáé �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ ùòðñïò �ï N , 
A =ïñ N \A: (10-3)Åðßóçò åßíáé ÷ñÞóéìï íá åðåê�åßíïõìå �ï óõìâïëéóìü ãéá áñ÷éêÜ �ìÞìá�á ëÝ-îåùí, u ⊑ x ⇐⇒ïñ u ⊂ x (u ∈ N∗; x ∈ N ); (10-4)Ý�óé ðïõ íá õðïäåß÷íåé ü�é ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá u åßíáé áñ÷Þ êÜðïéïõóçìåßïõ x, ìéá ðñïóÝããéóç �ïõ x ðïõ ðñïóäéïñßæåé �éò ðñþ�åò lh(u) �éìÝò �ïõ.�éá êÜèå u ∈ N∗, �ï óýíïëï

Nu =ïñ {x ∈ N | u ⊑ x} = [N∗u] (10-5)óçìåßùí �ïõN ðïõ åðåê�åßíïõí �ï u åßíáé ç ãåé�ïíéÜ (neighborhood) Þ ðåñéï÷Þðïõ êáèïñßæå�áé áðü �ï u ó�ï N .10.2. ¢óêçóç. �éá üëá �á u; v ∈ N∗,u ⊑ v ⇐⇒ Nv ⊆ Nu:10.3. ¢óêçóç. Ç ïéêïãÝíåéá �ùí ãåé�ïíéþí åßíáé áðáñéèìç�Þ.10.4. Ïñéóìüò. Ôï óçìåéïóýíïëï A åßíáé áíïéê�ü (open) áí åßíáé Ýíùóç ãåé-�ïíéþí, Ý�óé þó�å x ∈ G ⇐⇒ (∃u)[x ∈ Nu & Nu ⊆ G]· (10-6)êëåéó�ü (
losed) áí �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé áíïéê�ü· êáé áíïéê�ü-êëåéó�ü(
lopen) áí åßíáé êáé �á äýï, áíïéê�ü êáé êëåéó�ü.Óõ÷íÜ ïñßæïõìå �á áíïéê�Ü óýíïëá ìå �çí áêüëïõèç, åýêïëá éóïäýíáìç óõí-èÞêç:10.5. ¢óêçóç. ¸íá óýíïëï G ⊆ N åßíáé áíïéê�ü, áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèåx ∈ G, õðÜñ÷åé êÜðïéá ãåé�ïíéÜ Nu Ý�óé ðïõ x ∈ Nu ⊆ G.10.6. �ñü�áóç. (1) Ôï ∅, �ï N êáé êÜèå ãåé�ïíéÜ åßíáé áíïéê�Ü-êëåéó�Ü.(2) ÊÜèå ìïíïóýíïëï {x} åßíáé êëåéó�ü, áëëÜ ü÷é áíïéê�ü.(3) ÊÜèå ìç êåíü áíïéê�ü óçìåéïóýíïëï åßíáé Ýíùóç ìéáò áêïëïõèßáò ãåé�ï-íéþí.(4) ÊÜèå ïéêïãÝíåéá G áíïéê�þí óçìåéïóõíüëùí Ý÷åé áíïéê�Þ Ýíùóç ⋃G,êáé äõúêÜ, êÜèå ïéêïãÝíåéá êëåéó�þí óçìåéïóõíüëùí F Ý÷åé êëåéó�Þ �ïìÞ ⋂F .(ÈÝ�ïõìå ⋂∅ = N , Ý�óé þó�å ç ðñÜîç �çò �ïìÞò íá åßíáé ïñéóìÝíç ãéá êÜèåïéêïãÝíåéá óçìåéïóõíüëùí.)(5) Ç �ïìÞ G1 ∩G2 äýï áíïéê�þí óçìåéïóõíüëùí G1, G2 åßíáé áíïéê�Þ, êáéäõúêÜ, ç Ýíùóç F1 ∪ F2 äýï êëåéó�þí óçìåéïóõíüëùí F1, F2 åßíáé êëåéó�Þ.
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154 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. (1) ÊÜèå ãåé�ïíéÜ åßíáé áíïéê�Þ, áöïý Nu =
⋃{Nu}, êáé, óõ-ãêåêñéìÝíá, �ï N = N〈 〉 åßíáé áíïéê�ü. Ïé ãåé�ïíéÝò åßíáé åðßóçò êëåéó�Ýò,áðü �çí ¢óêçóç 10.5: áí x =∈ Nu, �ü�å u 6⊑ x, êáé Üñá õðÜñ÷åé i < lh(u) ìåx(i) 6= u(i) êáé Ý�óé x ∈ N〈x(0);::: ;x(i)〉 åíþ N〈x(0);::: ;x(i)〉 ∩ Nu = ∅. Ôï êåíüóýíïëï åßíáé ç Ýíùóç �çò êåíÞò (!) ïéêïãÝíåéáò ãåé�ïíéþí, óõìâïëéêÜ

∅ =
⋃{Nu | Nu ⊆ ∅}:(2) ¸íá ìïíïóýíïëï {x} äåí åßíáé áíïéê�ü, äéü�é äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá ãåé�ïíéÜ,êáé Üñá äåí ìðïñåß íá åßíáé Ýíùóç ãåé�ïíéþí. ¼ìùò �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáéáíïéê�ü, áöïý

N \ {x} =
⋃{Nu | u 6⊑ x}:(3) Áí �ï G åßíáé áíïéê�ü êáé ìç êåíü, �ü�å �ï óýíïëï {u | Nu ⊆ G} åßíáéìç êåíü êáé áðáñéèìç�ü, êáé Üñá ìðïñåß íá áðáñéèìçèåß.(4) ¢ìåóï áðü �ïí ÷áñáê�çñéóìü �ùí áíïéê�þí óõíüëùí ó�çí ¢óêçóç 10.5.(5) Áí �á G1, G2 åßíáé áíïéê�Ü êáé x ∈ G1 ∩ G2, �ü�å õðÜñ÷ïõí u; v ⊑ x�Ý�ïéá þó�å Nu ⊆ G1 êáé Nv ⊆ G2. Ïé ëÝîåéò u, v åßíáé óõãêñßóéìåò åðåéäÞêáé ïé äýï åßíáé áñ÷éêÜ �ìÞìá�á �ïõ x. Áí ð.÷. u ⊑ v, �ü�å Nu ⊇ Nv , êáéåðïìÝíùò Nv ⊆ G1 ∩G2, áêñéâþò áõ�ü ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å. �éá íá äåßîïõìå �çäõúêÞ éäéü�ç�á �ùí êëåéó�þí èåùñïýìå óõìðëçñþìá�á. ⊣Ï ÷þñïò Baire åßíáé �ïðïëïãéêüò ÷þñïò ìå �ïí êëáóéêü ïñéóìü ðïõ åêèÝ-óáìå ó�ï 4.30, áëëÜ ðïëý åéäéêüò, åîáé�ßáò �çò åðüìåíçò âáóéêÞò áí�áðüêñéóçòáíÜìåóá ó�çí �ïðïëïãßá �ïõ êáé �ç óõíäõáó�éêÞ äïìÞ �ïõ äÝí�ñïõ N∗. Ó�çíáðüäåéîç|êáé ó�ç óõíÝ÷åéá, ÷ùñßò ó÷üëéï|èá åðéêáëåó�ïýìå �çí åîÞò �å�ñéì-ìÝíç éóïäõíáìßá ðïõ óõó÷å�ßæåé êÜèå äÝí�ñï T ìå �ï óþìá �ïõ:x ∈ [T ] ⇐⇒ (∀u ⊑ x)[u ∈ T ]: (10-7)Åßíáé Üìåóï åðáêüëïõèï �ïõ ïñéóìïý �ïõ [T ], (9-3).10.7. �ñü�áóç. Ôï óçìåéïóýíïëï F åßíáé êëåéó�ü áí êáé ìüíïí áí åßíáé �ïóþìá äÝí�ñïõ T ó�ï N, F = [T ].Áðüäåéîç. Áí x =∈ [T ], �ü�å ãéá êÜðïéï u ⊑ x, u =∈ T , êáé åðïìÝíùò Nu ∩

[T ] = ∅, Üñá Nu ⊆ 
[T ]· åðïìÝíùò �ï 
[T ] åßíáé áíïéê�ü êáé �ï [T ] êëåéó�ü.Áí�éó�ñüöùò, áí áí�éó�ïé÷ßóïõìå óå êÜèå óçìåéïóýíïëï F �ï äÝí�ñïTF =ïñ {u ∈ N∗ | (∃x ∈ F )[u ⊑ x]}; (10-8)�ü�å ðñïöáíþò F ⊆ [TF ]:Áí �ï F åßíáé êëåéó�ü, Ý÷ïõìå åðßóçò [TF ] ⊆ F : åðåéäÞ áí x =∈ F , �ü�å ãéáêÜðïéï u ⊑ x, Nu ∩ F = ∅ áöïý �ï óõìðëÞñùìá 
F åßíáé áíïéê�ü, Üñá u =∈ TFêáé x =∈ [TF ] áðü �ç (10-7). ⊣Ï âáóéêüò áõ�üò ÷áñáê�çñéóìüò ìáò åðé�ñÝðåé íá �áîéíïìÞóïõìå �á êëåéó�Üóçìåéïóýíïëá áíÜëïãá ìå �éò óõíäõáó�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí äÝí�ñùí ðïõ �á ïñß-æïõí. Äåí åßíáé ëÜèïò íá èåùñÞóïõìå �ï óýìðëåãìá óõíäõáó�éêþí ïñéóìþí
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 155ðïõ áêïëïõèïýí ùò �ç óõíäõáó�éêÞ ãåùìå�ñßá �ïõ N , Ýó�ù êé áí äåí åßíáé£ãåùìå�ñßá¤ ìå êáìßá áõó�çñÞ, êëáóéêÞ áí�ßëçøç �ïõ üñïõ.10.8. Ïñéóìüò. ÈÝ�ïõìåu | v ⇐⇒ïñ ïé u êáé v åßíáé áóõìâßâáó�åò (10-9)
⇐⇒ (∃i < lh(u); lh(v))[u(i) 6= v(i)];êáé ìå �ç öõóéêÞ åðÝê�áóç �ïõ óõìâïëéóìïý ó�á óçìåßá,u |x ⇐⇒ïñ ¬[u ⊑ x] ⇐⇒ (∃v ⊑ x)[u | v]:Ç ëÝîç u äéáóðÜ�áé (splits) ó�ï äÝí�ñï T áí Ý÷åé áóõìâßâáó�åò åðåê�Üóåéò ó�ïT , êáé �ï äÝí�ñï T åßíáé äéáóðþìåíï (splitting) áí êÜèå u ∈ T äéáóðÜ�áé ó�ïT , u ∈ T =⇒ (∃u1; u2 ∈ T )[u ⊑ u1 &u ⊑ u2 &u1 |u2]:�áñá�çñïýìå ðùò �á äéáóðþìåíá äÝí�ñá äåí Ý÷ïõí �åñìá�éêïýò êüìâïõò.Ôï óçìåéïóýíïëï P åßíáé �Ýëåéï (perfe
t) áí åßíáé óþìá äéáóðþìåíïõ äÝ-í�ñïõ. Ôá �Ýëåéá óçìåéïóýíïëá åßíáé åî ïñéóìïý êëåéó�Ü.10.9. ¢óêçóç. ÊÜèå ãåé�ïíéÜ Nu åßíáé �Ýëåéá.10.10. �ñü�áóç. ÊÜèå ìç êåíü, �Ýëåéï óçìåéïóýíïëï P Ý÷åé ðëçèéêü�ç�á c.Áðüäåéîç. ¸ó�ù P = [T ] üðïõ �ï T åßíáé ìç êåíü, äéáóðþìåíï, êáé äéÜëåîåóõíáñ�Þóåéò l : T → T; r : T → Tðïõ öáíåñþíïõí ü�é �ï T åßíáé äéáóðþìåíï, äçëáäÞ �Ý�ïéåò þó�å ãéá êÜèå u ∈ T ,u ⊑ l(u); u ⊑ r(u); l(u) | r(u):Áðü �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ãéá ËÝîåéò 5.33, õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç� : {0; 1}∗ → Táðü �ï äÝí�ñï �ùí äõáäéêþí ëÝîåùí ó�ï T ðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åò�(∅) = ∅; �(u ?〈0〉) = l(�(u)); �(u ?〈1〉) = r(�(u)):¸�óé �ï �(u ?〈i〉) åßíáé ãíÞóéá åðÝê�áóç �ïõ �(u) ãéá i = 0; 1, êáé Üñá ç � åßíáéáõó�çñÜ ìïíï�ïíéêÞ, u ⊑= v=⇒ �(u) ⊑= �(v);êáé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �çí � : C → [T ] ìå �ïí �ýðï�(x) =ïñ sup {�(u) | u ⊑ x}: (10-10)Ç êñßóéìç éäéü�ç�á �çò � åßíáé ü�é óÝâå�áé åðßóçò �çí áóõìâéâáó�ü�ç�á,u | v=⇒ �(u) |�(v): (10-11)�éá íá �ï åðáëçèåýóïõìå áõ�ü, Ýó�ù o i åëÜ÷éó�ïò ìå �çí éäéü�ç�á u(i) 6= v(i),Ý�óé ðïõ ãéá êÜðïéï w, w ?〈0〉 ⊑ u; w ?〈1〉 ⊑ v
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156 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá(Þ �áíÜðáëéí)· óõíåðþò (áðü �ïõò ïñéóìïýò �ïõò) �á �(w ?〈0〉) êáé �(w ?〈1〉)åßíáé áóõìâßâáó�á êáé áðü �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çò �, �á �(u), �(v) åßíáé åðå-ê�Üóåéò �ïõò êáé åðïìÝíùò åðßóçò áóõìâßâáó�á. ÔåëéêÜ ç (10-11) óõíåðÜãå�áéü�é ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, êáé áõ�ü öáíåñþíåé ü�é C ≤
 [T ], áõ�ü ðïõ ÷ñåéá-æüìáó�å. ⊣Ç áðëÞ áõ�Þ ãåíßêåõóç �çò áðüäåéîçò �ïõ Cantor ü�é �ï R åßíáé áíáðáñßèìç�ï(2.14), õðïäåß÷íåé ìéá öõóéêÞ ðñüóâáóç ó�ï �ñüâëçìá �ïõ Óõíå÷ïýò: ãéá íááðïäåßîïõìå ü�é Ýíá áíáðáñßèìç�ï óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ðëçèéêü�ç�á c, áñêåß íáäåßîïõìå ü�é ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï. Áõ�ü åßíáé ðñïöáíÝò ãéá �ááíïéê�Ü (åðåéäÞ êÜèåNu åßíáé �Ýëåéï óýíïëï) êáé åðßóçò áëçèåýåé ãéá �á êëåéó�Ü,ãéá �á ïðïßá üìùò ÷ñåéÜæå�áé áðüäåéîç.10.11. Èåþñçìá Cantor-Bendixson. ÊÜèå êëåéó�ü õðïóýíïëï F �ïõ NäéáóðÜ�áé ìå ìïíáäéêü �ñüðï óå äýï îÝíá õðïóýíïëáF = P ∪ S; P ∩ S = ∅; (10-12)Ý�óé ðïõ ï ðõñÞíáò (kernel) P íá åßíáé �Ýëåéï óýíïëï êáé �ï äéáóðáñìÝíïìÝñïò (s
attered part) S íá åßíáé áðáñéèìç�ü.¸ðå�áé ü�é êÜèå áíáðáñßèìç�ï, êëåéó�ü óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ìç êåíü, �ÝëåéïðõñÞíá, êáé åðïìÝíùò Ý÷åé ðëçèéêü�ç�á c.Áðüäåéîç. ¸ó�ù T = TF üðùò ó�çí (10-8), Ý�óé ðïõ F = [T ] êáé �ï T äåíÝ÷åé �åñìá�éêïýò êüìâïõò. ÈÝ�ïõìåS =ïñ ⋃{[Tu] | u ∈ T & |[Tu]| ≤
 ℵ0};P =ïñ F \ S:Åî ïñéóìïý �ï S åßíáé Ýíùóç áðáñéèìç�Þò ïéêïãÝíåéáò áðáñéèìç�þí óõíüëùíêáé åðïìÝíùò áðáñéèìç�ü (ðñüóåîå �çí åðßêëçóç �ïõ ACN åäþ), êáé áðïìÝíåéíá äåßîïõìå ü�é �ï P åßíáé �Ýëåéï.Ôï óýíïëï ëÝîåùí kT = {u ∈ T | |[Tu]| >
 ℵ0}åßíáé (åýêïëá) äÝí�ñï, êáé êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü �ïõ S,x ∈ S ⇐⇒ x ∈ F & (∃u ⊑ x)[u =∈ kT ]:ÁëëÜ P = F \ S, Üñáx ∈ P ⇐⇒ x ∈ F & [x =∈ F ∨ (∀u ⊑ x)[u ∈ kT ]]

⇐⇒ (∀u ⊑ x)[u ∈ T ] & (∀u ⊑ x)[u ∈ kT ]

⇐⇒ (∀u ⊑ x)[u ∈ kT ]

⇐⇒ x ∈ [kT ];Ý�óé ðïõ áñêåß íá äåßîïõìå ü�é �ï kT åßíáé äéáóðþìåíï. �ñïò áðáãùãÞ óåÜ�ïðï, äå÷üìáó�å ü�é êÜðïéï u ∈ kT äåí äéáóðÜ�áé. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é üëåòïé åðåê�Üóåéò �ïõ u ó�ï kT åßíáé óõãêñßóéìåò, åðïìÝíùò ðñïóäéïñßæïõí Ýíáìïíáäéêü óçìåßï x = sup {v ∈ kT | u ⊑ v}:
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 157Áöïý êÜèå åðÝê�áóç �ïõ u ó�ï kT åßíáé ðñïóÝããéóç �ïõ x,
[Tu] = {x} ∪⋃{[Tv] | u ⊑ v ∈ T & |[Tv]| ≤
 ℵ0};êáé óõíåðþò �ï [Tu] åßíáé áðáñéèìç�Þ Ýíùóç áðáñéèìç�þí óõíüëùí, ðïõ åßíáéÜ�ïðï.ÁöÞíïõìå �ç ìïíáäéêü�ç�á �çò äéÜóðáóçò (10-12) ãéá ðñüâëçìá, x10.2. ⊣10.12. Ïñéóìüò. Ìéá ïéêïãÝíåéá Γ óçìåéïóõíüëùí Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P áíêÜèå áíáðáñßèìç�ï óýíïëï ó�çí Γ ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï. Ì' áõ�Þ�çí êëáóéêÞ ïñïëïãßá,24 ç ïéêïãÝíåéá F �ùí êëåéó�þí óçìåéïóõíüëùí Ý÷åé �çíéäéü�ç�á P, Þ (áðëïýó�åñá), êÜèå êëåéó�ü óçìåéïóýíïëï Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P.10.13. ¢óêçóç. Áí ìéá ïéêïãÝíåéá óçìåéïóõíüëùí Γ Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P,�ü�å êáé ç ïéêïãÝíåéá Γ� �ùí áðáñéèìç�þí åíþóåùí áðü �çí Γ åðßóçò Ý÷åé�çí éäéü�ç�á P.ÓõíÜãå�áé ü�é êÜèå F� óçìåéïóýíïëï �çò ìïñöÞòA =

⋃ n∈N
Fn (10-13)ìå êÜèå Fn êëåéó�ü Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P. Ç ðñü�áóç áëçèåýåé êáé ãéá �á GÆ-óýíïëá �çò ìïñöÞò A =

⋂ n∈N
Gn (10-14)ìå êÜèå Gn áíïéê�ü, áëëÜ ç áðüäåéîç äåí åßíáé �üóï áðëÞ· åßíáé ìÜëéó�á åõ-êïëü�åñï íá áðïäåßîïõìå êá�' åõèåßáí �çí éäéü�ç�á P ãéá �çí ðïëý ìåãáëý�åñçïéêïãÝíåéá �ùí áíáëõ�éêþí óçìåéïóõíüëùí.10.14. Ïñéóìüò. Óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü 6.25, óõíÜñ�çóç f : X → Y áðüÝíáí �ïðïëïãéêü ÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï åßíáé óõíå÷Þò, áí ç áí�ßó�ñïöç åéêüíáf−1[G] êÜèå áíïéê�ïý óõíüëïõ ó�ï Y åßíáé áíïéê�ü óýíïëï ó�ï X. Ôï óçìåéï-óýíïëï25 A ⊆ N åßíáé áíáëõ�éêü (analyti
) Þ Suslin, áí åß�å A = ∅ Þ �ï Aåßíáé åéêüíá �ïõ ÷þñïõ Baire áðü ìéá óõíå÷Þ óõíÜñ�çóç, óõìâïëéêÜ:

A =ïñ {A ⊆ N | A = ∅ ∨ (∃ óõíå÷Þò f : N → N )[A = f [N ]]}:Ç óõíÝ÷åéá ó�ï N åðéäÝ÷å�áé Ýíáí áðëü, óõíäõáó�éêü ÷áñáê�çñéóìü ðïõ åßíáé�ï êëåéäß �ùí åöáñìïãþí �çò.
24Ç êëáóéêÞ ïñïëïãßá ãéá �á óçìåéïóýíïëá åßíáé êÜðùò Üó÷å�ç, áëëÜ �üóï êáëÜ åäñáéù-ìÝíç ðïõ äåí ìðïñåß êáíåßò íá �çí áðïöýãåé. Óå êÜèå �ïðïëïãéêü ÷þñï, �á êëåéó�Ü óýíïëáêáëïýí�áé F-óýíïëá, áðü �ï ãáëëéêü ferm�et· �á áíïéê�Ü êáëïýí�áé G-óýíïëá, áðü �ï ãåñ-ìáíéêü Gebiete (óçìáßíåé ðåñéï÷Þ)· êáé áðáñéèìç�Ýò åíþóåéò Γ-óõíüëùí åßíáé Γ�-óýíïëá åíþáðáñéèìç�Ýò �ïìÝò Γ-óõíüëùí åßíáé ΓÆ-óýíïëá, áðü �á ãåñìáíéêÜ Summe êáé Dur
hs
hnit ãéáÝíùóç êáé �ïìÞ. Äåí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõ�Þ �çí ïñïëïãßá, åê�üò áðü ìåñéêÝò áíáöïñÝòóå F� êáé GÆ óçìåéïóýíïëá.
25�åñéïñéæüìáó�å ó�ï ÷þñï Baire, åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí ðïëëïß ïñéóìïß £áíáëõ�éêþí óõíüëùí¤ðïõ äåí åßíáé éóïäýíáìïé óå ãåíéêïýò �ïðïëïãéêïýò ÷þñïõò, áí êáé óõìðßð�ïõí ó�ï N .
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158 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá10.15. Èåþñçìá. Ç óõíÜñ�çóç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíïí áíõðÜñ÷åé ìïíï�ïíéêÞ óõíÜñ�çóç � : N∗ → N∗ ó�éò ëÝîåéò, �Ý�ïéá þó�åf(x) = sup {�(u) | u ⊑ x} (x ∈ N )
= limn �(x(n)): (10-15)Èá ëÝìå ü�é ç � : N∗ → N∗ õðïëïãßæåé �ç óõíÜñ�çóç f áí åßíáé ìïíï�ïíéêÞêáé éêáíïðïéåß �çí (10-15).Áðüäåéîç. Áí ç f éêáíïðïéåß �çí (10-15), �ü�åf(x) ∈ Nv ⇐⇒ (∃u ⊑ x)[v ⊑ �(u)];êáé óõíåðþò êÜèå áí�ßó�ñïöç åéêüíá ãåé�ïíéÜòf−1[Nv ] =

⋃{Nu | v ⊑ �(u)}åßíáé Ýíùóç ãåé�ïíéþí, ðïõ óçìáßíåé ü�é ç f åßíáé óõíå÷Þò.�éá �ï äõóêïëü�åñï áí�ßó�ñïöï, õðïèÝ�ïõìå ü�é ç f åßíáé óõíå÷Þò êáé èÝ�ïõìåS(u) =ïñ {v ∈ N∗ | f [Nu] ⊆ Nv} (u ∈ N∗):ÊÜèå S(u) 6= ∅, áöïý ç ñßæá ∅ ∈ S(u), v ⊑ v′ ∈ S(u)=⇒ v ∈ S(u), êáév; v′ ∈ S(u)=⇒ f [Nu] ⊆ Nv ∩Nv′ =⇒ [v ⊑ v′ ∨ v′ ⊑ v];åðåéäÞ v | v′=⇒Nv ∩Nv′ = ∅. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷ïõí äýï ðåñéð�þóåéò:�åñßð�ùóç 1. ÕðÜñ÷åé êÜðïéï v ∈ S(u) �Ý�ïéï þó�å lh(v) = lh(u). ÈÝ�ïõìå�(u) =ïñ v = ç ìïíáäéêÞ ëÝîç ó�ï S(u) �Ý�ïéá þó�å lh(v) = lh(u):�åñßð�ùóç 2. Äåí õðÜñ÷åé v ∈ S(u) �Ý�ïéï þó�å lh(v) = lh(u). Ó' áõ�Þí�çí ðåñßð�ùóç èÝ�ïõìå �(u) =ïñ sup {v | v ∈ S(u)}:Ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çò � Ýðå�áé åýêïëá áðü �éò óõíåðáãùãÝòu1 ⊑ u2 =⇒ f [Nu1
] ⊇ f [Nu2

]=⇒S(u1) ⊆ S(u2);èåùñþí�áò �éò äéÜöïñåò ðåñéð�þóåéò ó�ïí ïñéóìü �ùí �(u1) êáé �(u2). �éá íáäåßîïõìå �çí (10-15), ðáñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é åðåéäÞ �(u) ∈ S(u),u ⊑ x ∈ N =⇒ f(x) ∈ N�(u) =⇒ �(u) ⊑ f(x):Áðü �ç óõíÝ÷åéá �çò f , áí v ⊑ f(x), �ü�å ãéá êÜðïéï u ⊑ x, f [Nu] ⊆ Nv, Üñáv ∈ S(u) êáé åß�å áìÝóùò v ⊑ �(u), áí ç �éìÞ �(u) ïñßæå�áé ìå �çí �åñßð�ùóç 2,Þ õðÜñ÷åé êÜðïéá åðÝê�áóç u′ �ïõ u, ìå lh(u′) = lh(v) êáé �Ý�ïéá þó�å v = �(u′),ó�çí Üëëç ðåñßð�ùóç. ⊣Ç (10-15) äßíåé Ýíáí õðïëïãéó�éêü ÷áñáê�çñéóìü �çò óõíÝ÷åéáò: ç óõíÜñ�çóç�(u) ó�éò ëÝîåéò ìáò äßíåé ïëïÝíá êáëý�åñåò ðñïóåããßóåéò �(u) ⊑ f(x) �çò �éìÞò�çò f , êáèþò �çí �ñïöïäï�ïýìå ìå äéáäï÷éêÜ áêñéâÝó�åñåò ðñïóåããßóåéò u ⊑ x�çò ìå�áâëç�Þò �çò. Ìå �éò Ýííïéåò �ïõ Êåöáëáßïõ 6, ìðïñïýìå íá äþóïõìåáõó�çñÞ êáé êïìøÞ äéá�ýðùóç áõ�Þò �çò éäÝáò.
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 15910.16. �üñéóìá. Ç óõíÜñ�çóç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíïí áíåßíáé ï ðåñéïñéóìüò ó�ï N êÜðïéáò ìïíï�ïíéêÞò, óõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò� : (N * N)→ (N * N)ó�ïí åðáãùãéêü ÷þñï (N * N). Óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 6.22, ç ìïíï�ïíéêÞáðåéêüíéóç � : (N * N)→ (N→ N) åßíáé óõíå÷Þò áí éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßá�(x)(i) = w ⇐⇒ (∃u ∈ N∗)[u ⊑ x&�(u)(i) = w]:×ñçóéìïðïéïýìå åäþ �ï ãåãïíüò ü�é ï N åßíáé õðïóýíïëï �ïõ (N * N), ðïõáðï�åëåß�áé áêñéâþò áðü üëá �á ìåãéó�éêÜ �ïõ óçìåßá· ç âáóéêÞ ðáñá�Þñçóçåßíáé ç äéÜóðáóç
(N * N) = N∗ ∪ N ; N∗ ∩ N = ∅: (10-16)Áðüäåéîç. Áí ç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò, õðïèÝ�ïõìå ü�é ç � �çí õðïëï-ãßæåé üðùò ó�ï Èåþñçìá, êáé èÝ�ïõìå (åðß ëÝîåé)� = � ∪ f;äçëáäÞ �(u) = �(u) ãéá u ∈ N∗ êáé �(x) = f(x) ãéá x ∈ N . Ç óõíÝ÷åéá �çò �åßíáé ðñïöáíÞò êáé �ï áí�ßó�ñïöï ðïëý åýêïëï. ⊣10.17. ¢óêçóç. Äåßîå �ï £åýêïëï áí�ßó�ñïöï¤, äçëáäÞ ü�é áí ç f : N → Nåßíáé ï ðåñéïñéóìüò ó�ïí N êÜðïéáò óõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò� : (N * N)→ (N * N);�ü�å ç f åßíáé óõíå÷Þò.Ôï �üñéóìá ìáò åðé�ñÝðåé íá áíáãíùñßæïõìå áìÝóùò �ç óõíÝ÷åéá óõãêåêñé-ìÝíùí óõíáñ�Þóåùí ó�ï ÷þñï Baire, ìå �ï ìÜ�é, ðáñá�çñþí�áò ü�é êÜèå øçößïf(x)(i) �çò �éìÞò f(x) ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ìå ÷ñÞóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò�éìþí �ïõ x. ¼ðùò êáé ó�ï ÊåöÜëáéï 6, ç áíáöïñÜ óå êÜðïéá £ðñïöáíþò óõ-íå÷Þ¤ óõíÜñ�çóç ÷ùñßò áðüäåéîç �çò óõíÝ÷åéáò õðáéíßóóå�áé åðßêëçóç áõ�ïý �ïõáðï�åëÝóìá�ïò.10.18. Ïñéóìüò. ¸íá óçìåéïóýíïëï K ⊆ N åßíáé óõìðáãÝò (
ompa
t) áíK = [T ] üðïõ T äÝí�ñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò ó�ï N. ¸ðå�áé ü�é êÜèåóõìðáãÝò óçìåéïóýíïëï åßíáé êëåéó�ü, êáé �ï C åßíáé óõìðáãÝò.Ìåñéêïß èá ðáñáîåíåõ�ïýí ì' áõ�üí �ïí ïñéóìü �çò óõìðáãßáò ãéá óçìåéïóý-íïëá, áöïý õðÜñ÷åé ãíùó�üò, êëáóéêüò ïñéóìüò óõìðáãßáò óå ãåíéêïýò �ïðï-ëïãéêïýò ÷þñïò, óýìöùíá ìå �ïí ïðïßï �ï 10.18 åßíáé èåþñçìá. ×ùñßò ó÷üëéïêÜíáìå �ï ßäéï êáé ìå �çí £�åëåéü�ç�á¤, ðïõ êé áõ�Þ åßíáé ãåíéêÞ, �ïðïëïãéêÞÝííïéá. Åäþ åíäéáöåñüìáó�å ó�éò óõíäõáó�éêÝò éäéü�ç�åò áõ�þí �ùí óçìåéïóõ-íüëùí ðïõ åßíáé åéäéêÝò ãéá �ï ÷þñï Baire, êáé èá áöÞóïõìå �ïõò �ïðïëïãéêïýò÷áñáê�çñéóìïýò �ïõò ãéá ðñïâëÞìá�á, x10.17 êáé x10.21.10.19. �ñü�áóç. (1) Ç åéêüíá f [K] óõìðáãïýò óçìåéïóõíüëïõ K áðü óõíå÷ÞóõíÜñ�çóç f : N → N åßíáé óõìðáãÞò.(2) Ç åéêüíá f [K] óõìðáãïýò êáé �Ýëåéïõ óçìåéïóõíüëïõ K áðü óõíå÷Þ ìï-íïìïñöéóìü f : N ֌ N åßíáé óõìðáãÞò êáé �Ýëåéá.
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160 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. (1) ¸ó�ù K = [T ] üðïõ �ï T åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçòêáé ç � õðïëïãßæåé �çí f óýìöùíá ìå �çí (10-15), êáé Ýó�ùS = T f [K] = {v | (∃x ∈ K)[v ⊑ f(x)]}�ï äÝí�ñï üëùí �ùí áñ÷éêþí �ìçìÜ�ùí �çò åéêüíáò f [K]. Áñêåß íá äåßîïõìåü�é �ï S åßíáé äÝí�ñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò êáé f [K] = [S].¸ó�ù v ∈ S. ÈÝ�ïõìåB =ïñ {u ∈ T | v ⊑ �(u) ∨ v | �(u)};êáé õðïèÝ�ïõìå ü�é x ∈ [T ]. Áí v | f(x), �ü�å õðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüò n, �Ý�ïéïòþó�å v | �(x(n)), Üñá x(n) ∈ B· êáé áí v ⊑ f(x), �ü�å ãéá êÜðïéï n, v ⊑ �(x(n)),ïðü�å ðÜëé x(n) ∈ B. ¢ñá �ï B åßíáé öñÜ÷�çò �ïõ T , êáé áðü �ï ÈåþñçìáÂåí�Üëéáò 9.9 ðñÝðåé íá Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëïB0 = {u0; : : : ; un} ⊆ Bðïõ åðßóçò åßíáé öñÜ÷�çò. �ñïêýð�åé ü�é ãéá êÜèå x ∈ K �Ý�ïéï þó�å v ⊑ f(x),õðÜñ÷åé êÜðïéï ui ðïõ éêáíïðïéåß �çí v ⊑ �(ui) ⊑ f(x), êáé åðïìÝíùò êÜèåðáéäß �ïõ v ó�ï S åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá åíüò áðü �á �(ui), êáé ï áñéèìüò �ïõòåßíáé ðåðåñáóìÝíïò.�ñïöáíþò, f [K] ⊆ [S]. �éá íá äåßîïõìå ü�é [S] ⊆ f [K], äå÷üìáó�å (ðñïòáðáãùãÞ óå Ü�ïðï) ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéï y ∈ [S] \ f [K] êáé èÝ�ïõìåB =ïñ {u ∈ T | �(u) | y}:Ôþñá �ï B åßíáé öñÜ÷�çò �ïõ T , åðåéäÞ ï ìüíïò �ñüðïò ãéá íá åßíáé �ï �(x(n))óõìâá�ü ìå �ï y ãéá êÜèå n åßíáé íá éó÷ýåé ç f(x) = y. Áðü �ï ÈåþñçìáÂåí�Üëéáò, õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëïB0 = {u0; : : : ; un} ⊆ Bðïõ åðßóçò åßíáé öñÜ÷�çò �ïõ T . ÈÝ�ïõìåk = max{lh(�(ui)) | i ≤ n}+ 1;êáé åðéëÝãïõìå êÜðïéï x ∈ [T ] �Ý�ïéï þó�å y(k) ⊆ f(x), ðïõ ðñÝðåé íá õðÜñ÷åéåðåéäÞ y ∈ [S], Ý�óé ðïõ �ï y åðéäÝ÷å�áé ïóïäÞðï�å áêñéâåßò ðñïóåããßóåéò áðüìÝëç �çò åéêüíáò �çò f . Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ui ⊑ x ãéá êÜðïéï i, åðåéäÞ �ïB0 åßíáé öñÜ÷�çò· Üñá �(ui) ⊑ f(x) åðåéäÞ ç � õðïëïãßæåé �çí f · Üñá �á �(ui)êáé y(k) åßíáé áñ÷éêÜ �ìÞìá�á �ïõ f(x), êáé åðïìÝíùò óõìâá�Ü· êáé åðåéäÞ ïêüìâïò �(ui) Ý÷åé ìéêñü�åñï ìÞêïò �ïõ y(k), ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç �(ui) ⊑ y, ðïõ�åëéêÜ áí�é�ßèå�áé ó�ïí ïñéóìü �ïõ B.(2) Ìå �ïí ßäéï óõìâïëéóìü �ïõ (1) êáé �çí åðéðñüóèå�ç õðüèåóç, Ýó�ù v ∈ S,Ý�óé ðïõ ãéá êÜðïéï u ∈ T , v ⊑ �(u). Áöïý �ï T åßíáé äéáóðþìåíï, õðÜñ÷ïõíäéáöïñå�éêÜ óçìåßá x1; x2 ∈ K ∩ Nu;êáé áöïý ç � õðïëïãßæåé �çí f ,�(u) ⊑ f(x1); �(u) ⊑ f(x2): (10-17)
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 161ÁëëÜ f(x1) 6= f(x2), åðåéäÞ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Üñá õðÜñ÷ïõí áóõìâßâá-ó�á v1 ⊑ f(x1) êáé v2 ⊑ f(x2) ðïõ åðåê�åßíïõí �ï �(u) áðü �çí (10-17), êáéáõ�Ü äéáóðïýí �çí �(u), Üñá êáé �ï ìéêñü�åñï v ⊑ �(u) ó�ï S. ⊣10.20. Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Óõíüëïõ (Perfe
t Set Theorem, Suslin, 1916).ÊÜèå áíáðáñßèìç�ï áíáëõ�éêü óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï.Áðüäåéîç. ¸ó�ù A = f [N∗] áíáðáñßèìç�ï óýíïëï, äÝîïõ ü�é ç � õðïëïãßæåé�çí f , êáé èÝóå T =ïñ {u ∈ N∗ | |f [Nu]| >
 ℵ0}: (10-18)�ñïöáíþò �ï T åßíáé ìç êåíü äÝí�ñï.ËÞììá. Ôï äÝí�ñï T åßíáé � -äéáóðþìåíï, äçëáäÞ ãéá êÜèå u ∈ T , õðÜñ÷ïõíu1; u2 ∈ T �Ý�ïéá þó�åu ⊑ u1; u ⊑ u2; �(u1) | �(u2):Áðüäåéîç. �éá êÜèå u ∈ T êáé êÜèå ó�áèåñü x ∈ Nu,f [Nu] = {f(x)} ∪ ⋃ {f [Nu′ ] | �(u′) | f(x)} (10-19)åðåéäÞ f(y) 6= f(x)=⇒ �(u′) ⊑ f(y) ãéá êÜðïéï u′ �Ý�ïéï þó�å ç �(u′) íá åßíáéáóýìâá�ç ìå �ï f(x). Áí �ï ËÞììá äåí áëçèåýåé ãéá �ï u, �ü�åu ⊑ u′ ∈ T =⇒ �(u′) ⊑ f(x)·Ý�óé ðïõ êÜèå åéêüíá f [Nu′ ] ìå �(u′) | f(x) ó�çí (10-19) áíáöÝñå�áé óå êÜðïéïu′ =∈ T êáé åßíáé áðáñéèìç�Þ, êáé õðÜñ÷ïõí ìïíÜ÷á áðáñéèìç�Ýò �ï ðëÞèïò åðé-ëïãÝò ãéá �ï u′. ¢ñá ç åéêüíá f [Nu] åßíáé Ýíùóç åíüò ìïíïóõíüëïõ êáé ìéáòáðáñéèìç�Þò ïéêïãÝíåéáò áðáñéèìç�þí óõíüëùí, êáé åðïìÝíùò åßíáé áðáñéèìç�Þ,åíÜí�éá ó�çí õðüèåóç. ⊣ (ËÞììá)¼ðùò ó�ï 10.10, åðéëÝãïõìå �þñá óõíáñ�Þóåéòl : T → T; r : T → Tðïõ öáíåñþíïõí ü�é �ï T åßíáé � -äéáóðþìåíï, äçëáäÞ ãéá êÜèå u ∈ T ,u ⊑ l(u); u ⊑ r(u); �(l(u)) | �(r(u));êáé ïñßæïõìå ìå åðßêëçóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò ãéá ËÝîåéò 5.33 ìéá óõ-íÜñ�çóç � : {0; 1}∗ * Táðü �ï äÝí�ñï �ùí äõáäéêþí ëÝîåùí ó�ï T ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò�(∅) = ∅; �(u ?〈0〉) = l(�(u)); �(u ?〈1〉) = r(�(u));êáé áõ�Þ ç � åßíáé (áðáñáß�ç�á) ìïíï�ïíéêÞ. Ç êñßóéìç éäéü�ç�Ü �çò åßíáé ü�éáí�éó�ïé÷ßæåé áóõìâßâáó�åò äõáäéêÝò ëÝîåéò óå � -áóõìâßâáó�åò ëÝîåéò,u | v=⇒ �(�(u)) | �(�(v)); (10-20)êÜ�é ðïõ åðáëçèåýå�áé áêñéâþò üðùò åðáëçèåý�çêå ç (10-11) ó�çí áðüäåéîç �ïõ10.10. Åðßóçò, ç � õðïëïãßæåé ìéá óõíå÷Þ g : C → N ,g(x) = sup {�(u) | u ⊑ x};
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162 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáêáé ðñïöáíþò g[C] ⊆ [T ]: (10-21)Èåùñïýìå �þñá �ç óýíèåóç h = fg �çò äïóìÝíçò f êáé áõ�Þò �çò g, ðïõ õðï-ëïãßæå�áé áðü �ç óýíèåóç �ùí � êáé �:h(x) = sup {�(�(u)) | u ⊑ x}:Ç h åßíáé óõíå÷Þò ìïíïìïñöéóìüò áðü �ï (10-20), Üñá ç åéêüíá �çò h[C] = fg[C]åßíáé óõìðáãÞò êáé �Ýëåéá áðü �ï 10.19, êáé åßíáé õðïóýíïëï �ïõ f [T ] ⊆ A áðü�ç (10-21). ⊣Ôï áðï�Ýëåóìá äåí óçìáßíåé �ßðï�á âÝâáéá, ìÝ÷ñéò ü�ïõ äåßîïõìå ü�é õðÜñ÷ïõíðÜìðïëëá áíáëõ�éêÜ óýíïëá.10.21. ËÞììá. ÊÜèå êëåéó�ü óçìåéïóýíïëï åßíáé áíáëõ�éêü.Áðüäåéîç. ¸ó�ù T = TF üðùò ó�ï (10-8) ãéá �ï äïóìÝíï êëåéó�ü óýíïëïF 6= ∅, Ý�óé þó�å ðÝñá áðü �ï F = [T ] ãíùñßæïõìå åðßóçò ü�é êÜèå ëÝîç ó�ï TÝ÷åé åðÝê�áóç, äåí õðÜñ÷ïõí �åñìá�éêïß êüìâïé. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ïñßóïõìåìéá óõíÜñ�çóç l : T → T �Ý�ïéá þó�åu ∈ T =⇒u ⊑ l(u) & lh(l(u)) = lh(u) + 1:¸ó�ù rtail(u) =ïñ u↾[0; lh(u)− 1) (lh(u) > 0) (10-22)ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ áöáéñåß áðü êÜèå ìç êåíÞ ëÝîç �ï �åëåõ�áßï �çò øçößï.Áðü �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ãéá ËÝîåéò 5.33, õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç � : N∗ * T�Ý�ïéá þó�å �(u) =

{ u; áí u ∈ T;l(�(rtail(u))); áí u =∈ T;ðïõ åßíáé (åýêïëá) ðñïâïëÞ �ïõ N∗ åðß �ïõ T , äçëáäÞ åßíáé ïëéêÞ, óÝâå�áé �á ìÞêçêáé óõìöùíåß ìå �çí �áõ�ï�éêÞ ó�ï T . Áð' áõ�Ü ðñïêýð�åé ü�é ç � õðïëïãßæåéêÜðïéá óõíÜñ�çóç f : N →→ [T ]. ⊣10.22. ËÞììá. ÊÜèå óõíå÷Þò åéêüíá áíáëõ�éêïý óçìåéïóõíüëïõ åßíáé áíáëõ-�éêÞ.Áðüäåéîç. Áí A = f [B] êáé B = g[N ], �ü�å A = fg[N ], êáé ç óýíèåóç fgåßíáé óõíå÷Þò. ⊣10.23. ËÞììá. Áí f; g : N → N åßíáé óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò, �ü�å �ï óýíïëïE = {x | f(x) = g(x)}�ùí óçìåßùí ó�á ïðïßá óõìöùíïýí åßíáé êëåéó�ü.Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ äéáöïñå�éêÜ óçìåßá Ý÷ïõí áóõìâßâáó�åò ðñïóåããßóåéò,x =∈ E ⇐⇒ f(x) 6= g(x)
⇐⇒ (∃u; v)[f(x) ∈ Nu & g(x) ∈ Nv & u | v];
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 163ðïõ óçìáßíåé ü�é 
E =
⋃ {f−1[Nu] ∩ g−1[Nv ] | u | v};Ý�óé þó�å �ï 
E åßíáé Ýíùóç áíïéê�þí óõíüëùí êáé åðïìÝíùò áíïéê�ü. ⊣10.24. Èåþñçìá. Áðáñéèìç�Ýò åíþóåéò êáé áðáñéèìç�Ýò �ïìÝò áíáëõ�éêþí óç-ìåéïóõíüëùí åßíáé åðßóçò áíáëõ�éêÝò.Áðüäåéîç. ¸ó�ù An = fn[N ] ìå êÜèå fn óõíå÷Þ, êáé üñéóå ðñþ�á �çíf : N → N ìå �ïí �ýðï f(z) = fz(0)(tail(z));üðïõ tail(z) =ïñ (i 7→ z(i+ 1)) = (z(1); z(2); : : : )åßíáé ç óõíÜñ�çóç ðïõ áðïêåöáëßæåé óçìåßá. �ñïöáíþò ç f åßíáé óõíå÷Þò: åðåéäÞêÜèå f(z)(i) ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò �éìþí �ïõ z, èÝ�ï-í�áò ðñþ�á n = z(0) êáé ìå�Ü ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï �éìþí�ïõ tail(z) ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò fn(tail(z)). Åðßóçò:y ∈ ⋃ nfn[N ] ⇐⇒ (∃n ∈ N; x ∈ N )[y = fn(x)]
⇐⇒ (∃z ∈ N )[y = fz(0)(tail(z))]ìå z(0) = n; tail(z) = x
⇐⇒ (∃z ∈ N )[y = f(z)];Üñá ⋃ nAn = f [N ] êáé ç Ýíùóç �ùí An åßíáé áíáëõ�éêü óýíïëï.Ôï ïõóéáó�éêü ó�ïé÷åßï áõ�ïý �ïõ õðïëïãéóìïý Þ�áí ü�é ç áðåéêüíéóçz 7→ (z(0); tail(z))åßíáé åðéìïñöéóìüò �ïõ N ó�ï N × N|ðñÜãìá�é áí�éó�ïé÷ßá| ìå óõíå÷åßòóõí�å�áãìÝíåò. �éá íá äåßîïõìå ü�é ç �ïìÞ ⋂ nAn åßíáé áíáëõ�éêÞ, ÷ñåéáæüìáó�åÝíáí áíÜëïãï åðéìïñöéóìü � : N →→ (N→ N )�ïõ N åðß �ïõ óõíüëïõ �ùí Üðåéñùí áêïëïõèéþí áðü óçìåßá. �éá �çí êá�áóêåõÞìéáò �Ý�ïéáò �, ðñïóäéïñßæïõìå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç áí�éó�ïé÷ßá � : N×N֌→ Nêáé èÝ�ïõìå �n(z) = (i 7→ z(�(n; i))): (10-23)ÊÜèå �n : N → N åßíáé ðñïöáíþò óõíå÷Þò, êáé ãéá êÜèå Üðåéñç áêïëïõèßá

{xn}n∈N óçìåßùí ìðïñïýìå íá âñïýìå êÜðïéï z �Ý�ïéï þó�åz(�(n; i)) = xn(i) (n; i ∈ N)·áð' áõ�ü óõíÜãå�áé ü�é �n(z) = xn (n ∈ N)·ìå Üëëá ëüãéá, ç áí�éó�ïé÷ßá �(z) = (n 7→ �n(z))
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164 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáåßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü �ï ACN �þñá,y ∈ ⋂ nAn ⇐⇒ (∀n)(∃x)[y = fn(x)]
⇐⇒ (∃{xn}n∈N)(∀n)[y = fn(xn)]
⇐⇒ (∃z ∈ N )(∀n)[y = fn(�n(z))]
⇐⇒ (∃z ∈ N )[(∀n)[fn(�n(z)) = f0(�0(z))]

& y = f0(�0(z))]: (10-24)
�éá êÜèå n, �ï óýíïëïBn = {z ∈ N | fn(�n(z)) = f0(�0(z))}åßíáé êëåéó�ü áðü �ï 10.23, Üñá ç �ïìÞB =

⋂ nBnåßíáé åðßóçò êëåéó�Þ. ÁëëÜ áðü �çí (10-24),
⋂ nAn = f0�0[B];ðïõ óçìáßíåé ü�é ç �ïìÞ �ùí An åßíáé áíáëõ�éêÞ. ⊣10.25. Ïñéóìüò. Ç ïéêïãÝíåéá B(X) �ùí óõíüëùí Borel �ïðïëïãéêïý ÷þñïõX åßíáé ç åëÜ÷éó�ç ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí �ïõ X ðïõ ðåñéÝ÷åé �á áíïéê�Ü óý-íïëá êáé åßíáé �-ðåäßï, äçëáäÞ åßíáé êëåéó�Þ ãéá áðáñéèìç�Ýò åíþóåéò êáé �çíðñÜîç �ïõ óõìðëçñþìá�ïò:

(∀n)[An ∈ B(X)] =⇒ ⋃ nAn ∈ B(X);A ∈ B(X) =⇒ 
A ∈ B(X):Êõñßùò åíäéáöåñüìáó�å ãéá �ï ÷þñï Baire âÝâáéá,
B =ïñ B(N ) = ç ïéêïãÝíåéá �ùí Borel óçìåéïóõíüëùí:10.26. ¢óêçóç. Äåßîå ü�é ï ïñéóìüò Ý÷åé íüçìá, äçëáäÞ ç �ïìÞ

B(X) =
⋂ {E | G ⊆ E

& (∀{An}n ⊆ E)[⋃ nAn ∈ E ]
& (∀A ∈ E)[
A ∈ E ]}åßíáé �-ðåäßï ðïõ ðåñéÝ÷åé �á áíïéê�Ü, êáé åðïìÝíùò �ï åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï �-ðåäßï.10.27. ¢óêçóç. Áí {An} áêïëïõèßá áðü óýíïëá Borel, �ü�å ç �ïìÞ ⋂ nAnåßíáé åðßóçò Borel.10.28. �üñéóìá. ÊÜèå Borel óçìåéïóýíïëï åßíáé áíáëõ�éêü (Suslin) êáé åðï-ìÝíùò Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P (Alexandro�, Hausdor�).Áðüäåéîç. ¸ó�ù CA = {A ⊆ N | 
A ∈ A} (10-25)ç ïéêïãÝíåéá �ùí áíáëõ�éêþí óõìðëçñùìÜ�ùí. Ç ïéêïãÝíåéá A ∩ CA �ùíóçìåéïóõíüëùí ðïõ åßíáé áíáëõ�éêÜ êáé ðïõ Ý÷ïõí áíáëõ�éêü óõìðëÞñùìá åßíáé
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 165
A BC

ÄéÜãñáììá 10.2. Ôï C äéá÷ùñßæåé �ï A áðü �ï B.�-ðåäßï, áöïý åî ïñéóìïý åßíáé êëåéó�Þ ãéá �ïí �åëåó�Þ �ïõ óõìðëçñþìá�ïò,êáé áí êÜèå An ∈ A ∩ CA, �ü�å �ï ⋃ nAn êáé åðßóçò �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ
(⋃ nAn) =
⋂ n
Anåßíáé áíáëõ�éêÜ áðü �ï èåþñçìá. Åðßóçò, êÜèå áíïéê�ü óýíïëïG =

⋃ n{Nu | Nu ⊆ G}åßíáé áðáñéèìç�Þ Ýíùóç ãåé�ïíéþí, åðïìÝíùò áíáëõ�éêü, áëëÜ êáé ìå áíáëõ�éêüóõìðëÞñùìá áðü �ï 10.21. ÓõíåðÜãå�áé ü�é ç A∩CA åßíáé �-ðåäßï ðïõ ðåñéÝ÷åéüëá �á áíïéê�Ü óçìåéïóýíïëá, êáé åðïìÝíùò ðåñéÝ÷åé üëá �á óýíïëá Borel. ⊣Ó�á åðüìåíá äýï èåùñÞìá�á äéáóáöçíßæïõìå �ç ó÷Ýóç áíÜìåóá ó�á áíáëõ�éêÜêáé ó�á Borel óçìåéïóýíïëá.Ôï óçìåéïóýíïëï C ⊆ N äéá÷ùñßæåé �ï óçìåéïóýíïëï A áðü �ï óçìåéïóýíïëïB, áí A ⊆ C; C ∩B = ∅:�ñüóåîå ü�é áí �ï C äéá÷ùñßæåé �ï A áðü �ï B, �ü�å A ∩B = ∅.10.29. ËÞììá. (1) ¸ó�ù {Ai} êáé {Bj} äýï áêïëïõèßåò óçìåéïóõíüëùí êáéãéá üëá �á i êáé j, �ï Cij äéá÷ùñßæåé �ï Ai áðü �ï Bj. Ôü�å �ï óýíïëïC =
⋃ i⋂ jCij äéá÷ùñßæåé �ï ⋃ iAi áðü �ï ⋃ jBj, äçëáäÞ

⋃ iAi ⊆ ⋃ i⋂ jCij ; (
⋃ i⋂ jCij) ∩⋃ jBj = ∅: (10-26)(2) Áí �á {Ai} êáé {Bj} åßíáé äýï áêïëïõèßåò óçìåéïóõíüëùí êáé äåí õðÜñ÷åéóýíïëï Borel ðïõ íá äéá÷ùñßæåé �ï A =
⋃ iAi áðü �ï B =

⋃ jBj, �ü�å õðÜñ÷ïõíäýï áñéèìïß i0 êáé j0 þó�å êáíÝíá óýíïëï Borel íá ìç äéá÷ùñßæåé �ï Ai0 áðü�ï Bj0 .Áðüäåéîç. (1) Ó�áèåñïðïéïýìå êÜðïéï i· �þñá ãéá üëá �á j, áðü �çí õðü-èåóç, Ai ⊆ Cij , êáé Ý�óé Ai ⊆ ⋂ jCij :�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



166 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�áßñíïí�áò åíþóåéò êáé ó�éò äýï ìåñéÝò, Ý÷ïõìåA =
⋃ iAi ⊆ ⋃ i⋂ jCij ;ðïõ åßíáé êáé ç ðñþ�ç ó÷Ýóç ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å. �éá �ç äÝõ�åñç, ðáñá�çñïýìåü�é ç õðüèåóç Bj ∩ Cij = ∅, ïõóéáó�éêÜ óçìáßíåé ü�éBj ⊆ 
Cij (
Cij = N \ Cij)·êáé Ý�óé, ó�áèåñïðïéþí�áò �ï i êáé ðáßñíïí�áò ðÜëé åíþóåéò, Ý÷ïõìåB =
⋃ jBj ⊆ ⋃ jCij ;�ï ïðïßï ìå �ç óåéñÜ �ïõ, áöïý �ï i Þ�áí �õ÷áßï, óõíåðÜãå�áé ü�éB ⊆ ⋂ i⋃ j
Cij :Ôþñá áðü �ï �ñüâëçìá x1.3 (De Morgan's laws) Ý÷ïõìå

⋂ i⋃ j
Cij = 
(⋃ i⋂ jCij);êáé �åëéêÜ B ∩ (
⋃ i⋂ jCij) = ∅, áõ�ü ðïõ èÝëáìå.(2) Ìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýõêïëá: äéü�é áí õðÞñ÷å êÜðïéï óýíïëï Borel Cijðïõ íá äéá÷þñéæå �ï Ai áðü �ï Bj , �ü�å �ï ⋃ i⋂ jCij èá äéá÷þñéæå �ï A áðü �ïB|üìùò åßíáé óýíïëï Borel. ⊣10.30. Ôï Èåþñçìá Äéá÷ùñéóìïý (The Seperation Theorem, Lusin) Áí �áA;B ⊆ N åßíáé áíáëõ�éêÜ óçìåéïóýíïëá êáé A∩B = ∅, �ü�å õðÜñ÷åé Ýíá Borelóçìåéïóýíïëï C ðïõ äéá÷ùñßæåé �ï A áðü �ï B.Áðüäåéîç. ÈÝ�ïõìå A = f [N ] êáé B = g[N ], üðïõ ïé f êáé g åßíáé óõíå÷åßòóõíáñ�Þóåéò ïé ïðïßåò áðü �ï Èåþñçìá 10.15 õðïëïãßæïí�áé áðü äïóìÝíåò,ìïíï�ïíéêÝò óõíáñ�Þóåéò ëÝîåùí �; � : N∗ → N∗,f(x) = limn �(x(n)); g(y) = limn �(y(n)):�éá üëåò �éò ëÝîåéò u êáé v, èÝ�ïõìåAu = f [Nu] = {f(x) | u ⊑ x}; Bv = g[Nv ] = {g(y) | v ⊑ y};êáé �þñá, �ï ü�é ç � õðïëïãßæåé �çí f êáé ç � �çí g, óçìáßíåé ü�éAu ⊆ N�(u); Bv ⊆ N�(v): (10-27)Åðßóçò Ý÷ïõìå A∅ = A, B∅ = B, êáé, åýêïëá, ãéá üëá �á u, v,Au =

⋃ iAu?〈i〉; Bv =
⋃ jBv ?〈j〉: (10-28)ÕðïèÝ�ïõìå ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï ü�é äåí õðÜñ÷åé óýíïëï Borel ðïõ íáäéá÷ùñßæåé �ï A áðü �ï B, êáé åöáñìüæïõìå åðáíåéëçììÝíá �ï ËÞììá 10.29,÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç (10-28): áöïý äåí õðÜñ÷åé óýíïëï Borel ðïõ íá äéá÷ùñß-æåé �ï A = A∅ áðü �ï B = B∅, õðÜñ÷ïõí áñéèìïß i0, j0 �Ý�ïéïé ðïõ êáíÝíáóýíïëï Borel äåí äéá÷ùñßæåé �ï A〈i0〉 áðü �ï B〈j0〉· Üñá ëïéðüí, õðÜñ÷ïõí i1,
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 167j1 �Ý�ïéïé ðïõ êáíÝíá óýíïëï Borel äåí äéá÷ùñßæåé �ï A〈i0;i1〉 áðü �ï B〈j0;j1〉·ê.ï.ê. Áõó�çñÜ, ÷ùñßò £ê.ï.ê.¤, ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ äýï áêïëïõèßåò áñéèìþíx = (i0; i1; : : : ); y = (j0; j1; : : : ) ∈ N�Ý�ïéïõò ðïõ ãéá üëá �á n, êáíÝíá óýíïëï Borel äå äéá÷ùñßæåé �ï Ax(n) áðü �ïBy(n). Áõ�ü óçìáßíåé ü�é,ãéá êÜèå n;N�(x(n)) ∩N�(y(n)) 6= ∅; (10-29)áöïý äéáöïñå�éêÜ �ïN�(x(n)) èá äéá÷þñéæå �ïAx(n) áðü �ïBy(n), áðü �ç (10-27)·êáé, �åëéêÜ, ç (10-29) ìáò äßíåé Üìåóá ü�éf(x) = g(y) ∈ ⋂ n(

N�(x(n)) ∩ N�(y(n))

);åíÜí�éá ó�çí õðüèåóç, ü�é A ∩B = ∅. ⊣10.31. Ôï Èåþñçìá �ïõ Suslin. Ôï óçìåéïóýíïëï A ⊆ N åßíáé Borel áí êáéìüíïí áí êáé �ï A êáé �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ 
A åßíáé áíáëõ�éêÜ.Áðüäåéîç ãéá �ç ìç �å�ñéììÝíç êá�åýèõíóç Ý÷ïõìå Üìåóá, áñêåß íá åöáñ-ìüóïõìå �ï Èåþñçìá Äéá÷ùñéóìïý ó�á A êáé 
A. ⊣Ï Suslin åéóÞãáãå �á áíáëõ�éêÜ óçìåéïóýíïëá �ï 1917 êáé áðÝäåéîå ðëçèþñáèåùñçìÜ�ùí ãé' áõ�Ü, áíÜìåóÜ �ïõò �ï Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20, �ïäéÜóçìï ÷áñáê�çñéóìüò �ïõ 10.31, êáé �ï ü�é õðÜñ÷ïõí áíáëõ�éêÜ óçìåéïóýíïëáðïõ äåí åßíáé Borel, êÜ�é ðïõ äå èá áðïäåßîïõìå åäþ.26 Ôá óýíïëá Borel åß÷áíåéóá÷èåß ðåñéóóü�åñï áðü äÝêá ÷ñüíéá ðñéí áðü �ïí Borel êáé �ïí Lebesgue êáéÞ�áí ç êñßóéìç Ýííïéá ó�çí áíÜð�õîç �çò èåùñßáò �ïõ ïëïêëçñþìá�ïò Lebesgue,ìéá áðü �éò ÷áñáê�çñéó�éêÝò åðé�õ÷ßåò �çò ÁíÜëõóçò �ïõ 19ïõ áéþíá. Ó�ç èåù-ñßá ïëïêëÞñùóçò êÜèå £åíäéáöÝñïí¤ óçìåéïóýíïëï åßíáé ó÷åäüí ßóï ìå êÜðïéïóýíïëï Borel, ì' Ýíáí áõó�çñü ïñéóìü �ïõ £ó÷åäüí ßóïõ¤ ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íáìåëå�Þóïõìå �ç èåùñßá (êáé �éò ðéï óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò �çò, üðùò �ç Èåù-ñßá �éèáíï�Þ�ùí) óáí üëá �á óçìåéïóýíïëá íá Þ�áí Borel. �é' áõ�ü �ï ëüãïåßíáé óçìáí�éêÞ ç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ �ñïâëÞìá�ïò �ïõ Óõíå÷ïýò ãéá �á óý-íïëá Borel, ðïõ áðïäåß÷�çêå �áõ�ü÷ñïíá êáé áíåîÜñ�ç�á áðü �ïõò Alexandro�êáé Haussdor� �ï 1916, ëßãï ðñéí áðïäåßîåé ï Suslin �ï ãåíéêü�åñï ÈåþñçìáÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20.Ç ïéêïãÝíåéá �ùí áíáëõ�éêþí óçìåéïóõíüëùí áðï�åëåß ðïëý ìéêñü ìÝñïò �ïõäõíáìïóõíüëïõ �ïõ N , �ñüâëçìá x10.9. Èá ìðïñïýóå üìùò íá åëðßóåé êáíåßòü�é ç ìÝèïäïò ðïõ ëýíåé �ï �ñüâëçìá �ïõ Óõíå÷ïýò ãé' áõ�Ü ìðïñåß íá ãåíéêåõ�åßêáé íá ïäçãÞóåé óå áðüäåéîç �çò Õðüèåóçò �ïõ Óõíå÷ïýò, áëëÜ áõ�ü äåí åßíáéåöéê�ü.
26Ç ìåëÝ�ç �ùí áíáëõ�éêþí êáé �ùí Borel óçìåéïóõíüëùí åßíáé ç êáñäéÜ �çò �åñéãñáöéêÞòÈåùñßáò Óõíüëùí, åíüò áðü �ïõò ùñáéü�åñïõò êëÜäïõò �ïõ èÝìá�üò ìáò ðïõ (äõó�õ÷þò) äåíìðïñïýìå íá êáëýøïõìå ðéï åê�å�áìÝíá ó' áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéò.
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168 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá10.32. Èåþñçìá. (AC) ÕðÜñ÷åé óçìåéïóýíïëï A ⊂ N ðïõ åßíáé áíáðáñßè-ìç�ï áëëÜ äåí ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï.Áðüäåéîç. Ôï êëåéäß åßíáé ü�é õðÜñ÷ïõí áêñéâþò �üóá ìç êåíÜ, �Ýëåéá óç-ìåéïóýíïëá üóá êáé óçìåßá �ïõ N :ËÞììá 1. Áí P = {P ⊆ N | P 6= ∅; P �Ýëåéï}, �ü�å |P| =
 c.Áðüäåéîç. �éá êÜèå y ∈ N , �ï óçìåéïóýíïëïAy = {x | (∀n)[y(n) ≤ x(n)}åßíáé åýêïëá �Ýëåéï, êáé åîßóïõ åýêïëá, y 6= z=⇒Ay 6= Az, Üñá c =
 |N | ≤
 |P|.Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå �Ýëåéï óýíïëï P = [TP ] åßíáé óþìá äÝí�ñïõ ó�ï Nðïõ �ï ðñïóäéïñßæåé, Ý�óé þó�å
|P| ≤
 |P(N∗)| =
 |P(N)| =
 c: ⊣ (ËÞììá 1)Êáèïñßæïõìå Ýíá óýíïëï I =
 c =
 P; (10-30)ð.÷. I = c, êáé áí�éó�ïé÷ßåò� 7→ x� ∈ N ; � 7→ P� ∈ P (� ∈ I)ðïõ öáíåñþíïõí �éò éóïðëçèéêü�ç�åò (10-30). Êáèïñßæïõìå åðßóçò ìéá Üñéó�çäéÜ�áîç ≤ �ïõ I. Èá ïñßóïõìå ìå õðåñðåðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ ó�ï (I;≤) ìïíï-ìïñöéóìïýòf� : seg(�)֌→ A� ⊂ N ; g� : seg(�)֌→ B� ⊂ N (� ∈ I);Ý�óé þó�å íá éó÷ýïõí �á åîÞò:(1) Áí � ≤ �, �ü�å f� ⊆ f� ; g� ⊆ g� , Ý�óé ðïõ A� ⊆ A� êáé B� ⊆ B� .(2) �éá êÜèå � ∈ I, A� ∩B� = ∅.(3) �éá êÜèå � ∈ I, BS� ∩ P� 6= ∅, üðïõ S åßíáé ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðüìåíïõó�ïí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï (I;≤).ËÞììá 2. Áí ïé f�, g� (� ∈ I) éêáíïðïéïýí �éò (1) { (3), �ü�å ç ÝíùóçA =

⋃�∈IA� =
 c;üìùò �ï A äåí ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï.Áðüäåéîç. Ïé éóïðëçèéêü�ç�åò A =
 I =
 c áêïëïõèïýí áìÝóùò áðü �çí (1),áöïý
⋃�f� : I ֌→ A êáé I =
 c:�éá �ï äåý�åñï éó÷õñéóìü, ç âáóéêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�éA ∩B� = ∅ (� ∈ I)·áõ�ü éó÷ýåé åðåéäÞ áí x ∈ A� ∩ B� , �ü�å ìáæß ìå �ç 
 = max{�; �}, áðü �çí(1), x ∈ B
 ∩B
 , åíÜí�éá ó�ç (2). Ôþñá áí �ï P 6= ∅ åßíáé �Ýëåéï, �ü�å P = P�ãéá êÜðïéï � ∈ I, êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï x ∈ P� ∩ BS� êáé x =∈ A, ïðü�åP� 6⊆ A. ⊣ (ËÞììá 2)
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 169Ïé óõíèÞêåò (1) { (3) ó÷åäüí áðï�åëïýí ïñéóìü �ùí f�, g�. Åîçãïýìå ðå-ñéëçð�éêÜ �çí áðüäåéîç �ùí (1) { (3) ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ, ìáæß ìå�çí ðåñéãñáöÞ �çò õðåñðåðåñáóìÝíçò áíáäñïìÞò ðïõ �éò ïñßæåé· ó÷ïëáó�éêÜ èáÝðñåðå íá äþóïõìå îå÷ùñéó�Ü, ðñþ�á �ïí ïñéóìü êáé ìå�Ü �çí áðüäåéîç.(a) �éá �ï åëÜ÷éó�ï 0 �ïõ I, èÝ�ïõìå f0 = g0 = ∅.(b) Áí �ï � åßíáé ïñéáêü óçìåßï �ïõ I, èÝ�ïõìåf� =
⋃�<�f�; g� =

⋃�<�g�:Ïé (1) êáé (2) éó÷ýïõí �å�ñéììÝíá áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, êáé ç (3) äåíáíáêýð�åé ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç.(
) ¸ó�ù � = S� åðüìåíï óçìåßï ó�ï I. Áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, �á A�êáé B� åßíáé éóïðëçèéêÜ ìå �ï seg(�) êáé seg(�) <
 I, åðåéäÞ ç ≤ åßíáé Üñéó�çäéÜ�áîç. ¸�óé ïé ðëçèÜñéèìïé |A�|, |B�| åßíáé êáé ïé äýï ìéêñü�åñïé �ïõ c, Üñá
|A� ∪ B�| <
 c, êáé ìðïñïýìå íá âñïýìå ó�ï ìç êåíü, �Ýëåéï óýíïëï P� =
 Näéáöïñå�éêÜ óçìåßá x; y ∈ P� \ (A� ∪B�)·èÝ�ïõìå f� = f� ∪ {(�; x)}; g� = g� ∪ {(�; y)};êáé ïé (1) { (3) Ýðïí�áé åýêïëá. ⊣Ç êá�áóêåõÞ ðñïöáíþò äåß÷íåé ðåñéóóü�åñá áðü �çí åêöþíçóç �ïõ èåùñÞìá-�ïò, |A| =
 c êáé ü÷é ìüíï �ï A áëëÜ êáé �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ 
A �Ýìíïõí êÜèåìç êåíü, �Ýëåéï óçìåéïóýíïëï. ÁöÞíïõìå ãéá �á ðñïâëÞìá�á äéÜöïñåò ðáñáë-ëáãÝò ðïõ êÜíïõí ðñïöáíÝò ü�é äåí õðÜñ÷åé åëðßäá íá áðïäåßîïõìå �çí Õðüèåóç�ïõ Óõíå÷ïýò ì' áõ�ü �ïí �ñüðï, äçëáäÞ óå �åëåõ�áßá áíÜëõóç ó�çñéæüìåíïéó�ï Èåþñçìá Cantor-Bendixson.Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, ç ó�ñá�çãéêÞ áõ�Þ ãéá �çí åðßëõóç �ïõ �ñïâëÞìá�ïò�ïõ Óõíå÷ïýò äåí åßíáé ç ìïíáäéêÞ ðïõ áðï�õã÷áßíåé: êÜèå ðñïóðÜèåéá áðüäåéîçòÞ äéÜøåõóçò �çò CH ìå �á áîéþìá�á �çò ZDC + AC åßíáé êá�áäéêáóìÝíç,åîáé�ßáò �ùí åîÞò äýï èåìåëéáêþí áðï�åëåóìÜ�ùí áíåîáñ�çóßáò.10.33. ÓõíÝðåéá �çò �åíéêåõìÝíçò Õðüèåóçò �ïõ Óõíå÷ïýò GCH (G�odel,1939). Ôï ðñü�õðï L �ùí êá�áóêåõÜóéìùí óõíüëùí éêáíïðïéåß �ç �åíéêåõìÝíçÕðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò GCH, (9-7), êáé åéäéêü�åñá, ç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýòäåí äéáøåýäå�áé ó�çí ZDC+AC.10.34. Áíåîáñ�çóßá �çò Õðüèåóçò �ïõ Óõíå÷ïýò CH (Cohen, 1963). ÕðÜñ-÷åé ðñü�õðï �çò ZDC+AC ó�ï ïðïßï ç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò äåí éó÷ýåé, Üñá çCH äåí åßíáé èåþñçìá �çò ZDC+AC. Ôï ðñü�õðï áíáãêáóìïý (for
ing model)�ïõ Cohen åðéäÝ÷å�áé ðïéêßëåò ðáñáëëáãÝò, Ý�óé ðïõ ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñß-óïõìå ÷ùñßò áí�ßöáóç ìå ðïëëïýò �ñüðïõò �éò ðëçèéêü�ç�åò óçìåéïóõíüëùí Þêáé õðïóõíüëùí áðü ìåãáëý�åñá äõíáìïóýíïëá.10.35. Ôé óçìáßíåé ç áíåîáñ�çóßá �çò CH; Ïé ìÝèïäïé �ùí G�odel êáé Cohenåßíáé ðïëý åýñùó�åò êáé Ý÷ïõí ðñïóáñìïó�åß íá äåßîïõí ü�é �ï �ñüâëçìá �ïõÓõíå÷ïýò äåí åðéäÝ÷å�áé ëýóç óå ðïëëÝò ãíùó�Ýò, áëçèïöáíåßò åðåê�Üóåéò �çò
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



170 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáZDC+AC ìå åðéðñüóèå�á áîéþìá�á. Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞòêáé áêüìç ãéá �ï Áîßùìá Áðåßñïõ· áõ�Ü üìùò åêöñÜæïõí èåìåëéáêÝò áñ÷Ýò ãéá�á óýíïëá ðïõ áëçèåýïõí ìåí, áëëÜ åßíáé ðñïöáíþò äéáöïñå�éêÝò áðü �éò áñ÷Ýòðïõ åêöñÜæïõí �á Üëëá, áðëïýó�åñá áîéþìá�á, êáé êá�áëáâáßíïõìå ãéá�ß äåíìðïñïýí íá áðïäåé÷�ïýí áð' áõ�Ü ìüíï ìå �ç ëïãéêÞ. Ç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýòÝ÷åé �çí õöÞ �å÷íéêïý, ìáèçìá�éêïý ðñïâëÞìá�ïò ðïõ èá Ýðñåðå íá ëõèåß ìåêÜðïéá áðüäåéîç, áëëÜ öáßíå�áé ü�é ìáò ëåßðåé (ìÝ÷ñé ó�éãìÞò) ç áðáñáß�ç�çÝìðíåõóç ãéá íá áíáêáëýøïõìå �á êá�Üëëçëá áîéþìá�á.�ïëëÜ Ý÷ïõí ëå÷èåß ãéá �çí áíåîáñ�çóßá �çò CH áðü �á ãíùó�Ü áîéþìá�á�çò óõíïëïèåùñßáò, êáé ìåñéêïß �çí Ý÷ïõí åðéêáëåó�åß ãéá íá õðïó�çñßîïõí ü�éäåí õðÜñ÷åé áí�éêåéìåíéêÞ ðñáãìá�éêü�ç�á ðßóù áðü �á £�õðéêÜ¤, áîéùìá�éêÜáðï�åëÝóìá�á �ïõ êëÜäïõ. Ìå �ç ìÝèïäï áñéèìç�éêïðïßçóçò �ïõ G�odel, üìùò,ðñïâëÞìá�á ýðáñîçò áðïäåßîåùí ìå�áöñÜæïí�áé óå áõó�çñÝò, �å÷íéêÝò åéêáóßåòãéá áñéèìïýò. ÕðÜñ÷ïõí �Ý�ïéåò åéêáóßåò27 ðïõ (üðùò ç CH) åßíáé áíåîÜñ�ç�åòáð' üëá �á ãåíéêÜ ðáñáäåê�Ü áîéþìá�á �ùí ìáèçìá�éêþí· ðñÝðåé ãé' áõ�ü íá áñ-íçèïýìå �çí £áí�éêåéìåíéêÞ ðñáãìá�éêü�ç�á¤ �ùí öõóéêþí áñéèìþí; Äõó�õ÷þòäåí ìðïñïýìå íá äéåñåõíÞóïõìå �Ý�ïéá ðñïâëÞìá�á ìå �ç óïâáñü�ç�á ðïõ �ïõòáîßæåé ÷ùñßò áíáöïñÝò óå éäÝåò êáé áðï�åëÝóìá�á �çò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò,êáé èá áí�éó�áèïýìå ó�ïí ðåéñáóìü.�áñåíèå�éêÜ áíáöÝñïõìå ü�é äåí õðÜñ÷åé Ýëëåéøç áðü óçìáí�éêÜ ðñïâëÞìá�áðïõ äåí åðéäÝ÷ïí�áé ëýóç ó�çí ZDC Þ ó�çí ZDC+AC· ç CH åßíáé áðëþò�ï ðéï âáóéêü êáé åíäéáöÝñïí áð' áõ�Ü. Èá äéá�õðþóïõìå åäþ ìüíï �ñßá óõ-íáöÞ áðï�åëÝóìá�á áíåîáñ�çóßáò, åðåéäÞ ó÷å�ßæïí�áé éäéáß�åñá ìå �ï ÈåþñçìáÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20.10.36. (G�odel, 1939) Ó�ï ðñü�õðï L �ùí êá�áóêåõÜóéìùí óõíüëùí, õðÜñ÷åéáíáðáñßèìç�ï, áíáëõ�éêü óõìðëÞñùìá ðïõ äåí Ý÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï.Áõ�ü óçìáßíåé ü�é äåí ìðïñïýìå íá âåë�éþóïõìå �ï Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Õðïóõ-íüëïõ 10.20 ó�çí ZDC+AC êáé íá äåßîïõìå ü�é êÜèå áíáëõ�éêü óõìðëÞñùìáÝ÷åé �çí éäéü�ç�á P.10.37. (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñü�õðï �çò ZDC+AC ó�ï ïðïßï êÜèå £ïñß-óéìï¤ óçìåéïóýíïëï Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P. Äåí èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ïñßóïõìååäþ �é èá ðåé £ïñßóéìï¤, áëëÜ �á áíáëõ�éêÜ óõìðëçñþìá�á åßíáé ïñßóéìá.10.38. (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñü�õðï �çò ZDC ó�ï ïðïßï üëá �á óçìåéïóý-íïëá Ý÷ïõí �çí éäéü�ç�á P.
27Ïé ðñï�Üóåéò ó�éò ïðïßåò áíáöåñüìáó�å åßíáé �çò ìïñöÞò £áí ç ZDC+AC åßíáé óõíåðÞò,�ü�å óõíåðÞò åßíáé êáé ç T ¤, üðïõ ç T åßíáé êÜðïéá éó÷õñÞ åðÝê�áóç �çò ZDC+AC ðïõóõíåðÜãå�áé �ç óõíÝðåéá �çò ZDC+AC. Áðü �ïÄåý�åñï Èåþñçìá Ìç �ëçñü�ç�áò �ïõ G�odelóõíÜãå�áé ü�é �Ý�ïéåò ðñï�Üóåéò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò �çò ZDC+AC (åê�üò êé áí ç ZDC+ACäåí åßíáé óõíåðÞò!), êáé õðÜñ÷ïõí öõóéêÜ ðáñáäåßãìá�á �Ý�ïéùí ðñï�Üóåùí �ùí ïðïßùí çáëÞèåéá åßíáé áìöéëåãüìåíç.
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 171Ôá ðñü�õðá �ïõ Solovay êá�áóêåõÜæïí�áé ìå �ç ìÝèïäï áíáãêáóìïý �ïõ Co-hen áëëÜ üðùò �ï L �ïõ G�odel, Ý÷ïõí ðïëëÝò éäéü�ç�åò êáíïíéêü�ç�áò êáé áðïäß-äïõí ðïëõÜñéèìá, åðéðñüóèå�á áðï�åëÝóìá�á áíåîáñ�çóßáò. Ôï ðñþ�ï ðñü�õðï�ïõ Solovay öáíåñþíåé (ìå �ï 10.36) ü�é ç éäéü�ç�á P ãéá �á áíáëõ�éêÜ óõ-ìðëçñþìá�á äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß Þ íá äéáøåõó�åß ó�ç èåùñßá ZDC+AC.Ôï äåý�åñï ðñü�õðï �ïõ Solovay äåß÷íåé ü�é ç ZDC äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé�çí ýðáñîç áíáðáñßèìç�ïõ óçìåéïóõíüëïõ ÷ùñßò ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï· �ïDC äåí áñêåß ãéá �çí êá�áóêåõÞ.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 10x10.1. Äåßîå ü�é áí �ï F ⊆ N åßíáé êëåéó�ü, �ü�å õðÜñ÷åé ìïíáäéêü äÝí�ñï Tó�ï N ÷ùñßò �åñìá�éêïýò êüìâïõò, Ý�óé þó�å F = [T ], óõãêåêñéìÝíá �ï äÝí�ñïTF ðïõ ïñßó�çêå ó�ç (10-8).x10.2. Äåßîå ü�é ç äéÜóðáóç (10-12) êëåéó�ïý óçìåéïóõíüëïõ F óå Ýíá �Ýëåéïóýíïëï P êáé Ýíá áðáñéèìç�ü óýíïëï S ðñïóäéïñßæåé ìïíáäéêÜ �á P êáé S.x10.3. Äþóå ðáñÜäåéãìá åíüò êëåéó�ïý óçìåéïóõíüëïõ F ⊆ N êáé óõíå÷ïýòf : N → N , Ý�óé þó�å ç åéêüíá f [F ] íá ìçí åßíáé êëåéó�ü óýíïëï.x10.4. Äåßîå ü�é êÜèå áíïéê�ü óçìåéïóýíïëï åßíáé F� êáé êÜèå êëåéó�ü óç-ìåéïóýíïëï åßíáé GÆ. Ïé ïñéóìïß áíáóêïðïýí�áé ó�çí õðïóçìåßùóç 24.

∗ x10.5. Äåßîå ü�é ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá g−1[A] áíáëõ�éêïý óçìåéïóõíüëïõ A áðüóõíå÷Þ óõíÜñ�çóç g : N → N åßíáé áíáëõ�éêÞ. Õðüäåéîç. �ñïóðÜèçóå íáäåßîåéò éóïäõíáìßá �çò ìïñöÞòy ∈ g−1[A] ⇐⇒ (∃x)[y = f(�1(x)) = g(�2(x))];üðïõ ç f åßíáé óõíå÷Þò êáé ïé �n ïñßæïí�áé áðü �ç (10-23), êáé ìå�Ü ÷ñçóéìï-ðïßçóå �ï 10.23.
∗ x10.6. Äåßîå ü�é

N =
⋃ i∈N

Ai=⇒ (∃i)[Ai =
 N ];äçëáäÞ ï ÷þñïòN äåí åßíáé áðáñéèìç�Þ Ýíùóç óçìåéïóõíüëùí ìå ìéêñü�åñç ðëç-èéêü�ç�á. Õðüäåéîç. Áõ�ü áêïëïõèåß áìÝóùò áðü �ï Èåþñçìá �ïõ K�onig 9.21,áëëÜ áõ�Þ ç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç äåí ÷ñåéÜæå�áé �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò.x10.7. (AC) Äåßîå ü�é ãéá êÜèå � ≤
 c, õðÜñ÷åé óçìåéïóýíïëï A ìå |A| =
 �ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï.x10.8. (AC) Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áíáðáñßèìç�ï óçìåéïóýíïëïA �Ý�ïéï þó�å ïý�å�ï A ïý�å �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ íá ðåñéÝ÷ïõí áíáðáñßèìç�ï óýíïëï Borel.x10.9. Äåßîå ü�é õðÜñ÷ïõí c-ðïëëÜ áíáëõ�éêÜ êáé Borel óçìåéïóýíïëá,
|A| =
 |B| =
 c:
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172 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá10.39. Ïñéóìüò. Ç óõíÜñ�çóç f : X → Y áðü Ýíáí �ïðïëïãéêü ÷þñï óåêÜðïéïí Üëëï åßíáé Borel ìå�ñÞóéìç áí ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá f−1[G] êÜèåáíïéê�ïý óõíüëïõ �ïõ Y åßíáé Borel õðïóýíïëï �ïõ X.x10.10. Ç óýíèåóç gf : X → Z äýï Borel ìå�ñÞóéìùí óõíáñ�Þóåùí f : X → Yêáé g : Y → Z åßíáé Borel ìå�ñÞóéìç.x10.11. Ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá f−1[A] åíüò óõíüëïõ Borel A ⊆ Y áðü Borelìå�ñÞóéìç óõíÜñ�çóç f : X → Y åßíáé Borel õðïóýíïëï �ïõ X.10.40. Ïñéóìüò. Äýï �ïðïëïãéêïß ÷þñïé X, Y åßíáé Borel éóïìïñöéêïß áíõðÜñ÷åé áí�éó�ïé÷ßá f : X ֌→ Y �Ý�ïéá þó�å ç f êáé ç áí�ßó�ñïöç óõíÜñ�çóÞ�çò f−1 : Y ֌→ X íá åßíáé êáé ïé äýï Borel ìå�ñÞóéìåò. ×þñïé ðïõ åßíáé Boreléóïìïñöéêïß Ý÷ïõí �çí ßäéá äïìÞ üóïí áöïñÜ �ç èåùñßá ìÝ�ñïõ, êáé ðñáê�éêÜìðïñïýí íá £�áõ�éó�ïýí¤ ó' áõ�Þí �ç èåùñßá.
∗ x10.12. ¸ó�ù f : X ֌ Y êáé g : Y ֌ X Borel ìå�ñÞóéìïé ìïíïìïñöéóìïßóå �ïðïëïãéêïýò ÷þñïõò ìå �çí åîÞò åðéðñüóèå�ç éäéü�ç�á:28 õðÜñ÷ïõí Borelìå�ñÞóéìåò óõíáñ�Þóåéò f1 : Y → X êáé g1 : X → Y ðïõ åßíáé áí�ßó�ñïöåò �ùíf êáé g ìå �çí Ýííïéá ü�é f1f(x) = x (x ∈ X);g1g(y) = y (y ∈ Y ):Äåßîå ü�é ïé X êáé Y åßíáé Borel éóïìïñöéêïß. Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå �çíáðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò S
hr�oder-Bernstein 2.26.x10.13. Èåùñïýìå �ï óýíïëï �ïõ Cantor C ùò �ïðïëïãéêü õðï÷þñï �ïõ N ìå�ïí ðñïöáíÞ �ñüðï, äçëáäÞ �á áíïéê�Ü óýíïëá åßíáé ïé åíþóåéò ãåé�ïíéþí �çòìïñöÞò

Nu = {x ∈ C | u ⊑ x} (u ∈ {0; 1}∗):Äåßîå ü�é ïé ÷þñïé C êáé N åßíáé Borel éóïìïñöéêïß.Ó�á õðüëïéðá ðñïâëÞìá�á äéåñåõíïýìå �ç ó÷Ýóç áíÜìåóá ó�éò óõãêåêñéìÝíåò,óõíäõáó�éêÝò Ýííïéåò ðïõ Ý÷ïõìå ìåëå�Þóåé ó�ï ÷þñï Baire êáé �éò ãåíéêÝò,�ïðïëïãéêÝò åêäï÷Ýò �ïõò.10.41. Ïñéóìüò. Ôï óçìåßï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï (limit point) óõíüëïõ Aóå �ïðïëïãéêü ÷þñï X, áí êÜèå áíïéê�ü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï x ðåñéÝ÷åéåðßóçò êÜðïéï óçìåßï �ïõ A äéáöïñå�éêü áðü �ï x,
(∀G)[G áíïéê�ü êáé x ∈ G=⇒ (∃y ∈ A ∩G)[x 6= y]]:Áðü �ïí ïñéóìü, Ýíá ïñéáêü óçìåßï �ïõ A ìðïñåß íá áíÞêåé ó�ï A, ìðïñåß êáéü÷é. Óçìåßï �ïõ A ðïõ äåí åßíáé ïñéáêü óçìåßï �ïõ A êáëåß�áé áðïìïíùìÝíïÞ ìåìïíùìÝíï (isolated) ó�ï A.

28Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, êÜèå Borel ìïíïìïñöéóìüò Ý÷åé áõ�çí �çí éäéü�ç�á, üìùò ãéá íá�ï áðïäåßîïõìå áõ�ü, ÷ñåéÜæå�áé äïõëåéÜ.
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 173x10.14. Âñåò �á ïñéáêÜ êáé �á áðïìïíùìÝíá óçìåßá �ïõ óçìåéïóõíüëïõB = {x ∈ N | x(0) = 1 ∨ (∀n)[x(n) = 2] ∨ (∃n)[x(n) = 3]}:x10.15. Äåßîå ü�é �ï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï �ïõ A áí êáé ìüíïí áí êÜèå áíïéê�üóýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï x ðåñéÝ÷åé åðßóçò áðåßñùò ðïëëÜ óçìåßá �ïõ A.x10.16. Äåßîå ü�é Ýíá óýíïëï óå �ïðïëïãéêü ÷þñï åßíáé êëåéó�ü �ü�å êáé ìüíïíáí ðåñéÝ÷åé üëá �á ïñéáêÜ �ïõ óçìåßá.x10.17. Äåßîå ü�é Ýíá óçìåéïóýíïëï P åßíáé �Ýëåéï �ü�å êáé ìüíïí áí åßíáé êëåé-ó�ü êáé äåí Ý÷åé áðïìïíùìÝíá óçìåßá, äçëáäÞ êÜèå óçìåßï �ïõ P åßíáé ïñéáêü�ïõ óçìåßï. Áõ�Þ ç éóïäõíáìßá �áõ�ßæåé �ïí óõãêåêñéìÝíï ïñéóìü �åëåéü�ç�áòðïõ äþóáìå ãéá óçìåéïóýíïëá ìå �ïí êëáóéêü, �ïðïëïãéêü ïñéóìü.10.42. Ïñéóìüò. Ç áêïëïõèßá (n 7→ xn) óçìåßùí óå Ýíáí �ïðïëïãéêü ÷þñïX óõãêëßíåé ó�ï óçìåßï x Þ Ý÷åé �ï x ùò üñéï, áí êÜèå áíïéê�ü óýíïëï ðïõðåñéÝ÷åé �ï x ðåñéÝ÷åé üëá �á xi, åê�üò ßóùò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñ÷éêü �ìÞìá:
limn xn = x ⇐⇒ïñ (∀G áíïéê�ü; x ∈ G)(∃n ∈ N)(∀i ≥ n)[xi ∈ G]:x10.18. Äåßîå ü�é �ï óçìåßï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï óçìåéïóõíüëïõ A áí êáéìüíïí áí x = limn xn ãéá êÜðïéá áêïëïõèßá (n 7→ xn ∈ A) óçìåßùí �ïõ A.�ïéá áñ÷Þ åðéëïãÞò ÷ñçóéìïðïßçóåò ó�çí áðüäåéîç, áí ÷ñçóéìïðïßçóåò êÜðïéá;x10.19. Äåßîå ü�é ç óõíÜñ�çóç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíïí áíf(limn xn) = limn f(xn);ãéá êÜèå áêïëïõèßá üðïõ �ï üñéï limn xn õðÜñ÷åé. �ïéá áñ÷Þ åðéëïãÞò ÷ñçóé-ìïðïßçóåò ó�çí áðüäåéîç, áí ÷ñçóéìïðïßçóåò êÜðïéá;x10.20. Ï �ïðïëïãéêüò ÷þñïò X åßíáé Hausdor� áí ãéá êÜèå æåýãïò óçìåßùíx 6= y, õðÜñ÷ïõí îÝíá áíïéê�Ü óýíïëá G∩H = ∅ �Ý�ïéá þó�å x ∈ G êáé y ∈ H.Äåßîå ü�é áí ïé f; g : X → Y åßíáé óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò êáé ï Y åßíáé Hausdor�,�ü�å �ï óýíïëï {x ∈ X | f(x) = g(x)} åßíáé êëåéó�ü ó�ïí X.10.43. Ïñéóìüò. Áíïéê�ü êÜëõììá óõíüëïõ K óå �ïðïëïãéêü ÷þñï X åßíáéç �õ÷áßá ïéêïãÝíåéá G áíïéê�þí óõíüëùí �ùí ïðïßùí ç Ýíùóç ðåñéÝ÷åé �ï K,K ⊆ ⋃G· êáé �ï K åßíáé óõìðáãÝò ó�ï X áí êÜèå áíïéê�ü êÜëõììÜ �ïõðåñéÝ÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïêÜëõììá, äçëáäÞ ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá G áíïéê�þíóõíüëùí, K ⊆ ⋃G=⇒ (∃G0; : : : ; Gn ∈ G)[K ⊆ ⋃ i≤nGi]:

∗ x10.21. Äåßîå ü�é Ýíá óçìåéïóýíïëï åßíáé óõìðáãÝò ìå �ïí Ïñéóìü 10.18 áíêáé ìüíïí áí åßíáé óõìðáãÝò ìå �ïí Ïñéóìü 10.43. Õðüäåéîç. Èá ÷ñåéáó�åßò�ï ËÞììá �ïõ K�onig 9.7.x10.22. Äåßîå ü�é ãéá êÜèå óõíå÷Þ óõíÜñ�çóç f : X → Y áðü Ýíáí �ïðïëïãéêü÷þñï X óå êÜðïéïí Üëëï Y , êáé ãéá êÜèå óõìðáãÝò óýíïëï K ⊆ X, ç åéêüíáf [K] åßíáé óõìðáãÝò óýíïëï ó�ï Y .
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 11
ÁÍÔÉÊÁÔÁÓÔÁÓÇ ÊÁÉ ÁËËÁ ÁÎÉÙÌÁÔÁ

¸÷ïõìå ó÷åäüí ö�Üóåé Ýíáí áðü �ïõò ó�ü÷ïõò ðïõ èÝóáìå ó�ï ÊåöÜëáéï 4, íááðïäåßîïõìå üëá �á äéáéóèç�éêÜ áðï�åëÝóìá�á �ïõ Êåöáëáßïõ 2 áðü �á áîéþ-ìá�á �ïõ Zermelo. ÌÝíïõí ìüíï äõï-�ñßá ëåð�Ü óçìåßá, ðïõ �åëéêÜ üìùò åßíáéóçìáí�éêÜ: èá ìáò õðïäåßîïõí ü�é �á áîéþìá�á �ïõ Zermelo äåí ö�Üíïõí, ðñÝ-ðåé íá �á óõìðëçñþóïõìå ìå éó÷õñü�åñåò áñ÷Ýò êá�áóêåõÞò óõíüëùí. Åäþ èáäéá�õðþóïõìå êáé èá ðñïóèÝóïõìå ó�çí áîéùìá�éêÞ èåùñßá ZDC �ï ÁîßùìáÁí�éêá�Üó�áóçò ðïõ áíáêáëýöèçêå ó�éò áñ÷Ýò �çò äåêáå�ßáò �ïõ '20, ìéááñ÷Þ êá�áóêåõÞò óõíüëùí �üóï áëçèïöáíÞ üóï êáé �á êá�áóêåõáó�éêÜ áîéþ-ìá�á (I) { (VI), áëëÜ ðëïýóéá óå åðáêüëïõèá. Åðßóçò èá åéóáãÜãïõìå êáé èáäéåñåõíÞóïõìå ìåñéêÝò áêüìç áñ÷Ýò êá�áóêåõÞò óõíüëùí ðïõ óõ÷íÜ ðåñéëáì-âÜíïí�áé áíÜìåóá ó�á áîéþìá�á �çò óõíïëïèåùñßáò. Ìå âÜóç ìüíï Ýíá áðü�á áóèåíÝó�åñá ðïñßóìá�á �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò èá êá�áóêåõÜóïõìå�ïí ÅëÜ÷éó�ï Êüóìï �ïõ Zermelo Z, Ýíá áðëïýó�á�ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, �ï ÷þñï Baire, �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò êáé üëá�á óçìáí�éêÜ áí�éêåßìåíá ìåëÝ�çò �ùí êëáóéêþí ìáèçìá�éêþí. ¼,�é Ý÷ïõìåáðïäåßîåé ìÝ÷ñé ó�éãìÞò åðéäÝ÷å�áé åñìçíåßá ùò åÜí �ï Z íá áðï�åëïýóå ïëü-êëçñï �ïí êüóìï �ùí ìáèçìá�éêþí áí�éêåéìÝíùí, áí êáé ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á�ï Z åßíáé áðëþò Ýíá óýíïëï|êáé ìÜëéó�á óýíïëï ó÷å�éêÜ ìéêñü êáé åýêïëïó�ç óýëëçøç! Ï êýñéïò ó�ü÷ïò ìáò ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï åßíáé íá êá�áëÜâïõìå�ï íüçìá �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò, äéåñåõíþí�áò �á ðéï áðëÜ êáé Üìåóáðïñßóìá�Ü �ïõ. Ç ìåãÜëç äýíáìç �ïõ ðëÞñïõò áîéþìá�ïò èá ãßíåé êá�áöáíÞòó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï.Áðü �ï (2) �ïõ 2.16, áí �ï A åßíáé áðáñéèìç�ü óýíïëï êáé ãéá êÜèå n ≥ 2,An = A× · · · ×A
︸ ︷︷ ︸n öïñÝò ;

�ü�å ç Ýíùóç ⋃∞n=2An åßíáé åðßóçò áðáñéèìç�ü óýíïëï. Ï ðñïöáíÞò �ñüðïò íááðïäåßîïõìå áõ�ü áðü �á áîéþìá�á åßíáé íá ïñßóïõìå ðñþ�á �á óýíïëá An ìå�çí áíáäñïìÞ f(0) = A×A;f(n+ 1) = f(n)×A; (11-1)175



176 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÝ�óé þó�å f(n) = An+2 êáé
⋃∞n=0An+2 =

⋃ f [N]: (11-2)Áðü �ï âáóéêü Èåþñçìá �ïõ Cantor 2.10 óõíÜãå�áé (åðáãùãéêÜ) ü�é êÜèåf(n) = An+2 åßíáé áðáñéèìç�ü, êáé åðïìÝíùò ç ÝíùóÞ �ïõò ⋃∞n=0An+2 åßíáéåðßóçò áðáñéèìç�ü óýíïëï. ÕðÜñ÷åé ëÜèïò; Óßãïõñá ü÷é ìå �çí åðáãùãéêÞ áðü-äåéîç, ðïõ åßíáé ðáñüìïéá ðïëëþí Üëëùí ó' áõ�Þí �çí ðåñéï÷Þ. ÕðÜñ÷åé üìùòêÜðïéï ðñüâëçìá ìå �ïí áíáäñïìéêü ïñéóìü (11-1), ðïõ äåí äéêáéïëïãåß�áé ìå�ç ìïñöÞ ðïõ �ïõ äþóáìå áðü �ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 5.6. �éá íá åöáñìüóïõìå�ï 5.6 ÷ñåéáæüìáó�å Ýíá óýíïëï E, ìéá óõíÜñ�çóç h : E → E ó�ï E êáé êÜ-ðïéï a ∈ E, �á ïðïßá êáèïñßæïõí �ü�å ìßá ìïíáäéêÞ óõíÜñ�çóç f : N → E ðïõéêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò f(0) = a;f(n+ 1) = h(f(n)): (11-3)Ó�çí ðñïêåéìÝíç ðåñßð�ùóç äåí õðÜñ÷åé ðñïöáíÝò E ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï A êáé üëá�ïõ �á ãéíüìåíá An, êáé áí�ß �çò óõíÜñ�çóçò h, Ý÷ïõìå �ïí �åëåó�Þh(X) =ïñ X × A; (11-4)ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå óýíïëï X �ï ãéíüìåíï X×A �ïõ X ìå �ï äïóìÝíï A.�éá íá äéêáéïëïãÞóïõìå �ïí ïñéóìü (11-1), ÷ñåéáæüìáó�å Ýíá èåþñçìá áíáäñï-ìÞò ðïõ êõñþíåé áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò �çò ìïñöÞò (11-3), ãéá êÜèå áí�éêåß-ìåíï a êáé êÜèå ïñéó�éêü �åëåó�Þ (ìéáò ìå�áâëç�Þò) h. ÌïéÜæåé áèþï, öõóéêÞãåíßêåõóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò|êáé åßíáé áêñéâþò áõ�ü| áëëÜ ó�çíðñáãìá�éêü�ç�á, �Ý�ïéï áðï�Ýëåóìá äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß áõó�çñÜ áðü �ááîéþìá�á �ïõ Zermelo.11.1. (VIII) Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò (Repla
ement Axiom). �éá êÜèå óý-íïëï A êáé êÜèå ïñéó�éêü �åëåó�Þ ìéáò ìå�áâëç�Þò H, ç åéêüíáH[A] =ïñ {H(x) | x ∈ A}�ïõ A áðü �ïí H åßíáé óýíïëï.Ùò áñ÷Þ êá�áóêåõÞò óõíüëùí, �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé ó÷åäüí ðñï-öáíÝò, äéáéóèç�éêÜ �üóï áëçèïöáíÝò üóï êáé �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý. Áí ÞäçÝ÷ïõìå äå÷�åß �ï A ùò �åëåéùìÝíç ïëü�ç�á êáé ïH áí�éó�ïé÷ßæåé ìå ïñéó�éêü êáéáíáìöéóâÞ�ç�ï �ñüðï Ýíá áí�éêåßìåíï óå êÜèå x ∈ A, �ü�å £êá�áóêåõÜæïõìå¤�çí åéêüíá H[A] £áí�éêáèéó�þí�áò¤ êÜèå x ∈ A ìå �ï áí�ßó�ïé÷ï H(x).11.2. Áîéùìá�éêÜ. Ôï áîéùìá�éêü óýó�çìá ZFDC �çò Èåùñßáò Zermelo-Fraenkel ìå Åîáñ�çìÝíåò ÅðéëïãÝò áðï�åëåß�áé áðü �á áîéþìá�á �çò ZDCêáé �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò (VIII), óõìâïëéêÜZFDC = ZDC + Áí�éêá�Üó�áóç = (I) { (VIII):
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 177Áðü äù êáé ó�ï åîÞò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå üëá �á áîéþìá�á �çò ZFDC ÷ùñßòéäéáß�åñç ìíåßá. Èá åîáêïëïõèÞóïõìå íá óçìåéþíïõìå ìå �ï óçìÜäé (AC) �ááðï�åëÝóìá�á ðïõ ïé áðïäåßîåéò �ïõò ÷ñåéÜæïí�áé �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò.29ÌÝ÷ñé �þñá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé áðëïýò ïñéó�éêïýò �åëåó�Ýò, áõ�ïýò ðïõìáò äßíïõí áìÝóùò �á áîéþìá�á üðùò ïé P(A) êáé ⋃E , êáé ñç�ïýò óõíäõáóìïýò�ïõò, ð.÷. �ï æåýãïò (x; y) =ïñ {{x}; {x; y}} �ïõ Kuratowski. Áöïý üìùòäå÷�ïýìå �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò, ïé ïñéó�éêïß �åëåó�Ýò áñ÷ßæïõí íá ðáßæïõíðéï óçìáí�éêü ñüëï ó�éò áðïäåßîåéò êáé èá áíáöåñèïýìå óå ìåñéêïýò áð' áõ�ïýòðïõ äåí åðéäÝ÷ïí�áé �üóï áðëïýò ïñéóìïýò. Ó�çí åðüìåíç, �å�ñéììÝíç �ñü�áóçðåñéãñÜöïõìå �ç âáóéêÞ ìÝèïäï ïñéóìïý �åëåó�þí ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å, êõñßùòãéá íá �ïíßóïõìå �ç óçìáóßá �çò.11.3. �ñü�áóç. Áí ïé C êáé P åßíáé ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò n êáé n + 1 ìå�á-âëç�þí áí�éó�ïß÷ùò êáé
(∀~x)[C(~x)=⇒ (∃!w)P (~x; w)]; (11-5)�ü�å ï n-áäéêüò �åëåó�ÞòF (~x) =ïñ {�ï ìïíáäéêü w �Ý�ïéï þó�å P (~x; w); áí C(~x);

∅; áëëéþò: (11-6)åßíáé åðßóçò ïñéó�éêüò.Ó�éò åöáñìïãÝò åðéêáëïýìáó�å áõ�Þ �çí ðáñá�Þñçóç áðëþò èÝ�ïí�áòF (~x) =ïñ �ï ìïíáäéêü w �Ý�ïéï þó�å P (~x; w) (C(~x)); (11-7)áöïý ðñþ�á åðáëçèåýóïõìå �çí (11-5), ÷ùñßò íá ðñïóäéïñßóïõìå �çí Üó÷å�ç�éìÞ �ïõ F Ýîù áðü �ï ðåäßï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ïé åöáñìïãÝò �ïõ Áîéþìá�ïòÁí�éêá�Üó�áóçò óõ÷íÜ ÷ñåéÜæïí�áé ó�çí áðüäåéîç �ïõ (11-5) ãéá óõãêåêñéìÝíáC êáé P .11.4. ¢óêçóç. �éá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ F , ï �åëåó�ÞòG(X) =ïñ F [X] = {F (x) | x ∈ X} (Set(X))åßíáé åðßóçò ïñéó�éêüò.Ôï åðüìåíï èåìåëéáêü áðï�Ýëåóìá �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò ãåíéêåýåé�ï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò ìå äýï �ñüðïõò: åðé�ñÝðïí�áò ïñé-ó�éêü �åëåó�Þ üðïõ �ï áóèåíÝó�åñï èåþñçìá äå÷ü�áí ìüíï óõíÜñ�çóç êáé åäñáéù-ìÝíï ãñÜöçìá üðïõ �ï áóèåíÝó�åñï èåþñçìá äå÷ü�áí ìüíï êáëÜ äéá�å�áãìÝíï÷þñï. Ç äåý�åñç ãåíßêåõóç äåí ÷ñåéÜæå�áé �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò áðü ìüíç�çò, �ñüâëçìá x8.11.
29Ôï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò äéá�õðþèçêå áíåîÜñ�ç�á áðü �ïõò Thoralf Skolem êáé Abra-ham Fraenkel ó�ç äåêáå�ßá 1920 { 30.

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



178 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá11.5. Èåþñçìá ÅäñáéùìÝíçò ÁíáäñïìÞò. �éá êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìáG ìå ó÷Ýóç áêìþí → êáé êÜèå ïñéó�éêü �åëåó�Þ H, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñ�çóç f : G→ f [G] ðïõ éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçf(x) = H(f ↾{y ∈ G | x→ y}; x):Áðüäåéîç. ¼ðùò êáé ó�çí áðüäåéîç �ïõ 7.24, èá äåßîïõìå ðñþ�á Ýíá ëÞììáðïõ èá ìáò äþóåé �ï êá�Üëëçëï óýíïëï ðñïóåããßóåùí �çò óõíÜñ�çóçò ðïõ èÝ-ëïõìå. Áí�ß ãéá �á áñ÷éêÜ �ìÞìá�á �ïõ G (ðïõ äåí Ý÷ïõí íüçìá ó�ï �õ÷üí ãñÜ-öçìá), áõ�Ýò ïé ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ðåäßá ïñéóìïý �á £êëåéó�Ü ðñïò �á êÜ�ù¤õðïóýíïëá �ïõ G. Èá áíáöåñèïýìå ó�çí êëçñïíïìéêÞ êëåéó�ü�ç�á ⇒ �ïõ G,ïñéóìÝíç ó�ï 6.34, ðáñáëåßðïí�áò ó�ï óõìâïëéóìü �ïõò äåßê�åò, åöüóïí åñãá-æüìáó�å ìüíï ìå Ýíá ãñÜöçìá. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðßóçò �á áí�ßó�ñïöáâÝëç, u ← t ⇐⇒ïñ t→ u ⇐⇒ u åßíáé áêñéâþò êÜ�ù áðü �ï t; (11-8)x⇐ t ⇐⇒ïñ t⇒ x ⇐⇒ x åßíáé êÜ�ù áðü �ï t: (11-9)ËÞììá. �éá êÜèå êüìâï t ∈ G, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç � ìå ðåäßïïñéóìïý �ï óýíïëï {x ∈ G | x⇐ t} êáé �Ý�ïéá þó�å�(x) = H(�↾{y ∈ G | y ← x}; x) (x⇐ t): (11-10)Áðüäåéîç. �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù t åëá÷éó�éêüò êüìâïò �ïõ G üðïõ�ï ËÞììá äåí áëçèåýåé. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå u ← t, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñ�çóç �u ðïõ éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á�u(x) = H(�u ↾{y ∈ G | y ← x}; x) (x⇐ u): (11-11)�áñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é
[x⇐ u ← t&x⇐ v ← t]=⇒�u(x) = �v(x); (11-12)åðåéäÞ áí �ï x Þ�áí åëá÷éó�éêü áí�éðáñÜäåéãìá �çò (11-12) ó�ï G, �ü�å�u(x) =H(�u ↾{y ∈ G | y ← x}; x) áðü �çí (11-11);

=H(�v ↾{y ∈ G | y ← x}; x) áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x;
= �v(x) áðü �çí (11-11) ãéá �ï �v:Ï �åëåó�Þò u 7→ �u ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé áõ�Þí �çí �u óå êÜèå êüìâï u ← t åßíáéïñéó�éêüò êáé åðïìÝíùò ç åéêüíá �ïõ åßíáé óýíïëï áðü �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�á-óçò. ÈÝ�ïõìå �1 =ïñ ⋃{�u | u ← t};êáé ðáñá�çñïýìå ü�é �ï �1 åßíáé óõíÜñ�çóç áðü �çí (11-12), êáé åðéðëÝïí, áðü�ïí ïñéóìü �çò, �1(x) ↓ ⇐⇒ (∃u)[x⇐ u ← t]:Ìå ìéá áêüìç åöáñìïãÞ �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò, �ï�2 =ïñ {(v;H(�v ↾{x | x ← v}); x) | v ← t&¬(∃u)[v ⇐ u ← t]}
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 179åßíáé óýíïëï, êáé áðü �ïí ïñéóìü �ïõ åßíáé êáé áõ�ü óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïýîÝíï áð' áõ�ü �çò �1. ¢ñá �ï � =ïñ �1 ∪ �2åßíáé óõíÜñ�çóç, êáé�(x) ↓ ⇐⇒ (∃u)[t→ u&u⇒ x] ∨ t→ u
⇐⇒ t⇒ x (áðü �ï 6.35).ÅðéðëÝïí, ç � éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á (11-10) åðåéäÞ �çí éêáíïðïéïýí îå÷ù-ñéó�Ü ïé �1 êáé �2. ÔåëéêÜ, ìå �ï ßäéï åðé÷åßñçìá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�çíáðüäåéîç �çò (11-12), ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é �ï ðïëý ìßá óõíÜñ�çóç � ìåðåäßï ïñéóìïý �ï {x ∈ G | x ⇐ t} ìðïñåß íá éêáíïðïéåß �çí (11-10), êáé áõ�ü�åëåéþíåé �çí áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò. ⊣ (ËÞììá)�éá íá áðïäåßîïõìå �ï Èåþñçìá, üðùò áðïäåßîáìå êáé �çí 7.24, åöáñìüæïõìå�ï ËÞììá ó�ï £åðüìåíï ãñÜöçìá¤Su

(G) =ïñ G ∪ {t∗};x→Su

(G) y ⇐⇒ïñ x→ y ∨ [x = t∗ & y ∈ G];ðïõ Ý÷åé áêñéâþò Ýíáí êüìâï ðåñéóóü�åñï áðü �ï G, ó�çí êïñõöÞ. ⊣11.6. �üñéóìá. (1) �éá êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U êáé êÜèå äéìåëÞ ïñé-ó�éêü �åëåó�Þ H, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f : U → f [U ] ðïõ éêáíïðïéåß�çí �áõ�ü�ç�á f(x) = H(f ↾seg(x); x) (x ∈ U): (11-13)(2) �éá êÜèå áí�éêåßìåíï a êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ F , õðÜñ÷åéáêñéâþò ìßá áêïëïõèßá (n 7→ an) ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòa0 = a; an+1 = F (an) (n ∈ N): (11-14)Ç (n 7→ an) åßíáé ç �ñï÷éÜ (orbit) �ïõ a áðü �ïí F .Áðüäåéîç. �éá �ï (1) åöáñìüæïõìå �ï 11.5 ó�ï ãñÜöçìá (Field(U); >U ),êáé ãéá �ï (2) ó�ï ãñÜöçìá (N;→), üðïõn→ m ⇐⇒ïñ n = m+ 1: ⊣11.7. ¢óêçóç. �ïéïí ïñéó�éêü �åëåó�Þ H ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá äåßîïõìå�ï ìÝñïò (2) �ïõ �ïñßóìá�ïò;Ç �ñï÷éÜ åíüò óõíüëïõA áðü �ïí �åëåó�Þ �çò Ýíùóçò öáíåñþíåé �çí êñõììÝíç

∈-äïìÞ �ïõ A, öÝñíïí�áò ó�çí åðéöÜíåéá �á ìÝëç �ïõ A, �á ìÝëç �ùí ìåëþí �ïõA, �á ìÝëç áõ�þí ê.ëð.11.8. Ïñéóìüò. Ìéá êëÜóç (Þ óýíïëï) M åßíáé ìå�áâá�éêÞ (transitive) áí
⋃M ⊆M , Þ éóïäýíáìá

(∀x ∈M)(∀t ∈ x)[t ∈M ];Þ áêüìç áðëïýó�åñá x ∈M =⇒x ⊆M .
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180 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá11.9. ¢óêçóç. Ôá óýíïëá ∅, {∅; {∅}}, {∅; {∅}; {∅; {∅}}}, �ï óýíïëï
N0 = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : } (11-15)ðïõ áðáé�åß�áé áðü �ï Áîßùìá Áðåßñïõ êáé êÜèå êëÜóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï Ü�ïìáåßíáé ìå�áâá�éêÜ.11.10. Èåþñçìá Ìå�áâá�éêÞò Êëåéó�ü�ç�áò. ÊÜèå óýíïëï A åßíáé ìÝëïòìå�áâá�éêïý óõíüëïõM , êáé ìÜëéó�á õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ï (ãéá �çí ⊆) ìå�áâá�éêüóýíïëï M = TC(A) �Ý�ïéï þó�å A ∈ TC(A). Ôï TC(A) åßíáé ç ìå�áâá�éêÞêëåéó�ü�ç�á �ïõ A.Áðüäåéîç. Áðü �ï (2) �ïõ 11.6, õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ áêïëïõèßá n 7→ TCn(A)ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéò TC0(A) = {A};TCn+1(A) =

⋃TCn(A); (11-16)êáé èÝ�ïõìå TC(A) =ïñ ⋃ nTCn(A): (11-17)�ñïöáíþò A ∈ TC(A) êáé �ï TC(A) åßíáé ìå�áâá�éêü, åðåéäÞu ∈ TCn(A)=⇒u ⊆ ⋃TCn(A) = TCn+1(A):Áí �ïM åßíáé ìå�áâá�éêü êáé A ∈M , �ü�å TC0(A) = {A} ⊆M , êáé åðáãùãéêÜTCn(A) ⊆M =⇒TCn+1(A) =
⋃TCn(A) ⊆ ⋃M ⊆M;Ý�óé þó�å �åëéêÜ TC(A) =

⋃ nTCn(A) ⊆M . ⊣11.11. ¢óêçóç. Áí �ï A åßíáé ìå�áâá�éêü, �ü�å TC(A) = A ∪ {A}.�éá íá êá�áëÜâïõìå êáëý�åñá �ç öñÜóç £öáíåñþíåé �çí êñõììÝíç ∈-äïìÞ¤�çò A ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðéï ðÜíù, èåùñïýìå �éò åîÞò öõóéêÝò Ýííïéåò.11.12. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé êëçñïíïìéêÜ åëåýèåñï áðü Ü�ïìá Þ áãíü(pure) áí áíÞêåé óå êÜðïéï ìå�áâá�éêü óýíïëï ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé Ü�ïìá, éóïäý-íáìá áí ç ìå�áâá�éêÞ �ïõ êëåéó�ü�ç�á TC(A) äåí ðåñéÝ÷åé Ü�ïìá. Ôï óýíïëïA åßíáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï (hereditarily �nite) áí áíÞêåé óå êÜðïéïìå�áâá�éêü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï· éóïäýíáìá áí �ï TC(A) åßíáé ðåðåñáóìÝíï.Ôï óýíïëï A åßíáé êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìç�ü áí áíÞêåé óå êÜðïéï ìå�áâá�éêü,áðáñéèìç�ü óýíïëï· éóïäýíáìá áí �ï TC(A) åßíáé áðáñéèìç�ü.Ç ïõóßá áõ�þí �ùí ïñéóìþí åßíáé ü�é �ï {{a}} åßíáé ìåí óýíïëï áëëÜ ü÷éáãíü óýíïëï áí �ï a åßíáé Ü�ïìï, åðåéäÞ ÷ñåéáæüìáó�å �ï a ãéá íá �ï êá-�áóêåõÜóïõìå· �ï {N} åßíáé ðåðåñáóìÝíï áëëÜ ü÷é êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíïåðåéäÞ ÷ñåéáæüìáó�å üëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ãéá íá �ï êá�áóêåõÜóïõìå·�ï {N} åßíáé áðáñéèìç�ü áëëÜ ü÷é êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìç�ü, åðåéäÞ ðñÝðåé íá£óõìðåñéëÜâïõìå óå ïëü�ç�á¤ �çí áíáðáñßèìç�ç óõëëïãÞ �ùí óçìåßùí �ïõ Nðñéí êá�áóêåõÜóïõìå �ï ìïíïóýíïëï {N} ìå ìéá �åëåõ�áßá, �å�ñéììÝíç ðñÜîçóõëëïãÞò. Íá �ï ðïýìå äéáöïñå�éêÜ, �ï {N} äåí åßíáé êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìç�ü
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 181åðåéäÞ £ç ÝííïéÜ �ïõ ðåñéÝ÷åé¤ áíáðáñßèìç�ï ðëÞèïò áí�éêåéìÝíùí, �á ìÝëç �ïõìïíáäéêïý �ïõ ìÝëïõò, N .11.13. ¢óêçóç. Ç Áñ÷Þ Áãíü�ç�áò 3.25 åßíáé éóïäýíáìç ìå �ïí éó÷õñéóìüü�é üëá �á óýíïëá åßíáé áãíÜ.11.14. ¢óêçóç. ¸íá ìå�áâá�éêü óýíïëï åßíáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï áêñé-âþò áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìç�ü áêñéâþò áí åßíáé áðá-ñéèìç�ü.Èåùñïýìå �þñá �ç óýã÷ñïíç êëåéó�ü�ç�á óõíüëïõ ãéá �ïõò �åëåó�Ýò �çòÝíùóçò êáé �ïõ äõíáìïóõíüëïõ.11.15. Èåþñçìá (Âáóéêü ËÞììá Êëåéó�ü�ç�áò). �éá êÜèå óýíïëï I êáéêÜèå öõóéêü áñéèìü n, Ýó�ù Mn = Mn(I) �ï óýíïëï ðïõ ïñßæå�áé ìå �çíáíáäñïìÞ M0 = I; Mn+1 = Mn ∪⋃Mn ∪ P(Mn): (11-18)Ç âáóéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ I åßíáé ç ÝíùóçM = M(I) =ïñ ⋃∞n=0Mn(I); (11-19)êáé Ý÷åé �éò åîÞò éäéü�ç�åò:(1) Ôï M åßíáé ìå�áâá�éêü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï êåíü ∅ êáé �ï I, åßíáéêëåéó�ü ãéá �ïõò �åëåó�Ýò �ïõ æåýãïõò {x; y}, �çò Ýíùóçò ⋃E êáé �ïõ äõíá-ìïóõíüëïõ P(A) êáé ðåñéÝ÷åé êÜèå õðïóýíïëï êáèåíüò áðü �á ìÝëç �ïõ.(2) Ôï M åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï (ãéá �çí ⊆) ìå�áâá�éêü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïI êáé åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïõò �åëåó�Ýò {x; y}, ⋃E êáé P(X).(3) Áí �ï I åßíáé áãíü êáé ìå�áâá�éêü, �ü�å êÜèå Mn åßíáé åðßóçò áãíü êáéìå�áâá�éêü, êáé éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçMn+1 = P(Mn): (11-20)¸ðå�áé ü�é �ï M åßíáé áãíü, ìå�áâá�éêü óýíïëï.Áðüäåéîç. (1) Áðü �ïí ïñéóìü, ∅; I ∈ M1 ⊆ M . Áí x; y ∈ M , �ü�å áðü�ï ðñïöáíÝò Mn ⊆ Mn+1, õðÜñ÷åé êÜðïéï m �Ý�ïéï þó�å {x; y} ⊆ Mm, Üñá
{x; y} ∈Mm+1. Ôï êëåéäß ãéá �á õðüëïéðá åßíáé ç óõìðåñßëçøçx ∈Mn=⇒ x ⊆ ⋃Mn ⊆Mn+1 ⊆M;áðü �çí ïðïßá óõíÜãå�áé áìÝóùò ü�é �ïM åßíáé ìå�áâá�éêü. Ìå �çí ßäéá ìÝèïäï,x ∈Mn=⇒⋃x ⊆ ⋃Mn+1 ⊆Mn+2;Üñá x ∈Mn=⇒⋃x ∈Mn+3 ⊆M êáé �ï M åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïí �åëåó�Þ ⋃x.Ôï ßäéï åðé÷åßñçìá äåß÷íåé ü�é �ïM åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïí P(X), êáé ç �åëåõ�áßáðñü�áóç ðñïêýð�åé áð' áõ�Þ �çí êëåéó�ü�ç�á êáé �ç ìå�áâá�éêü�ç�á.

30Ç áðåéêüíéóç êüóìùí óõíüëùí ìå êþíïõò åßíáé ðáñáäïóéáêÞ áëëÜ ðáñáðëáíç�éêÞ: �áäéáäï÷éêÜ äõíáìïóýíïëá ìåãáëþíïõí £õðåñåêèå�éêÜ¤ ó�ï ðëÞèïò, Ý�óé ðïõ èá Þ�áí ðéï êïí�Üó�çí áëÞèåéá íá �á áðåéêïíßæáìå óáí êþíïõò ìå êáìðýëåò, õðåñåêèå�éêÝò ðëåõñÝò.
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182 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá

I

...
M1(I)M2(I)M3(I)

M(I)

V0

V1

V2

V3

V!

ÄéÜãñáììá 11.1. ËïãáñéèìéêÝò30 áðïäüóåéò �ùí M(I) êáé V!.(2) ÊÜèå M ′ êëåéó�ü ãéá �ïõò {x; y} êáé ⋃E åßíáé åðßóçò êëåéó�ü ãéá �ïíA ∪ B =
⋃{A;B}· êáé áí �ï M ′ åßíáé åðßóçò êëåéó�ü ãéá �ïí P(X), �ü�ååðáãùãéêÜ (åýêïëá) êÜèå Mn ∈ M ′, êáé Üñá M ⊆ M ′ áðü �ç ìå�áâá�éêü�ç�á�ïõ M ′.(3) Áí �ï I åßíáé ìå�áâá�éêü ÷ùñßò Ü�ïìá, �ü�å êÜèå Mn åßíáé åðßóçò ìå-�áâá�éêü ÷ùñßò Ü�ïìá, ìå ìéá �å�ñéììÝíç åðáãùãÞ ó�ï n. Áð' áõ�ü ðñïêý-ð�åé ü�é �ï M åßíáé ìå�áâá�éêü ÷ùñßò Ü�ïìá, Üñá áãíü, áëëÜ åðßóçò êáé ü�éMn ∪⋃Mn ⊆ P(Mn), Ý�óé þó�å Mn+1 = P(Mn). ⊣11.16. ¢óêçóç. Óùó�ü Þ ëÜèïò; �éá êÜèå ìå�áâá�éêü óýíïëï X, X ⊆ P(X).11.17. ¢óêçóç. Áí I ⊆ J , �ü�å ãéá êÜèå n, Mn(I) ⊆Mn(J), êáé åðïìÝíùòI ⊆ J =⇒M(I) ⊆M(J):11.18. Ôá åäñáéùìÝíá, áãíÜ, êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíá óýíïëá (Pure,grounded, hereditarily �nite sets). Ç åëÜ÷éó�ç âáóéêÞ êëåéó�ü�ç�á åßíáé áõ�Þ�ïõ êåíïý óõíüëïõ, M(∅) ⊆ M(I), ãéá êÜèå I. Ìå �ïí êëáóéêü óõìâïëéóìü(ðïõ èá åîçãÞóïõìå ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï), Mn(∅) = Vn, Ý�óé þó�å �á Vn êáéç ÝíùóÞ �ïõò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �éò åîéóþóåéòV0 = ∅; Vn+1 = P(Vn); V! =ïñ ⋃∞n=0Vn = M(∅): (11-21)�éá ðáñÜäåéãìá, ∅ ∈ V1, {∅} ∈ V2 êáé {{∅}; {{∅}}} ∈ V4! Ôá óýíïëá áõ�Ü áðåé-êïíßæïí�áé ó�á áñéó�åñÜ ó�ï ÄéÜãñáììá 11.1. Ôï óýíïëï V! åßíáé åäñáéùìÝíï,áãíü êáé ìå�áâá�éêü, êÜèå Vn åßíáé ðåðåñáóìÝíï ìå åýêïëç åðáãùãÞ, Ý�óé ðïõêÜèå óýíïëï ó�ï V! åßíáé åäñáéùìÝíï, áãíü êáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï, êáéâÝâáéá �ï V! åßíáé áðáñéèìç�ü. Áõ�Ü åßíáé �á óýíïëá ðïõ êá�áóêåõÜæïí�áé £áðü�ï �ßðï�á¤ (êõñéïëåê�éêÜ, áðü �ï êåíü óýíïëï) ìå ðåðåñáóìÝíç åðáíÜëçøç �çòóõìðåñßëçøçò óå ïëü�ç�á (ðåñé�ýëéîçò ìå áãêýëåò!) ìåñéêþí áðü �á áí�éêåßìåíáðïõ Ý÷ïõí Þäç êá�áóêåõáó�åß.
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 183Ïé éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ M(I) ðïõ áðáñéèìÞóáìå ó�ï (1) �ïõ 11.15åßíáé áêñéâþò áõ�Ýò ðïõ áðáé�ïýí �á áîéþìá�á (II) { (V) áðü �ïí êüóìï W ,óýìöùíá ìå �çí áíÜëõóç ó�ï 3.26, êáé áí �ï óýíïëï N0 �çò (11-15) ðïõ åã-ãõÜ�áé �ï Áîßùìá Áðåßñïõ (VI) åßíáé õðïóýíïëï �ïõ I, �ü�å åðßóçò N0 ∈M(I).Êáé åðåéäÞ �ï M(I) åßíáé ìå�áâá�éêü, ãéá üëá �á A;B ∈M(I),A 6= B=⇒ (∃t ∈M(I))[t ∈ (A \B) ∪ (B \A)]; (11-22)äçëáäÞ éó÷ýåé ó�ï M(I) áêñéâþò áõ�ü ðïõ �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò áðáé�åß áðü�ïí êüóìï W óýìöùíá ìå �çí (3-12). Áõ�Ü ðñï�åßíïõí ü�é áí áëëÜîïõìå �ïíüçìá �ïõ £áí�éêåéìÝíïõ¤ Ý�óé þó�å íá óçìáßíåé £ìÝëïò �ïõ M(I)¤ ãéá êÜðïéïI ⊇ N0, �ü�å êÜèå áðüäåéîç áðü �á áîéþìá�á (I) { (VI) ìðïñåß íá åñìçíåõ�åßùò åðé÷åßñçìá ãéá �á ìÝëç �ïõM(I) áí�ß ãéá üëá �á áí�éêåßìåíá, ðïõ ó�ï �Ýëïòáðïäåß÷íåé êÜðïéï èåþñçìá ãéá �ï M(I) áí�ß �ïõW . Åßíáé óçìáí�éêÞ éäÝá, ðïõáîßæåé ãåíßêåõóç êáé üíïìá.11.19. Ïñéóìüò. Ç ìå�áâá�éêÞ êëÜóçM åßíáé êüóìïò �ïõ Zermelo áí åßíáéêëåéó�Þ ãéá �ïõò �åëåó�Ýò æåýãïõò {x; y}, Ýíùóçò ⋃E êáé äõíáìïóõíüëïõ P(X)êáé ðåñéÝ÷åé �ï óýíïëï N0 ïñéóìÝíï áðü �çí (11-15). Ï åëÜ÷éó�ïò êüóìïò �ïõZermelo åßíáé ï Z = M(N0); ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �éò åîéóþóåéò
Z0 = N0; Zn+1 = P(Zn); Z =

⋃∞n=0Zn: (11-23)11.20. ¢óêçóç. Ï êüóìïò W üëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí åßíáé êüóìïò �ïõ Zer-melo. ÊÜèå êüóìïò �ïõ Zermelo ðåñéÝ÷åé �ï êåíü óýíïëï êáé êÜèå õðïóýíïëïêáèåíüò áðü �á ìÝëç �ïõ.ÊÜèå êüóìïò M �ïõ Zermelo åßíáé ðñü�õðï �ùí áîéùìÜ�ùí (I) { (VI), êáéìÜëéó�á ðïëý åéäéêü ðñü�õðï åöüóïí áðïäßäåé �éò öõóéêÝò åñìçíåßåò ó�éò âáóéêÝòÝííïéåò �ïõ £�é åßíáé óýíïëï¤ êáé �ïõ £áíÞêåéí¤|ðåñéïñßæåé ìüíï �ï ðåäßï áí�é-êåéìÝíùí ó�ï ïðïßï åñìçíåýïõìå áîéþìá�á êáé èåùñÞìá�á. Ï éó÷õñéóìüò ü�éëïãéêÜ åðáêüëïõèá �ùí áîéùìÜ�ùí (I) { (VI) áëçèåýïõí ü�áí �á åñìçíåýïõìåóå ïðïéïíäÞðï�å êüóìï �ïõ Zermelo êáëåß�áé ìå�áèåþñçìá, èåþñçìá ðïõ áöïñÜèåùñÞìá�á. �éá íá äéá�õðþóïõìå ìå áêñßâåéá êáé íá áðïäåßîïõìå ìå áõó�çñü-�ç�á ãåíéêÜ áðï�åëÝóìá�á áõ�ïý �ïõ åßäïõò, ÷ñåéáæüìáó�å ìåèüäïõò êáé áðï-�åëÝóìá�á áðü �ç Ìáèçìá�éêÞ ËïãéêÞ. Óå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìá�á üìùò,ëÞììá ðñïò ëÞììá êáé ðñü�áóç ìå ðñü�áóç, åßíáé óõíÞèùò áðëü íá äïýìå áêñé-âþò ãéá ðïéá éäéü�ç�á �ïõ êüóìïõ W óõæç�Üìå êáé íá áðïäåßîïõìå êá�åõèåßáí�çí åñìçíåßá �çò óå êÜèå êüóìï �ïõ Zermelo: åðåéäÞ, ðñÜãìá�é, ÷ñçóéìïðïéïýìåó�éò áðïäåßîåéò ìáò �á áîéþìá�á ùò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ êüóìïõ W , ãéá�ïí ïðïßï äåí Ý÷ïõìå áðïäå÷�åß �ßðï�á ðåñéóóü�åñï áðü �ï ü�é Ý÷åé áõ�Ýò �éòéäéü�ç�åò.11.21. �ñü�áóç. ÊÜèå êüóìïò �ïõ Zermelo M åßíáé êëåéó�üò ãéá �ïí �å-ëåó�Þ æåýãïõò �ïõ Kuratowski (x; y) ðïõ ïñßó�çêå ó�çí (4-1), êáé ãéá �ïõò�åëåó�Ýò Êáñ�åóéáíïý ãéíïìÝíïõ A × B, óõíáñ�çóéáêïý ÷þñïõ (A → B), êáé
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184 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá÷þñïõ ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí (A * B), áí áõ�ïß ïñéó�ïýí áðü �ï æåýãïò Ku-ratowski. ÅðéðëÝïí, áí A ∈ M êáé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A, �ü�åç ∼ êáé �ï ðçëßêï [[A=∼]] (âë. 4.12) åðßóçò áíÞêïõí ó�ï M .Áðüäåéîç. Ôï æåýãïò Kuratowski (x; y) = {{x}; {x; y}} äýï ó�ïé÷åßùí �ïõM åßíáé ðñïöáíþò ó�ï M , ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ñåéò öïñÝò �çí õðüèåóç ü�é �ïM åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïí {x; y}. Áí A;B ∈ M , �ü�å A ∪ B =
⋃{A;B}, êáéáêïëïõèþí�áò �çí áðüäåéîç �ïõ 4.2A×B ⊆ P(P(A ∪B)) ∈M;Ý�óé þó�å A×B ∈M . Ôá õðüëïéðá áðïäåß÷íïí�áé ìå ðáñüìïéï �ñüðï. ⊣11.22. ¢óêçóç. ÊÜèå êüóìïò �ïõ Zermelo M ðåñéÝ÷åé óýó�çìá Peano, óýì-öùíá ìå �ïí ïñéóìü ó�ï 5.1.11.23. �ñü�áóç. (1) Ôï Áîßùìá Åîáñ�çìÝíùí Åðéëïãþí áëçèåýåé óå êÜèåêüóìï �ïõ Zermelo M , ìå �çí åîÞò åñìçíåßá: áí a ∈ A ∈ M , P ⊆ A × A,P ∈M , êáé N ∈M åßíáé êÜðïéï óýó�çìá Peano ó�ï M , �ü�åa ∈ A& (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y)=⇒ (∃f : N→ A)[f ∈M & f(0) = a& (∀n ∈ N)P (f(n); f(n+ 1))]:(2) (AC) Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò áëçèåýåé óå êÜèå êüóìï �ïõ Zermelo M ,ìå �çí åîÞò åñìçíåßá, êá�Ü �çí 8.4: ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá E ∈ M ìç êåíþíêáé îÝíùí áíá äýï óõíüëùí, õðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï S ∈ M ðïõ åßíáé óýíïëïåðéëïãÞò ãéá �çí E , äçëáäÞS ⊆ ⋃E ; (∀X ∈ E)(∃u)[S ∩X = {u}]:Áðüäåéîç. (1) Áí éó÷ýåé ç õðüèåóç �çò óõíåðáãùãÞò ðïõ èÝëïõìå íá áðï-äåßîïõìå, �ü�å áðü �ï DC õðÜñ÷åé êÜðïéá óõíÜñ�çóç f : N → A �Ý�ïéá þó�åf(0) = a êáé ãéá êÜèå n ∈ N, P (f(n); f(n+ 1)). ÅðåéäÞ (N→ A) ∈M , Ý÷ïõìååðßóçò f ∈M áðü �ç ìå�áâá�éêü�ç�á.Ôï (2) áðïäåéêíýå�áé ìå áíÜëïãï �ñüðï. ⊣ÅðéëÝîáìå óõãêåêñéìÝíåò åêäï÷Ýò �ùí áñ÷þí åðéëïãÞò ãéá �çí åõêïëßá �çòáðüäåéîçò, áëëÜ üëåò ïé éóïäýíáìåò åêäï÷Ýò �ïõò åðßóçò áëçèåýïõí óå êÜèåêüóìï �ïõ Zermelo M . Áõ�ü ìðïñïýìå íá �ï áðïäåßîïõìå êá�' åõèåßáí, Þðáñá�çñþí�áò ü�é ïé áðïäåßîåéò éóïäõíáìßáò ðïõ äþóáìå £åðéäÝ÷ïí�áé åñìçíåßáìÝóá ó�ï M¤.11.24. ¢óêçóç. (AC) �éá êÜèå êüóìï �ïõ Zermelo M , áí A;B ∈M êáé Påßíáé ïðïéáäÞðï�å äéìåëÞò ïñéó�éêÞ óõíèÞêç, �ü�å

(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y)=⇒ (∃f ∈M)[f : A→ B& (∀x ∈ A)P (x; f(x))]: (11-24)11.25. Ï åëÜ÷éó�ïò êüóìïò �ïõ Zermelo Z. �éá íá äéáóáöçíßóïõìå �ïæÞ�çìá, èåùñïýìå �ïí óõãêåêñéìÝíï, åëÜ÷éó�ï êüóìï �ïõ Zermelo, Z. �ñü-êåé�áé ãéá Ýíá áãíü, ìå�áâá�éêü óýíïëï, ðïõ êá�áóêåõÜóáìå îåêéíþí�áò ìå �ï
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 185áðëïýó�á�ï N0 êáé åðáíáëáìâÜíïí�áò Üðåéñåò öïñÝò �çí ðñÜîç �ïõ äõíáìïóõ-íüëïõ, êÜðùò üðùò êá�áóêåõÜæïõìå êáé �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò îåêéíþí�áò ìå�ï 0 êáé åðáíáëáìâÜíïí�áò Üðåéñåò öïñÝò �çí ðñÜîç �ïõ åðüìåíïõ. Ìðïñïýìåíá êá�áíïÞóïõìå �á ìÝëç �ïõ Z ùò áêñéâþò �á áí�éêåßìåíá ðïõ åããõþí�áé �ááîéþìá�á (I) { (VI), �á ïðïßá åêöñÜæïõí éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò ðïõ éêáíïðïéåß�ï Z. Ïé öõóéêÝò åñìçíåßåò �ùí DC êáé AC åðßóçò áëçèåýïõí ó�ï Z, ç äåý-�åñç, âÝâáéá, áí äå÷�ïýìå ü�é áëçèåýåé ó�ïí êüóìï W . Ìå âÜóç �éò éäéü�ç�åòêëåéó�ü�ç�áò �ùí êüóìùí �ïõ Zermelo ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé, áí îáíáêïé-�Üîïõìå �éò áðïäåßîåéò ó�á ÊåöÜëáéá 5, 6 êáé 10 êáé ó�ï �áñÜñ�çìá A èáäïýìå ü�é �ï Z ðåñéÝ÷åé ü÷é ìüíï �ï óõãêåêñéìÝíï óýó�çìá öõóéêþí áñéèìþí
N ðïõ êá�áóêåõÜóáìå ó�ï ÊåöÜëáéï 5, áëëÜ êáé �ï ÷þñï Baire ðïõ ïñßæå�áéìå áõ�ü �ï N êáé �á óõãêåêñéìÝíá óõó�Þìá�á ñç�þí êáé ðñáãìá�éêþí áñéèìþíðïõ ïñßæïí�áé ó�ï �áñÜñ�çìá A. Áðü �á èåùñÞìá�á ìïíáäéêü�ç�áò ðïõ óõ-íïäåýïõí áõ�Ýò �éò êá�áóêåõÝò, êáèÝíá áð' áõ�Ü �á óõó�Þìá�á áðåéêïíßæåé �çíáíÜëïãç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá �üóï ðéó�Ü üóï êáé êÜèå Üëëï, Ý�óé þó�å ìðïñïýìåíá ðïýìå ü�é �ï Z ðåñéÝ÷åé �ïõò öõóéêïýò, �ï ÷þñï Baire, �ïõò ñç�ïýò êáé �ïõòðñáãìá�éêïýò.Áí óõíäõÜóïõìå �þñá áõ�Ýò �éò ðáñá�çñÞóåéò ìå ãíùó�Ü óõìðåñÜóìá�á êáéðñï�Üóåéò �ùí êëáóéêþí ìáèçìá�éêþí, äåí åßíáé äýóêïëï íá êá�áóêåõÜóïõìåÝíá ðåéó�éêü åðé÷åßñçìá ü�é üëá �á áí�éêåßìåíá ìåëÝ�çò �çò êëáóéêÞò Üëãåâñáò,�çò áíÜëõóçò, �çò óõíáñ�çóéáêÞò áíÜëõóçò, �çò �ïðïëïãßáò, �çò ðéèáíïèåù-ñßáò, �ùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ê.ëð. ìðïñïýí íá âñåèïýí (ìÝ÷ñéò éóïìïñöé-óìïý) ó�ï Z. �ïëëÜ áðü �á èåìåëéáêÜ áí�éêåßìåíá �çò ãåíéêÞò óõíïëïèåùñßáòåðßóçò õðÜñ÷ïõí ó�ï Z, üëá üóá Ý÷ïõìå êá�áóêåõÜóåé ðñéí áð' áõ�ü �ï êåöÜ-ëáéï, ð.÷. ó�çí áíÜð�õîç �çò èåùñßáò ìåñéêÜ êáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí.Óáí óýíèçìá: �á êëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ êáé ç áðáñáß�ç�ç ãéá �ç ìåëÝ�ç�ïõò èåùñßá óõíüëùí, åðéäÝ÷ïí�áé åñìçíåßá óáí üëá �á ìáèçìá�éêÜ áí�é-êåßìåíá íá Þ�áí ìÝëç �ïõ Z.Ôï ßäéï éó÷ýåé âÝâáéá ãéá êÜèå êüóìï �ïõ Zermelo, áëëÜ ï óõãêåêñéìÝíïò,áðëüò ïñéóìüò �ïõ Z ìáò åðé�ñÝðåé íá áíáëýóïõìå �ç äïìÞ �ïõ êáé íá ìåëå�Þ-óïõìå �éò åéäéêÝò éäéü�ç�åò �ùí ìåëþí �ïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, êáíÝíá ìÝëïò �ïõ
Z äåí áíÞêåé ó�ïí åáõ�ü �ïõ: åðåéäÞ êáíÝíá X ∈ N0 äåí éêáíïðïéåß �çí X ∈ X(åýêïëá), êáé áí (ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï) �ï n åßíáé åëÜ÷éó�ï þó�å íá õðÜñ÷åéêÜðïéï X ∈ X ∈ Zn+1, �ü�å X ∈ X ⊆ Zn áðü �ïí ïñéóìü, Ý�óé þó�å X ∈ Zn,åíÜí�éá ó�çí åðéëïãÞ �ïõ n. Áõ�ü ìÜëëïí åõ÷Üñéó�ï åßíáé, åß÷áìå ðñïâëÞìá�áìå óýíïëá ðïõ áíÞêïõí ó�ïí åáõ�ü �ïõò· üìùò ç åðáíáëçð�éêÞ êá�áóêåõÞ �ïõ
Z óõíåðÜãå�áé ìéá ðïëý éó÷õñü�åñç éäéü�ç�á ãéá �á ìÝëç �ïõ ðïõ áíáêÜëõøå ïvon Neumann.11.26. Ïñéóìüò. ¸íá áí�éêåßìåíï x åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï (ill founded)áí êÜðïéá öèßíïõóá ∈-áëõóßäá áñ÷ßæåé ìå áõ�ü, äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóçf : N→ E �Ý�ïéá þó�å x = f(0) ∋ f(1) ∋ f(2) ∋ · · · :
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186 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá

ÄéÜãñáììá 11.2. Ôï {∅; {∅}} óáí áðïãïç�åõ�éêü äþñï.Áí�éêåßìåíá ðïõ äåí åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíá êáëïýí�áé êáëÜ èåìåëéùìÝíá(well founded) Þ åäñáéùìÝíá (grounded). Áí X ∈ X, �ü�å X ∋ X ∋ X ∋
· · · , êáé åðïìÝíùò �ï X åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï. Ôï �ñüâëçìá x11.14 äßíåé÷áñáê�çñéóìü �ùí êáêÜ èåìåëéùìÝíùí óõíüëùí êá�åõèåßáí áðü �ç ó÷Ýóç ∈, ìå�ñüðï ðïõ ìïéÜæåé ãåíßêåõóç �çò éäéü�ç�áò X ∈ X.11.27. ¢óêçóç. Ôá Ü�ïìá, �ï êåíü ∅ êáé �ï N0 åßíáé åäñáéùìÝíá. ¸íá óý-íïëï X åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí êÜèå ìÝëïò �ïõ X åßíáé åäñáéùìÝíï,áí êáé ìüíïí áí �ï äõíáìïóýíïëü �ïõ åßíáé åäñáéùìÝíï. Ç êëÜóç üëùí �ùíåäñáéùìÝíùí óõíüëùí åßíáé ìå�áâá�éêÞ.11.28. �ñü�áóç. Ç âáóéêÞ êëåéó�ü�ç�á M(I) êÜèå åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ Iåßíáé åäñáéùìÝíç. Åéäéêü�åñá, ï åëÜ÷éó�ïò êüóìïò �ïõ Zermelo Z êáé üëá �ïõ�á ìÝëç åßíáé åäñáéùìÝíá.Áðüäåéîç. Äå÷üìáó�å ü�é �ï I åßíáé åäñáéùìÝíï êáé ü�é (ðñïò áðáãùãÞ óåÜ�ïðï) �ï n åßíáé åëÜ÷éó�ï þó�å �ï Mn íá åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï êáé Ýó�ùMn ∋ x1 ∋ · · · öèßíïõóá ∈-áëõóßäá. Áðü �çí õðüèåóç, n > 0. ÅðåéäÞ ïéõðïèÝóåéò x1 ∈ Mn−1 êáé x1 ∈ y ∈ Mn−1 áí�é�ßèåí�áé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ n,ðñÝðåé íá éó÷ýåé �ï x1 ⊆ Mn−1, Üñá x2 ∈ Mn−1 êáé ç ýðáñîç �çò öèßíïõóáò
∈-áëõóßäáò Mn−1 ∋ x2 ∋ · · · áí�é�ßèå�áé ðÜëé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ n. �ñïêýð�åéü�é �ï M åßíáé åäñáéùìÝíï, åðåéäÞ êÜèå öèßíïõóá áëõóßäá M ∋ x1 ∋ · · · èáÝäåé÷íå åðßóçò ü�é êÜðïéï Mn åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï, óõãêåêñéìÝíá �ï Mnðïõ ðåñéÝ÷åé �ï x1. Ôï ðüñéóìá ãéá �ï Z éó÷ýåé åðåéäÞ �ï N0 åßíáé åäñáéùìÝíï.⊣Ó�ç ãíùó�Þ, óá÷ëÞ öÜñóá, åíèïõóéáóìÝíïò ï �éáííÜêçò ó�ç ãéïñ�Þ �ïõ áíïß-ãåé �ï �åñÜó�éï êïõ�ß ìå �ï äþñï �ïõ, ìüíï ãéá íá âñåé ìÝóá Ýíá Üëëï êïõ�ß,êáé ó' áõ�ü ìÝóá áêüìç Ýíá êïõ�ß ê.ëð. ìÝ÷ñéò ü�ïõ ö�Üóåé ó�ï �åëåõ�áßï,ìéêñïóêïðéêü êïõ�Üêé ðïõ åßíáé Üäåéï: �ï äþñï �ïõ åßíáé �á êïõ�éÜ. Ìðïñïýìåíá óõëëÜâïõìå �á áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá óáí áöçñçìÝíåò áðåéêïíßóåéò �Ý-�ïéùí áðïãïç�åõ�éêþí äþñùí, üðïõ üìùò �ï êÜèå êïõ�ß ìðïñåß íá ðåñéëáìâÜíåéðåñéóóü�åñá áðü Ýíá åóù�åñéêÜ êïõ�éÜ: üðïéï êïõ�ß êáé í' áíïßîåé ï �éáííÜêçòêÜèå öïñÜ, �åëéêÜ èá âñåé �ï Üäåéï êïõ�ß, �ï êåíü ∅. Ïé ðåñéóóü�åñåò áîéùìá-�ïðïéÞóåéò �çò óõíïëïèåùñßáò äÝ÷ïí�áé �çí åîÞò áñ÷Þ �ïõ von Neumann, ðïõáðáãïñåýåé �á êáêÜ èåìåëéùìÝíá óýíïëá áðáñ÷Þò.
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 18711.29. Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò (Prin
iple of Foundation). ÊÜèå óýíïëï åßíáé åäñáé-ùìÝíï. Áõ�ü êáëåß�áé åðßóçò áñ÷Þ (Þ Áîßùìá) �çò Êáíïíéêü�ç�áò (Regularity).ÕðÜñ÷åé êáé ç åîÞò åíáëëáê�éêÞ, êÜðùò äõóíüç�ç áëëÜ ÷ñÞóéìç Ýêöñáóç �çòÁñ÷Þò Èåìåëßùóçò.11.30. �ñü�áóç. Ç Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò éó÷ýåé áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå ìçêåíü óýíïëï X, õðÜñ÷åé êÜðïéï m ∈ X �Ý�ïéï þó�åm ∩X = ∅: (11-25)Áðüäåéîç. Äå÷üìáó�å ðñþ�á �çí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò, êáé (ðñïò áðáãùãÞ óåÜ�ïðï) õðïèÝ�ïõìå ü�é X 6= ∅, áëëÜ ü�é êáíÝíá m ∈ X äåí éêáíïðïéåß �çí(11-25). Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ãéá êÜðïéï a,a ∈ X & (∀m ∈ X)(∃t ∈ X)[t ∈ m];Üñá, áðü �ï DC, õðÜñ÷åé Üðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ðïõ áñ÷ßæåé ìå �ï X ∋ a,êáé áõ�ü âÝâáéá áí�é�ßèå�áé ó�çí õðüèåóç. Áí�éó�ñüöùò, áí ç Áñ÷Þ Èåìåëßùóçòäåí áëçèåýåé êáé êÜðïéá Üðåéñç öèßíïõóá ∈-áëõóßäá áñ÷ßæåé ìå �ï óýíïëïX = f(0) ∋ f(1) ∋ f(2) ∋ · · · ;�ü�å ç åéêüíá f [N] = {f(0); f(1); : : : } åßíáé âåâáßùò ìç êåíÞ, êáé �Ýìíåé êáèÝíááðü �á ìÝëç �çò, Ý�óé ðïõ êáíÝíá áð' áõ�Ü äåí éêáíïðïéåß �çí (11-25). ⊣11.31. Ç óõíïëïèåùñßá Zermelo-Fraenkel (ìå åðéëïãÞ), ZFC. Ôï ðëÝïíäéáäåäïìÝíï|�ï £åðßóçìï¤| óýó�çìá áîéùìÜ�ùí ãéá óýíïëá åßíáé ç ÈåùñßáZermelo-Fraenkel (ìå åðéëïãÞ), ðïõ ðñïóèÝ�åé �éò Áñ÷Ýò Áãíü�ç�áò 3.25 êáéÈåìåëßùóçò ó�á áîéþìá�á �çò ZFDC ìáæß ìå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, óõìâïëéêÜ:ZFC = ZFDC+AC+Áãíü�ç�á+Èåìåëßùóç:Åßíáé ðïëëÜ êáé ðåéó�éêÜ �á åðé÷åéñÞìá�á ðïõ åõíïïýí áõ�ü �ï óýó�çìá, ìåñéêÜáð' áõ�Ü èá åêèÝóïõìå áìÝóùò ó�ç óõíÝ÷åéá, êáé ðÜëé áñãü�åñá, ó�á ÊåöÜ-ëáéï 12 êáé ó�ï �áñÜñ�çìá B, üðïõ åðßóçò èá åîçãÞóïõìå êáé �ïõò âáóéêïýòëüãïõò ðïõ ìáò ïäÞãçóáí íá ìåßíïõìå êá�Ü âÜóç ó�çí áóèåíÝó�åñç èåùñßáZFDC ó' áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéò. Áðü �çí êáèáñÜ ðñáê�éêÞ Üðïøç, ïé áñ÷ÝòÁãíü�ç�áò êáé Èåìåëßùóçò äåí åßíáé óçìáí�éêÝò ãéá �ï ìÝñïò �çò óõíïëïèåù-ñßáò ðïõ ìáò áöïñÜ åäþ, êáé �ï ðëÞñåò AC ÷ñåéÜæå�áé ìüíï óðïñáäéêÜ, Ý�óéðïõ ìðïñïýìå åýêïëá íá óçìåéþíïõìå �éò ÷ñÞóåéò �ïõ.11.32. ÕðÜñ÷ïõí ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá; Ç ðëÝïí êá�Üöùñç ðáñáâßáóç �çòÁñ÷Þò Èåìåëßùóçò èá Þ�áí Ýíá áí�éêåßìåíï ðïõ åßíáé �ï ìïíïóýíïëï �ïõ åáõ�ïý�ïõ,
Ω = {Ω}: (11-26)Ìðïñïýìå íá óõëëÜâïõìå �ï Ω óáí �ï ðëÝïí áðïãïç�åõ�éêü äþñï: êÜèå êïõ�ßðåñéÝ÷åé Ýíá Üëëï, ðáíïìïéü�õðï, êáé ï �éáííÜêçò åîáêïëïõèåß í' áíïßãåé êïõ�éÜ
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ÄéÜãñáììá 11.3. Ôï Ω óáí �ñáãéêÜ áðïãïç�åõ�éêü äþñï.÷ùñßò áðï�Ýëåóìá Þ �Ýñìá, ãéá ðÜí�á! ÌÞðùò õðÜñ÷ïõí óýíïëá Ω1 êáé Ω2�Ý�ïéá þó�å
Ω1 = {∅;Ω2}; Ω2 = {Ω1}? (11-27)ÔÝ�ïéåò åîéóþóåéò ìïéÜæïõí áðßèáíåò, Üó÷å�åò, áëëÜ äåí åßíáé ðñïöáíÝò ü�é�á áîéþìá�á ðïõ Ý÷ïõìå äå÷�åß �éò áðïêëåßïõí. �éá �çí áêñßâåéá, äåí �éòáðïêëåßïõí: ó�ï �áñÜñ�çìá B èá êá�áóêåõÜóïõìå ðéèáíïöáíÞ ðñü�õðá �çòZFDC+AC ðïõ ðåñéÝ÷ïõí êÜðïéï áõ�ïìïíïóýíïëï Ω = {Ω}, êáé Üëëá óý-íïëá ìå ðáñáðëÞóéåò éäéü�ç�åò.Áò èõìçèïýìå �þñá �éò êÜðùò áóáöåßò ðåñéãñáöÝò �çò ìåãÜëçò êáé �çò ìéêñÞòÜðïøçò �ïõ êüóìïõ áí�éêåéìÝíùí W ó�ï 3.26. Ç ìåãÜëç Üðïøç èåùñåß �ï Wùò �ç ìÝãéó�ç åöéê�Þ óõëëïãÞ áí�éêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéåß �á áîéþìá�á, åíþç ìéêñÞ Üðïøç äÝ÷å�áé ü�é �ï W áðï�åëåß�áé áðü åêåßíá �á áí�éêåßìåíá ðïõáðáé�ïýí�áé áðü �á áîéþìá�á.Ìå �ç ìåãÜëç Üðïøç, äåí Ý÷ïõìå �þñá ðåñéóóü�åñåò Þ ëéãü�åñåò åíäåßîåéòãéá �çí áëÞèåéá �çò Áñ÷Þò Èåìåëßùóçò áð' ü,�é åß÷áìå ó�ï ÊåöÜëáéï 3, åê�üò�ïõ ü�é Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé üëç áõ�Þ �ç èåùñßá ÷ùñßò ðï�Ý íá ÷ñåéáó�ïýìåáõ�Þ �çí áñ÷Þ: áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, äåí ÷ñåéáó�Þêáìå ïý�å êáêÜ èåìåëéùìÝíáóýíïëá.¸÷ïõìå áðïê�Þóåé üìùò ðïëý êáëý�åñç áí�ßëçøç �çò ìéêñÞò Üðïøçò, �ïõëÜ-÷éó�ïí ãéá �ç èåùñßá ZDC+AC, êáé áð' áõ�Þí üëåò ïé åíäåßîåéò åõíïïýí �çíÁñ÷Þ Èåìåëßùóçò: �á óýíïëá ðïõ £åããõþí�áé¤ �á áîéþìá�á �çò ZDC+AC åß-íáé ðñïöáíþò �á ìÝëç �ïõ Z, êáé åßíáé üëá áãíÜ êáé åäñáéùìÝíá. Èá ìðïñïýóåêáíåßò íá áí�éëïãÞóåé ü�é äåí êá�áóêåõÜóáìå �ï Z áðü �ï �ßðï�á, åñãáó�Þ-êáìå ìÝóá ó' Ýíá £äïóìÝíï¤ êüóìï áí�éêåéìÝíùí W , êáé ìÜëéó�á ÷ñåéÜó�çêåíá äå÷�ïýìå ü�é åê�üò áðü �á áîéþìá�á �çò ZDC+AC, �ï W éêáíïðïéåß åðß-óçò �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò. Áõ�ü åßíáé óùó�ü, áëëÜ åðßóçò óùó�Þ åßíáéêáé ç ðñïöáíÞò áðÜí�çóç: Ýîù áðü êÜèå Ýííïéá áõó�çñÞò áîéùìá�ïðïßçóçò, oïñéóìüò �ïõ Z êáé ïé áðïäåßîåéò �ùí âáóéêþí éäéï�Þ�ùí �ïõ ìðïñïýí íá êá-�áíïçèïýí Üìåóá, áöåëþò, üðùò óõíÞèùò êá�áëáâáßíïõìå �á ìáèçìá�éêÜ|êáéðåßèïõí. Ìéá áðëÞ ðåñéãñáöÞ �ïõ Z èá Þ�áí �Ýëåéá êá�áíïç�Þ ó�ï ÊåöÜëáéï3, ùò äéáéóèç�éêüò ïñéóìüò £ðåñéïñéóìÝíïõ óõíüëïõ¤, ðïõ äéêáéïëïãåß �á áîéþ-ìá�á �çò ZDC+AC, êáé �éò áñ÷Ýò Áãíü�ç�áò êáé Èåìåëßùóçò. Äåí Ý÷ïõìåâñåé ìÝ÷ñé ó�éãìÞò ðáñüìïéï, áëçèïöáíÝò äéáéóèç�éêü ðñü�õðï �çò ZDC ðïõ íá
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 189ðåñéÝ÷åé ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá, áðü ïðïéåóäÞðï�å õðïèÝóåéò ðïõ äåí ïäçãïýíóå öáýëï êýêëï.31Åßíáé äõíá�ü íá êá�áóêåõÜóïõìå áðëÜ ðñü�õðá üðùò �ï Z ãéá �çí ZFDCêáé �çí ZFC; Áò �á ïíïìÜóïõìå ðñþ�á.11.33. Ïñéóìüò. ZFDC-êüóìïò åßíáé Ýíáò êüóìïò �ïõ Zermelo M ðïõ åðé-ðëÝïí éêáíïðïéåß �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò, äçëáäÞ ãéá êÜèå óýíïëï A ∈ Mêáé ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ H,
(∀x ∈M)[H(x) ∈M ]=⇒H[A] = {H(x) | x ∈ A} ∈M:ZFC-êüóìïò åßíáé Ýíáò ZFDC-êüóìïò M ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé Ü�ïìá êáé ó�ïíïðïßï êÜèå óýíïëï A ∈M åðéäÝ÷å�áé êáëÞ äéÜ�áîç ó�ï M .Ôá áîéþìá�á �çò ZFDC åêöñÜæïõí áêñéâþò �çí õðüèåóç ü�é ç êëÜóç Wüëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí åßíáé ZFDC-êüóìïò êáé, áí�ßó�ïé÷á, �á áîéþìá�á �çòZFC éó÷õñßæïí�áé ü�é �ï W åßíáé ZFC-êüóìïò.11.34. Èåþñçìá. Ç êëÜóç �ïõ von Neumann
V =ïñ {X | X åßíáé áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï} (11-28)åßíáé ZFDC-êüóìïò· êáé áí éó÷ýåé �ï AC, �ü�å ç V åßíáé ZFC-êüóìïò.Áðüäåéîç. Ç êëÜóç V åßíáé êüóìïò �ïõ Zermelo, åýêïëá áðü �çí ¢óêçóç11.27. �éá íá äåßîïõìå ü�é éêáíïðïéåß åðßóçò �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò, ðá-ñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå óýíïëï A (áêüìç êé áí A =∈ V), áí ï H åßíáé ìïíïìåëÞòïñéó�éêüò �åëåó�Þò �Ý�ïéïò þó�å ãéá êÜèå x ∈ A, ç �éìÞ H(x) íá åßíáé áãíü,åäñáéùìÝíï óýíïëï, �ü�å ç åéêüíá H[A] Ý÷åé ìüíï áãíÜ êáé åäñáéùìÝíá ìÝëç,êáé åðïìÝíùò (åýêïëá) åßíáé êáé áõ�Þ áãíÞ êáé åäñáéùìÝíç.Ï äåý�åñïò éó÷õñéóìüò Ýðå�áé Üìåóá, åðåéäÞ áí éó÷ýåé �ï AC, �ü�å êÜèåA ∈ V åðéäÝ÷å�áé êáëÞ äéÜ�áîç ≤A∈ P(A×A) êáé ≤A∈ V . ⊣ÕðÜñ÷åé áêüìç Ýíáò, êïìøüò êáé ÷ñÞóéìïò ÷áñáê�çñéóìüò �ùí áãíþí, åäñáé-ùìÝíùí óõíüëùí ðïõ åßíáé åýêïëï ðüñéóìá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÅäñáéùìÝíçò Áíá-äñïìÞò 11.5.11.35. Ïñéóìüò. Mostowski Åðéìïñöéóìüò Þ äéáêüóìçóç (de
oration) ãñá-öÞìá�ïò G ìå ó÷Ýóç áêìþí → åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò d : G →→ d[G] ðïõáí�éó�ïé÷ßæåé óýíïëï óå êÜèå êüìâï �ïõ G, Ý�óé þó�åd(x) = {d(y) | y ← x} (x ∈ G): (11-29)11.36. Èåþñçìá (ËÞììá Óõìðßåóçò �ïõ Mostowski, Collapsing Lemma).(1) ÊÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷å�áé áêñéâþò Ýíáí Mostowski åðéìïñ-öéóìü dG, êáé ç åéêüíá �ïõ dG[G] åßíáé ìå�áâá�éêü, áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï.

31�ñü�õðá üðùò �ï M(N0 ∪ Ω) ïäçãïýí óå öáýëï êýêëï, åðåéäÞ ÷ñåéáæüìáó�å áðáñ÷ÞòêÜðïéï Ω ìå �çí áìöéóâç�ïýìåíç éäéü�ç�á �ïõ áõ�ïìïíïóõíüëïõ.
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{{∅}; {{∅}}}
{∅}

dG[G] = {∅; {∅}; {{∅}}{{∅}; {{∅}}}
ÄéÜãñáììá 11.4. Óõìðßåóç Mostowski.(2) ¸íá óýíïëï A åßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé êÜðïéïåäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜðïéïò êüìâïò x ∈ G, Ý�óé þó�å A = dG(x), üðïõç dG åßíáé ç ìïíáäéêÞ äéáêüóìçóç �ïõ G.Áðüäåéîç. (1) Ç ýðáñîç êáé ìïíáäéêü�ç�á äéáêüóìçóçò åíüò åäñáéùìÝíïõG åßíáé Üìåóï ðüñéóìá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÅäñáéùìÝíçò ÁíáäñïìÞò 11.5 åöáñìï-óìÝíïõ ó�ï G, ìå �ïí ïñéó�éêü �åëåó�ÞH(f) = Image(f) = {f(x) | f(x) ↓}:Ç åéêüíá dG[G] åßíáé ìå�áâá�éêü óýíïëï, åðåéäÞ áí s ∈ t ∈ dG[G], �ü�å s ∈ t =dG(y) ãéá êÜðïéï y ∈ G, ïðü�å s = dG(x) ãéá êÜðïéï x ← y, êáé s ∈ dG[G].Áöïý �ï êÜèå dG(x) åßíáé óýíïëï áðü �çí (11-29), �ï dG[G] åßíáé ìå�áâá�éêüóýíïëï ÷ùñßò Ü�ïìá êáé åðïìÝíùò áãíü. Åðßóçò �ï dG[G] åßíáé åäñáéùìÝíï,åðåéäÞ áí õðÞñ÷å öèßíïõóá ∈-áêïëïõèßá x0 ∋ x1 ∋ · · · ó�ï dG[G] êáé åðéëÝãáìå�ïõò êüìâïõò s0, s1, : : : Ý�óé þó�å dG(si) = xi, �ü�å ç s0 → s1 → · · · èá Þ�áíìéá Üðåéñç öèßíïõóá áêïëïõèßá ó�ï åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G.(2) Áí A = dG(x) ìå �ï x êüìâï êÜðïéïõ åäñáéùìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò, �ü�å �ïA áíÞêåé ó�ï ìå�áâá�éêü, áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï áðü �ï (1), êáé åðïìÝíùòåßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, Ýó�ù G = TC(A) ç ìå�áâá�éêÞêëåéó�ü�ç�á �ïõ Á êáé üñéóå ó' áõ�Þíx→ y ⇐⇒ïñ y ∈ x:Ôï ãñÜöçìáG åßíáé åäñáéùìÝíï, åðåéäÞ �ïG = TC(A) åßíáé åäñáéùìÝíï óýíïëï,�ñüâëçìá x11.16. Åðßóçò éó÷ýåé çdG(x) = x (x ∈ G)· (11-30)åðåéäÞ áí �ï x Þ�áí G-åëá÷éó�éêü áí�éðáñÜäåéãìá ãéá �çí (11-30), �ü�ådG(x) = {dG(y) | y G← x};

= {y | y ← x} áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x;
= {y | y ∈ x} áðü �ïí ïñéóìü �çò →;
= x åðåéäÞ �ï x åßíáé óýíïëï:Åéäéêü�åñá, A = dG(A), ðïõ âåâáéþíåé �ï (2). ⊣
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 191Ç êëÜóç V äåí åßíáé óýíïëï (�ñüâëçìá x11.20) êáé äåí åßíáé åýêïëï íáâñïýìå óýíïëá ðïõ íá åßíáé ZFDC-êüóìïé, âë. �ñïâëÞìá�á x12.43, x12.44êáé xB.12.11.37. Áðï�åëÝóìá�á óõíÝðåéáò êáé áíåîáñ�çóßáò. ¼ëá �á áðï�åëÝóìá�áóõíÝðåéáò êáé áíåîáñ�çóßáò ðïõ äéá�õðþóáìå ó�á 8.24, 8.25, 10.33, 10.34,10.36 êáé 10.37 éó÷ýïõí áí ðñïóèÝóïõìå �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò ó�éò ó÷å-�éêÝò èåùñßåò. ¹ñèå ç ó�éãìÞ íá óõëëÝîïõìå �éò ãåíéêü�åñåò êáé óçìáí�éêü�åñåòåêäï÷Ýò áõ�þí �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí ãéá �ç èåùñßá ZFC.(1) (G�odel, 1939) Ï êüóìïò L �ùí êá�áóêåõÜóéìùí óõíüëùí åßíáé ðñü�õðï�çò ZFC, ðïõ åðßóçò éêáíïðïéåß �ç �åíéêåõìÝíç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò GCH.Óõíåðþò �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò AC äåí ìðïñåß íá äéáøåõó�åß áðü �á Üëëá áîéþ-ìá�á �çò ZFC, ïý�å êáé ç GCH äéáøåýäå�áé ó�çí ZFC.(2) (Cohen, 1963) Êáìßá áðü �éò áñ÷Ýò åðéëïãÞò ACN, DC êáé AC äåí ìðï-ñåß íá áðïäåé÷èåß áðü áóèåíÝó�åñåò áñ÷Ýò ìáæß ìå �á êá�áóêåõáó�éêÜ áîéþ-ìá�á �ïõ Zermelo (I) { (VI) êáé �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò (VIII).(3) (Cohen, 1963) ÕðÜñ÷åé ðñü�õðï �çò ZFC ó�ï ïðïßï ç Õðüèåóç �ïõ Óõ-íå÷ïýò CH äåí áëçèåýåé, êáé åðïìÝíùò ç CH äåí åßíáé èåþñçìá �çò ZFC.(4) (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñü�õðï �çò ZFC ó�ï ïðïßï êÜèå £ïñßóéìï¤,áíáðáñßèìç�ï óçìåéïóýíïëï Ý÷åé �Ýëåéï õðïóýíïëï, êáé åðïìÝíùò Ý÷åé ðëçèéêüáñéèìü c. Åéäéêü�åñá, áõ�ü óçìáßíåé ü�é äåí ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá óõãêå-êñéìÝíï óçìåéïóýíïëï A êáé ìå�Ü íá áðïäåßîïõìå ó�çí ZFC ü�é ï ðëçèÜñéèìüò�ïõ åßíáé ìåãáëý�åñïò �ïõ ℵ0 êáé ìéêñü�åñïò �ïõ c.(5) (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñü�õðï �çò ZFDC ó�ï ïðïßï êÜèå áíáðáñßè-ìç�ï óçìåéïóýíïëï ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï, êáé åðïìÝíùò ç ýðáñîçáíáðáñßèìç�ùí óçìåéïóõíüëùí ÷ùñßò ìç êåíü, �Ýëåéï õðïóýíïëï äåí åßíáé èåþ-ñçìá �çò ZFDC. Ôï ðñü�õðï �ïõ Solovay éêáíïðïéåß åðßóçò �éò Áñ÷Ýò Áãíü-�ç�áò êáé Èåìåëßùóçò.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 11x11.1. Äåßîå �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) áðü �á õðüëïéðá áîéþìá�á ó�çíïìÜäá (I) { (V) êáé �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò (VIII).x11.2. �éá êÜèå óýíïëï A, êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ F êáé êÜèå äéìåëÞ,ïñéó�éêü �åëåó�Þ G, õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ï ãéá �çí ⊆ óýíïëï A ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï Aùò õðïóýíïëï êáé åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïõò F êáé G, äçëáäÞA ⊆ A; x ∈ A=⇒F (x) ∈ A; x; y ∈ A=⇒G(x; y) ∈ A:(Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðï�å áñéèìü �åëåó�þí, ïóùíäÞðï�å ìå�áâëç�þí.)x11.3. Ôï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå �ïåîÞò: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ F , õðÜñ÷åé óýíïëï
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192 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáB ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï A êáé åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïí F , äçëáäÞA ⊆ B&F [B] ⊆ B:x11.4. Ôï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé êá�áóêåõáó�éêÜ éóïäýíáìï ìå �ïåîÞò: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ F , ï ðåñéïñé-óìüò F ↾A =ïñ {(x; F (x)) | x ∈ A}�ïõ F ó�ï A åßíáé óõíÜñ�çóç, äçëáäÞ óýíïëï æåõãþí.x11.5. Áí ï (x; y) åßíáé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò äýï ìå�áâëç�þí ðïõ éêáíïðïéåß�çí ðñþ�ç éäéü�ç�á äéá�å�áãìÝíùí æåõãþí (OP1) ó�ï 4.1, �ü�å éêáíïðïéåß åðß-óçò êáé �ç äåý�åñç, (OP2). (Áõ�ü äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ó�çí ZDC+AC,âë. �ñüâëçìá xB.4.)x11.6. Áí ï |A| åßíáé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò ðïõ Ý÷åé �çí ðñþ�ç éäéü�ç�á áóèåíïýò�åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò (C1), �ü�å áõ�üìá�á Ý÷åé êáé �çí �ñß�ç, (C3). (Áõ�ü äåíìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ó�çí ZDC+AC, âë. �ñüâëçìá xB.8.)x11.7. Ç ïñéó�éêÞ óõíèÞêç �çò óõíÜñ�çóçò ïñéóìÝíç ó�çí (4-14) éêáíïðïéåß�çí éóïäõíáìßáFun
tion(f) ⇐⇒ Set(f) & (∀w ∈ f)(∃x; y)[w = (x; y)]
& (∀x; y; y′)[[(x; y) ∈ f & (x; y′) ∈ f ]=⇒ y = y′];äçëáäÞ �ï f åßíáé óõíÜñ�çóç áêñéâþò ü�áí åßíáé ìïíïóÞìáí�ï óýíïëï äéá�å�áã-ìÝíùí æåõãþí. (Âë. åðßóçò �ï �ñüâëçìá xB.9.)x11.8. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áêïëïõèßá (n 7→ ℵn) ðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åò
ℵ0 = |N|; ℵn+1 = ℵ+n :Ôá ïíüìá�á �ùí ðñþ�ùí Üðåéñùí ðëçèáñßèìùí �á ïñßóáìå ó�çí (9-6), áëëÜÜëëï åßíáé íá äåßîåéò ü�é õðÜñ÷åé ç áêïëïõèßá (n 7→ ℵn). (âë. åðßóçò �ï �ñü-âëçìá xB.10.)x11.9. �åíéêåõìÝíç áíáäñïìÞ ìå ðáñáìÝ�ñïõò. �éá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêü�åëåó�Þ G êáé êÜèå �ñéìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ H, õðÜñ÷åé ìïíïìåëÞò, ïñéó�éêüò�åëåó�Þò F ðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åòF (0; y) = G(y);F (n+ 1; y) = H(F (n; y); n; y):x11.10. Áí ç E åßíáé ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá ìå�áâá�éêþí óõíüëùí, �ü�å ç Ýíùóç

⋃E êáé ç �ïìÞ ⋂E åßíáé åðßóçò ìå�áâá�éêÜ óýíïëá.x11.11. �éá êÜèå êëÜóç A õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ç, ìå�áâá�éêÞ êëÜóç A ðïõ ðåñéÝ÷åé�çí A, äçëáäÞ �Ý�ïéá þó�å A ⊆ A êáé ãéá êÜèå ìå�áâá�éêÞ êëÜóç B, áí A ⊆ B,�ü�å A ⊆ B.x11.12. Ïé êëÜóåéò �ùí áãíþí óõíüëùí, �ùí êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíùí óõ-íüëùí êáé �ùí êëçñïíïìéêÜ áñéèìÞóéìùí óõíüëùí åßíáé üëåò ìå�áâá�éêÝò.
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ÊåöÜëáéï 11. Áí�éêá�Üó�áóç êáé Üëëá áîéþìá�á 193x11.13. Áí x1 ∈ x2 ∈ · · · ∈ xn = x1, �ü�å �ï x1 åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï.x11.14. Ôï áí�éêåßìåíï x åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åéóýíïëï A �Ý�ïéï þó�å x ∈ A& (∀s ∈ A)(∃t ∈ A)[s ∋ t]:x11.15. Áí õðÜñ÷ïõí Ω1, Ω2 ðïõ éêáíïðïéïýí �çí (11-27), �ü�å åßíáé äéáöïñå-�éêÜ, êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíá, áãíÜ óýíïëá.x11.16. ¸íá óýíïëï A åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí ç ìå�áâá�éêÞ �ïõêëåéó�ü�ç�á TC(A) åßíáé åäñáéùìÝíç.
∗ x11.17. ¸íá óýíïëï áíÞêåé ó�ï V! áí êáé ìüíïí áí åßíáé áãíü, åäñáéùìÝíïêáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï. Õðüäåéîç. Äåßîå ðñþ�á ü�é êÜèå ðåðåñáóìÝíï,ìå�áâá�éêü, áãíü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï åßíáé ìÝëïò �ïõ V!.x11.18. �éá êÜèå ìå�áâá�éêü óýíïëï I, Ýó�ùJ = {x ∈ I | x åßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï}·äåßîå ü�é M(J) = {x ∈M(I) | x åßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï}:x11.19. Áí õðÜñ÷åé óýíïëï Ω = {Ω} üðùò ó�çí (11-26), �ü�å

{x ∈M(Ω) | x åäñáéùìÝíï} = V!:x11.20. Äåßîå ü�é ç êëÜóç V �ùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí äåí åßíáé óý-íïëï.11.38. Ïñéóìüò. Ç êëÜóç á�üìùí K ó�çñßæåé (supports) �ï óýíïëï A áíx ∈ TC(A) &Atom(x)=⇒x ∈ K·èÝ�ïõìå
W [K] = {x | �ï x ó�çñßæå�áé áðü �çí K}; (11-31)
V [K] = {x | �ï x åßíáé åäñáéùìÝíï êáé ó�çñßæå�áé áðü �çí K}: (11-32)x11.21. Ç êëÜóç W [K] �ùí óõíüëùí ðïõ ó�çñßæïí�áé áðü ìéá êëÜóç á�üìùíK åßíáé ZFDC-êüóìïò.x11.22. Ç êëÜóç V [K] �ùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí ðïõ ó�çñßæïí�áé áðü ìéáêëÜóç á�üìùí K åßíáé ZFDC-êüóìïò.x11.23. ¸ó�ù G = (N;→) ìå m → n ⇐⇒ n < m. Äåßîå ü�é �ï G åß-íáé åäñáéùìÝíï êáé õðïëüãéóå �çí åéêüíá dG(m) ãéá êÜèå m ãéá �ç ìïíáäéêÞäéáêüóìçóç �ïõ G.x11.24. Äþóå ðáñÜäåéãìá Üðåéñïõ, åäñáéùìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò G ìå dG[G] =

{∅}.
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∗ x11.25. ¸ó�ù G = (N \ {0};→), ìåm→ n ⇐⇒ m 6= n& �ï n äéáéñåß �ï m:Äåßîå ü�é �ï G åßíáé åäñáéùìÝíï êáé õðïëüãéóå �çí åßêïíá dG(m) ãéá êÜèå mõðü �ç ìïíáäéêÞ äéáêüóìçóç �ïõ G.x11.26. Åðåê�áìÝíç äéáêüóìçóç ãñáöÞìá�ïò G åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò d :G→→ d[G] ðïõ éêáíïðïéåß ãéá êÜèå x ∈ G �çí åîßóùóçd(x) =

{x; áí �ï x åßíáé Ü�ïìï;
{d(y) | y ← x}; áí �ï x åßíáé óýíïëï:Äåßîå ü�é êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá åðéäÝ÷å�áé áêñéâþò ìßá åðåê�áìÝíç äéáêü-óìçóç, êáé ü�é Ýíá (ü÷é õðï÷ñåù�éêÜ áãíü) óýíïëï A åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáéìüíïí áí õðÜñ÷åé åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé x ∈ G, �Ý�ïéá þó�å A = d(x).

∗ x11.27. ÅäñáéùìÝíç ∈-áíáäñïìÞ. �éá êÜèå äéìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�Þ H,õðÜñ÷åé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò F (t) �Ý�ïéïò þó�å ãéá êÜèå åäñáéùìÝíï óýíïëï x,F (x) = H(F ↾x; x);üðïõ ç óõíÜñ�çóç F ↾x = {(t; F (t)) | t ∈ x} åßíáé ï ðåñéïñéóìüò �ïõ �åëåó�Þ Fó�ï óýíïëï x.Áõ�ü åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò åðüìåíçò, êÜðùò ãåíéêü�åñçò åðÝê�áóçò �ïõÈåùñÞìá�ïò ÅäñáéùìÝíçò ÁíáäñïìÞò 11.5.
∗ x11.28. ¸ó�ù äéìåëÞò ïñéó�éêÞ óõíèÞêç t < y ìå �éò éäéü�ç�åò (1) ãéá êÜèåx, ç êëÜóç {t | t < x} åßíáé óýíïëï, êáé (2) äåí õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (n 7→ xn)�Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå n, xn+1 < xn. Äåßîå ü�é ãéá êÜèå äéìåëÞ ïñéó�éêü �åëåó�ÞH õðÜñ÷åé êÜðïéïò Üëëïò F , �Ý�ïéïò þó�å ãéá êÜèå x,F (x) = H(F ↾{t | t < x}; x);üðïõ ç óõíÜñ�çóç F ↾{t | t < x} = {(t; F (t)) | t < x} åßíáé ï ðåñéïñéóìüò �ïõF ó�ï óýíïëï {t | t < x}.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 12
ÄÉÁÔÁÊÔÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

Ôï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò âñßóêåé �éò óçìáí�éêü�åñåò åöáñìïãÝò �ïõ ó�çíüìïñöç èåùñßáÄéá�áê�éêþí Áñéèìþí �ïõ von Neumann êáé ó�çí êá�áóêåõÞ�çò Óõóóùñåõ�éêÞò Éåñáñ÷ßáò �ùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí. Ìðïñåßêáíåßò íá åðéâéþóåé ÷ùñßò íá ãíùñßæåé �ïõò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò, âåâáßùò,áëëÜ ü÷é �üóï åõ÷Üñéó�á: ðñïóöÝñïõí ðïëëÜ, åí ïéò êáé áëçèéíïýò ðëçèéêïýòáñéèìïýò ðïõ äßíïõí ðñáãìá�éêü�ç�á êáé ïõóßá ó�çí £åéêïíéêÞ¤ èåùñßá éóïðëçèé-êü�ç�áò ó�çí ïðïßá (áíáãêáó�éêÜ) Ý÷ïõìå ðåñéïñéó�åß. Ç Óõóóùñåõ�éêÞ Éåñáñ-÷ßá åðåê�åßíåé �çí åðáíÜëçøç �ïõ �åëåó�Þ äõíáìïóõíüëïõ ìå �çí ïðïßá ö�éÜîáìå�ï V! £üóï ðÜåé¤, êáé �åëéêÜ ðáñéó�Üíåé �á áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá ó�çí ðéïåðé�áê�éêÞ, äéáéóèç�éêÞ êá�áíüçóç Ýííïéáò óõíüëïõ. Äåí åßíáé �üóï óßãïõñïü�é ìðïñåß êáíåßò íá æÞóåé ÷ùñßò íá êá�áëÜâåé áõ�Þ �çí åéêüíá, ïðùóäÞðï�å ü÷éáíÜìåóá óå óõíïëïèåùñç�éêïýò.Ï Cantor ðåñéãñÜöåé �çí Ýííïéá �ùí £äéá�áê�éêþí �ýðùí¤ ìüëéò ìåñéêÝò óå-ëßäåò ìå�Ü �ïí ïñéóìü ðëçèáñßèìùí ðïõ áðïêüøáìå ó�ï 4.19, êáé ìå ðáñüìïéï�ñüðï.ÊÜèå äéá�å�áãìÝíï óýíïëï U Ý÷åé êáèïñéóìÝíï `äéá�áê�éêü �ýðï',[. . .℄ �ïí ïðïßï óõìâïëßæïõìå U . Ìå áõ�ü åííïïýìå �ç ãåíéêÞ Ýí-íïéá ðïõ áðïññÝåé áðü �ï U ü�áí áðïóýñïõìå áðü �á ó�ïé÷åßá u ìüíï�çí éäéáß�åñÞ �ïõò öýóç, êáé êñá�Þóïõìå �ç äéÜ�áîç Þ �ï ðñïâÜäéóìáìå�áîý �ïõò. ¸�óé ï äéá�áê�éêüò �ýðïò U åßíáé êáé áõ�üò äéá�å�áã-ìÝíï óýíïëï, ìå ó�ïé÷åßá ìïíÜäåò ðïõ Ý÷ïõí áíáìå�áîý �ïõò �ï ßäéïðñïâÜäéóìá üðùò êáé �á áí�ßó�ïé÷á ìÝëç �ïõ U , áðü �á ïðïßá Ý÷ïõíäçìéïõñãçèåß ìå áöáßñåóç. : : : ¸íá áðëü åðé÷åßñçìá ðåßèåé ü�é äýïäéá�å�áãìÝíá óýíïëá Ý÷ïõí �ïí ßäéï äéá�áê�éêü �ýðï �ü�å êáé ìüíïíáí åßíáé üìïéá, Ý�óé þó�å ïé äýï åîéóþóåéò U =o V êáé U = V åßíáééóïäýíáìåò.Ï Cantor áíáöÝñå�áé óå ãñáììéêÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò, ãåíéêÜ, áëëÜ åäþèá èåùñÞóïõìå �ï åéäéêü�åñï ðñüâëçìá ïñéóìïý £äéá�áê�éêþí �ýðùí¤ ìüíï ãéáêáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò. Éó÷õñßæå�áé ñç�Ü �çí ðñþ�ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü-�ç�á U =o U (12-1)
195



196 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
? ?

� ◦ ◦ ◦ · · · � •

?

∅ {∅} {∅; {∅}} {∅; {∅}; {∅; {∅}}} · · ·
? ? ? ? ! ! ∪ {!}ÄéÜãñáììá 12.1. Ï åðéìïñöéóìüò von Neumann �ïõU : 0U ; 1U ; 2U ; : : : ; !U ; SU (!U ).�ïõ �åëåó�Þ áíÜèåóçò äéá�áê�éêþí áñéèìþí êáé åðé÷åéñçìá�ïëïãåß ãéá �ç óõíå-ðáãùãÞ U =o V =⇒U = V : (12-2)Ï £áðëüò éó÷õñéóìüò¤ ðïõ õðáéíßóóå�áé ï Cantor ãéá �çí (12-2) èá ðñÝðåé íáäéêáéþíåé åðßóçò �çí éó÷õñü�åñç óõíåðáãùãÞU ≤o V =⇒U ⊑ V · (12-3)�ïõëÜ÷éó�ïí ãéá êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò, üðïõ ç èÝóç óçìåßïõ x ó�ï ÷þñïåîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �á óçìåßá ðïõ ðñïçãïýí�áé �ïõ x, Ý�óé þó�å ç £ìïíÜäá¤ xðïõ äçìéïõñãåß�áé ìå áöáßñåóç áðü �ï x êáé êùäéêïðïéåß áõ�Þ �ç èÝóç ó�ï U ,ëïãéêÜ ðñÝðåé åðßóçò íá åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �ï áñ÷éêü �ìÞìá segU (x). ¸�óé�ï ðñüâëçìá �çò ðéó�Þò áðåéêüíéóçò ó�çí áîéùìá�éêÞ óõíïëïèåùñßá �çò Ýííïéáòäéá�áê�éêþí áñéèìþí �ïõ Cantor êá�áëÞãåé ó�ï åîÞò: ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé-÷ßóïõìå Ýíáí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U óå êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U ,Ý�óé ðïõ íá éó÷ýïõí ïé (12-1) êáé (12-3). Ç ðñù�ü�õðç éäÝá �ïõ von Neumannåßíáé íá ïñßóïõìå �ïí U áí�éêáèéó�þí�áò áíáäñïìéêÜ êÜèå ìÝëïò �ïõ U ìå �ïóýíïëï �ùí ðñïçãïýìåíþí �ïõ.12.1. Äéá�áê�éêïß Áñéèìïß (Ordinal Numbers). Ï von Neumann åðéìïñ-öéóìüò åíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ U åßíáé ï ìïíáäéêÞ äéáêüóìçóç �ïõáí�ßó�ïé÷ïõ åäñáéùìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò (Field(U); >U ), Ý�óé þó�å áðü �çí (11-29),vU (x) = {vU (y) | y <U x}; (x ∈ Field(U)): (12-4)Ï äéá�áê�éêüò áñéèìüò �ïõ U åßíáé ç åéêüíáord(U) =ïñ vU [Field(U)] (12-5)�ïõ U áðü �ïí von Neumann åðéìïñöéóìü �ïõ, êáéON = {� | (∃ êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò U)[� = ord(U)]} (12-6)åßíáé ç êëÜóç �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí. Ùò óõíÞèùò, ãñÜöïõìå éóïäýíáìá,ON(�) ⇐⇒ � ∈ ON:�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ùU : 0U ; 1U ; 2U ; : : : ; !U ; SU (!U )
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 197êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò ìå åëÜ÷éó�ï óçìåßï 0U , åðüìåíï 1U , : : : , ðñþ�ïïñéáêü óçìåßï !U , êáé áìÝóùò ìå�Ü �ï �åëåõ�áßï (ìÝãéó�ï) óçìåßï SU (!U ).Õðïëïãßæïõìå �éò �éìÝò �ïõ von Neumann åðéìïñöéóìïý ìå åðáíåéëçììÝíåòåöáñìïãÝò �çò (12-5) (ðáñáëåßðïí�áò �ïõò äåßê�åò):v(0U ) = {v(x) | x < 0U} = ∅ = 0;v(1U ) = {v(x) | x < 1U} = {∅} = 1;v(2U ) = {v(x) | x < 2U} = {∅; {∅}} = 2;v(3U ) = {v(x) | x < 3U} = {∅; {∅}; {∅; {∅}}} = 3;...v(!U ) = {v(x) | x < !U} = {∅; {∅}; {∅; {∅}}; : : : } = !v(SU (!U )) = {v(x) | x < SU (!U )} = ! ∪ {!}v[U ] = {0; 1; 2; : : : ; !; ! ∪ {!}}:Ïé õðïëïãéóìïß áõ�ïß åßíáé åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò �ùí ðáñáêÜ�ù ãåíéêþí ðñï�Ü-óåùí:12.2. ¢óêçóç. Áí 0U åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï óçìåßï åíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þ-ñïõ U , �ü�å vU (0U ) = ∅· êáé áí S(x) åßíáé ï åðüìåíïò �ïõ x ó�ïí U , �ü�åvU (S(x)) = vU (x) ∪ {vU (x)}:12.3. ¢óêçóç. Áí �ï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï åíüò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõU , �ü�å ∅ ∈ vU (x) êáé � ∈ vU (x)=⇒� ∪ {�} ∈ vU (x):12.4. ¢óêçóç. Áí !U åßíáé �ï ðñþ�ï ïñéáêü óçìåéü óå Ýíáí êáëÜ äéá�å�áã-ìÝíï ÷þñï U , �ü�å! = vU (!U ) =
⋂{X | ∅ ∈ X & (∀� ∈ X)[� ∪ {�} ∈ X]}; (12-7)êáé, åéäéêü�åñá, �ï ! = vU (!U ) åßíáé áíåîÜñ�ç�ï áðü �ï óõãêåêñéìÝíï êáëÜäéá�å�áãìÝíï ÷þñï U ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá �ï õðïëïãßóïõìå.Ç Üóêçóç áõ�Þ, äéáóáöçíßæåé ãéá �ï !U , êÜ�é ðïõ åßíáé ðñïöáíÝò ãéá �á

0U ; 1U ; : : : ó�ï ÄéÜãñáììá 12.1· ç �éìÞ vU (x) åßíáé áíåîÜñ�ç�ç áðü �ï óçìåßïx ∈ U êáé åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �ç èÝóç �ïõ x ó�ï U , áí åßíáé �ï ðñþ�ï óçìåßï,�ï ðÝìð�ï, �ï ðñþ�ï ïñéáêü óçìåßï ê.ëð. Ç ãåíéêÞ áëÞèåéá áõ�Þò �çò éäéü�ç�áò�ïõ v åêöñÜæå�áé ùò åîÞò.12.5. ËÞììá (�ñþ�ç Éäéü�ç�á Äéá�áê�éêþí Áñéèìþí). �éá êÜèå áñ÷éêÞïìïéü�ç�á � : U ֌→ �[U ] ⊑ V áðü Ýíáí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U óå êÜðïéïíÜëëï V , �ï ÄéÜãñáììá 12 åßíáé áí�éìå�áèå�éêü, äçëáäÞvV (�(x)) = vU (x) (x ∈ U): (12-8)
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



198 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
-

-
? ?

U
ord(U)

V
ord(V )

�
vU vVid(x) = x

ÄéÜãñáììá 12.2. Ï åðéìïñöéóìüò von Neumann êáé áñ÷éêÝò ïìïéü�ç�åò.Áðüäåéîç. �ñïò Ü�ïðï, Ýó�ù x åëÜ÷éó�ï ó�ï U �Ý�ïéï ðïõ vV (�(x)) 6= vU (x).Õðïëïãßæïõìå:vV (�(x)) = {vV (y) | y <V �(x)} åî ïñéóìïý,
= {vV (�(t)) | t <U x} åðåéäÞ ç � åßíáé áñ÷éêÞ,
= {vU (t) | t <U x} áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x;
= vU (x);ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ x. Ôï êëåéäß �çò áðüäåéîçò åßíáé �ï äåý�åñïâÞìá, üðïõ ÷ñçóéïðïéïýìå �ï ãåãïíüò ü�é ç åéêüíá ìéáò áñ÷éêÞò éäéü�ç�áò £äåíÝ÷åé �ñýðåò¤, Ý�óé ðïõ êÜèå y <V �(x) åßíáé Ýíá �(t) ãéá êÜðïéï t <U x. ⊣12.6. ¢óêçóç. Áí ïé U êáé V åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé, �ü�åU ≤o V =⇒ ord(U) ⊆ ord(V ):¸ðå�áé ü�é áí U =o V , �ü�å ord(U) = ord(V ).12.7. ËÞììá (Äåý�åñç Éäéü�ç�á Äéá�áê�éêþí Áñéèìþí). �éá êÜèå êáëÜäéá�å�áãìÝíï ÷þñï U êáé êÜèå y ∈ U ,vU (x) = ord(segU (x)): (12-9)¸ðå�áé ü�é êÜèå von Neumann �éìÞ vU (x) åßíáé äéá�áê�éêüò áñéèìüò, êáéáí�éó�ñüöùò, êÜèå äéá�áê�éêüò áñéèìüò � åßíáé ç von Neumann �éìÞ vU (x)êÜðïéïõ óçìåßïõ, óå êÜðïéï êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï.Áðëïýó�åñá: êÜèå ìÝëïò äéá�áê�éêïý áñéèìïý åßíáé äéá�áê�éêüò áñéèìüò êáéêÜèå äéá�áê�éêüò áñéèìüò åßíáé ìÝëïò äéá�áê�éêïý áñéèìïý.Áðüäåéîç. Åöáñìüæïí�áò �ï ËÞììá 12.5 ìå segU (x) ãéá U , U ãéá V êáé�çí �áõ�ï�éêÞ áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á � : segU (x)֌ U , óõíÜãïõìå ü�évsegU (x)(y) = vsegU (x)(�(y)) = vU (y) (y <U x);Ý�óé ðïõ, �åëéêÜvU (x) = {vU (y) | y <U x} = {vsegU (x)(y) | y <U x} = ord(segU (x)):�éá �ïí äåý�åñï éó÷õñéóìü, áò åßíáé V = Su

(U) ï åðüìåíïò êáëÜ äéá-�å�áãìÝíïò ÷þñïò �ïõ U , ìå Ýíá íÝï t ó�çí êïñõöÞ, üðùò ó�ï 7.16: �þñáU = segV (t), Ý�óé ðïõ ord(U) = vV (t). ⊣
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 199¸�óé ïé äéá�áê�éêïß áñéèìïß áðåéêïíßæïõí åîßóïõ ìÞêç êáëÜ äéá�å�áãìÝíùí÷þñùí áëëÜ êáé èÝóåéò óçìåßùí óå êÜðïéï êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï. Ç äåý�åñçåñìçíåßá óõìöùíåß êáëý�åñá ìå �ç ÷ñÞóç äéá�áê�éêþí áñéèìþí ó�çí êáèçìåñéíÞãëþóóá, üðïõ £ðñþ�ïò¤, £äåý�åñïò¤, : : : �õðéêÜ êáèïñßæïõí �ç èÝóç êÜðïéïõáí�éêåéìÝíïõ óå ìéá óåéñÜ.12.8. ¢óêçóç (Ïé ðåðåñáóìÝíïé von Neumann äéá�áê�éêïß áñéèìïß).Áí ≤N åßíáé ç óõíçèéóìÝíç äéÜ�áîç �ùí öõóéêþí N, �ü�åord(N;≤N) = !;üðùò �ï ! ïñßó�çêå ó�ï (12-7). ÅðéðëÝïí, áí èÝóïõìåS!(n) = n ∪ {n} (n ∈ !);�ü�å �ï (!; ∅; S!) åßíáé óýó�çìá Peano, êáé ï vN : N ֌→ ! åßíáé ï ìïíáäéêüò(áðü �ï Èåþñçìá 5.4) éóïìïñöéóìüò �ùí öõóéêþí áñéèìþí ìå �ï !.Óõíçèßæå�áé ó�çí ðñï÷ùñçìÝíç óõíïëïèåùñßá íá èåùñïýìå �ï (!; ∅; S) ùò �ïóýó�çìá Peano ðïõ ó�áèåñïðïéÞóáìå ó�ï 5.9, äçëáäÞ íá �áõ�ßæïõìå �ï N ìå�ï !. Áõ�ü äéåõêïëýíåé ïñéóìÝíá ðñÜãìá�á, áëëÜ äåí åßíáé ïý�å áðáñáß�ç�ï,ïý�å éäéáß�åñá öõóéïëïãéêü|äýóêïëá âñßóêïõìå ðåéó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á ü�é �ï
{∅; {∅}} åßíáé êáëý�åñç áíáðáñÜó�áóç �ïõ áñéèìïý 2, áðü áõ�Þí �ïõ Zermelo,
{{∅}} ðïõ åßäáìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.3, Þ áëëéþò �ï �ñß�ï ìÝëïòïðïéïõäÞðï�å óõó�Þìá�ïò Peano.Áêïëïõèåß �ï âáóéêü áðï�Ýëåóìá ãéá �ïõò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò.12.9. ËÞììá (Ôñß�ç Éäéü�ç�á Äéá�áê�éêþí Áñéèìþí). ÊÜèå äéá�áê�éêüòáñéèìüò � åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò áðü �ç ó÷Ýóçu ≤� v ⇐⇒ïñ u = v ∨ u ∈ v (u; v ∈ �)· (12-10)êáé áí � = ord(U) ãéá êÜðïéï ÷þñï U , �ü�å ï von Neumann åðéìïñöéóìüòvU : U →→ � åßíáé ïìïéü�ç�á.¸ðå�áé ü�é êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéïí äéá�á-ê�éêü áñéèìü, êáé êÜèå êáëÜ äéá�Üîéìï óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéïíäéá�áê�éêü.Áðüäåéîç. Áñ÷éêÜ, áðü �ï ËÞììá 11.36, êÜèå � = vU [U ] åßíáé ìå�áâá�éêü,áãíü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï, êáé (ãñÜöïí�áò v áí�ß ãéá vU ),x <U y=⇒v(x) ∈ v(y): (12-11)ÅðéðëÝïí, x 6= y=⇒v(x) 6= v(y); (x; y ∈ U)·åðåéäÞ áí x 6= y, �ü�å åß�å x <U y åß�å y <U , Ý�óé ðïõ áðü �ç (12-11), åß�åv(x) ∈ v(y) åß�å v(y) ∈ v(x)· êáé óå êÜèå ðåñßð�ùóç, äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé çv(x) = v(y) åöüóïí �ï � åßíáé åäñáéùìÝíï óýíïëï. ¸�óé ç v : U ֌→ � åßíáé
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200 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáìïíïìïñöéóìüò, Üñá áí�éó�ïé÷ßá, êáé ç ó÷Ýóç ≤� åßíáé ç åéêüíá �çò ≤U áðü �çv, äçëáäÞ, x ≤U y ⇐⇒ v(x) ≤� v(y) (x; y ∈ U)·Ýðå�áé ü�é ç ≤� åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ � êáé ç v åßíáé ïìïéü�ç�á.Ï �åëåõ�áßïò éó÷õñéóìüò éó÷ýåé åðåéäÞ ïé ïìïéü�ç�åò åßíáé áí�éó�ïé÷ßåò. ⊣Ôï áîéïóçìåßù�ï áõ�ü áðï�Ýëåóìá âåâáéþíåé ü�é õðÜñ÷ïõí áñêå�Ü ìáêñéÝò
∈-áëõóßäåò þó�å íá ìáò äßíïõí áí�ßãñáöá êÜèå êáëÞò äéÜ�áîçò, êáé åßíáé ÷á-ñáê�çñéó�éêü åðáêüëïõèï �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò. ¼ðùò ðÜí�á ìåäïìçìÝíá óýíïëá, £ï äéá�áê�éêüò áñéèìüò �¤ èá åßíáé äéöïñïýìåíá �ï óýíïëï� Þ ï äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò (�;≤�), Ý�óé ðïõ, ãéá ðáñÜäåéãìá, �ï ËÞììá 12.9åêöñÜæå�áé áðëÜ áðü �çí U =o ord(U):12.10. ¢óêçóç. �éá êÜèå äéá�áê�éêü áñéèìü �, ord(�) = �.12.11. �üñéóìá (×áñáê�çñéóìüò �ùí äéá�áê�éêþí). Ôï óýíïëï � åßíáé äéá-�áê�éêüò áñéèìüò áí êáé ìüíïí áí åßíáé ìå�áâá�éêü, áãíü, åäñáéùìÝíï êáé ∈-óõíåê�éêü, äçëáäÞ, x = y ∨ x ∈ y ∨ y ∈ x (x; y ∈ �):Áðüäåéîç. ÊÜèå äéá�áê�éêüò Ý÷åé áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò, áðü �á ËÞììá�á 11.36êáé 12.9. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, äå÷üìáó�å ü�é �ï A åßíáé ìå�áâá�éêü, áãíü,åäñáéùìÝíï êáé ∈-óõíåê�éêü êáé èÝ�ïõìå (óáí íá åßíáé �ï A äéá�áê�éêüò)x ≤A y ⇐⇒ x = y ∨ x ∈ y; (x; y ∈ A):Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé (åýêïëá) êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ A· Ýó�ù vA : A֌→ ord(A;≤A) çáí�ßó�ïé÷ç áðåéêüíéóç von Neumann. Éó÷õñéæüìáó�å ü�é ç vA åßíáé ç �áõ�ï�éêÞáðåéêüíéóç: áí ü÷é êáé x åßíáé �ï ≤A-åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï ðïõ vA(x) 6= x, �ü�åvA(x) = {v(y) | y <A x}

= {y | y <A x} (áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ x)
= {y | y ∈ x} (áðü �ïí ïñéóìü �çò ≤A)
= x (åðåéäÞ �ï x äåí ðåñéÝ÷åé Ü�ïìá);ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ x. ¸ðå�áé ü�é ord(A;≤A) = vA[A] = A, êáé�ï A åßíáé äéá�áê�éêüò. ⊣Ï ÷áñáê�çñéóìüò áõ�üò �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí åßíáé éäéáß�åñá áðëüò áíäå÷�ïýìå ü�é üëá �á óýíïëá åßíáé åäñáéùìÝíá êáé áãíÜ, �á åðéðñüóèå�á áîéþ-ìá�á �çò ZFC: Ýíá óýíïëï åßíáé äéá�áê�éêüò áêñéâþò áí êáé ìüíïí áí åßíáéìå�áâá�éêü êáé ∈-óõíåê�éêü.Ïé �ñåéò âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí äßíïõí åðßóçò éêáíïðïéç-�éêÞ ëýóç ó�ï ðñüâëçìá �çò ðéó�Þò áðåéêüíéóçò �ùí äéá�áê�éêþí �ýðùí êáëÜäéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí �ïõ Cantor, üðùò �ï ðåñéãñÜøáìå ó�éò (12-1) { (12-3).
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 20112.12. Èåþñçìá. Ï ïñéó�éêüò �åëåó�Þò U 7→ ord(U) ó�ïõò êáëÜ äéá�å�áã-ìÝíïõò ÷þñïõò éêáíïðïéåß �éò åîÞò óõíèÞêåò:U =o ord(U); (12-12)U ≤o V =⇒ ord(U) ⊑ ord(V ); (12-13)ON(�)=⇒� = {� ∈ ON | � <o �}: (12-14)Áðüäåéîç. Ç ðñþ�ç éäéü�ç�á (12-12) åßíáé åðáíÜëçøç �ïõ ËÞììá�ïò 12.9.�éá íá äåßîïõìå �ç (12-13), Ýó�ù � : U ֌→ �[U ] ⊑ V áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á. Áðü�ï ËÞììá 12.7, ðáßñíïí�áò �éò åéêüíåò,vV [�[U ]] = vU [U ] = ord(U)·áëëÜ ç vV åßíáé ïìïéü�ç�á �ïõ V ìå �ïí ord(V ) êáé ìå�áöÝñåé áñ÷éêÜ �ìÞìá�áóå áñ÷éêÜ �ìÞìá�á, Üñáord(U) = vU [U ] = vV [�[U ]] ⊑ ord(V ):ÔåëéêÜ, ãéá �ç (12-14), áí � = ord(U), �ü�å:� = {vU (y) | y ∈ U}
= {ord(segU (y)) | y ∈ U} (áðü �ï ËÞììá 12.7)

= {� ∈ ON | � <o �};üðïõ ç �åëåõ�áßá åîßóùóç éó÷ýåé åðåéäÞ ïé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé ðïõ åßíáé<o U åßíáé áêñéâþò áõ�ïß ðïõ åßíáé üìïéïé ìå ìç �å�ñéììÝíá, áñ÷éêÜ �ìÞìá�á�ïõ U . ⊣12.13. ¢óêçóç. Áí ïé U êáé V êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé, �ü�åU =o V ⇐⇒ ord(U) = ord(V );êáé Ý�óé ãéá êÜèå êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï U , õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò äéá�áê�éêüòáñéèìüò � �Ý�ïéïò ðïõ U =o �.Ïé óõíèÞêåò (12-12) êáé (12-13) åßíáé áêñéâþò ïé (12-1) êáé (12-3) �ïõ Can-tor. Ç ðéï óçìáí�éêÞ, �åëåõ�áßá óõíèÞêç (12-14) åßíáé ÷áñáê�çñéó�éêÞ �ïõ äéá-�áê�éêïý �åëåó�Þ �ïõ von Neumann êáé Ý÷åé ùò åðáêüëïõèï �ç ìïíáäéêü�ç�Ü�ïõ, �ñüâëçìá x12.4. Åßíáé åíäéáöÝñïí áõ�ü �ï áðï�Ýëåóìá· ðáñáëåßðïõìå�çí áðüäåéîç ìüíï åðåéäÞ åßíáé ùñáßï ðñüâëçìá êáé äåí èá �ï ÷ñåéáó�ïýìå ãéáðåñáé�Ýñù áðï�åëÝóìá�á. Åßíáé üìùò åýêïëï íá ÷áèåß êáíåßò ó�çí áðüäåéîçðëçèþñáò éäéï�Þ�ùí �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí, ìåñéêÝò áð' áõ�Ýò ÷ñÞóéìåò Üë-ëåò áðëþò ðåñßðëïêåò, êáé ïé áðïäåßîåéò êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü �åßíïõí ðñïò�ï ìõó�çñéþäåò: äåí åßíáé �åëåßùò öõóéêü íá èåùñïýìå �ç ó÷Ýóç ∈ ùò äéÜ�áîç.Ìéá êáëÞ �áê�éêÞ, �ïõëÜ÷éó�ïí ó�çí áñ÷Þ, åßíáé íá ó�çñßæïõìå �éò áðïäåßîåéòéäéï�Þ�ùí �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí ó�éò �ñåéò ÷áñáê�çñéó�éêÝò �ïõò éäéü�ç�åò.12.14. ËÞììá (Óýãêñéóç äéá�áê�éêþí). �éá üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò áñéè-ìïýò �, �, � ≤o � ⇐⇒ � = � ∨ � ∈ � ⇐⇒ � ⊑ � ⇐⇒ � ⊆ �:
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202 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Äåß÷íïõìå ìå �ç óåéñÜ, êõêëéêÜ, �éò áí�ßó�ïé÷åò, áõó�çñÝò óõ-íåðáãùãÝò.(1) � <o �=⇒� ∈ � ðñïêýð�åé áìÝóùò áðü �éò (12-12) êáé (12-14), áöïý çõðüèåóç óçìáßíåé ü�é � = ord(U) êáé � = ord(V ) ìå U <o V .Ôï (2) � ∈ �=⇒� ⊑= � êáé �ï (3) � ⊑= �=⇒� ( � Ýðïí�áé åîßóïõ åýêïëááðü �éò (12-12) êáé (12-14) êáé èá ðáñáëåßøïõìå �éò ëåð�ïìÝñåéåò.(4) � ( �=⇒� <o �. Ç õðüèåóç ìáò äßíåé êÜðïéï ìïíïìïñöéóìü áðü �ï �ó�ï � (�ïí �áõ�ï�éêü!), Ý�óé ðïõ � ≤o � áðü �ï �üñéóìá 7.32· üìùò áðü �ï� =o �, óýìöùíá ìå �çí ¢óêçóç 12.6 ðáßñíïõìå � = � ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çíáõó�çñÞ óõìðåñßëçøç � ( � ðïõ õðïèÝóáìå, êáé Ý�óé � <o �. ⊣Óõíçèßæå�áé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá �ç äéÜ�áîç �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí �ïíáðëïýó�á�ï óõìâïëéóìü� ≤ � ⇐⇒ïñ � ≤o � (�; � ∈ ON); (12-15)÷ùñßò âÝâáéá íá îå÷íÜìå �ïõò éóïäýíáìïýò �ïõ ÷áñáê�çñéóìïýò ó�ï ËÞììá (12.14).Ïé âáóéêÝò éäéü�ç�åò áõ�Þò �çò óõíèÞêçò åßíáé (�þñá) åýêïëåò.12.15. Èåþñçìá (Ç äéÜ�áîç �ïõ ON). (1) Ç êëÜóç ON �ùí äéá�áê�éêþíáñéèìþí åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíç áðü �ç óõíèÞêç � ≤ �, ìå �çí åîÞò áõó�çñÞÝííïéá: � ≤ �; � ≤ �&� ≤ 
=⇒� ≤ 
; � ≤ �&� ≤ �=⇒� = �;� < � ∨ � = � ∨ � < �;êáé ãéá êÜèå ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P ,
(∃� ∈ ON)P (�)=⇒ (∃� ∈ ON)[P (�) & (∀� < �)¬P (�)]:Åéäéêü�åñá, äåí õðÜñ÷åé Üðåéñç, öèßíïõóá áëõóßäá äéá�áê�éêþí áñéèìþí,�0 ≥ �1 ≥ �2 ≥ · · · =⇒ (∃n)[�n = �n+1]: (12-16)¼�áí éó÷ýåé ç P (�) ãéá êÜðïéï �, èÝ�ïõìå

(�� ∈ ON)P (�) = min{� ∈ ON | P (�)}: (12-17)(2) �éá êÜèå äéá�áê�éêü áñéèìü, õðÜñ÷åé ï åðüìåíïòS(�) =ïñ (�� ∈ ON)[� < �] = � ∪ {�}: (12-18)(3) ÊÜèå óýíïëï äéá�áê�éêþí áñéèìþí A Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá,supA =ïñ (�� ∈ ON)(∀� ∈ A)[� ≤ �] =
⋃A; (12-19)ðïõ åßíáé �ï ìÝãéó�ï �ïõ A (áí �ï A Ý÷åé ìÝãéó�ï) êáé �ï 0 áí A = ∅.Ç áðüäåéîç áöÞíå�áé ãéá �á ðñïâëÞìá�á, x12.1 { x12.3. ⊣12.16. ¢óêçóç. �éá êÜèå ìç êåíü óýíïëï äéá�áê�éêþí áñéèìþí E ,

(�� ∈ ON)[� ∈ E ] =
⋂E :
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 203Ïé åðüìåíïé äéá�áê�éêïß áñéèìïß (su

essor ordinals) åßíáé áõ�ïß �çò ìïñ-öÞò S(�), êáé ïé ïñéáêïß äéá�áê�éêïß áñéèìïß (limit ordinals) åßíáé áõ�ïß ðïõäåí åßíáé ïý�å åðüìåíïé ïý�å �ï 0, Ý�óé ðïõ � < �=⇒S(�) < �· ïé ïñéáêïßäéá�áê�éêïß ðñïöáíþò ÷áñáê�çñßæïí�áé áðü �çí éäéü�ç�áLimit(�) ⇐⇒ � 6= 0 &� = sup {� | � < �}: (12-20)Åðßóçò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå éäéü�ç�åò �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí ìå õðåñðå-ðåñáóìÝíç åðáãùãÞ êáé íá ïñßóïõìå �åëåó�Ýò ó' áõ�ïýò ìå õðåñðåðåñáóìÝíçáíáäñïìÞ, ùò åîÞò.12.17. Èåþñçìá (Äéá�áê�éêÞ åðáãùãÞ). �éá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéó�éêÞ óõí-èÞêç P ,
(∀�)[(∀� < �)P (�)=⇒P (�)] =⇒ (∀�)P (�):Áðüäåéîç. �ñïò Ü�ïðï, Ýó�ù � ï åëÜ÷éó�ïò äéá�áê�éêüò �Ý�ïéïò ðïõ ¬P (�)·Ýðå�áé ü�é ç P (�) éó÷ýåé ãéá êÜèå � < �, êáé åðïìÝíùò êáé ç P (�) éó÷ýåé áðü�çí õðüèåóç, ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ⊣12.18. Èåþñçìá (Äéá�áê�éêÞ áíáäñïìÞ). �éá êÜèå äéìåëÞ ïñéó�éêü �åëå-ó�Þ H, õðÜñ÷åé ìïíïìåëÞò ïñéó�éêüò �åëåó�Þò F , ðïõ éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçF (�) = H(F ↾�; �) (� ∈ ON): (12-21)Åäþ ç F ↾� åßíáé ç óõíÜñ�çóç {(�; F (�)) | � ∈ �}, ï ðåñéïñéóìüò �çò F (�) ó�ï� = {� | � < �}.¼ìïéá, ìå ðáñáìÝ�ñïõò, ãéá äïóìÝíï H(w;�; x), õðÜñ÷åé F (�; x) Ý�óé þó�åãéá êÜèå äéá�áê�éêü � êáé êÜèå x,F (�; x) = H({(�; F (�; x)) | � < �}; �; x) (� ∈ ON):Áðüäåéîç �çò áðëÞò åêäï÷Þò, ÷ùñßò ðáñáìÝ�ñïõò.�éá êÜèå �, áðü �ï �üñéóìá 11.6 ó�ïí êáëÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï (�;≤�),õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f� : � →→ E� ðïõ éêáíïðïéåß �çí åîßóùóçf�(�) =H(f� ↾{x ∈ � | x <� �}; �) (� < �);

=H(f� ↾�; �); (12-22)åðåéäÞ ç <� åßíáé ï ðåñéïñéóìüò �çò ∈ ó�ï � êáé �á ìÝëç �ïõ � åßíáé äéá�áê�éêïßáñéèìïß. Õðïó�çñßæïõìå ü�é:áí � < � êáé � < 
; �ü�å f�(�) = f
(�)·áí ü÷é, �ü�å õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ï � ãéá �ï ïðïßï áõ�ü äåí éó÷ýåé ãéá êÜðïéá � êáé
 êáé �ü�å ç (12-22) ïäçãåß áìÝóùò óå Ü�ïðï. Áí ëïéðüí èÝóïõìåF (�) = fS(�)(�);�ü�å F (�) = f�(�) ãéá êÜèå � > � êáé ç (12-22) óõíåðÜãå�áé �çí �áõ�ü�ç�áðïõ èÝëïõìå ãéá �ïí F .Ç áðüäåéîç ãéá �çí Ýêäïóç ìå ðáñáìÝ�ñïõò ðáñïõóéÜæåé ìïíü �å÷íéêÝò äõóêï-ëßåò ó�ïõò óõìâïëéóìïýò. ⊣
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204 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÌå áõ�ü �ï èåþñçìá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò ó�ï ON êáéíá ìåëå�Þóïõìå �ç äïìÞ �ïõò. Èá áöÞóïõìå �á ðåñéóóü�åñá áð' áõ�Ü ãéá ðñï-âëÞìá�á, áëëÜ áîßæåé íá äéá�õðþóïõìå åäþ äýï âáóéêïýò ïñéóìïýò áõ�ïý �ïõåßäïõò, ùò ðáñáäåßãìá�á åöáñìïãÞò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 12.18 êáé ãéá íá Ý÷ïõìåó�ç äéÜèåóÞ ìáò ïíüìá�á �ùí áðëïýó�åñùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí.12.19. Èåþñçìá (Äéá�áê�éêÞ ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò). ÕðÜñ÷ïõíäéìåëåßò, ïñéó�éêïß �åëåó�Ýò � + � êáé � · � ó�ïõò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò ìå�éò åîÞò éäéü�ç�åò: �+ 0 = �;�+ S(�) = S(�+ �);�+ � = sup {�+ � | � < �}; áí Limit(�): (12-23)� · 0 = 0;� · S(�) = (� · �) + �;� · � = sup {� · � | � < �}; áí Limit(�): (12-24)Áðüäåéîç. ÈÝ�ïõìå � + � = F (�; �), üðïõ ï F (�; �) ïñßæå�áé ìå �çí áêü-ëïõèç áíáäñïìÞ ó�ï � ∈ ON, ìå ðáñÜìå�ñï �ï �:
F (�; �) =







�; áí � = 0;S(F (
; �)); áí � = S(
); ãéá êÜðïéï 
;
sup{F (�; �) | � < �}; áí Limit(�):ÁöÞíïõìå �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ãéá �ï �ñüâëçìá x12.6. ⊣¸÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß ó�ïí ! ó�ç (12-7), êáé áðïäåßîáìå ó�çí ¢óêçóç 12.8ü�é ! = ord(N;≤N). Ïé äéá�áê�éêïß áñéèìïß ðïõ �ïí áêïëïõèïýí áìÝóùò åßíáéðñïöáíþò ïé! + 1 = S(!); ! + 2 = S(! + 1); ! + 3 = S(! + 2); : : :êáé áìÝóùò ìå�Ü áð' áõ�ïýò Ýñ÷å�áé ï! + ! = sup {! + n | n ∈ !} = ! · 2: (12-25)Áõ�üò åßíáé ï äåý�åñïò ïñéáêüò äéá�áê�éêüò, ï ðñþ�ïò ìå�Ü �ïí !. ÊÜèå ! · nêá�áóêåõÜæå�áé áèñïßæïí�áò �ïí ! ìå �ïí åáõ�ü �ïõ n öïñÝò, êá�åõèåßáí áðü�ïí ïñéóìü. ÁìÝóùò ìå�Ü Ýñ÷å�áé ï!2 = sup {! · n | n < !};ìå�Ü áðü ëßãï ï !3 = !2 · !, ê.ëð.�ïëëÝò áðü �éò éäéü�ç�åò �çò äéá�áê�éêÞò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéá-óìïý Ýðïí�áé áðü �éò éäéü�ç�åò �ùí �åëåó�þí áõ�þí óå (êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò)÷þñïõò, üðùò ïñßó�çêáí ó�á 7.37 êáé 7.38, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò åðüìåíåò �ñåéòáóêÞóåéò.12.20. ¢óêçóç. �éá êÜèå äéá�áê�éêü �,�+ 1 = ord(Su

(�));áðü �ïí ïñéóìü �ïõ åðüìåíïõ ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïõ ÷þñïõ Su

(P ) ó�ï 7.16.
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 20512.21. ¢óêçóç. �éá üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò �, �,�+ � = ord(�+o �);áðü �ïí ïñéóìü �çò ðñüóèåóçò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí ó�ï 7.37. ¸ðå�áéü�é ç ðñüóèåóç äéá�áê�éêþí åßíáé ðñïóå�áéñéó�éêÞ áëëÜ ü÷é ìå�áèå�éêÞ.� < 
=⇒�+ � < �+ 
: (12-26)12.22. ¢óêçóç. �éá üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò �, �,� · � = ord(� ·o �);ìå �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí ðïõ ïñßó�çêå ó�ï 7.38.¸ðå�áé ü�é ï ðïëëáðëáóéáóìüò �ùí äéá�áê�éêþí åßíáé ðñïóå�áéñéó�éêüò áëëÜü÷é ìå�áèå�éêüò, êáé ü�é
0 < �&� < 
=⇒� · � < � · 
: (12-27)Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ìåñéêÝò áðü �éò éäéü�ç�åò �çò äéá�áê�éêÞò áñéèìç�éêÞòáðïäåéêíýïí�áé åõêïëü�åñá ìå äéá�áê�éêÞ åðáãùãÞ, êá�åõèåßáí áðü �ïõò áíá-äñïìéêïýò �ïõò ïñéóìïýò:12.23. ¢óêçóç (Åðéìåñéó�éêÞ éäéü�ç�á ðñïò �á äåîéÜ). �éá üëïõò �ïõò äéá-�áê�éêïýò �, �, 
, � · (� + 
) = � · � + � · 
:ÁöÞíïõìå ãéá ðñïâëÞìá�á ìåñéêÝò åðéðñüóèå�åò éäéü�ç�åò �çò ðñüóèåóçò äéá-�áê�éêþí, ðïõ áðïäåéêíýïí�áé ìå ðáñüìïéïõò �ñüðïõò. �ñüóåîå ü�é ðÝñá áðü�ç ìå�áèå�éêü�ç�á, ðïëëÝò áêüìç éäéü�ç�åò �çò óõíçèéóìÝíçò áñéèìç�éêÞò äåíéó÷ýïõí ãéá �ïõò äéá�áê�éêïýò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç åðéìåñéó�éêÞ éäéü�ç�ááðü äåîéÜ, �ñüâëçìá x12.13.12.24. ¼ñéá áêïëïõèéþí äéá�áê�éêþí. �éá êÜèå ìïíï�ïíéêÞ áêïëïõèßá äéá-�áê�éêþí áñéèìþí �0 ≤ �1 ≤ · · · , èÝ�ïõìå

limn �n = sup{�n | n = 0; 1; : : : }:Ï óõìâïëéóìüò åßíáé ÷ñÞóéìïò, üìùò ðñÝðåé íá åßìáó�å éäéáß�åñá ðñïóåê�éêïßìéáò êáé áõ�Ü �á üñéá äåí éêáíïðïéïýí �á óõíçèéóìÝíá èåùñÞìá�á �ïõ áðåéñï-ó�éêïý ëïãéóìïý, âë. �ñüâëçìá x12.9.Ìéá áðü �éò ðéï óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí åßíáé ç åðü-ìåíç, êïìøÞ ëýóç ðïõ Ýäùóå ï von Neumann ó�ï ðñüâëçìá áíÜèåóçò ðëçèá-ñßèìùí 4.20, ãéá êáëÜ äéá�Üîéìá óýíïëá. Ç ëýóç âáóßæå�áé ó�ï ü�é êÜèå êáëÜäéá�Üîéìï óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéïí äéá�áê�éêü áñéèìü, ËÞììá 12.9.12.25. Ïñéóìüò (�ëçèÜñéèìïé von Neumann). ÈÝ�ïõìå
|A| = {

(�� ∈ ON)[A =
 �]; áí �ï A åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï;A; áëëéþò; (12-28)
�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



206 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáêáé áðü äþ êáé ðÝñá èåùñïýìå ü�é ï �åëåó�Þò áíÜèåóçò ðëçèáñßèìïõ ðïõ ó�áèå-ñïðïéÞóáìå ó�ï 4.21 �ïõ Êåöáëáßïõ 3 åßíáé áõ�üò. Ïé �éìÝò �ïõ |A| ãéá êáëÜäéá�Üîéìá A åßíáé ïé ðëçèÜñéèìïé �ïõ von Neumann,Cardv(�) ⇐⇒ ãéá êÜðïéï êáëÜ äéá�Üîéìï A; � = |A|; (12-29)êáé åýêïëá ÷áñáê�çñßæïí�áé ùò áñ÷éêïß äéá�áê�éêïß áñéèìïß:12.26. ¢óêçóç. Cardv(�) ⇐⇒ ON(�) & (∀� < �)[� 6=
 �], êáé ãéá êÜèå� ∈ Cardv, |�| = �.Áðü �ï ËÞììá 9.11, Cardv(�)=⇒Cardv(�+);êáé áðü �á ËÞììá�á 9.18 êáé 9.20, áí �ï E åßíáé ìç êåíü óýíïëï ðëçèáñßèìùí,�ü�å
(∀� ∈ E)Cardv(�)=⇒Cardv(inf
(E)) êáé Cardv(sup
(E))·ãéá �çí áêñßâåéá, áìÝóùò áðü �ç (12-19) êáé �ï 12.16, áí �ï E åßíáé ìç êåíüóýíïëï ðëçèáñßèìùí von Neumann, �ü�åinf
(E) = min(E) =

⋂E ; sup
(E) = supE =
⋃E :Ç êá�áóêåõÞ �ïõ von Neumann ìáò äßíåé Ýíáí éó÷õñü �åëåó�Þ ðëçèéêü�ç�áò(âë. 4.21) ó�çí êëÜóç �ùí êáëÜ äéá�Üîéìùí óõíüëùí:12.27. ¢óêçóç. Áí �á A êáé B åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìá, �ü�åA =
 |A|; êáé A =
 B ⇐⇒ |A| = |B|: (12-30)ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå óýíïëï E áðü óýíïëá, ç êëÜóç {|X| | X ∈ E} åßíáé óýíïëï.Ç ðéü ÷ñÞóéìç éäéü�ç�á �ùí ðëçèáñßèìùí von Neumann åßíáé ç áðëïýó�á�ç:áí �; � ∈ Cardv; �ü�å � =
 � ⇐⇒ � = �·áõ�ü Ýðå�áé áìÝóùò áðü �éò �åëåõ�áßåò äýï áóêÞóåéò êáé ìå�á�ñÝðåé üëåò �éòéóïðëçèéêü�ç�åò ðëçèáñßèìùí von Neumann óå åîéóþóåéò �çò ðëçèéêÞò áñéèìç-�éêÞò. Åðé�Ýëïõò, ãéá êáëÜ äéá�Üîéìïõò ðëçèÜñéèìïõò, ìðïñïýìå íá ãñÜöïõìå� · (�+ �) = � · �+ � · �; (��)� = ��·�;ê.ëð., ÷ùñßò �ïí åíï÷ëç�éêü äåßê�ç 
.12.28. �ëçèÜñéèìïé, ÅðéëïãÞ êáé Áí�éêá�Üó�áóç. Ìðïñåß êáíåßò íá õðï-ó�çñßîåé ìå êÜðïéá óïâáñïöÜíåéá ü�é ïé ìïíÜäåò �ïõ Cantor ó�ç äéáéóèç�éêÞðåñéãñáöÞ �ùí ðëçèáñßèìùí ðïõ áðïóðÜóáìå ó�ï 4.19 áðåéêïíßæïí�áé ðéó�Üáðü �ïõò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò �ïõ von Neumann, êáé ç ðåñéêïðÞï A áíáð�ýóóå�áé (áò �ï ðïýìå Ý�óé) áðü �ï A, ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�åêÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ A íá äçìéïõñãåß ìéá åéäéêÞ ìïíÜäá
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 207ðåñéãñÜöåé áêñéâþò �çí êá�áóêåõÞ �ïõ |A| = ord(A) = v[A] áðü êÜðïéá Üñéó�çäéÜ�áîç �ïõ A, �ñüâëçìá x12.28. ¼ðïéá áîßá êé áí Ý÷åé Þ äåí Ý÷åé ç áíáëïãßá,óßãïõñá ç êá�áóêåõÞ �ïõ von Neumann åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç: ìå�áîý Üëëùí,ìå�á�ñÝðåé �ï £ëïãéóìü éóïðëçèéêü�ç�áò¤ ðïõ Ý÷ïõìå áíáð�ýîåé óå ìéá áõèåí�éêÞáñéèìç�éêÞ ðëçèáñßèìùí | �ïõëÜ÷éó�ïí áí äå÷�ïýìå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, Ý�óéþó�å üëá �á óýíïëá íá Ý÷ïõí von Neumann ðëçèáñßèìïõò.¹ìáó�áí ðïëý ðñïóåê�éêïß ó�ç äéá�ýðùóç áðï�åëåóìÜ�ùí ãéá ðëçèáñßèìïõòíá áðïöýãïõìå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò üðïõ áõ�ü Þ�áí åöéê�ü, áëëÜ âÝâáéá �ï êý-ñéï áðï�Ýëåóìá Þ�áí íá öáíåß ðåí�áêÜèáñá ðüóï ö�ù÷Þ åßíáé ç ðëçèéêÞ áñéèìç-�éêÞ ÷ùñßò åðéëïãÝò. Ôï êýñéï åìðüäéï åßíáé ç éóïäõíáìßá �çò óõãêñéóéìü�ç�áòðëçèáñßèìùí ìå �ï AC: äåí Ý÷ïõìå ïõóéáó�éêÞ áñéèìç�éêÞ ÷ùñßò óõãêñéóéìü-�ç�á, êáé äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå óõãêñéóéìü�ç�á ÷ùñßò íá äå÷�ïýìå (áíáãêá-ó�éêÜ) �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò.Áí äå÷�ïýìå �ï AC, ðüóï óçìáí�éêÞ åßíáé ç ýðáñîç £áëçèéíþí ðëçèéêþíáñéèìþí¤ ðïõ éêáíïðïéïýí �çí (12-30), êáé ðïõ áðáé�ïýí åê�üò áðü �ï AC êáé�ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò ãéá �çí êá�áóêåõÞ �ïõò; ¼÷é êáé ðïëý ìåãÜëç, ðáñÜìüíï ãé' áõ�ïýò ðïõ Ý÷ïõí áëëåñãßá ó�ïõò äåßê�åò. Èá ìðïñïýóå ßóùò êáíåßòíá èåùñÞóåé �ç ëýóç �ïõ von Neumann ó�ï �ñüâëçìá ÁíÜèåóçò �ëçèáñßèìùíêõñßùò óáí Üóêçóç ìáèçìá�éêÞò êïìøü�ç�áò, êáé õðÜñ÷åé êÜðïéá äüóç áëÞèåéáòóå ìéá �Ý�ïéá Üðïøç. Äåí ðñÝðåé üìùò íá âãÜëïõìå �ï óõìðÝñáóìá ü�é �ïÁîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé áóÞìáí�ï ãéá �çí ðëçèéêÞ áñéèìç�éêÞ åðåéäÞ ïéâáóéêÝò �çò �áõ�ü�ç�åò åßíáé èåùñÞìá�á �çò ZDC+AC. Ôï êýñéï ðñüâëçìáåßíáé ü�é ç ZDC+AC äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé �çí ýðáñîç ðëçèáñßèìùí ðÜíùáðü �çí ðñþ�ç, Üðåéñç áêïëïõèßá
ℵ0;ℵ1;ℵ2; : : : ;êáé ìÜëéó�á äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé êáí ü�é áõ�Þ ç áêïëïõèßá (n 7→ ℵn) õðÜñ-÷åé, �ñüâëçìá xB.10. Åéäéêü�åñá, ç ýðáñîç éäéáæüí�ùí ðëçèáñßèìùí äåí åßíáéèåþñçìá �çò ZDC+AC, êáé åðïìÝíùò ïëüêëçñç ç èåùñßá ïìï�åëéêü�ç�áò ðá-ñáìÝíåé ðéèáíüí êåíÞ ðåñéå÷ïìÝíïõ ÷ùñßò Áí�éêá�Üó�áóç.Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé ü�é ãéá �ç äçìéïõñãßá Üîéáò ðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞò ðñÝ-ðåé íá äå÷�ïýìå êáé �á äýï áîéþìá�á ÅðéëïãÞò êáé Áí�éêá�Üó�áóçò, äçëáäÞ íáåñãáó�ïýìå ó�çí ZFDC+AC, Þ êÜðïéá áêüìç éó÷õñü�åñç áîéùìá�éêÞ óõíï-ëïèåùñßá. Ìåñéêïß éó÷õñßæïí�áé åðßóçò, ü�é êáé ç Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò åßíáé áðá-ñáß�ç�ç ðñïûðüèåóç ãéá �çí ðëçèéêÞ áñéèìç�éêÞ, áëëÜ áõ�ü äåí åßíáé óùó�ü|áíêáé ìåñéêÝò áðü �éò ðéï óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò �ùí ðëçèáñßèìùí åßíáé ó�ç äïìÞ�ïõ êüóìïõ V �ïõ von Neumann, �ùí åäñáéùìÝíùí, áãíþí óõíüëùí.12.29. �ñü�áóç (Ôá £Üëåö¤). Ìå áíáäñïìÞ ó�ï äéá�áê�éêü áñéèìü � ∈ ON,èÝ�ïõìå

ℵ0 = |N| = !;
ℵ�+1 = ℵ+� ;
ℵ� = sup {ℵ� | � < �}; áí Limit(�): (12-31)
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208 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÊÜèå ℵ� åßíáé ðëçèÜñéèìïò �ïõ von Neumann,� < �=⇒ℵ� <
 ℵ� (�; � ∈ ON);êáé êÜèå von Neumann ðëçèÜñéèìïò åßíáé ℵ� ãéá êÜðïéï �.Áðüäåéîç. �éá íá äåßîïõìå ü�é ç � 7→ ℵ� åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá óå ðëçèéêü-�ç�á, ó�áèåñïðïéïýìå �ï � êáé (ðñïò Ü�ïðï) åðéëÝãïõìå �ï åëÜ÷éó�ï � Ý�óé þó�å� < � êáé ℵ� =
 ℵ� : �þñá � 6= �+1, ìéáò êáé ℵ� <
 ℵ+� = ℵ�+1· � = 
+1 ãéáêÜðïéï 
 > � Üñá ℵ� <
 ℵ
 <
 ℵ� (áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ �), ðïõ åßíáé Ü�ïðï·êáé áí �ï � åßíáé ïñéáêü, �ü�å �+ 1 < �, êáé Ý�óé ℵ� <
 ℵ�+1 <
 ℵ� , ðïõ åßíáéêáé ðÜëé Ü�ïðï.¸ðå�áé ü�é êÜèå ℵ� åßíáé ðëçèÜñéèìïò von Neumann: áõ�ü åßíáé Üìåóï ãéá�ï 0 êáé �ïõò åðüìåíïõò äéá�áê�éêïýò· üóïí áöïñÜ �ï üñéï �, áí �ï ℵ� äåí åßíáéðëçèÜñéèìïò, �ü�å ℵ� ≤
 ℵ� ãéá êÜðïéï � < �, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�ï ℵ� <
 ℵ�.ÔÝëïò, ãéá íá äåßîïõìå ü�é êÜèå ðëçèÜñéèìïò von Neumann åßíáé êÜðïéï ℵ�,Ýó�ù (ðñïò Ü�ïðï) � �ï åëÜ÷éó�ï áí�éðáñÜäåéãìá. ÁìÝóùò áðü �ïí ïñéóìü,� 6= ! êáé � 6=
 �+ ãéá ïðïéïäÞðï�å äéá�áê�éêü � < �, ìéáò êáé áðü áõ�ü Ýðå�áéü�é � = |�|+, �ï |�| åßíáé êÜðïéï Üëåö áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ �, êáé Ý�óé �ï � åßíáéåðßóçò Üëåö. ¸ó�ù � = {� ≤ � | ℵ� <
 �}:Áõ�ü åßíáé äéá�áê�éêüò, áöïý åßíáé êëåéó�ü ãéá �ï <· åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüò,åðåéäÞ ℵ� < �=⇒ℵ�+1 < �· êáé áðü �ïí ïñéóìü �ïõ,� < �=⇒ℵ� < �:Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, áí ï � åßíáé ðëçèÜñéèìïò êáé � < �, �ü�å � = ℵ� ãéáêÜðïéï � < �, áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ �, Ý�óé ðïõ �åëéêÜ� = sup{ℵ� | � < �} = ℵ� : ⊣Ï �åëåó�Þò � 7→ ℵ� ðñïóöÝñåé Ýíá ÷ñÞóéìï óõìâïëéóìü ãéá �çí ðëçèéêÞáñéèìç�éêÞ, áêüìç ðåñéóóü�åñï áí äå÷�ïýìå �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò.12.30. ¢óêçóç. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò AC åßíáé éóïäýíáìï ìå �ïí éó÷õñéóìüü�é £êÜèå Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò åßíáé Üëåö¤,AC ⇐⇒ (∀ Üðåéñï A)(∃� ∈ ON)[A =
 |A| = ℵ�]:12.31. ¢óêçóç. (AC) Ç �åíéêåõìÝíç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò åßíáé éóïäý-íáìç ìå �çí åîßóùóç ðëçèéêÞò áñéèìç�éêÞòGCH ⇐⇒ 2ℵ� = ℵ�+1 (� ∈ ON):12.32. Ç ÓõóóùñåõìÝíç Éåñáñ÷ßá �ùí Áãíþí, ÅäñáéùìÝíùí Óõíüëùí(Cumulative Hierar
hy). �éá êÜèå äéá�áê�éêü áñéèìü � ïñßæïõìå �ï óýíïëï V�ìå �çí áêüëïõèç áíáäñïìÞ ó�ï ON:
V0 = ∅;

V�+1 = P(V�);
V� =

⋃�<�V�; áí Limit(�):
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∅
V1

V2

V!V!+1

V�
...
...
...

ÄéÜãñáììá 12.3. ËïãáñéèìéêÞ áðüäïóç �ùí áãíþí, åäñáéù-ìÝíùí óõíüëùí.Ï êüóìïò �ïõ von Neumann åßíáé ç Ýíùóç üëùí �ùí V�,
V =ïñ ⋃�∈ONV� = {x | ãéá êÜðïéï � ∈ ON; x ∈ V�}; (12-32)êáé óå êÜèå ìÝëïò �ïõ V áí�éó�ïé÷ßæïõìå �çí �Üîç �ïõ (rank) ìå �ïí �åëåó�ÞRank(x) = (�� ∈ ON)[x ∈ V�+1] (x ∈ V): (12-33)¸÷ïõìå Þäç ÷ñçóéìïðïéÞóåé �ï óõìâïëéóìü V ãéá �çí êëÜóç �ùí áãíþíåäñáéùìÝíùí óõíüëùí, åðåéäÞ éó÷ýåé �ï åîÞò:12.33. Èåþñçìá. (1) ÊÜèå V� åßíáé áãíü, ìå�áâá�éêü, åäñáéùìÝíï óýíïëïêáé � ≤ �=⇒V� ⊆ V� :(2) ÊÜèå V� ìå ïñéáêü � ≥ ! · 2 åßíáé êüóìïò �ïõ Zermelo.(3) �éá êÜèå áãíü A, A ⊆ V =⇒A ∈ V.(4) Ï êüóìïò V �ïõ von Neumann áðï�åëåß�áé áêñéâþò áðü �á áãíÜ, åäñáéù-ìÝíá óýíïëá.Áðüäåéîç. Ôá (1) êáé (2) áðïäåéêíýïí�áé ìå �á ßäéá åðé÷åéñÞìá�á ðïõ ÷ñçóé-ìïðïéÞóáìå ãéá íá äåßîïõìå �éò áíÜëïãåò éäéü�ç�åò �ùí âáóéêþí êëåéó�ï�Þ�ùíM(I) ãéá ìå�áâá�éêü I ó�ï ËÞììá x9.6, êáé äåí èá �á åðáíáëÜâïõìå.(3) ¸ó�ù A ⊆ V êáé Rank[A] = {Rank(x) | x ∈ A} ç åéêüíá �ïõ A áðü �ïí�åëåó�Þ �Üîçò. Áõ�ü åßíáé óýíïëï äéá�áê�éêþí áñéèìþí, Üñá õðÜñ÷åé äéá�áê�é-êüò áñéèìüò � ãíÞóéá ìåãáëý�åñïò áð' üëá �á ìÝëç �ïõ,x ∈ A=⇒Rank(x) < �=⇒x ∈ V�;êáé (÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí áãíü�ç�á �ïõ A),A = {x ∈ V� | x ∈ A} ∈ V�+1:
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210 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá(4) Èá åðéêáëåó�ïýìå �ï ëåãüìåíï £áí�éèå�ïáí�ßó�ñïöï¤ �çò óõíåðáãùãÞò(3), �çí ðñü�áóç äçëáäÞ ü�é ãéá êÜèå áãíü A,A =∈ V =⇒ (∃x ∈ A)[x =∈ V ]: (12-34)ÕðïèÝ�ïõìå ðñþ�á ü�é �ï M åßíáé áãíü, ìå�áâá�éêü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëïáëëÜ M =∈ V . Ç ìå�áâá�éêü�ç�á �ïõ M êáé ç (12-34) ìáò äßíïõí �çí
(∀x ∈M \ V)(∃y ∈M \ V)[y ∈ x];êáé �ï DC �þñá óõíåðÜãå�áé �çí ýðáñîç öèßíïõóáò ∈-áëõóßäáò, åíÜí�éá ó�çíõðüèåóç ü�é �ï M åßíáé åäñáéùìÝíï. ¢ñá êÜèå áãíü, ìå�áâá�éêü, åäñáéùìÝíïóýíïëï áíÞêåé ó�ïí V , åðïìÝíùò, ãéá êÜèå áãíü, åäñáéùìÝíï A, ç ìå�áâá�éêÞêëåéó�ü�ç�á TC(A) ∈ V · êáé �åëéêÜ A ∈ V , áöïý A ∈ TC(A) êáé ç V åßíáéìå�áâá�éêÞ. ⊣Èõìßóïõ ü�é áðü �ï Èåþñçìá 11.34, �ï V åßíáé ZFDC-êüóìïò, êáé ìÜëéó�áZFC-êüóìïò áí äå÷�ïýìå �ï AC.12.34. Ç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá �ïõ áãíïý, åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ. Ó÷ï-ëéÜæïí�áò �çí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò ó�ï 11.32, éó÷õñéó�Þêáìå ü�é ï ïñéóìüò �ïõåëÜ÷éó�ïõ êüóìïõ Z �ïõ Zermelo êáé ïé áðïäåßîåéò �ùí âáóéêþí �ïõ éäéï�Þ-�ùí êá�áíïïýí�áé Üìåóá, áðëÜ, üðùò óõíÞèùò êá�áëáâáßíïõìå �á ìáèçìá�éêÜ,êáé ðñïóöÝñïõí ìéá ðåéó�éêÞ, äéáéóèç�éêÞ ðåñéïñéóìÝíç Ýííïéá £óõíüëïõ¤ ðïõäéêáéþíåé �á áîéþìá�á �çò ZDC+AC êáé �çí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò. Ìå �ïí ßäéï�ñüðï ìðïñïýìå íá éó÷õñéó�ïýìå ü�é ç £êá�áóêåõÞ¤ �ïõ êüóìïõ V �ïõ vonNeumann ó�ï 12.32 êáé ó�ï Èåþñçìá 12.33 êá�áíïåß�áé Üìåóá êáé áðëÜ, îÝ-÷ùñá áðü �éò ëåð�ïìÝñåéåò ïðïéáóäÞðï�å óõãêåêñéìÝíçò áîéùìá�ïðïßçóçò, êáéü�é ðñï�åßíåé ìéá öõóéêÞ, äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá £áãíïý, åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ¤ ðïõäéêáéþíåé �á áîéþìá�á �çò ZFC. Ôá åðé÷åéñÞìá�á áõ�Ü áîßæïõí ìéá ðéï ðñïóå-ê�éêÞ åîÝ�áóç.Ç êá�áóêåõÞ �ïõ Z îåêéíÜ ìå �ï Üðåéñï óýíïëï

N0 = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : }êáé åðáíáëáìâÜíåé �ïí �åëåó�Þ äõíáìïóõíüëïõ P(A) Üðåéñá ðïëëÝò öïñÝò. Åöü-óïí �ï £Üðåéñï¤ �ùí åðáíáëÞøåùí äåí åßíáé ïý�å ðåñéóóü�åñï ïý�å ëéãü�åñï áðü�ï £Üðåéñï¤ ðïõ ðåñéÝ÷å�áé ó�ï áñ÷éêü óýíïëï N0, ìðïñïýìå íá éó÷õñéó�ïýìåü�é ãéá íá óõëëÜâïõìå �ï Z ðñÝðåé íá óõëëÜâïõìå äýï Üðåéñá ðñÜãìá�á: �ïóýíïëï N0 (âáóéêÜ �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò) êáé �ïí �åëåó�Þ �ïõ äõíáìïóõíü-ëïõ.Ç êá�áóêåõÞ �ïõ V áñ÷ßæåé ìå �ï �ßðï�á, �ï êåíü, áëëÜ åðáíáëáìâÜíåé �ïí�åëåó�Þ �ïõ äõíáìïóõíüëïõ P(A) óå üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò. Ìå�çí ßäéá áíÜëõóç, ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é ãéá íá óõëëÜâïõìå �ï V ðñÝðåé íáóõëëÜâïõìå �çí êëÜóç �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí ON êáé �ïí �åëåó�Þ äõíá-ìïóõíüëïõ. Ìðïñïýìå âÝâáéá íá åðé÷åéñÞóïõìå ðåñáé�Ýñù £åýãëù��ç¤ áíÜëõóç�çò Ýííïéáò �ïõ £äéá�áê�éêïý áñéèìïý¤ êáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íá �ç £äéêáéþ-óïõìå¤, üðùò ìðïñïýìå åðßóçò íá ðñïóðáèÞóïõìå íá äéêáéþóïõìå �éò Ýííïéåò�ùí öõóéêþí êáé �ïõ äõíáìïóõíüëïõ. Èá ðñÝðåé íá åßíáé êá�áöáíÝò üìùò ü�é
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 211ïé äéá�áê�éêïß áñéèìïß áðï�åëïýí ìéá äéáöïñå�éêÞ, íÝá ðñþ�ç ýëç ðïõ åßíáé áðá-ñáß�ç�ç ãéá �ç äéáéóèç�éêÞ êá�áíüçóç �ïõ V , êáé ðïõ äåí ìðïñåß íá áíá÷èåß ó�ï
N0 êáé �á äõíáìïóýíïëá. Áð' áõ�Þ �ç óêïðéÜ, ç äéêáßùóç �ùí áîéùìÜ�ùí �çòZFC ðïõ ðñïóöÝñåé áõ�Þ ç äéáéóèç�éêÞ êá�áóêåõÞ åßíáé óçìáí�éêÜ áóèåíÝó�åñç�çò äéêáßùóçò �çò ZDC+AC áðü �ï Z.Ó�ï �áñÜñ�çìá B èá åéóáãÜãïõìå åíáëëáê�éêïýò êüóìïõò óõíüëùí, êáé óåðéï ðñï÷ùñçìÝíá âéâëßá ìðïñåß êáíåßò íá âñåé ìéá ðëçèþñá áðü ãïç�åõ�éêÜ ðñü-�õðá �çò óõíïëïèåùñßáò, êá�áóêåõáóìÝíá (êõñßùò) ìå ðáñáëëáãÝò êáé åðåê�Ü-óåéò �ùí ìåèüäùí êá�áóêåõáóéìü�ç�áò �ïõ G�odel êáé áíáãêáóìïý �ïõ Cohen.¸íáò áðü �ïõò ëüãïõò ðïõ åñãáó�Þêáìå åäþ ìå �á ó÷å�éêÜ áóèåíÞ áîéùìá-�éêÜ óõó�Þìá�á ZDC êáé ZFDC, åßíáé ãéá íá âåâáéþóïõìå ü�é �á ó�ïé÷åéþäçáðï�åëÝóìá�á �ïõ êëÜäïõ ðïõ êáëýøáìå Ý÷ïõí Üìåóç åöáñìïãÞ óå üëá (ó÷å-äüí) áõ�Ü �á ðñü�õðá. ¼ìùò üëá áõ�Ü �á ðñü�õðá êá�áóêåõÜæïí�áé ìå âÜóçêÜðïéï £äïóìÝíï¤ ðñü�õðï �çò ZFC, êáé äåí öáßíå�áé åöéê�Þ ç äçìéïõñãßá îå-÷ùñéó�þí, äéáéóèç�éêþí åííïéþí �ïõ �é åßíáé óýíïëï ðïõ íá äéêáéþíïõí Üìåóá�á áîéþìá�á �á ïðïßá éêáíïðïéïýí.Öáßíå�áé ü�é (�ïõëÜ÷éó�ïí ìÝ÷ñé �þñá), ç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá �ïõ áãíïý,åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ ðïõ ãåííéÝ�áé áðü �ç ìáèçìá�éêÞ áíÜëõóç �ùí 12.32êáé 12.33, åßíáé ïðùóäÞðï�å ç ðëÝïí öõóéêÞ åíáëëáê�éêÞ Ýííïéá ðïõ Ý÷ïõìåãéá �çí áðåñéüñéó�ç (êáé áí�éöá�éêÞ) £óõìðåñßëçøç óå ïëü�ç�á ïñéó�éêþí êáéäéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí¤ �ïõ Cantor.12.35. Ó÷å�éêÜ ìå Ü�ïìá êáé åöáñìïãÝò. Ó�ï 3.25 õðïó�çñßîáìå (ìáæßìå �ï Zermelo) ü�é åßíáé ÷ñÞóéìï íá åðé�ñÝøïõìå Ü�ïìá ó�çí áîéùìá�éêÞ óõíï-ëïèåùñßá, Ý�óé ðïõ �á èåùñÞìá�Ü ìáò íá åöáñìüæïí�áé êá�åõèåßáí óå óýíïëááðü ðëáíÞ�åò Þ âá�ñÜ÷éá, êáèþò åðßóçò êáé ó�á áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá ðïõö�éÜ÷íïõìå áðü �ï �ßðï�á. Ìðïñåß ç ãåíéêÜ áðïäåê�Þ, êáèéåñùìÝíç èåùñßáZFC ðïõ áðáãïñåýåé �çí ýðáñîç á�üìùí íá äéêáéïëïãßóåé �éò åöáñìïãÝò �çòóõíïëïèåùñßáò; ÕðÜñ÷ïõí äýï áîéüëïãåò áðáí�Þóåéò óå áõ�ü �ï åñþ�çìá.�ñþ�ïí, ìðïñïýìå íá ìïí�åëïðïéÞóïõìå �á öõóéêÜ áí�éêåßìåíá êáé �éò ó÷Ý-óåéò áíÜìåóá �ïõò ìå äïìÝò áðü áãíÜ óýíïëá, üðùò ìïí�åëïðïéïýìå (ìÝ÷ñé éóï-ìïñöéóìïýò) �á äéá�å�áãìÝíá æåýãç, �éò óõíáñ�Þóåéò, �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,ê.ëð. �éá ðáñÜäåéãìá, ãéá íá ìåëå�Þóïõìå �ç óõìðåñéöïñÜ åíüò óõó�Þìá�ïòïõñáíßùí óùìÜ�ùí P1; : : : ; Pk ðïõ áëëçëåðéäñïýí ìå�áîý �ïõò ìå �ç âáñý�ç�á,ìðïñïýìå íá áíáðáñáó�Þóïõìå êáèÝíá áðü áõ�Ü ìå ìéá óõíÜñ�çóç P i : R→ R7,ðïõ áíáèÝ�åé óå êÜèå ðñáãìá�éêü áñéèìü t ∈ R �ç ìÜæá, �ç èÝóç êáé �çí �á÷ý-�ç�á �ïõ Pi, ìå êÜðïéï ó�áèåñü óýó�çìá áíáöïñÜò, áîþíùí êáé ìïíÜäùí. Ïéíüìïé �çò êßíçóçò èá êáèïñßóïõí �éò óõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò· êáé �ïí öõóéêü äåí �ïíåíäéáöÝñåé áí �á óõíïëïèåùñç�éêÜ áí�éêåßìåíá ðïõ ìïí�åëïðïéïýí �éò óõíáñ�Þ-óåéò P 1; : : : ; P k åßíáé áãíÜ Þ ü÷é|áõ�ü ðïõ �ïí íïéÜæåé åßíáé ïé ìå�áîý �ïõòó÷Ýóåéò, ðïõ ìðïñïýí �ü�å íá åñìçíåõ�ïýí óáí ó÷Ýóåéò áíÜìåóá óå ðëáíÞ�åò�éò ïðïßåò åßíáé óå èÝóç íá åëÝãîåé ìå ðáñá�çñÞóåéò êáé ðåéñÜìá�á.Äåý�åñïí, áí ìáò åíäéáöÝñåé íá ìðïñïýìå íá ìéëÜìå ãéá ðëáíÞ�åò êá�åõèåßáíìÝóá ó�ç óõíïëïèåùñßá, ìðïñïýìå íá åðé�ñÝøïõìå ìéá êëÜóç á�üìùí K êáé
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KV1[K]
V2[K]

V![K]
V!+1[K]

V�[K]

...

...
...

ÄéÜãñáììá 12.4. Áðüäïóç �ùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí ó�ï K.íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �ï V ìå �çí êëÜóç V [K] �ùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí ðïõó�çñßæïí�áé áðü �ï K üðùò �ï ïñßó�çêå ó�ï 11.38. Áõ�Þ ç êëÜóç åßíáé ZFDC-êüóìïò áðü �ï �ñüâëçìá x11.22· éêáíïðïéåß �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò· êáé, ó�çíåíäéáöÝñïõóá ðåñßð�ùóç üðïõ �ï K åßíáé óýíïëï, ìïéÜæåé ðÜñá ðïëý ìå �ï Vêáé Ý÷åé ïõóéáó�éêÜ üëåò �éò éäéü�ç�Ýò �ïõ, êáé ìÜëéó�á ìå �éò ßäéåò áðïäåßîåéò,âë. x12.32. Ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß ó�ç ZFDC ìå �ç äéá�áê�éêÞ áíáäñïìÞ
V0[K] = K;

V�+1[K] = P(V�[K]);
V�[K] =

⋃�<�V�[K]; áí Limit(�);
V [K] =

⋃�V�[K]:Ôï èÝìá åßíáé ü�é ï öõóéêüò äåí åíäéáöÝñå�áé ãéá �ç äéáöïñÜ áíÜìåóá ó�éòäýï áõ�Ýò ðñïóåããßóåéò, êáé ðéèáíü�á�á ïý�å êáí �çí áí�éëáìâÜíå�áé: ãéá�ß �ïìüíï ðïõ Ý÷åé óçìáóßá ó�ç óõãêåêñéìÝíç åöáñìïãÞ �ùí ìáèçìá�éêþí, åßíáé ïéóõíáñ�Þóåéò P i ðïõ êùäéêïðïéïýí �éò éäéü�ç�åò �ùí ðëáíç�þí, üðùò áêñéâþò �ïìüíï ðïõ Ý÷åé óçìáóßá ãéá �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé ü�é áðï�åëïýí óýó�çìáPeano|�ï �é áêñéâþò åßíáé äåí åðçñåÜæåé �ßðï�á. Êáé Ý�óé, åí �Ýëåé, åßíáé ÷ñç-óéìü�åñï íá £áðáãïñåýóïõìå¤ �á Ü�ïìá êáé íá äå÷èïýìå �çí áðëïýó�åñç ZFCóáí �ç `standard' áîéùìá�éêÞ óõíïëïèåùñßá, ðïõ ãßíå�áé ó÷åäüí ÷ùñßò åîáßñåóçóå ðñï÷ùñçìÝíï åðßðåäï ó�ç èåùñßá óõíüëùí.
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï 12x12.1. Äåßîå �ï (1) �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 12.15.x12.2. Äåßîå �ï (2) �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 12.15.
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 213x12.3. Äåßîå �ï (3) �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 12.15.
∗ x12.4. ×áñáê�çñéóìüò �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí �ïõ von Neumann.¸ó�ù ïñéó�éêüò �åëåó�Þò �(V ) ó�ïõò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïõò ÷þñïõò ðïõ éêáíï-ðïéåß �éò åîÞò óõíèÞêåò: V =o �(V );U ≤o V =⇒�(U) ⊑ �(V );Field(�(V )) = {Field(�(U)) | U <o V }:Äåßîå ü�é ord(V ) = �=⇒�(V ) = (�;≤�):x12.5. Ç êëÜóç ON äåí åßíáé óýíïëï.x12.6. Äéêáéïëüãçóå �ïí ïñéóìü �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ó�ïõò äéá�áê�éêïýò,�ïõ ÈåùñÞìá�ïò 12.19.x12.7. �éá üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò �, �, 
, Æ,

0 + � = �; êáé ! ≤ �=⇒ 1 + � = �;
0 < �=⇒� < �+ �;� ≤ �& 
 ≤ Æ=⇒�+ 
 ≤ � + Æ;� ≤ �& 
 < Æ=⇒�+ 
 < � + Æ:Äåßîå åðßóçò ü�é, ãåíéêÜ,ç � < � äåí óõíåðÜãå�áé �çí �+ 
 < � + 
:x12.8. ¸ó�ù �0 < �1 < · · · ìéá áõó�çñÜ áýîïõóá áêïëïõèßá äéá�áê�éêþí.Ôü�å �ï üñéï limn �n åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüò.x12.9. Äþóå ðáñáäåßãìá�á áêïëïõèéþí äéá�áê�éêþí ðïõ íá åßíáé áõó�çñÜ áý-îïõóåò êáé �Ý�ïéåò ðïõ

limn(�n + �) 6= limn �n + �;
limn(�n + �n) 6= limn �n + limn �n:x12.10. �éá üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò �, �, 
, Æ,

0 · � = 0

0 < �& 1 < �=⇒� < � · �� ≤ �& 
 ≤ Æ=⇒� · 
 ≤ � · Æ
0 < � ≤ �& 
 < Æ=⇒� · 
 < � · Æ:Äåßîå ü�é áêüìá êé áí 
 > 0, ãåíéêÜ,ç � < � äåí óõíåðÜãå�áé �çí � · 
 < � · 
:
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214 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáx12.11 (Íüìïé áðëïðïßçóçò). �éá üëïõò �ïõò äéá�áê�éêïýò �, �, 
,�+ � < �+ 
 =⇒ � < 
;�+ � = �+ 
 =⇒ � = 
;� · � < � · 
 =⇒ � < 
;
0 < �&� · � = � · 
 =⇒ � = 
:Äåßîå åðßóçò ü�é, ãåíéêÜ,ç 0 < �&� · � = 
 · � äåí óõíåðÜãå�áé �çí � = 
:x12.12. �éá üëá �á � ≥ ! êáé n < !,n+ � = �;
(�+ 1) · n = � · n+ 1 (n > 1);
(�+ 1) · ! = � · !:x12.13. Âñåò �ñåéò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò �, �, 
, ìå �çí éäéü�ç�á

(�+ �) · 
 6= � · 
 + � · 
:Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå �ï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá.x12.14. Áí n < m, �ü�å !n + !m = !m.x12.15 (Áöáßñåóç äéá�áê�éêþí). Áí � ≤ 
, �ü�å õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò äéá�áê�é-êüò � �Ý�ïéïò ðïõ 
 = �+ �.x12.16. ÊÜèå äéá�áê�éêüò áñéèìüò � < !2 ìðïñåß íá ãñáö�åß ìå ìïíáäéêü�ñüðï ó�ç ìïñöÞ � = ! · x+ y (x; y < !):
∗ x12.17. �éá êÜèå äéá�áê�éêü � < !N , õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÜ n < N , x < !,� < !n Ý�óé þó�å � = !n · x + �. Õðüäåéîç. �Üñå �ï ìåãáëý�åñï n ìå!n ≤ �, êáé �ï ìåãáëý�åñï x ìå !n · x ≤ �.x12.18. Áí N > 0, êÜèå � < !N ãñÜöå�áé ìïíáäéêÜ ó�ç ìïñöÞ� = !n1 · x1 + !n2 · x2 + · · ·+ !ns · xs + xs+1; (12-35)ìå N > n1 > n2 > · · · > ns êáé x1; : : : ; xs+1 < !. Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóååðáãùãÞ ó�ï N êáé �ï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá.12.36. Ïñéóìüò (Öõóéïëïãéêïß �åëåó�Ýò). Ï ìïíïìåëÞò, ïñéó�éêüò �åëåó�ÞòF ó�ïõò äéá�áê�éêïýò åßíáé öõóéïëïãéêüò (normal), áí åßíáé áõó�çñÜ áýîùí,� < �=⇒F (�) < F (�);êáé óõíå÷Þò ó�ïõò ïñéáêïýò äéá�áê�éêïýò, äçëáäÞF (�) = sup{F (�) | � < �}; áí Limit(�):x12.19. Áí ï F : ON → ON åßíáé öõóéïëïãéêüò �åëåó�Þò, �ü�å ãéá êÜèå �,� ≤ F (�), êáé ãéá êÜèå ïñéáêü äéá�áê�éêü �, �ï F (�) åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüò.
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 215x12.20. �éá êÜèå �, ïé �åëåó�ÝòS�(�) = �+ �; P�(�) = � · ��ïõ \ðñïóèÝ�ïí�áò ó�ï" êáé \ðïëëáðëáóéÜæïí�áò áðü áñéó�åñÜ ìå �ï" � åßíáéöõóéïëïãéêïß.x12.21. Ç óýíèåóç F (�) = G(H(�)) öõóéïëïãéêþí �åëåó�þí åßíáé öõóéïëïãé-êüò �åëåó�Þò.x12.22. Äþóå áõó�çñü ïñéóìü �çò äéá�áê�éêÞò äýíáìçò (ordinal exponenta-tion) �� (ãéá � > 1), Ý�óé þó�å�0 = 1;�S(�) = �� · �;�� = sup {�� | � < �}; áí Limit(�):Äåßîå �á áêüëïõèá:(1) Áí � < 
, �ü�å �� < �
 .(2) �éá êÜèå � > 1, ï �åëåó�Þò E�(�) = �� åßíáé öõóéïëïãéêüò.(3) �(�+
) = �� · �
 .(4) (��)

= ��·
 .Õðüäåéîç. Ïé ÁóêÞóåéò x12.20 êáé x12.21 êáé �ï (2) áðëïðïéïýí áñêå�Ü �éòáðïäåßîåéò �ùí (3) êáé (4).

∗ x12.23. Áí � > 0, �ü�å õðÜñ÷åé ìÝãéó�ï � ìå !� ≤ �, êáé ãéá áõ�ü �ï �,� = !�+
 ìå êÜðïéï 
 < �. Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå �ï �ñüâëçìá x12.15ãéá íá âñåéò �ï 
, êáé äåßîå ü�é 
 < !�+1, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�ï 
 ≥ �.
∗ x12.24. (1) Áí � < 
, �ü�å !� + !
 = !
 .(2) ÊÜèå äéá�áê�éêüò � > 0 ìðïñåß íá ãñáö�åß ìå ìïíáäéêü �ñüðï ó�ç ìïñöÞ� = !� + 
 ìå 
 < �.
∗ x12.25 (Ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Cantor). ÊÜèå äéá�áê�éêüò � > 0 ìðïñåß íá ãñá-ö�åß ìïíáäéêÜ óáí ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá áðü öèßíïõóåò äõíÜìåéò �ïõ !, óõì-âïëéêÜ � = !�1 + !�2 + · · ·+ !�s (�1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �s); (12-36)Þ, éóïäýíáìá,� = !�1 · n1 + !�2 · · ·n2 + ·+ !�t · nt

(�1 > �2 > · · · > �t; ni < !; ni 6= 0): (12-37)Õðüäåéîç. �éá �ç ìïíáäéêü�ç�á, äåßîå ðñþ�á ü�éáí � ≥ �1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �s êáé 
 = !�1 + !�2 + · · ·+ !�s ;�ü�å 
 < !� + 
;ìå åðáãùãÞ ó�ï s.
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216 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÓ�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï �0 åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ó�áèåñü óçìåßï �ïõ öõóéïëïãéêïý�åëåó�Þ (� 7→ !�), ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Cantor �ïõ åßíáé ç Ü÷ñçó�ç�0 = !"0 = !!"0 = · · · :¼ìùò ïé äéá�áê�éêïß ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïé áðü �ïí "0 Ý÷ïõí ìç �å�ñéììÝíåòêáíïíéêÝò ìïñöÝò Cantor ðïõ äßíïõí áðëÝò êáé (ìåñéêÝò öïñÝò) ÷ñÞóéìåò áíá-ðáñáó�Üóåéò �ïõò.x12.26. Âñåò �ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Cantor �ïõ ! · (!! + 1) + (!! + 1) · !.
∗ x12.27. Ïé ìüíïé äéá�áê�éêïß áñéèìïß ðïõ áíÞêïõí ó�ïí åëÜ÷éó�ï êüóìï �ïõZermelo Z åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíïé.x12.28. Áí ç ≤ åßíáé Üñéó�ç äéÜ�áîç �ïõ A, �ü�å |A| = vU [A], äçëáäÞ ï ðëç-èÜñéèìïò |A| åßíáé ï äéá�áê�éêüò áñéèìüò ðïõ áí�éó�ïé÷ßæå�áé ó�ïí êáëÜ äéá�å-�áãìÝíï ÷þñï (A;≤) áðü �ç von Neumann áðåéêüíéóÞ �ïõ.x12.29. Ç êëÜóç Cardv �ùí von Neumann ðëçèáñßèìùí äåí åßíáé óýíïëï.x12.30. (AC) Ï ïñéó�éêüò �åëåó�Þò i� (�ï i äéáâÜæå�áé £ìðåè¤) ïñßæå�áé ìå�çí åîÞò áíáäñïìÞ ó�ï ON:

i0 = ℵ0 = |N| = !;
i�+1 = 2i� ;

i� = sup {i� | � < �}; áí Limit(�): (12-38)Äåßîå ü�é ãéá êÜèå äéá�áê�éêü áñéèìü �,
|V!+�| = i�:x12.31. �éá êÜèå äéá�áê�éêü áñéèìü �, Rank(�) = �.x12.32. �éá êÜèå óýíïëï áðü Ü�ïìá K, ç éåñáñ÷ßá (� 7→ V�[K]) Ý÷åé �éò áêü-ëïõèåò éäéü�ç�åò:(1) ÊÜèå V�[K] åßíáé ìå�áâá�éêü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï, ó�çñßæå�áé áðü �ïK, êáé � ≤ �=⇒V�[K] ⊆ V� [K]:(2) Áí ï � åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüò, � ≥ ! · 2, �ü�å �ï V�[K] åßíáé êüóìïò�ïõ Zermelo.(3) �éá êÜèå óýíïëï A ðïõ ó�çñßæå�áé áðü K, A ⊆ V [K]=⇒A ∈ V [K].(4) Ï êüóìïò V [K] áðï�åëåß�áé áêñéâþò áðü �á åäñáéùìÝíá óýíïëá ðïõ ó�ç-ñßæåé �ï K.x12.33. �éá êÜèå óýíïëï á�üìùí K êáé êÜèå äéá�áê�éêü áñéèìü �,

V� = V�[K] ∩ {x | �ï x åßíáé áãíü}:
∗ x12.34. ¸ó�ù � : K ֌→ K ìéá ìå�Üèåóç êÜðïéïõ óõíüëïõ á�üìùí K. Äåßîåü�é õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ åðÝê�áóç �∗ : V [K] ֌→ V [K] �çò �, ðïõ íá åßíáé áõ�ï-ìïñöéóìüò ó�ï V [K], äçëáäÞ,x ∈ y ⇐⇒ �∗(x) ∈ �∗(y) (x; y ∈ V [K]):
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 21712.37. Ïñéóìüò (Êëåéó�Ýò ìç öñáãìÝíåò êëÜóåéò). Ìéá êëÜóç äéá�áê�éêþíM ⊆ON åßíáé ìç öñáãìÝíç (unbounded) áí
(∀� ∈ ON)(∃� ∈ ON)[� < �&� ∈M ]·êáé êëåéó�Þ (
losed) áí ãéá êÜèå óýíïëï äéá�áê�éêþí A 6= ∅,A ⊆M =⇒ supA ∈M:12.38. ¢óêçóç. ¸ó�ù M ìéá êëåéó�Þ êëÜóç äéá�áê�éêþí êáé�0 < �1 < · · · (�n ∈M)ìéá áõó�çñÜ áýîïõóá áêïëïõèßá äéá�áê�éêþí ó�ç M . Äåßîå ü�é limn �n ∈M .

∗ x12.35. Ç �ïìÞ M1 ∩M2 äýï êëåéó�þí êáé ìç öñáãìÝíùí êëÜóåùí M1 êáéM2 åßíáé åðßóçò êëåéó�Þ êáé ìç öñáãìÝíç.
∗ x12.36. ÊÜèå öõóéïëïãéêüò �åëåó�Þò ó�ïõò äéá�áê�éêïýò Ý÷åé ó�áèåñü óçìåßï,äçëáäÞ ãéá êÜðïéï äéá�áê�éêü �, F (�) = �· ãéá �çí áêñßâåéá, ç êëÜóçfp(M) = {� ∈ ON | F (�) = �}�ùí ó�áèåñþí óçìåßùí �ïõ F åßíáé êëåéó�Þ êáé ìç öñáãìÝíç. Õðüäåéîç.�éá íá âñåéò Ýíá ó�áèåñü óçìåßï, èÝóå �0 = 0, �n+1 = F (�n), êáé äåßîå ü�éF (limn �n) = limn �n.x12.37. (1) ÕðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò von Neumann �, ìå� = ℵ�:(2) (AC) ÕðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò von Neumann �, ìå� = i�:12.39. Ïñéóìüò. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé � ≤ � åßíáé Üðåéñïé, ïñéáêïß äéá�áê�éêïßáñéèìïß. Ìéá óõíÜñ�çóç f : �→ � åßíáé ïìï�åëéêÞ (
o�nal) áísup {f(�) | � < �} = �:�éá ðáñÜäåéãìá, ç �áõ�ï�éêÞ (� 7→ �) åßíáé ïìï�åëéêÞ óõíÜñ�çóç ãéá êÜèåïñéáêü äéá�áê�éêü áñéèìü, áëëÜ êáé ç (n 7→ ℵn) åßíáé ïìï�åëéêÞ, áðü �ïí !ó�ïí ℵ!.Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá ìáò äßíåé Ýíá ÷ñÞóéìï ÷áñáê�çñéóìü �ïõ �åëåó�Þ ïìï-�åëéêü�ç�áò (âë. 9.23), ðïõ óå ðïëëÜ âéâëßá åéóÜãå�áé ìå áõ�ü �ïí �ñüðï.x12.38. �éá êÜèå ðëçèÜñéèìï von Neumann �,
f(�) = min{� | õðÜñ÷åé ïìï�åëéêÞ f : �→ �}:x12.39. Äåßîå ü�é ãéá üëïõò �ïõò von Neumann ðëçèáñßèìïõò � ≤ �, õðÜñ÷åéïìï�åëéêÞ óõíÜñ�çóç f : �→ � áí êáé ìüíïí áí 
f(�) = 
f(�).x12.40. �éá êÜèå êáíïíéêü �, 
f(ℵ�) = �, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ðëçèÜñéèìïéêÜèå êáíïíéêÞò ïìï�åëéêü�ç�áò.
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218 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
∗ x12.41. Äåßîå ü�é õðÜñ÷ïõí éäéÜæïí�åò, von Neumann ðëçèÜñéèìïé êÜèå êáíï-íéêÞò ïìï�åëéêü�ç�áò.x12.42. �éá êÜèå von Neumann ðëçèÜñéèìï � ìå 
f(�) ≥ ℵ1, �ï óýíïëï V�åßíáé êüóìïò �ïõ Zermelo, ðïõ åðéðëÝïí éêáíïðïéåß �çí åîÞò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç�ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò: ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ, ïñéó�éêü �åëåó�Þ F , áíx ∈ V�=⇒F (x) ∈ V�; �ü�å ç åéêüíá F [A] êÜèå áðáñéèìç�ïý A ∈ V� åðßóçòáíÞêåé ó�ï V�.12.40. Ïñéóìüò. (AC) Ï áíáðáñßèìç�ïò ðëçèÜñéèìïò � åßíáé éó÷õñÜ áðñü-óé�ïò (strongly ina

essible) áí åßíáé êáíïíéêüò êáé� < �=⇒ 2� < �:
∗ x12.43. (AC) Áí ï � åßíáé éó÷õñÜ áðñüóé�ïò, �ü�å �ï V� åßíáé ZFC-êüóìïò.
∗ x12.44. (AC) Áí �ï áãíü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï M åßíáé ZFDC-êüóìïò,�ü�å M = V�, ãéá êÜðïéïí éó÷õñÜ áðñüóé�ï ðëçèÜñéèìï �.12.41. �ëçèÜñéèìïé êá�Ü �ïí Frege. Óýìöùíá ìå �ïí Cantor, �ïí ïðïßïÝ÷ïõìå áêïëïõèÞóåé, ç âáóéêÞ éäéü�ç�á �ùí ðëçèáñßèìùí åßíáé ü�é åßíáé óýíïëá,êáé ü�é ãéá êÜèå A, A =
 |A|: (12-39)ÕðÜñ÷åé êáé ìéá Üëëç ðñüóâáóç ó�çí Ýííïéá �ïõ ðëçèáñßèìïõ, áõ�Þ �ïõ Frege,ìå �çí ïðïßá ï ðëçèÜñéèìïò |A| äåí åßíáé óýíïëï £ìïíÜäùí¤ éóïðëçèéêü ìå �ï A,áëëÜ ç áöçñçìÝíç Ýííïéá �ïõ £åßíáé éóïðëçèéêü ìå �ï A¤. Ï Frege, ð.÷. èåùñåß�ïí áñéèìü 1 ùò �çí êïéíÞ éäéü�ç�á üëùí �ùí ìïíïóõíüëùí. �éá íá áðåéêïíß-óïõìå ó�ç óõíïëïèåùñßá áõ�Þ �çí Ýííïéá, äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï íá ïñßóïõìå �ïí
|A| Ý�óé ðïõ íá åßíáé éóïðëçèéêüò ìå �ï A, êáé ìÜëéó�á äåí åßíáé êáí áðáñáß�ç�ïãéá �ïí |A| íá åßíáé óýíïëï! Ç ìüíç óçìáí�éêÞ éäéü�ç�á ðëçèáñßèìùí åßíáé ç�åëåõ�áßá, A =
 B ⇐⇒ |A| = |B|; (12-40)ðïõ (ðñáê�éêÜ) áðáé�åß íá åßíáé ï �åëåó�Þò |A| £ðñïóäéïñéó�éêüò åðéìïñöéóìüò¤�çò £óõíèÞêçò éóïäõíáìßáò¤ =
, êáé ç êëÜóç �ùí ðëçèáñßèìùí íá åßíáé �ï £ðç-ëßêï¤ �çò =
, ìå �ç öõóéêÞ åðÝê�áóç �çò ïñïëïãßáò �ïõ x4.5 óå óõíèÞêåò. ÏFrege ðñïóðÜèçóå íá ïñßóåé áõó�çñÜ áõ�Þ �çí Ýííïéá èÝ�ïí�áò

|A| = {X | X =
 A}; (12-41)áëëÜ ç êëÜóç {X | X =
 A} äåí åßíáé óýíïëï (áí A 6= ∅, åýêïëá) êáé ç (áðá-ñáß�ç�ç ãéá �ç èåùñßá) õðüèåóç �ïõ Frege ü�é åßíáé �ïí ïäÞãçóå óå áí�éíïìßá.Ïé ðëçèÜñéèìïé �ïõ von Neumann Ý÷ïõí êáé �éò äýï âáóéêÝò éäéü�ç�åò (12-39)êáé (12-40), êáé ì' áõ�ü �ïí �ñüðï áðåéêïíßæïõí óõã÷ñüíùò �éò äéáéóèÞóåéò �ïõCantor êáé �ïõ Frege, áëëÜ ï ïñéóìüò �ïõò ó�çñßæå�áé êáé ó�á äýï áîéþìá�á Åðé-ëïãÞò êáé Áí�éêá�Üó�áóçò. Ôï �ñüâëçìá x12.46 õðïäåéêíýåé ìéá åíáëëáê�éêÞðñüóâáóç ó�ï èÝìá, �ïõ S
ott, ðïõ äßíåé éêáíïðïéç�éêü ïñéóìü �ùí ðëçèáñßèìùíêá�Ü �ïí Frege ÷ùñßò åðßêëçóç �ïõ Áîéþìá�ïò ÅðéëïãÞò, áí êáé (ïõóéáó�éêÜ)
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ÊåöÜëáéï 12. Äéá�áê�éêïß áñéèìïß 219ìüíï ãéá �á áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá. Ç êá�áóêåõÞ �ïõ S
ott åßíáé óçìáí�éêÞ,ü÷é �üóï åðåéäÞ £áðáëëÜóóåé¤ �çí éäÝá �ïõ Frege áðü �ï AC (ç ðëçèéêÞ áñéèìç-�éêÞ ÷ùñßò �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ðåíé÷ñÞ), áëëÜ ãéá �çí áðëü�ç�á êáé �çíêïìøü�ç�á �çò ìåèüäïõ, ðïõ Ý÷åé ðïëëÝò åöáñìïãÝò Üó÷å�åò ìå �ïõò ðëçèáñßè-ìïõò. Åîçãïýìå ðñþ�á �ç ãåíéêÞ ìÝèïäï, êáé ìå�Ü �çí åöáñìïãÞ �çò ó�ïõòðëçèáñßèìïõò Frege.12.42. Ïñéóìüò. ÓõíèÞêç éóïäõíáìßáò (equivalen
e 
ondition) óå ìéá êëÜóçA åßíáé ìéá äéìåëÞò ïñéó�éêÞ óõíèÞêç ∼ ðïõ Ý÷åé �éò éäéü�ç�åò ó÷Ýóçò éóïäõíá-ìßáò, äçëáäÞ ãéá üëá �á áí�éêåßìåíá x; y; z ∈ Ax ∼ x; x ∼ y=⇒ y ∼ x; x ∼ y& y ∼ z=⇒ x ∼ z:Ï ìïíïìåëÞò ïñéó�éêüò �åëåó�Þò F åßíáé ðñïóäéïñéó�éêüò ãéá �çí ∼, áíx ∼ y ⇐⇒ F (x) = F (y) (x; y ∈ A)·ç êëÜóç �éìþí �ïõ F ãéá �éìÝò �çò ìå�áâëç�Þò �ïõ ó�çí A åßíáé ç êëÜóçðçëßêïõ (�ï ðçëßêï) �çò A áðü �ç óõíèÞêç ∼, ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïí FF [A] =ïñ {F (x) | x ∈ A}:�.÷. ç óõíèÞêç ïìïéü�ç�áò =o åßíáé óõíèÞêç éóïäõíáìßáò ó�çí êëÜóç �ùí êáëÜäéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí, êáé ï �åëåó�Þò �ïõ von Neumann ord(U) åßíáé ðñïó-äéïñéó�éêüò ãé' áõ�Þí, ìå ðçëßêï �çí êëÜóç ON �ùí äéá�áê�éêþí áñéèìþí. Çéóïðëçèéêü�ç�á =
 åßíáé óõíèÞêç éóïäõíáìßáò ó�çí êëÜóç �ùí êáëÜ äéá�Üîéìùíóõíüëùí, êáé ï �åëåó�Þò �ïõ von Neumann |A| åßíáé ðñïóäéïñéó�éêüò ãé' áõ�Þí,ìå ðçëßêï �çí êëÜóç �ùí von Neumann ðëçèáñßèìùí.Ç ðñüèåóÞ ìáò åßíáé íá ìåëå�Þóïõìå ìéá óõíèÞêç éóïäõíáìßáò ∼ ó�çí êëÜóçA, óáí íá Þ�áí ç A óýíïëï êáé ç ∼ ⊆ A×A ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó' áõ�ü. ÄåíõðÜñ÷åé üìùò åýêïëïò �ñüðïò íá ïñßóïõìå ðñïóäéïñéó�éêü �åëåó�Þ ãéá �çí ∼,åðåéäÞ ç êëáóéêÞ êá�áóêåõÞ �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ïõ 4.12 ðñÜãìá�é ïäçãåßóå £êëÜóåéò¤ ó' áõ�Þ �ç ãåíßêåõóç, êëÜóåéò ðïõ äåí åßíáé óýíïëá: áõ�ü áêñéâþòåßíáé �ï ðñüâëçìá ìå �ïí ïñéóìü �ïõ Frege ãéá �ïí áñéèìü 1 ðïõ ðáñáèÝóáìåðéï ðÜíù.x12.45. (S
ott) ¸ó�ù ∼ óõíèÞêç éóïäõíáìßáò óå ìéá êëÜóç A áãíþí, åäñáéù-ìÝíùí óõíüëùí, êáé ãéá êÜèå x ∈ A, Ýó�ù�(x) =ïñ (�� ∈ ON)(∃y ∈ V�)[y ∼ x];F (x) =ïñ {y ∈ V�(x) | y ∼ x}:Äåßîå ü�é ï F åßíáé ðñïóäéïñéó�éêüò �åëåó�Þò ãéá �çí ∼ ó�ï A.x12.46. (S
ott) Äþóå ïñéóìü �ïõ ðëçèáñßèìïõ S
ott |A|s ãéá êÜèå óýíïëïA ðïõ åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï, Ý�óé ðïõ ãéá üëá�á óýíïëá A kai B ìå áõ�Þí �çí éäéü�ç�á,A =
 B ⇐⇒ |A|s = |B|s:
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�ÁÑÁÑÔÇÌÁ A
ÏÉ �ÑÁ�ÌÁÔÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

Ó' áõ�ü �ï ðáñÜñ�çìá èá äåßîïõìå ü�é ïé ñç�ïß êáé ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß ìðï-ñïýí íá áðåéêïíéó�ïýí ðéó�Ü ó�ç óõíïëïèåùñßá üðùò êáé ïé öõóéêïß áñéèìïß:äçëáäÞ èá äéá�õðþóïõìå ÷áñáê�çñéó�éêÝò, óõíïëïèåùñç�éêÝò éäéü�ç�åò áõ�þí�ùí óõó�çìÜ�ùí êáé èá áðïäåßîïõìå áðü �á áîéþìá�á �çò ZDC �çí ýðáñîç êáé�ç ìïíáäéêü�ç�á (ìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý) äïìçìÝíùí óõíüëùí ìå áõ�Ýò �éò éäéü-�ç�åò. Ïé áðïäåßîåéò åßíáé ó÷å�éêÜ áðëÝò üóïí áöïñÜ �ç óõíïëïèåùñßá, áëëÜ÷ñçóéìïðïéïýí éäÝåò áðü �çí Üëãåâñá êáé �çí áíÜëõóç ðïõ èá �éò åîçãÞóïõìåêÜðùò ðåñéëçð�éêÜ.Âáóéêü åñãáëåßï ãéá �éò áðïäåßîåéò ðïõ èá äþóïõìå åßíáé ç êá�áóêåõÞ �ïõðçëßêïõ åíüò óõíüëïõ A áðü ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A ðïõ ðåñéãñÜøáìå ó�ï�ñüâëçìá x4.5. Ìå �çí ïñïëïãßá áõ�ïý �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ðñïóäéïñéóìüò �çò
∼ ó�ï A åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò � : A→→ B;�Ý�ïéïò þó�å ãéá üëá �á x; y ∈ A,x ∼ y ⇐⇒ �(x) = �(y):¼�áí áõ�ü éó÷ýåé, êáëïýìå �ï B ðçëßêï �ïõ A áðü �çí ∼. Ï êáíïíéêüòåðéìïñöéóìüò (
anoni
al surje
tion) �çò ∼ åßíáé ç áðåéêüíéóçx 7→ [x=∼]; (x ∈ A)ìå ðçëßêï �ï óýíïëï �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò [[A=∼]], áëëÜ óõ÷íÜ õðÜñ÷ïõíÜëëá ðçëßêá, ðéï ÷ñÞóéìá ãéá �çí êá�áíüçóç �ïõ èÝìá�ïò ðïõ ìåëå�Üìå, ð.÷.áõ�Ü ó�á �ñïâëÞìá�á x4.6, x4.7, x4.8. Ïé ðñïóäéïñéóìïß åßíáé åéäéêÜ ÷ñÞóéìïéó�ç ìåëÝ�ç ó÷Ýóåùí ïìïéü�ç�áò.A.1. Ïñéóìüò. ¸ó�ù ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ∼ ó�ï óýíïëï A êáé äéìåëÞò óõíÜñ-�çóç f : A×A→ A

Áõ�ü �ï �áñÜñ�çìá ìðïñåß íá äéáâáó�åß áìÝóùò ìå�Ü �ï ÊåöÜëáéï 10, áëëÜ �ï õðüëïéðïáõ�þí �ùí Óçìåéþóåùí äåí áíáöÝñå�áé ó' áõ�ü. Ç êá�áíüçóÞ �ïõ áðáé�åß êÜðïéá èåùñç�éêÞãíþóç �ïõ Ëïãéóìïý. 221



222 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáó�ï A. Êáëïýìå �çí ∼ ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò (
ongruen
e) ãéá �çí f , áí ãéá üëá�á x; x′; y; y′ ∈ A, x ∼ x′ & y ∼ y′=⇒ f(x; y) ∼ f(x′; y′):Ìå �ïí ßäéï �ñüðï, ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá ìéá äéìåëÞ ó÷Ýóç P ⊆A×A; áí ãéá üëá �á x; x′; y; y′;x ∼ x′ & y ∼ y′=⇒ [xP y ⇐⇒ x′P y]:Åßíáé ðñïöáíÝò ðþò ãåíéêåýå�áé ç Ýííïéá óå ó÷Ýóåéò ïìïéü�ç�áò ãéá óõíáñ�Þ-óåéò êáé ó÷Ýóåéò ïóïíäÞðï�å ìå�áâëç�þí.Ç êá�áóêåõÞ ó�ï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé áðü �éò ðëÝïí âáóéêÝò �çò Üëãåâñáò.A.2. Èåþñçìá. ¸ó�ù ðñïóäéïñéóìüò � : A→→ B �çò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò ∼,Ý�óé ðïõ ãéá üëá �á x; y ó�ï A, x ∼ y ⇐⇒ �(x) = �(y):(1) Áí ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá ìéá óõíÜñ�çóç f : A×A→ A; �ü�åõðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ�çóç f� : B×B → B ó�ï ðçëßêï B ðïõ éêáíïðïéåß�çí �áõ�ü�ç�á f�(�(x); �(y)) = �(f(x; y)); (x; y ∈ A):(2) Áí ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá ìéá ó÷Ýóç P ⊆ A×A; �ü�å õðÜñ÷åéáêñéâþò ìßá ó÷Ýóç P� ⊆ B ×B ó�ï ðçëßêï B ðïõ éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßá�(x)P��(y) ⇐⇒ xP y; (x; y ∈ A):Áðüäåéîç. . Ôï ðïëý ìßá óõíÜñ�çóç éêáíïðïéåß �çí A.2, ðñïöáíþò áðü �çìïñöÞ �çò, Ý�óé þó�å áñêåß íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßá ëýóç. ÈÝ�ïõìåf� =ïñ {((�(x); �(y)); �(z)) | x; y; z ∈ A & f(x; y) = z}:�éá íá äåßîïõìå ü�é �ï óýíïëï æåõãþí f� åßíáé óõíÜñ�çóç, ðñÝðåé íá åðáëçèåý-óïõìå �çí
((u; v); w); ((u; v); w′) ∈ f� =⇒w = w′:Áðü �çí õðüèåóç �çò A.2 êáé �ïí ïñéóìü �çò f�, õðÜñ÷ïõí x; y; z ∈ A �Ý�ïéáþó�å u = �(x); v = �(y); w = �(z); f(x; y) = zêáé åðßóçò x′; y′; z′ ∈ A, �Ý�ïéá þó�åu = �(x′); v = �(y′); w′ = �(z′); f(x′; y′) = z′:�ñïêýð�åé ü�é�(x) = �(x′); �(y) = �(y′); �(f(x; y)) = �(f(x′; y′))áöïý ç ∼ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �çí � êáé åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá �çí f , êáé ç�åëåõ�áßá áð' áõ�Ýò �éò åîéóþóåéò ìáò äßíåé �çí w = w′ ðïõ èÝëïõìå.Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á A.2 �çò f� áêïëïõèåß áìÝóùò áðü �ïí ïñéóìü �çòêáé ç áðüäåéîç �ïõ ìÝñïõò (2) åßíáé ðáñüìïéá. ⊣A.3. ¢óêçóç. Äåßî�å �ï ìÝñïò (2) �ïõ A.2.
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 223Ïé áîéùìá�éêïß ÷áñáê�çñéóìïß �ùí ñç�þí êáé �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ó�ç-ñßæïí�áé ó�ç Ýííïéá �ïõ äéá�å�áãìÝíïõ óþìá�ïò, ðïõ êùäéêïðïéåß �éò âáóéêÝòéäéü�ç�åò �çò ðñüóèåóçò, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé �çò äéÜ�áîçò ó' áõ�Ü �ááñéèìç�éêÜ óõó�Þìá�á.A.4. Ïñéóìüò. Óþìá (�eld) åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï
(F; 0; 1;+; ·)ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò.(F1) 0; 1 ∈ F , 0 6= 1, êáé ïé +, · åßíáé äéìåëåßò óõíáñ�Þóåéò (ðñÜîåéò) ó�ï F .(F2) Ç ðñüóèåóç + éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åò1. (x+ y) + z = x+ (y + z),2. x+ y = y + x,3. x+ 0 = x,êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå x õðÜñ÷åé êÜðïéï x′ �Ý�ïéï þó�å x+ x′ = 0.(F3) O ðïëëáðëáóéáóìüò · éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åò1. (x · y) · z = x · (y · z),2. x · y = y · x,3. x · 1 = x,êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå x 6= 0 õðÜñ÷åé êÜðïéï x′′ �Ý�ïéï þó�å x · x′′ = 1.(F4) Ç ðñüóèåóç êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò ìáæß éêáíïðïéïýí �çí �áõ�ü�ç�áx · (y + z) = x · y + x · z:A.5. ËÞììá. ÊÜèå óþìá F éêáíïðïéåß �á åîÞò.(1) �éá êÜèå x õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x′ �Ý�ïéï þó�å x+x′ = 0, êáé �ï êáëïýìå

−x. Åðßóçò, ãéá êÜèå x 6= 0 õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x′′ �Ý�ïéï þó�å x · x′′ = 1êáé �ï êáëïýìå x−1.(2) x · 0 = 0.(3) x · y = 0=⇒x = 0 ∨ y = 0:(4) (−x) · y = −(x · y).Áðüäåéîç. . (1) Áí x+ x′ = 0 êáé x+ y = 0, �ü�å áðü �á áîéþìá�á,y = y + 0 = 0 + y = (x+ x′) + y = x+ (x′ + y)
= x+ (y + x′) = (x+ y) + x′
= 0 + x′ = x′ + 0 = x′:Ç áðüäåéîç ãéá �ï x−1 åßíáé ðáñüìïéá.(2) x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, êáé åðïìÝíùò

0 = x · 0 +−(x · 0) = (x · 0 + x · 0) +−(x · 0)
= x · 0 + ((x · 0) +−(x · 0)) = x · 0 + 0 = x · 0:(3) Áí y 6= 0, �ü�å õðÜñ÷åé y−1 �Ý�ïéï þó�å y · y−1 = 1, êáé åðïìÝíùòx = x · 1 = x · (y · y−1) = (x · y) · y−1 = 0 · y−1 = y−1 · 0 = 0:(4) x · y + (−x) · y = y · x+ y · (−x) = y · (x+ (−x)) = y · 0 = 0, êáé áðü �ï(1) óõíÜãå�áé ü�é (−x) · y = −(x · y). ⊣
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224 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁõ�Þ �çí áðüäåéîç �ç äþóáìå ãéá ðáñÜäåéãìá, �åëåßùò áíáëõ�éêÜ, ó�çñßæïí�áò�ï êÜèå âÞìá óå Ýíá áðü �á áîéþìá�á �ïõ óþìá�ïò. Ó�ï ìÝëëïí èá äßíïõìåáðïäåßîåéò áðëþí �áõ�ï�Þ�ùí ó' Ýíá óþìá ðïëý óõíïð�éêÜ Þ (ðéï óõ÷íÜ) èá÷ñçóéìïðïéïýìå �áõ�ü�ç�åò ðïõ ðñïöáíþò éó÷ýïõí ó' üëá �á óþìá�á ÷ùñßòáðüäåéîç Þ éäéáß�åñç ìíåßá.A.6. ¢óêçóç. ÊÜèå óþìá F éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á
(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2;üðïõ 2 = 1 + 1. (Äþó�å ëåð�ïìåñÞ áðüäåéîç.)A.7. ¢óêçóç. Ôï äéóýíïëï {0; 1} �ùí äýï ðñþ�ùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáéóþìá, ìå �éò ðñïöáíåßò ðñÜîåéò, êáé ó' áõ�ü �ï óþìá 1 + 1 = 0. (¢ñá �ááîéþìá�á �ïõ óþìá�ïò äåí óõíåðÜãïí�áé ü�é 1 + 1 6= 0 êáé óõíåðþò ðñÝðåé íáåßìáó�å ðñïóå÷�éêïß!)A.8. Ïñéóìüò. Äéá�å�áãìÝíï óþìá (ordered �eld) åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óý-íïëï

(F; 0; 1;+; ·;≤)üðïõ �ï (F; 0; 1;+; ·) åßíáé óþìá, ç äéìåëÞò ó÷Ýóç ≤ åßíáé ãñáììéêÞ äéÜ�áîç �ïõF êáé ïé åîÞò óõíèÞêåò éó÷ýïõí ãéá üëá �á x; y; z ∈ F :x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + zz > 0 & x ≤ y =⇒ z · x ≤ z · y;üðïõ âÝâáéá z > 0 åßíáé óõí�üìåõóç �ïõ 0 ≤ z & z 6= 0.A.9. ¢óêçóç. Óå êÜèå äéá�å�áãìÝíï óþìá,z > 0 & x < y=⇒ z · x < z · y:A.10. ËÞììá. ÊÜèå ó�ïé÷åßï x äéá�å�áãìÝíïõ óþìá�ïò F éêáíïðïéåß �çí áíé-óü�ç�á x · x = x2 ≥ 0, Üñá 0 < 1 êáé ãéá êÜèå x, x > 0=⇒x+ 1 > 0.Áðüäåéîç. . Áí x = 0, �ü�å x2 = 0 ≥ 0, êáé áí x > 0, �ü�å x ·x ≥ x · 0 = 0,Ý�óé þó�å ç ìüíç åíäéáöÝñïõóá ðåñßð�ùóç åßíáé ü�áí x < 0. �ñïóèÝ�ïí�áò �ï
−x êáé ó�á äýï ìÝëç áõ�Þò �çò áíéóü�ç�áò Ý÷ïõìå 0 < −x, Ý�óé ðïõ ìðïñïýìåíá ðïëëáðëáóéÜóïõìå �çí x < 0 ìå �ï −x êáé Ý÷ïõìå (−x) · x < (−x) · 0,äçëáäÞ −(x2) < 0 áðü �ï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, êáé ðñïóèÝ�ïí�áò x2 ó' áõ�Þ�çí áíéóü�ç�á Ý÷ïõìå 0 < x2. Ôï óõìðÝñáóìá 0 < 1 áêïëïõèåß åðåéäÞ 0 6= 1êáé 1 = 12, êáé ç �åëåõ�áßá ðñü�áóç éó÷ýåé åðåéäÞ 0 < x=⇒ 1 < x + 1 êáéåðïìÝíùò 0 < x+ 1 áðü �ç ìå�áâá�éêü�ç�á �çò ≤. ⊣Ôï ËÞììá äéåõêñéíßæåé ü�é ó�á äéá�å�áãìÝíá óþìá�á äåí èá âñïýìå �çí áíù-ìáëßá 1 + 1 = 0 �çò ¢óêçóçò A.7. �ñÜãìá�é áëçèåýåé êÜ�é éó÷õñü�åñï.A.11. ËÞììá. Áí �ï F åßíáé äéá�å�áãìÝíï óþìá êáéNF =

⋂ {X ⊆ F | 0 ∈ X & (∀x)[x ∈ X =⇒ x+ 1 ∈ X]};�ü�å �ï äïìçìÝíï óýíïëï (NF ; 0; (x 7→ x+1)) åßíáé óýó�çìá öõóéêþí áñéèìþí.Ôá ìÝëç �ïõ NF åßíáé ïé öõóéêïß áñéèìïß �ïõ F .
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 225Áðüäåéîç. . Ìå (x 7→ x + 1) åííïïýìå âÝâáéá �ç óõíÜñ�çóç S ðïõ áí�é-ó�ïé÷ßæåé óå êÜèå x ∈ NF �ï ó�ïé÷åßï x + 1 ðïõ êé áõ�ü áíÞêåé ó�ï NF áðü�ïí ïñéóìü. Ôá ðñþ�á �ñßá áîéþìá�á �ïõ Peano åßíáé ðñïöáíÞ êáé �ï �Ý�áñ�ï(x+ 1 6= 0) éó÷ýåé åðåéäÞ áðü �ïí ïñéóìü,NF ⊆ {x ∈ F | 0 ≤ x}êáé áðü �ï ËÞììá x ≥ 0=⇒x + 1 ≥ 1 > 0. Ôï Áîßùìá ÅðáãùãÞò ðñïêýð�åéáìÝóùò áðü �ïí ïñéóìü �ïõ NF ùò �ïìÞ. ⊣A.12. ¢óêçóç. ¸ó�ù F äéá�å�áãìÝíï óþìá, N = NF �ï óýíïëï �ùí öõóé-êþí áñéèìþí �ïõ F êáé +N , ·N , ≤N ç ðñüóèåóç, ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáé çêáëÞ äéÜ�áîç ó�ï N üðùò �éò ïñßóáìå ó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Äåßî�å ü�éáõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò êáé ç ó÷Ýóç ≤N óõìöùíïýí ìå �á áí�ßó�ïé÷á áí�éêåßìåíá�ïõ óþìá�ïò, ð.÷.
(∀x; y ∈ N)[x+N y = x+ y]:Ç âáóéêÞ éäÝá ãéá �ïí áîéùìá�éêü ÷áñáê�çñéóìü �ùí ñç�þí áñéèìþí åßíáé ü�éáðï�åëïýí äéá�å�áãìÝíï óþìá êáé ü�é êÜèå êëÜóìá åßíáé ðçëßêï áêåñáßùí,u− vm = m−1 · (u− v);üðïõ ïé m;u; v åßíáé öõóéêïß áñéèìïß êáé m 6= 0. Ç áðëÞ áõ�Þ ðáñá�Þñçóç èáìáò äþóåé ü÷é ìüíï �á áîéþìá�á ãéá �ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò, áëëÜ åðßóçò êáé �éòáðïäåßîåéò �çò ìïíáäéêü�ç�áò êáé �çò ýðáñîÞò �ïõò.A.13. Ïñéóìüò. Óýó�çìá ñç�þí áñéèìþí åßíáé Ýíá äéá�å�áãìÝíï óþìá Fðïõ éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç

(∀x)(∃m;u; v ∈ NF )[m 6= 0 & x = m−1 · (u− v)]:A.14. Èåþñçìá. Ìïíáäéêü�ç�á �ùí ñç�þí áñéèìþí. �éá äýï óõó�Þìá�áñç�þí áñéèìþí F 1, F 2 õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áí�éó�ïé÷ßá� : F 1 ֌→ F 2ðïõ åßíáé éóïìïñöéóìüò, äçëáäÞ:1. �(01) = 02, �(11) = 12.2. �(x+1 y) = �(x) +2 �(y), �(x ·1 y) = �(x) ·2 �(y).3. x ≤1 y ⇐⇒ �(x) ≤2 �(y).Ó�ç äéá�ýðùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò äéáêïóìÞóáìå �á äéÜöïñá áí�éêåßìåíá �ùíóùìÜ�ùí ìå �ïõò åêèÝ�åò 0 Þ 1 ãéá íá îåêáèáñßóïõìå óå ðïéï óþìá áíÞêïõí,ð.÷. +1 åßíáé ç ðñüóèåóç ó�ï F 1 êáé 02 åßíáé �ï ìçäÝí �ïõ F 2. Áõ�ü åßíáéÜâïëï êáé ü÷é áðáñáß�ç�ï, åðåéäÞ åßíáé ðÜí�á ðñïöáíÝò ðïéïò åêèÝ�çò ÷ñåéÜ-æå�áé: ð.÷. ç åîßóùóç �(0) = 0 äåí ìðïñåß íá óçìáßíåé �ßðï�å Üëëï áðü �ï�(01) = 02, áöïý ç � åßíáé óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï F 1 êáé ðåäßï �éìþí�ï F 2. Ó�çí áðüäåéîç êáé ó�ç óõíÝ÷åéá, èá áêïëïõèÞóïõìå �çí êáèéåñùìÝíç�áê�éêÞ �çò Üëãåâñáò, üðïõ �á ìçäåíéêÜ üëùí �ùí óùìÜ�ùí óõìâïëßæïí�áé ìå
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226 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
0, üëåò ïé ðñïóèå�éêÝò ðñÜîåéò óõìâïëßæïí�áé ìå + ê.ëð. Åðßóçò èá áñ÷ßóïõìåíá ðáñáëåßðïõìå óõó�çìá�éêÜ �ï · �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý,xy =ïñ x · y:Áðüäåéîç. . Áðü �ç ìïíáäéêü�ç�á �ùí öõóéêþí áñéèìþí êáé �ï A.11 îÝ-ñïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò £êáíïíéêüò¤ éóïìïñöéóìüò� : N1 ֌→ N2;üðïõ N1 êáé N2 åßíáé �á óýíïëá öõóéêþí �ùí äýï óùìÜ�ùí F 1, F 2. ÈÝ�ïõìå� = {(m−1(u− v); �(m)−1(�(u)− �(v))) | m;u; v ∈ N1;m 6= 0};Ý�óé þó�å � ⊆ (F 1 × F 2), êáé áñêåß íá áðïäåßîïõìå ðñþ�á ü�é ç � åßíáé óõíÜñ-�çóç, ìå�Ü ü�é åßíáé (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áí�éó�ïé÷ßá, êáé �åëéêÜ ü�é åßíáé éóïìïñöé-óìüò, üðùò áõ�üò ïñßæå�áé ó�ç äéá�ýðùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò.�éá íá áðïäåßîïõìå ðñþ�á ü�é ç � åßíáé óõíÜñ�çóç, äå÷üìáó�å ü�ém−1

1 (u1 − v1) = m−1
2 (u2 − v2);êáé ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é�(m1)

−1(�(u1)− �(v1)) = �(m2)
−1(�(u2)− �(v2)):Ôá áîéþìá�á �ïõ óþìá�ïò óõíåðÜãïí�áé åýêïëá ü�é ïé A.14, A.14 åßíáé éóï-äýíáìåò áí�ßó�ïé÷á ìå �éòm2u1 +m1v2 =m1u2 +m2v1;�(m2)�(u1) + �(m1)�(v2) = �(m1)�(u2) + �(m2)�(v1);ç ðñþ�ç áðü áõ�Ýò ìáò äßíåé áìÝóùò�(m2u1 +m1v2) = �(m1u2 +m2v1);êáé áõ�Þ ìå �ç óåéñÜ �çò óõíåðÜãå�áé �ç äåý�åñç åðåéäÞ ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò�ïõ N1 ìå �ï N2 êáé óÝâå�áé �çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïëëáðëáóéáóìü, �ñüâëçìáx5.4.Ç êá�Üöáíç éäÝá áõ�Þò �çò áðüäåéîçò äßíåé åîßóïõ åýêïëá �á åðéðñüóèå�áóõìðåñÜóìá�á, ü�é ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ìå�Ü åðéìïñöéóìüò êáé åðïìÝíùòéóïìïñöéóìüò. ⊣A.15. ¢óêçóç. Êá�åñãáó�åß�å �éò ëåð�ïìÝñåéåò �ùí áðïäåßîåùí ü�é�(x+ y) = �(x) + �(y);x ≤ y ⇐⇒ �(x) ≤ �(y):A.16. Èåþñçìá. ¾ðáñîç �ùí ñç�þí áñéèìþí. ÕðÜñ÷åé Ýíá óýó�çìá ñç�þíáñéèìþí.Áðüäåéîç. . Áí Ý÷ïõìå �ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �ïóýíïëï �ñéÜäùí öõóéêþí áñéèìþíA = {(m;u; v) | m;u; v ∈ N & m 6= 0}
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 227êáé ó' áõ�ü �ç ó÷Ýóç
(m;u; v) ∼ (m′; u′; v′) ⇐⇒ïñ m′u+mv′ = mu′ +m′v;áðü �á ïðïßá óõíÜãå�áé (åýêïëá) ü�é

(m;u; v) ∼ (m′; u′; v′) ⇐⇒ u− vm =
u′ − v′m′

:Óõíåðþò ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé áðü �ïí åðé-ìïñöéóìü � : A→→ Q; �(m;u; v) =
u− vm :Ôïõò ñç�ïýò áñéèìïýò äåí �ïõò Ý÷ïõìå áêüìç, áëëÜ Ý÷ïõìå �ï A êáé �çí ∼: çéäÝá �çò áðüäåéîçò åßíáé íá �ïõò ïñßóïõìå ùò ðçëßêï �ïõ A áðü �çí ∼, Ý�óé ðïõíá éó÷ýåé ç A.16. �ñþ�á ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é(1) ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. �éá ðáñÜäåéãìá, åðáëçèåýïõìå ü�é ç ∼ åßíáéìå�áâá�éêÞ. Áðü �ïí ïñéóìü, áí

(m1; u1; v1) ∼ (m2; u2; v2) & (m2; u2; v2) ∼ (m3; u3; v3);�ü�å éó÷ýïõí ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ïé éóü�ç�åòm2u1 +m1v2 =m1u2 +m2v1m3u2 +m2v3 =m2u3 +m3v2;êáé áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå �çí ðñþ�ç áð' áõ�Ýò ìå �ï m3 êáé �ç äåý�åñç ìå �ïm1 êáé ìå�Ü �éò ðñïóèÝóïõìå, Ý÷ïõìå �çím3m2u1 +m3m1v2 +m1m3u2 +m1m2v3
= m3m1u2 +m3m2v1 +m1m2u3 +m1m3v2.Ôþñá áöáéñïýìå �ám3m1v2 êáém1m3u2 áðü �éò äýï ðëåõñÝò êáé ìå�Ü äéáéñïýìåìå �ï m2, ðïõ ìáò äßíåém3u1 +m1v3 = m1u3 +m3v1;äçëáäÞ (m1; u1; v1) ∼ (m3; u3; v3). Ïé åðáëçèåýóåéò �ùí Üëëùí éäéï�Þ�ùí ó÷Ý-óçò éóïäõíáìßáò åßíáé ðáñüìïéåò.(2) Ïñéóìüò �ùí ñç�þí. Áöïý ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò, õðÜñ÷åé åðéìïñ-öéóìüò � : A→→ Qóå êÜðïéï óýíïëï Q ðïõ ðñïóäéïñßæåé �çí ∼, äçëáäÞ:

(m1; u1; v1) ∼ (m2; u2; v2) ⇐⇒ �(m1; u1; v1) = �(m2; u2; v2):Áõ�ü �ï Q åßíáé �ï óýíïëï �ùí ñç�þí áñéèìþí ó�ï óýó�çìá ðïõ êá�áóêåõÜ-æïõìå, êáé áðïìÝíåé ìüíï íá ïñßóïõìå �á 0 êáé 1, ìéá ðñüóèåóç, Ýíáí ðïëëáðëá-óéáóìü êáé ìéá äéÜ�áîç ó�ï Q, êáé íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï üëï êá�áóêåýáóìáéêáíïðïéåß �á áîéþìá�á óõó�Þìá�ïò ñç�þí áñéèìþí. �éá íá âïçèÞóïõìå �çí
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228 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáêá�áíüçóç �çò êá�áóêåõÞò èá áñ÷ßóïõìå áìÝóùò íá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìâï-ëéóìü u− vm =ïñ �(m;u; v)óõìâá�éêÜ, ÷ùñßò äçëáäÞ íá ïñßóïõìå îå÷ùñéó�Ü �çí £áöáßñåóç¤ Þ �ç £äéáßñåóç¤.Ôï ìçäÝí êáé �ï Ýíá ïñßæïí�áé ìå �ïõò ðñïöáíåßò �ýðïõò
0 =

0− 0

1
=ïñ �(1; 0; 0); 1 =

1− 0

1
=ïñ �(1; 1; 0):(3) �ñüóèåóç ñç�þí áñéèìþí. Ìå �çí áðåéêüíéóç �ùí ñç�þí áñéèìþí ùòðçëßêá äéáöïñÜò öõóéêþí ìå öõóéêü áñéèìü ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå, ï êëáóéêüò�ýðïò ãéá �çí ðñüóèåóç ðáßñíåé �ç ìïñöÞu1 − v1m1

+
u2 − v2m2

=
(m2u1 +m1u2)− (m2v1 +m1v2)m1m2

:Ïñßæïõìå ëïéðüí ðñþ�á ó�ï óýíïëï A �ç äéìåëÞ óõíÜñ�çóç f+ ðïõ áí�éó�ïé÷åßó' áõ�ü �ïí �ýðï,f+((m1; u1; v1); (m2; u2; v2)) = (m1m2; (m2u1 +m1u2); (m2v1 +m1v2)):Ìå ëßãç áñéèìç�éêÞ ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é ãéá üëá �á x; y; x′; y′ ∈ A,x ∼ x′ & y ∼ y′=⇒ f+(x; y) ∼ f+(x′; y′);äçëáäÞ ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá �çí f+. Óõíåðþò, áðü �ï A.2, õðÜñ÷åé(áêñéâþò) ìßá óõíÜñ�çóç
+ : Q×Q→ Qðïõ éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á�(x) + �(y) = �(f+(x; y)); (�(x); �(y) ∈ Q):Ôá áîéþìá�á (F2) ãéá �çí ðñüóèåóç ÷ñåéÜæïí�áé áêüìç ëßãç áñéèìç�éêÞ, ð.÷. çóõíèÞêç ãéá �ï 0 åðáëçèåýå�áé ìå �ïí õðïëïãéóìü�(m;u; v) + �(1; 0; 0) = �(m · 1; 1 · u+m · 0; 1 · v +m · 0) = �(m;u; v):(4) �ïëëáðëáóéáóìüò ñç�þí áñéèìþí. Ìå �ïí ßäéï �ñüðï ïñßæïõìå ðñþ�á�ç óõíÜñ�çóç f· : A × A → A ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí ðïëëáðëáóéáóìü ü�áíáðåéêïíßæïõìå �ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò ìå �ñéÜäåò öõóéêþí áñéèìþí,f·((m1; u1; v1); (m2; u2; v2)) =ïñ (m1m2; u1u2 + v1v2; u1v2 + u2v1);åðáëçèåýïõìå ìå�Ü ü�é ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá �çí f· êáé ïñßæïõìå �ïíðïëëáðëáóéáóìü · ìå �ï A.2 Ý�óé þó�å íá éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á�(x) · �(y) = �(f·(x; y)); (�(x); �(y) ∈ Q):Ôá áîéþìá�á (F3) êáé (F4) áêïëïõèïýí åýêïëá.(5) ÄéÜ�áîç ñç�þí áñéèìþí. Ç óçìáí�éêÞ éóïäõíáìßá ãé' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóçåßíáé ç u1 − v1m1

≤ u2 − v2m2
⇐⇒ m1v2 +m2u1 ≤ m2v1 +m1u2:
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 229Ïñßæïõìå ëïéðüí ðñþ�á �ç ó÷Ýóç P ⊆ A×A ìå �ïí �ýðï
(m1; u1; v1)P (m2; u2; v2) ⇐⇒ïñ m1v2 +m2u1 ≤ m2v1 +m1u2;âåâáéþíïõìå ü�é ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ãéá �çí P , êáé áðü �ïA.2 ïñßæïõìå�çí ≤ ó�ï ðçëßêï Q Ý�óé þó�å�(x) ≤ �(y) ⇐⇒ xP y; (�(x); �(y) ∈ Q):Ôï ðùò ç ≤ åßíáé ãñáììéêÞ äéÜ�áîç êáé �ï

(Q; 0; 1;+; ·;≤)åßíáé äéá�å�áãìÝíï óþìá áêïëïõèïýí åýêïëá.Ôï ìüíï ðïõ ìÝíåé åßíáé íá åðáëçèåýóïõìå ü�é �ï Q åßíáé óýó�çìá ñç�þíáñéèìþí.ËÞììá. �éá êÜèå öõóéêü áñéèìü k, �(1; k; 0) ∈ NQ, äçëáäÞ ï ñç�üò áñéèìüò�(1; k; 0) áíÞêåé ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò �ïõ äéá�å�áãìÝíïõ óþìá�ïò Q.Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ó�ï k, �(1; 0; 0) = 0 (åî ïñéóìïý) êáé áðü �ïí ïñéóìü�çò ñç�Þò ðñüóèåóçò (åýêïëá),�(1; Sk; 0) = �(1; k; 0) + 1;Ý�óé þó�å �(1; k; 0) ∈ NQ=⇒�(1; Sk; 0) ∈ NQ.ËÞììá. �éá êÜèå (m;u; v) ∈ A,�(m;u; v) = �(1;m; 0)−1(�(1; u; 0)− �(1; v; 0));üðïõ âÝâáéá ïé ðñÜîåéò −1 êáé − åßíáé áõ�Ýò �ïõ óþìá�ïò Q.Áðüäåéîç. ¸÷ïí�áò Þäç áðïäåßîåé ü�é �ï Q åßíáé óþìá, îÝñïõìå ü�é ç A-0åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí�(1;m; 0)�(m;u; v) + �(1; v; 0) = �(1; u; 0);êáé áõ�Þ ç �åëåõ�áßá åîßóùóç âåâáéþíå�áé ìå Ýíáí áêüìç áðëü õðïëïãéóìü.Ôá äýï ËÞììá�á ìáæß äåß÷íïõí ü�é �ï äïìçìÝíï óýíïëï (Q; 0; 1;+; ·;≤) éêá-íïðïéåß �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á óõó�Þìá�ïò ñç�þí áñéèìþí êáé �åëåéþíïõí�çí áðüäåéîç. ⊣¼ðùò êÜíáìå êáé ìå �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, êáèïñßæïõìå �þñá êÜðïéï óõ-ãêåêñéìÝíï óýó�çìá ñç�þí áñéèìþí
(Q; 0; 1;+; ·;≤)�á ìÝëç �ïõ ïðïßïõ èá êáëïýìå áðëÜ ñç�ïýò áñéèìïýò. Áõ�ü âïëåýåé, ãéá íáìçí åßìáó�å áíáãêáóìÝíïé íá ëÝìå óõíå÷þò £�õ÷üí óýó�çìá ñç�þí áñéèìþí¤êáé Üëëá �Ý�ïéá. �ñïóÝî�å üìùò ü�é �ï óçìáí�éêü ìáèçìá�éêü ãåãïíüò åßíáé çýðáñîç êáé ç ìïíáäéêü�ç�á ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý åíüò �Ý�ïéïõ óõó�Þìá�ïò: áêñé-âþò áõ�Ü �á ìáèçìá�éêÜ ãåãïíü�á ãéá �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ÷ñåéáó�Þêáìåó�éò áðïäåßîåéò áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ, ü÷é �ç óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ £öõóéêþíáñéèìþí¤.A.17. ¢óêçóç. Ôï óýíïëï Q �ùí ñç�þí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìï.
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230 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáA.18. ¢óêçóç. Ó�çí áðüäåéîç �ïõ ìÝñïõò (1) �ïõ èåùñÞìá�ïò £áöáéñÝóáìå¤�ïí ßäéï öõóéêü áðü ìéáí éóü�ç�á, êáé ìå�Ü £äéáéñÝóáìå¤ ìéáí éóü�ç�á ìå �ïíßäéï öõóéêü. ÄéêáéïëïãÞó�å áõ�Ü �á âÞìá�á áðïäåß÷íïí�áò �éò åîÞò äýï éäéü-�ç�åò �ùí öõóéêþí áñéèìþí: x+ y = x+ z =⇒ y = z;
 · x = 
 · y & 
 6= 0 =⇒ x = y:A.19. ¢óêçóç. �éá êÜèå äéá�å�áãìÝíï óþìá F õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá åìöý-�åõóç �ùí ñç�þí áñéèìþí ó�ï F , äçëáäÞ Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò� : Q֌ Fðïõ éêáíïðïéåß �éò �áõ�ü�ç�åò�(0) = 0; �(1) = 1;�(x+ y) = �(x) + �(y); �(xy) = �(x)�(y);x ≤ y ⇐⇒ �(x) ≤ �(y):Áð' áõ�Ü ðñïêýð�åé ü�é ç åéêüíá �[Q] ⊆ F �çò � åßíáé óýó�çìá ñç�þí áñéèìþí(ìå �ï 0 êáé �ï 1 �ïõ F êáé �ïõò ðåñéïñéóìïýò �ùí ðñÜîåùí êáé �çò äéÜ�áîçò�ïõ F ).Ï Cantor áðÝäåéîå Ýíáí ùñáéü�á�ï ÷áñáê�çñéóìü �çò äéÜ�áîçò �ùí ñç�þíáñéèìþí áíåîÜñ�ç�á áðü �çí áëãåâñéêÞ �ïõò äïìÞ. ×ñåéáæüìáó�å ìåñéêïýò ïñé-óìïýò ãéá �ç äéá�ýðùóÞ �ïõ.A.20. Ïñéóìüò. ¸ó�ù ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ≤ ó�ï óýíïëï A êáé B ⊆ A. Ôï Båßíáé ðõêíü ó�ï A (dense) áí
(∀x; y ∈ A)[x < y=⇒ (∃b ∈ B)[x < b & b < y]]:Ç ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ≤ �ïõ A åßíáé ðõêíÞ ó�ïí åáõ�ü �çò áí �ï A åßíáé ðõêíüó�ï A.A.21. ¢óêçóç. Ç äéÜ�áîç êÜèå äéá�å�áãìÝíïõ óþìá�ïò åßíáé ðõêíÞ ó�ïíåáõ�ü �çò êáé äåí Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Þ ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï.A.22. Èåþñçìá. (Cantor) ÊÜèå ãñáììéêÞ, ðõêíÞ ó�ïí åáõ�ü �çò äéÜ�áîç ≤A÷ùñßò åëÜ÷éó�ï Þ ìÝãéó�ï óçìåßï óå Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï A, åßíáé üìïéá ìå�ç äéÜ�áîç ≤Q �ùí ñç�þí áñéèìþí, äçëáäÞ õðÜñ÷åé ìïíï�ïíéêÞ (Ýíá-ðñïò-Ýíá)áí�éó�ïé÷ßá f : Q֌→ A.Áðüäåéîç. . Áðü �çí õðüèåóç êáé �ï ãåãïíüò ü�é �ï Q åßíáé áñéèìÞóéìï,õðÜñ÷ïõí áðáñéèìÞóåéò ÷ùñßò åðáíáëÞøåéòQ = {r0; r1; : : : ; }; A = {a0; a1; : : : }�ïõ Q êáé �ïõ A. Èá ïñßóïõìå áíáäñïìéêÜ ìéáí áêïëïõèßáf0; f1; : : : ;ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò, ãéá êÜèå n ∈ N .
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 2311. Ç fn åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ï Q ó�ï A, äçëáäÞFun
tion(fn) & fn ⊆ Q × A êáé ç fn åßíáé ðåðåñáóìÝíç óáí óýíïëïæåõãþí.2. Ç fn åßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé Ýíá-ðñïò-Ýíá ó�ï ðåäßï ïñéóìïý �çò, äçëáäÞ:x; y ∈ Domain(fn) & x <Q y=⇒ fn(x) <A fn(y):3. fn ⊆ fn+1.4. {r0; r1; : : : ; rn} ⊆ Domain(fn).5. {a0; a1; : : : ; an} ⊆ Image(fn).Áí åðé�ý÷ïõìå ó' áõ�ü, �ü�å ç Ýíùóç f =ïñ ⋃ n=∞n=0 fn åßíáé (åýêïëá) óõíÜñ�çóçáðü �ï (3), åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé ìïíï�ïíéêÞ áðü �ï (2) êáéDomain(f) = Q; Image(f) = Aáðü �á (4), (5).Ó�ç âÜóç �ïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý îåêéíÜìå ìå �çíp0 = {(r0; a0)};üðïõ üëåò ïé óõíèÞêåò éó÷ýïõí �å�ñéììÝíá.ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é Ý÷ïõìå Þäç ïñßóåé �çí fn êáé áðáñéèìïýìå �ï ðåðåñá-óìÝíï ðåäßï ïñéóìïý �çò êáé �ï åðßóçò ðåðåñáóìÝíï ðåäßï �éìþí �çò óå áýîïõóåòáêïëïõèßåò: Dn = {x0 <Q x1 <Q · · · <Q xm};In = {y0 <A y1 <A · · · <A ym}:ÅðåéäÞ ç fn åßíáé ìïíï�ïíéêÞ, Ý÷ïõìåfn(xi) = yi; (i = 0; : : : ;m):Êá�áóêåõÜæïõìå �çí åðüìåíç fn+1 óå äýï âÞìá�á, äçëáäÞ ðñþ�á èá ïñßóïõìåìßá f ′n+1 ⊇ fn ðïõ éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò (1)-(4) êáé ìå�Ü �çí fn+1 ⊇ f ′n+1ðïõ éêáíïðïéåß üëåò �éò óõíèÞêåò (1) - (5).ÂÞìá 1. Áí rn+1 ∈ Domain(fn), èÝ�ïõìå f ′n+1 = fn. Áëëéþò ðñïêýð�ïõí�ñåéò ðåñéð�þóåéò.�åñßð�ùóç 1. rn+1 <Q x0. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç âñßóêïõìå êÜðïéï y′ ∈ A�Ý�ïéï þó�å y′ <A y0 (ðïõ õðÜñ÷åé åðåéäÞ �ï A äåí Ý÷åé åëÜ÷éó�ï óçìåßï) êáéèÝ�ïõìå f ′n+1 = fn ∪ {(rn+1; y′)}:�åñßð�ùóç 2. rn+1 >Q xm. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç âñßóêïõìå êÜðïéï y′ ∈ A�Ý�ïéï þó�å y′ >A ym (ðïõ õðÜñ÷åé åðåéäÞ �ï A äåí Ý÷åé ìÝãéó�ï óçìåßï) êáéèÝ�ïõìå f ′n+1 = fn ∪ {(rn+1; y′)}:�åñßð�ùóç 3. �éá êÜðïéï i, xi <Q rn+1 <Q xi+1. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóçâñßóêïõìå êÜðïéï y′ ∈ A �Ý�ïéï þó�å yi <A y′ <A yi+1 (ðïõ õðÜñ÷åé åðåéäÞ �ïA åßíáé ðõêíü ó�ïí åáõ�ü �ïõ) êáé èÝ�ïõìåf ′n+1 = fn ∪ {(rn+1; y′)}:
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232 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÓ' üëåò �éò ðåñéð�þóåéò, ç áðüäåéîç ü�é ç f ′n+1 éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò (1) -(4) åßíáé áðëÞ.Ó�ï äåý�åñï âÞìá �çò êá�áóêåõÞò èåùñïýìå �ï ó�ïé÷åßï an+1 �ïõ A êáéîå÷ùñßæïõìå ðÜëé ðåñéð�þóåéò: ðñþ�á áí an+1 ∈ Image(f ′n+1) (ïðü�å èÝ�ïõìåfn+1 = f ′n+1) êáé áí ü÷é �ñåéò ðåñéð�þóåéò, óõììå�ñéêÜ ìå �çí êá�áóêåõÞ ó�ïðñþ�ï âÞìá. �áñáëåßðïõìå �éò ëåð�ïìÝñåéåò. ⊣Ç èåìåëéáêÞ äéáßóèçóç ãéá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò åßíáé ü�é áðü �ç ìéáìåñéÜ áðï�åëïýí äéá�å�áãìÝíï óþìá, Ý�óé ðïõ ç áñéèìç�éêÞ �ïõò íá õðáêïýåé�ïõò ßäéïõò íüìïõò ìå �çí áñéèìç�éêÞ �ùí ñç�þí áñéèìþí, êáé áðü �çí Üëëçâñßóêïí�áé óå Ýíá-ðñïò-Ýíá áí�éó�ïé÷ßá ìå �á óçìåßá �çò £ðëÞñïõò¤ ãåùìå�ñéêÞòåõèåßáò, Ý�óé ðïõ íá ìçí õðÜñ÷ïõí £êåíÜ¤ áíÜìåóÜ �ïõò. Ó�ç óõíïëïèåùñç�éêÞäéá�ýðùóç �çò ðëçñü�ç�áò áêïëïõèïýìå �ïí Dedekind.A.23. Ïñéóìüò. Ç ãñáììéêÞ äéÜ�áîç ≤ ó�ï óýíïëï A åßíáé ðëÞñçò áí êÜèåìç êåíü, Üíù öñáãìÝíï õðïóýíïëï �ïõ A Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.Óýó�çìá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé Ýíá ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá,äçëáäÞ äéá�å�áãìÝíï óþìá �ïõ ïðïßïõ ç äéÜ�áîç åßíáé ðëÞñçò.A.24. ¢óêçóç. Ç äéÜ�áîç �ùí ñç�þí áñéèìþí äåí åßíáé ðëÞñçò, åðåéäÞ �ïóýíïëï X = {r | r2 < 2}åßíáé Üíù öñáãìÝíï áëëÜ äåí Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.A.25. ËÞììá. ÊÜèå ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá F Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ïõ Áñ-÷éìÞäç
(∀x ∈ F )(∃n ∈ N)[x < n];äçëáäÞ �ï óýíïëï N = NF �ùí öõóéêþí áñéèìþí ó�ï F äåí Ý÷åé Üíù öñÜãìá.Áðüäåéîç. . ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �ï óýíïëï N åßíáé Üíù öñáãìÝíï, ïðü�å Ý÷åéåëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá x = supN . Ôï ó�ïé÷åßï x− 1 äåí åßíáé Üíù öñÜãìá �ïõN áöïý x − 1 < x, åðïìÝíùò õðÜñ÷åé êÜðïéï n ∈ N �Ý�ïéï þó�å x − 1 < n:áëëÜ áõ�ü óõíåðÜãå�áé x < n+ 1, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí õðüèåóç ü�é �ï x åßíáéÜíù öñÜãìá �ïõ N . ⊣A.26. ¢óêçóç. Óå êÜèå ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá F ,� > 0=⇒ (∃n ∈ N)[

1n+ 1
< �]:A.27. ¢óêçóç. Óå êÜèå ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá F ,x < y=⇒ (∃r ∈ Q)[x < r & r < y];üðïõ Q = QF åßíáé �ï óýíïëï �ùí ñç�þí áñéèìþí ó�ï F . (�õêíü�ç�á �ùíñç�þí áñéèìþí.)Ï êýñéïò åðüìåíïò ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íá áðïäåßîïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíá |êáéìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý ìüíï Ýíá| ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá. ÅðåéäÞ ç éäéü�ç�á�çò ðëçñü�ç�áò åßíáé ãåùìå�ñéêÞ (Þ £�ïðïëïãéêÞ¤), ïé áðïäåßîåéò �çò ýðáñîçò
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 233êáé �çò ìïíáäéêü�ç�áò óõó�Þìá�ïò ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ó�çñßæïí�áé óå ãåù-ìå�ñéêÝò éäÝåò. ÓõãêåêñéìÝíá, ÷ñåéáæüìáó�å ìåñéêïýò âáóéêïýò ïñéóìïýò êáéáðï�åëÝóìá�á áðü �ç èåùñßá ïñßùí, ãíùó�Ü óå ðïëëïýò áðü �ï ëïãéóìü. Áõ�Üèá �á áíáóêïðÞóïõìå åäþ êÜðùò óõíïð�éêÜ, áëëÜ ÷ùñßò íá ðåñéïñéó�ïýìå ó'Ýíáí åëÜ÷éó�ï êá�Üëïãï �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí ðïõ åßíáé áðïëý�ùò áðáñáß�ç�á ãéá�éò áðïäåßîåéò �çò ýðáñîçò êáé �çò ìïíáäéêü�ç�áò: ðïëëÜ áðü �á ËÞììá�á êáé�éò ÁóêÞóåéò Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß åäþ åðåéäÞ ìáñ�õñïýí ü�é ç Ýííïéá �ïõ ðëÞ-ñïõò, äéá�å�áãìÝíïõ óþìá�ïò áðåéêïíßæåé ðéó�Ü �éò ãåùìå�ñéêÝò ìáò äéáéóèÞóåéòãéá �ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò.�éá �ïõò ðïëëïýò õðïëïãéóìïýò ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìå Üðåéñåò áêïëïõèßåò,èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïí áðëïðïéçìÝíï óõìâïëéóìü �çò áíÜëõóçò, ðïõ áðïöåý-ãåé �çí åéóáãùãÞ äéáöïñå�éêïý ïíüìá�ïò ãéá êÜèå áêïëïõèßá êáé �ïðïèå�åß �çìå�áâëç�Þ ùò äåßê�ç, Ý�óé þó�å ç áêïëïõèßá (n 7→ an) íá óõìâïëßæå�áé ìå 〈an〉Þ 〈a0; a1; : : : 〉;. �.÷. ç áêïëïõèßá
〈 1n+ 1

〉 = 〈1
1
; 1
2
; 1
3
; : : : 〉åßíáé ç óõíÜñ�çóç f : N → Q ðïõ ïñßæå�áé ìå �ïí �ýðïf(n) =

1n+ 1
:Ç óõíÜñ�çóç �çò áðüëõ�çò �éìÞò ïñßæå�áé óå êÜèå äéá�å�áãìÝíï óþìá ìå�ïí óõíçèéóìÝíï �ñüðï,

|x| =ïñ max{x;−x} =

{ x; áí x ≥ 0;
−x áí x < 0:A.28. Ïñéóìüò. ¸ó�ù äéá�å�áãìÝíï óþìá (F; 0; 1;+; ·;≤).(1) Ç áêïëïõèßá 〈xn〉 ó�ïé÷åßùí �ïõ F óõãêëßíåé ó�ï x ∈ F Þ Ý÷åé �ï üñéïx, áí

(∀� ∈ F; � > 0)(∃K ∈ N)(∀n ∈ N)[n ≥ K =⇒|x− xn| < �]:×ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìâïëéóìü:xn → x ⇐⇒ïñ ç 〈xn〉 óõãêëßíåé ó�ï x:(2) Ç áêïëïõèßá 〈xn〉 Ý÷åé �çí éäéü�ç�á Cau
hy Þ (áðëïýó�åñá) åßíáé Cau
hyáí
(∀� ∈ F; � > 0)(∃K ∈ N)(∀n;m ∈ N)[n;m ≥ K =⇒|xn − xm| < �]:A.29. Ïñéóìüò. �éá üëá �á óçìåßá a < b äéá�å�áãìÝíïõ óþìá�ïò F , �ï óý-íïëï

(a; b) =ïñ {x ∈ F | a < x < b}åßíáé �ï áíïéê�ü äéÜó�çìá ìå Üêñá a; b. Ôï óýíïëï G ⊆ F åßíáé áíïéê�ü áíåßíáé (ðéèáíÜ êåíÞ) Ýíùóç áíïéê�þí äéáó�çìÜ�ùí, äçëáäÞ áíx ∈ G=⇒ (∃a < b)[x ∈ (a; b) ⊆ G]:
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234 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÈá ÷ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò �ïõò óõíçèéóìÝíïõò óõìâïëéóìïýò ãéá �á êëåéó�Üêáé çìßêëåéó�á äéáó�Þìá�á, ð.÷.
(a; b] = {x ∈ F | a < x ≤ b}:A.30. ¢óêçóç. Äåßî�å ü�é ç ïéêïãÝíåéá áíïéê�þí óõíüëùí óå Ýíá äéá�å�áã-ìÝíï óþìá åßíáé �ïðïëïãßá, êáé ü�é ï ïñéóìüò ïñßùí ãéá áêïëïõèßåò ó�ï A.28åßíáé éóïäýíáìïò ìå �ïí �ïðïëïãéêü ïñéóìü ïñßùí �ïõ 10.42.Ïé ïñéóìïß áõ�ïß åßíáé äéáâüç�ïé ãéá �ç äõóêïëßá �ïõò ó�çí êá�áíüçóç êáéó�ç ÷ñÞóç. Ôïíßæïõìå ðÜëé ü�é åäþ �ïõò ìåëå�Üìå ó�ï ðëáßóéï êÜðïéïõ äéá�å-�áãìÝíïõ óþìá�ïò ðïõ ðéèáíüí íá ìçí åßíáé ðëÞñåò, üðùò ïé ñç�ïß áñéèìïß. Èá�ï âñïýìå ÷ñÞóéìï íá äéá�õðþóïõìå Ýííïéåò éóïäýíáìåò ìå �ç óýãêëéóç êáé �çíéäéü�ç�á Cau
hy, ìå âÜóç �çí åîÞò ïñéóìü.A.31. Ïñéóìüò. Ç áêïëïõèßá 〈xn〉 êá�áëÞãåé (settles) ó�ï áíïéê�ü äéÜó�çìá

(a; b), áí ìå�Ü áðü êÜðïéï ó�Üäéï üëá �çò �á ó�ïé÷åßá áíÞêïõí óå êÜðïéï êëåéó�üäéÜó�çìá [a′; b′] ⊆ (a; b):
〈xn〉 (a; b) ⇐⇒ïñ (∃K; a′; b′)(∀n ≥ K)[a < a′ ≤ xn ≤ b′ < b]:�áñá�çñïýìå ü�é áí 〈xn〉  (a; b), �ü�å üëá �á ó�ïé÷åßá �çò 〈xn〉 ìå�Ü áðüêÜðïéï ó�Üäéï áíÞêïõí ó�ï (a; b),

〈xn〉 (a; b)=⇒ (∃K)(∀n ≥ K)[a < xn < b]·óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíïí áõ�ü �ï áóèåíÝò ðüñéóìá �ïõ ïñé-óìïý �çò óõíèÞêçò 〈xn〉 (a; b).A.32. ¢óêçóç. 〈xn〉 (a; b) �ü�å êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé êÜðïéï Æ > 0 �Ý�ïéïþó�å a+Æ < b−Æ êáé �ï óýíïëï {n ∈ N | xn =∈ [a+Æ; b−Æ]} åßíáé ðåðåñáóìÝíï.A.33. ¢óêçóç. �éá üëá �á áíïéê�Ü äéáó�Þìá�á I; J , 〈xn〉 I & I ⊆ J =⇒〈xn〉 J .A.34. ¢óêçóç. �éá üëá �á áíïéê�Ü äéáó�Þìá�á I; J ,
〈xn〉 I & 〈xn〉 J =⇒〈xn〉 I ∩ J =⇒ I ∩ J 6= ∅:A.35. ¢óêçóç. Áí ç 〈xn〉 êá�áëÞãåé ó' Ýíá áíïéê�ü äéÜó�çìá (a; b) �ü�å ç

〈xn〉 åßíáé öñáãìÝíç, äçëáäÞ
(∃w)(∀n)[xn ≤ w]:Ôï åðüìåíï ËÞììá èá ìáò åðé�ñÝøåé óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò íá áðïöýãïõìå�ç ëåãüìåíç £åøéëïíéêÞ¤ ìÝèïäï, �çò ïðïßáò �õðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé áêñéâþò çáðüäåéîç áõ�ïý �ïõ ËÞììá�ïò.A.36. ËÞììá. �éá êÜèå áêïëïõèßá óå �õ÷üí äéá�å�áãìÝíï óþìá F :(1) Ç 〈xn〉 óõãêëßíåé ó�ï x �ü�å êáé ìüíïí áí ç 〈xn〉 êá�áëÞãåé óå êÜèåáíïéê�ü äéÜó�çìá ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï x:xn → x ⇐⇒ (∀a; b ∈ F )[a < x < b=⇒〈xn〉 (a; b)]:
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 235(2) Ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy �ü�å êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå � > 0, õðÜñ÷åé áíïéê�üäéÜó�çìá (a; b) ìå (b− a) ≤ �, �Ý�ïéï þó�å ç 〈xn〉 íá êá�áëÞãåé ó�ï (a; b):
〈xn〉 is Cau
hy ⇐⇒ (∀� > 0)(∃a; b)[a < b ≤ a+ � & 〈xn〉 (a; b)]Áðüäåéîç. . (1) Áí xn → x êáé a < x < b, �ü�å ï ïñéóìüò �çò óýãêëéóçòìå � =

min(x− a; b− x)
2ìáò äßíåé Ýíá K �Ý�ïéï þó�ån ≥ K =⇒|x− xn| < min(x− a; b− x)

2
;áðü �ï ïðïßï ðñïêýð�åé (ìå ëßãç åñãáóßá) ü�én ≥ K =⇒ a < a′ =

a+ x
2

< xn < x+ b
2

= b′ < b;Üñá 〈xn〉 (a; b). �éá �çí Üëëç êá�åýèõíóç, ãéá êÜèå � > 0, 〈xn〉 (x−�; x+�),êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé êÜðïéï K, �Ý�ïéï þó�ån ≥ K =⇒|x− xn| < �:(2) Áí ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy, �ü�å ãéá êÜèå � > 0 õðÜñ÷åé K �Ý�ïéï þó�ån;m ≥ K =⇒|xn−xm| < �
4 , áðü �ï ïðïßï ðñïêýð�åé åýêïëá ü�é 〈xn〉 (xK −�

2 ; xK + �
2 ), êáé áõ�ü �ï äéÜó�çìá Ý÷åé ìÞêïò �. �éá �çí áí�ßèå�ç êá�åýèõíóç,ãéá êÜèå � > 0 õðÜñ÷åé êÜðïéï (a; b) ìå (b− a) ≤ �, Ý�óé ðïõ 〈xn〉 (a; b), Üñáãéá êÜðïéï K,n;m ≥ K =⇒ [a < xn < b & a < xm < b=⇒|xn − xm| < b− a ≤ �];êé åðïìÝíùò ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy. ⊣A.37. �üñéóìá. Áí ç 〈xn〉 óõãêëßíåé óå êÜðïéï x, �ü�å åßíáé Cau
hy.Áðüäåéîç. . �éá êÜèå � > 0, 〈xn〉  (x − �

2 ; x + �
2 ) áðü �ï (1) �ïõ A.36,Üñá ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy áðü �ï (2) �ïõ A.36. ⊣A.38. ¢óêçóç. xn → x & xn → y=⇒x = y. Áõ�ü ìáò åðé�ñÝðåé íá åéóáãÜ-ãïõìå �ïí êëáóéêü óõìâïëéóìüx = limn xn ⇐⇒ïñ xn → x:A.39. ËÞììá. Áí ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy óå Ýíá ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá F ,�ü�å ç 〈xn〉 Ý÷åé üñéï, äçëáäÞ xn → x ãéá êÜðïéï x.Áðüäåéîç. . Ïñßæïõìå �ï óýíïëïX =ïñ {u ∈ F | (∃v)[u < v & 〈xn〉 (u; v)]}:Åöüóïí ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy, õðÜñ÷åé êÜðïéï (
; d) �Ý�ïéï þó�å 〈xn〉  (
; d),êáé åðïìÝíùò u ∈ X =⇒u ≤ d;

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



236 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáåðåéäÞ d < u=⇒〈xn〉 (
; d)∩ (u; v) = ∅ ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ¢ñá �ï X åßíáé ÜíùöñáãìÝíï êáé Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìáx = supX:Èá áðïäåßîïõìå ü�é a < x < b=⇒〈xn〉 (a; b)ðïõ óõíåðÜãå�áé xn → x áðü �ï A.36. Áðü �çí õðüèåóç a < x < b êáé ü�é ç
〈xn〉 åßíáé Cau
hy, âñßóêïõìå ðñþ�á êÜðïéï (u; v) �Ý�ïéï þó�åv − u < min(x− a; b− x); 〈xn〉 (u; v):Áðü �ïí ïñéóìü u ∈ X, êáé åðïìÝíùò (a) u ≤ x åðåéäÞ �ï x åßíáé Üíù öñÜãìá�ïõ X. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, �ï v åßíáé åðßóçò Üíù öñÜãìá �ïõ X (åðåéäÞ çõðüèåóç 〈xn〉 (u′; v′) ìå v < u′ óõíåðÜãå�áé ü�é ç 〈xn〉 êá�áëÞãåé óå äýï îÝíáäéáó�Þìá�á), êáé åðïìÝíùò (b) x ≤ v, áöïý �ï x åßíáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõX. Ïé (a) êáé (b) ìáæß äßíïõí (
) u ≤ x ≤ v, ðïõ ìáæß ìå �çí A.39 óõíåðÜãå�áéa < u ≤ x ≤ v < b, Ý�óé þó�å 〈xn〉 (a; b). ⊣Ôá åðüìåíá äýï âáóéêÜ èåùñÞìá�á óõíäÝïõí �çí ðëçñü�ç�á üðùò �çí ïñßóáìå(êá�Ü Dedekind) ìå �çí Ýííïéá ðëçñü�ç�áò éó�ïñéêÜ óõíäåäåìÝíç ìå �ï üíïìá�ïõ Cantor.A.40. Èåþñçìá. Áñ÷Þ �ïõ Êéâù�éóìïý. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é êÜèå Cau
hy áêï-ëïõèßá ó�ï äéá�å�áãìÝíï óþìá F óõãêëßíåé, êáé ü�é ç

[x0; y0] ⊇ [x1; y1] ⊇ · · ·åßíáé öèßíïõóá áêïëïõèßá êëåéó�þí äéáó�çìÜ�ùí, �Ý�ïéá þó�å
limn (yn − xn) = 0·ðñïêýð�åé ü�é ç �ïìÞ ⋂ n[xn; yn] åßíáé ìïíïóýíïëï
⋂ n[xn; yn] = {w};êáé �ï ìïíáäéêü �çò ìÝëïò åßíáé êïéíü üñéï �ùí áêïëïõèéþí 〈xn〉; 〈yn〉,w = limn xn = limn yn:Áðüäåéîç. . Ç âáóéêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é 〈xn〉  [xK − Æ; yK + Æ] ãéáêÜèå öõóéêü áñéèìü K êáé êÜèå Æ > 0, áðü �çí A.40. ¢ñá áðü �çí A.40,ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy, êáé åðïìÝíùò xn → x ãéá êÜðïéï x, áðü �çí õðüèåóç.ÅðéðëÝïí x < xK =⇒〈xn〉  (x − 1; xK) áðü �ï A.36, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�éòâáóéêÝò éäéü�ç�åò �çò ó÷Ýóçò , åðåéäÞ (x−1; xK)∩ [xK ; yK ] = ∅, Üñá xK ≤ x,ãéá êÜèå K. Ìå áíÜëïãï óõëëïãéóìü, x ≤ yK , ãéá êÜèå K, Ý�óé ðïõ �åëéêÜx ∈ ⋂ n[xn; yn]. Óõììå�ñéêÜ, ç 〈yn〉 óõãêëßíåé, y = limn yn ∈ ⋂ n[xn; yn], êáéãéá êÜèå n, |x − y| ≤ (yn − xn) ðïõ óõíåðÜãå�áé ü�é x = y áðü �çí A.40 êáé�åëåéþíåé �çí áðüäåéîç. ⊣A.41. Èåþñçìá. ¸íá äéá�å�áãìÝíï óþìá F åßíáé ðëÞñåò �ü�å êáé ìüíïí áíÝ÷åé �çí éäéü�ç�á �ïõ Áñ÷éìÞäç (A.25) êáé êÜèå Cau
hy áêïëïõèßá ó�ï F Ý÷åéüñéï.

�ñïêá�áñ�ê�éêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜ�ç ëÜèç, ÌÜñ�éïò 2007



�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 237Áðüäåéîç. . Ç ìéá êá�åýèõíóç åßíáé Þäç ãíùó�Þ áðü �á ËÞììá�á A.25 êáéA.39, êáé áñêåß íá äåßîïõìå ü�é áí �ï F Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ïõ Áñ÷éìÞäç êáéêÜèå Cau
hy áêïëïõèßá ó�ï F Ý÷åé üñéï, �ü�å �ï F åßíáé ðëÞñåò.¸ó�ù X ìç êåíü, Üíù öñáãìÝíï óýíïëï ó�ï F , äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí x0 ∈ Xêáé êÜðïéï Üíù öñÜãìá y0 �ïõ X. Îåêéíþí�áò ìå �ï [x0; y0], ïñßæïõìå áíáäñï-ìéêÜ ìéáí áêïëïõèßá êëåéó�þí äéáó�çìÜ�ùí [xn; yn] ðïõ éêáíïðïéïýí �éò åîÞòóõíèÞêåò:1. xn ≤ xn+1 < yn+1 ≤ yn,2. (yn − xn) = 2−n(y0 − x0),3. [xn; yn] ∩X 6= ∅,4. (∀x ∈ X)[x ≤ yn].ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá íá ïñßóïõìå �ï [xn+1; yn+1] îå÷ùñßæïõìå äýï ðåñéð�þóåéò:áí �ï w = 1
2 (xn + yn) åßíáé Üíù öñÜãìá �ïõ X èÝ�ïõìå [xn+1; yn+1] = [xn; w],áëëéþò [xn+1; yn+1] = [w; yn+1]. Ç áðüäåéîç ü�é �ï [xn+1; yn+1] éêáíïðïéåß �éò(1) - (4) åßíáé �å�ñéììÝíç.ËÞììá. limn(yn − xn) = 0.Áðüäåéîç. Ç éäéü�ç�á �ïõ Áñ÷éìÞäç óõíåðÜãå�áé ü�é ãéá êÜèå � > 0, õðÜñ÷åéöõóéêüò áñéèìüò K > 0 �Ý�ïéïò þó�åy0 − x0� < K ≤ 2K ;üðïõ ç áíéóü�ç�á K ≤ 2K åðáëçèåýå�áé åýêïëá (ìå åðáãùãÞ!). �ñïêýð�åé ü�éãéá êÜèå n ≥ K,

(yn − xn) = 2−n(y0 − x0) ≤ 2−K(y0 − x0) < �;ðïõ �åëåéþíåé �çí áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò.Ôï A.40 óõíåðÜãå�áé �þñá ü�é
⋂

[xn; yn] = {w}üðïõ w = limn xn = limn yn, êáé áñêåß íá åðáëçèåýóïõìå ü�é áõ�ü �ï êïéíüüñéï w åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ X. Õðïëïãßæïõìå:w < t =⇒ 〈yn〉 (w − 1; t) åðåéä limn yn = w=⇒ yn < t ãéá êðïéï n=⇒ t =∈ X åðåéä �ï yn åíáéíù öñãìá �ïõ X;êáé åðïìÝíùò �ï w åßíáé Üíù öñÜãìá �ïõ X. Åðßóçò:t < w =⇒ 〈xn〉 (t; w + 1) åðåéä limn xn = w=⇒ t < xn ãéá êðïéï n=⇒ (∃x ∈ X)[t < x] áð �ïí ïñéóì �ùí xn;Üñá äåí õðÜñ÷åé Üíù öñÜãìá �ïõ X ìéêñü�åñï �ïõ w. ⊣Åßíáé áîéïóçìåßù�ï ü�é õðÜñ÷ïõí äéá�å�áãìÝíá óþìá�á ðïõ åßíáé ðëÞñç êá�Ü�ïí Cauvhy áëëÜ äåí Ý÷ïõí �çí éäéü�ç�á �ïõ Áñ÷éìÞäç, �ñüâëçìá xA.2.
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238 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁêïëïõèþí�áò (ìÝ÷ñéò åíüò óçìåßïõ) �ïí Cantor, èá êá�áóêåõÜóïõìå ÝíáðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá ùò ðçëßêï �ïõ óõíüëïõ �ùí áêïëïõèéþí Cau
hyó�ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò ìå �çí åîÞò öõóéêÞ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.A.42. Ïñéóìüò. Äýï áêïëïõèßåò 〈xn〉 êáé 〈yn〉 åßíáé áóõìð�ù�éêÜ éóïäýíá-ìåò áí ç äéáöïñÜ �ïõò óõãêëßíåé ó�ï 0, óõìâïëéêÜ
〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ïñ (xn − yn)→ 0:A.43. Èåþñçìá. (1) Äýï Cau
hy áêïëïõèßåò 〈xn〉 êáé 〈yn〉 åßíáé áóõìð�ù�éêÜéóïäýíáìåò �ü�å êáé ìüíïí áí êá�áëÞãïõí ó�á ßäéá áíïéê�Ü äéáó�Þìá�á:

〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ (∀a < b)[〈xn; 〉 (a; b) ⇐⇒ 〈yn; 〉 (a; b)]:(2) Áí ïé 〈xn〉, 〈yn〉 åßíáé Cau
hy, �ü�å
〈xn〉 6≈ 〈yn〉 =⇒ (õðñ÷ïõí áíïéê� äéáó�ìá�á I; J)

[I ∩ J = ∅ & 〈xn〉 I & 〈yn〉 J ]:(3) Ç ó÷Ýóç ≈ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï óýíïëï
C(F ) =ïñ {〈xn〉 | ç 〈xn〉 åíáé Cau
hy ó�ï F}:Áðüäåéîç. . (1) ÕðïèÝ�ïõìå ðñþ�á ü�é 〈xn〉 ≈ 〈yn〉 êáé 〈xn〉  (a; b), êáéåðïìÝíùò õðÜñ÷åé êÜðïéïò K0 êáé êÜðïéï Æ > 0, �Ý�ïéá þó�ån ≥ K0 =⇒ a+ Æ ≤ xn ≤ b− Æ:ÅðåéäÞ 〈xn〉 ≈ 〈yn〉, õðÜñ÷åé åðßóçò K1 �Ý�ïéïò þó�ån ≥ K1 =⇒ |xn − yn| < Æ

2=⇒ xn +
Æ
2
< yn < xn +

Æ
2
;êáé áð' áõ�Ýò �éò äýï óõíåðáãùãÝò ðñïêýð�åé åýêïëá ü�én ≥ max(K0;K1)=⇒ a+

Æ
2
≤ yn ≤ b− Æ

2
;Ý�óé ðïõ 〈yn〉  (a; b). �éá �çí Üëëç êá�åýèõíóç, ãéá êÜèå � > 0 õðÜñ÷åéäéÜó�çìá (a; b) ìå b−a ≤ � êáé �Ý�ïéï þó�å 〈xn〉 (a; b) áðü �ï (2) �ïõ A.36·åðïìÝíùò, áðü �çí õðüèåóç, åðßóçò 〈yn〉 (a; b)· Üñá, ãéá êÜðïéï K,n ≥ K =⇒ [a < xn < b & a < yn < b]=⇒|yn − xn| < �]:(2) Êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü �çò óýãêëéóçò,

¬[(xn − yn)→ 0]=⇒ (∃� > 0)(∀K)(∃n;m ≥ K)[|xn − ym| ≥ �]:Áðü �ï A.36 õðÜñ÷ïõí áíïéê�Ü äéáó�Þìá�á I, J ìÞêïõò < �
2 (ãé' áõ�ü �ï �)�Ý�ïéá þó�å 〈xn〉  I êáé 〈yn〉  J . Áí õðÞñ÷å êÜðïéï z ∈ I ∩ J , �ü�å ãéá Káñêå�Ü ìåãÜëï Ý�óé ðïõ íá éêáíïðïéåß�áé çn;m ≥ K =⇒xn ∈ I & ym ∈ J;
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 239èá åß÷áìån;m ≥ K =⇒|xn − ym| ≤ |xn − z|+ |z − ym| < �
2

+
�
2

= �;ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí A-0.(3) Ç áõ�ïðÜèåéá êáé ç óõììå�ñéêü�ç�á �çò ≈ åßíáé �å�ñéììÝíåò. �éá �çìå�áâá�éêü�ç�á, áðü �çí õðüèåóç êáé �ï (3) �ïõ ËÞììá�ïò A.36, ãéá êÜèå
(a; b),

〈xn〉 (a; b) ⇐⇒ 〈yn〉 (a; b) ⇐⇒ 〈zn〉 (a; b);Ý�óé þó�å áðü �ï (1), 〈xn〉 ≈ 〈zn〉. ⊣A.44. ¢óêçóç. Áí ïé 〈xn〉, 〈yn〉 åßíáé Cau
hy êáé xn → x, �ü�å
〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ yn → x:Èá ìðïñïýóáìå �þñá íá åðéêáëåó�ïýìå �çí ýðáñîç êÜðïéïõ ðçëßêïõ B �ïõóõíüëïõ

C = C(Q) =ïñ {〈rn〉 | ç 〈rn〉 åßíáé Cau
hy ó�ï óþìá �ùí ñç�þí áñéèìþí}ìå �çí ≈ êáé íá ïñßóïõìå �éò áðáñáß�ç�åò ðñÜîåéò êáé êÜðïéá äéÜ�áîç ó�ï BÝ�óé ðïõ íá ãßíåé ðëÞñåò, äéá�å�áãìÝíï óþìá. Áõ�Þ åßíáé ìßá áðü �éò êëáóéêÝòáðïäåßîåéò �çò ýðáñîçò �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí óõíäåäåìÝíç ìå �ï üíïìá �ïõCantor. Áí�' áõ�ïý èá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðçëßêï �ïõ C ìå�çí ≈ ðïõ áðëïðïéåß êÜðùò �çí áðüäåéîç êáé (�ï êõñéü�åñï) óõíäÝåé áõ�Þ �çíêá�áóêåõÞ ìå �çí Üëëç êëáóéêÞ áðüäåéîç ýðáñîçò �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí,êá�Ü �ïí Dedekind. Ç âáóéêÞ éäÝá �ïõ Dedekind Þ�áí ü�é Ýíáò ðñáãìá�éêüòáñéèìüò x êáèïñßæå�áé áðü �ï óýíïëï
(−∞; x) ∩Q =ïñ {r ∈ Q | r < x}�ùí ìéêñü�åñþí �ïõ ñç�þí áñéèìþí, êáé åðïìÝíùò ìðïñåß íá £�áõ�éó�åß¤ ìåáõ�ü �ï óýíïëï· åðéðëÝïí, �á óýíïëá �çò ìïñöÞò (−∞; x)∩Q ÷áñáê�çñßæïí�áéåýêïëá ìå �ñåéò áðëÝò óõíèÞêåò.A.45. Ïñéóìüò. ÔïìÞ Dedekind åßíáé Ýíá óýíïëï ñç�þí X ðïõ éêáíïðïéåß�éò åîÞò óõíèÞêåò.1. X 6= ∅, (Q \X) 6= ∅.2. r < q & q ∈ X =⇒ r ∈ X.3. q ∈ X =⇒ (∃r)[q < r & r ∈ X].ÈÝ�ïõìå

D =ïñ {X ⊆ Q | X åíáé �ïì Dedekind}:A.46. ¢óêçóç. ¸íá óýíïëï X ⊆ Q åßíáé �ïìÞ Dedekind �ü�å êáé ìüíïí áíåßíáé ìç êåíü, Üíù öñáãìÝíï, ÷ùñßò ìÝãéó�ï ìÝëïò êáé £êëåéó�ü ðñïò �á êÜ�ù¤,äçëáäÞ r < q & q ∈ X =⇒ r ∈ X.Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé âáóéêü ãéá �çí áðüäåéîç �çò ýðáñîçò �ùí ðñáãìá-�éêþí áñéèìþí.
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240 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáA.47. Èåþñçìá. Óå êÜèå áêïëïõèßá Cau
hy 〈xn〉 ñç�þí áñéèìþí áí�éó�ïé÷ß-æïõìå �ï óýíïëï�(〈xn〉) =ïñ {a ∈ Q | (∃b)[a < b & 〈xn〉 (a; b)]}·ðñïêýð�åé ü�é êÜèå �éìÞ �(〈xn〉) åßíáé �ïìÞ Dedekind, êáé ü�é ç óõíÜñ�çóç� : C →→ Dåßíáé åðéìïñöéóìüò ðïõ ðñïóäéïñßæåé �ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ≈, äçëáäÞ �ï Dåßíáé ðçëßêï �ïõ C.Áðüäåéîç. . Ôï ðùò êÜèå �(〈xn〉) åßíáé �ïìÞ Dedekind åßíáé ó÷å�éêÜ åý-êïëï, áðü �ïõò ïñéóìïýò êáé �éò ãåíéêÝò éäéü�ç�åò �çò ó÷Ýóçò  , êáé ç éóïäõ-íáìßá
〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ �(〈xn〉) = �(〈yn〉)åßíáé Üìåóï ðüñéóìá �ïõ A.43. Ôï ìüíï ðïõ äåí åßíáé �åëåßùò ðñïöáíÝò åßíáéü�é ãéá êÜèå �ïìÞ Dedekind X õðÜñ÷åé êÜðïéá áêïëïõèßá Cau
hy 〈xn〉 ∈ Có�ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò �Ý�ïéá þó�å �(〈xn〉) = X. �é' áõ�ü êá�áóêåõÜæïõìå ìéáöèßíïõóá áêïëïõèßá êëåéó�þí äéáó�çìÜ�ùí ó�ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò

[x0; y0] ⊇ [x1; y1] ⊇ · · ·áêñéâþò üðùò ó�çí áðüäåéîç �ïõ A.41, îåêéíþí�áò ìå êÜðïéï x0 ∈ X êáéêÜðïéï y0 =∈ X, Ý�óé ðïõ �ï y0 åßíáé êáé Üíù öñÜãìá �ïõ X. Ìå �ç ìÝèïäï�çò áðüäåéîçò �ïõ A.41, äåß÷íïõìå ü�é ç ìç öèßíïõóá áêïëïõèßá 〈xn〉 Ý÷åé �çíéäéü�ç�á Cau
hy, êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå n,xn ∈ X & yn =∈ X;åðåéäÞ �ï X åßíáé êëåéó�ü ðñïò �á êÜ�ù êáé äåí Ý÷åé ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï. Õðïëï-ãßæïõìå: a ∈ �(〈xn〉) =⇒ (∃b)[a < b & 〈xn〉 (a; b)]=⇒ (∃n)[a < xn]=⇒ a ∈ X åðåéä xn ∈ X:�éá íá äåßîïõìå ü�é X ⊆ �(〈xn〉), ðáñá�çñïýìå ü�é áí a ∈ X, �ü�å ðñÝðåé íáõðÜñ÷åé êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò K �Ý�ïéïò þó�å a < xK , åðåéäÞ ç áí�ßèå�çõðüèåóç (∀n)[xn ≤ a] ïäçãåß (åýêïëá) ó�ï Ü�ïðï óõìðÝñáóìá ü�é �ï a åßíáé �ïìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ X. �ñïêýð�åé ü�é ãéá êÜèå n ≥ K, xK ≤ xn ≤ yK , Üñá
〈xn〉 (xK ; yK + 1) êáé �åëéêÜ a ∈ �(〈xn〉). ⊣A.48. Èåþñçìá. ¾ðáñîç �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. ÕðÜñ÷åé äéá�å�áã-ìÝíï óþìá ðïõ åßíáé ðëÞñåò.Áðüäåéîç. . Ùò óýíïëï ó�ïé÷åßùí ðáßñíïõìå �ï óýíïëï D �ùí �ïìþíDedekind êáé ãéá �ï 0 êáé �ï 1 äßíïõìå �ïõò ðñïöáíåßò ïñéóìïýò:

0 =ïñ {r ∈ Q | r < 0} = �(〈0〉);
1 =ïñ {r ∈ Q | r < 1} = �(〈1〉):
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 241�éá íá ïñßóïõìå �çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïëëáðëáóéáóìü ó�ï D ÷ñåéáæüìáó�å �áåîÞò äýï ËÞììá�á, üðïõ üëåò ïé áêïëïõèßåò åßíáé Cau
hy ó�ïõò ñç�ïýò áñéè-ìïýò.
〈xn〉 ≈ 〈x′n〉 & 〈yn〉 ≈ 〈y′n〉 (A-1)=⇒〈xn + yn〉 ≈ 〈x′n + y′n〉
〈xn〉 ≈ 〈x′n〉 & 〈yn〉 ≈ 〈y′n〉 (A-2)=⇒〈xn · yn〉 ≈ 〈x′n · y′n〉Áõ�Ýò åßíáé ïé êá�Üëëçëåò åñìçíåßåò �ùí êëáóéêþí èåùñçìÜ�ùí áðü �çí èåùñßáïñßùí

limn (xn + yn) = limn xn + limn yn;
limn (xn · yn) = limn xn · limn yn;ó�çí ðñïêåéìÝíç ðåñßð�ùóç üðïõ �á üñéá ìðïñåß íá ìçí õðÜñ÷ïõí áöïý ïé áêï-ëïõèßåò åßíáé ó�ï ìç ðëÞñåò óþìá �ùí ñç�þí áñéèìþí. Äåí åßíáé äýóêïëï íááðïäåé÷�ïýí Ýðåé�á áð' üëç �çí ðñïåñãáóßá ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé êáé èá ðáñáëåß-øïõìå �éò ëåð�ïìÝñåéåò. Áðü �éò A-1, A-2 óõíÜãå�áé ü�é ç éóïäõíáìßá ≈ åßíáéó÷Ýóç ïìïéü�ç�áò ó�ï C ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò

(〈xn〉; 〈yn〉) 7→ 〈xn + yn〉;
(〈xn〉; 〈yn〉) 7→ 〈xn · yn〉;Ý�óé þó�å áðü �ï A.2 õðÜñ÷ïõí áí�ßó�ïé÷åò óõíáñ�Þóåéò + êáé · ó�ï ðçëßêï Dðïõ éêáíïðïéïýí �éò �áõ�ü�ç�åò:�(〈xn〉) + �(〈yn〉) = �(〈xn + yn〉);�(〈xn〉) · �(〈yn〉) = �(〈xn · yn〉):Äå÷üìáó�å áõ�Ýò �éò +, · ãéá ðñÜîåéò ðñüóèåóçò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ó�ï D.Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá äåßîïõìå ü�é �ï (D; 0; 1;+; ·) åßíáé óþìá, áëëÜó' áõ�ü �ï óçìåßï ç áðüäåéîç åßíáé �å�ñéììÝíç, áí êáé êÜðùò êïõñáó�éêÞ ó�éòëåð�ïìÝñåéÝò �éò (ðïõ èá �éò ðáñáëåßøïõìå). Ç ýðáñîç áí�ßó�ñïöïõ ãéá �çíðñüóèåóç ð.÷. áêïëïõèåß áðü �ï ðñïöáíÝò�(〈xn〉) + �(〈−xn〉) = �(〈xn + (−xn)〉) = �(〈0〉) = 0;üðïõ �ï ìüíï £ëåð�ü¤ óçìåßï åßíáé ç ðáñá�Þñçóç ü�é áí ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy,åðßóçò Cau
hy åßíáé êáé ç 〈−xn〉. �éá íá áðïäåßîïõìå �çí áí�ßó�ïé÷ç éäéü�ç�áãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü, èÝ�ïõìå ãéá êÜèå 〈xn〉 6≈ 〈0〉yn =ïñ {

1=xn; áí xn 6= 0;
1; áí xn = 0;åðáëçèåýïõìå ðñþ�á ü�é ç 〈yn〉 åßíáé Cau
hy êáé �åëåéþíïõìå ìå �ïí õðïëïãéóìü�(〈xn〉) · �(〈yn〉) = �(〈xn · yn〉) = �(〈1〉) = 1:
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242 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÇ âáóéêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é (áðü �ï (2) �ïõ A.43)
〈xn〉 6≈ 〈0〉 =⇒ (∃Æ > 0)[〈xn〉 6 (−Æ; Æ)]=⇒ (∃Æ > 0;K)(∀n ≥ K)|xn| ≥ Æìå �çí ïðïßá áñ÷ßæïõìå �çí áðüäåéîç ü�é ç 〈yn〉 åßíáé Cau
hy, áëëÜ �ïõëÜ÷éó�ïíëßãá åøéëïíéêÜ åßíáé åäþ áðáñáß�ç�á. Ôï áí�ßó�ïé÷ï èåþñçìá áðü �ç èåùñßáïñßùí åßíáé �ï

limn xn 6= 0=⇒ limn (
1xn ) =

1

limn xn ;ðáñáäïóéáêÜ ãíùó�ü ùò Ýíá áðü �á ðñþ�á äýóêïëá èåùñÞìá�á �ïõ Ëïãéóìïýü�áí áõ�üò äéäÜóêå�áé èåùñç�éêÜ.Ïñßæïõìå �þñá ó�ï D �ç ó÷ÝóçX ≤ Y ⇐⇒ïñ X ⊆ Y;ðïõ åßíáé êá�áñ÷Þí ìåñéêÞ äéÜ�áîç åðåéäÞ ç ⊆ åßíáé ìåñéêÞ äéÜ�áîç óå êÜèåïéêïãÝíåéá óõíüëùí. Ç ãñáììéêü�ç�á �çò ≤ óõíÜãå�áé áðü �çí ðáñá�Þñçóç ü�éãéá êÜèå äýï �ïìÝò Dedekind X, Y , êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü,r ∈ (Y \X) =⇒ (∀q ∈ X)[q < r] & (∀q < r)[q ∈ Y ]=⇒ X ⊆ Y;êáé âÝâáéá, X 6= Y =⇒ (∃r)[r ∈ (X \ Y )] ∨ [r ∈ (Y \X)]. Åðßóçò ìðïñïýìå íáåðáëçèåýóïõìå åýêïëá áðü �ïí ïñéóìü �ùí �ïìþí Dedekind ü�éI ⊆ D=⇒⋃ I = Q ∨⋃ I ∈ D:(�.÷. áí �ï r Þ�áí ìÝãéó�ï óçìåßï �çò Ýíùóçò ⋃ I, �ü�å r ∈ X ãéá êÜðïéïX ∈ I êáé âÝâáéá �ï r èá Þ�áí ìÝãéó�ï ó�ï X ⊆ I, ðïõ äåí Ý÷åé ìÝãéó�ï.) Áðü�çí A-2 óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò ü�é êÜèå Üíù öñáãìÝíï I ⊆ D Ý÷åé åëÜ÷éó�ïÜíù öñÜãìá, åðåéäÞ
(∀X ∈ I)[X ≤ Z]=⇒⋃ I ⊆ Z ( Q=⇒⋃ I ∈ D;êáé ç ⋃ I åßíáé ðñïöáíþò �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ I ó�ç ó÷Ýóç ≤ = ⊆.�áñáìÝíåé ìüíï íá åðáëçèåýóïõìå ü�é ãéá üëá �á X;Y; Z ∈ DX < Y =⇒ X + Z < Y + Z; (A-3)

[Z > 0 & X < Y ] =⇒ Z ·X < Z · Y; (A-4)áðü �éò ïðïßåò ðñïêýð�ïõí áìÝóùò ïé áí�ßó�ïé÷åò éäéü�ç�åò �çò ≤. �éá �çí ðéïäýóêïëç A-4, ð.÷., åðéëÝãïõìå ðñþ�á áêïëïõèßåò Cau
hy �Ý�ïéåò þó�å�(〈zn〉) = Z; �(〈xn〉) = X; �(〈yn〉) = Y;êáé âåâáéþíïõìå åýêïëá áðü �ïõò ïñéóìïýò (êáé �ï A.43) ü�é õðÜñ÷ïõí ñç�ïßáñéèìïß x0 < x1 < y0 < y1�Ý�ïéïé þó�å
〈xn〉 (x0; x1); 〈yn〉 (y0; y1);
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 243êáé ü�é ãéá êÜèå � > 0 ìðïñïýìå íá âñïýìå ñç�ïýò áñéèìïýò z0; z1 �Ý�ïéïõòþó�å
0 < z0 < z1; (z1 − z0) < �; 〈zn〉 (z0; z1):ÅðïìÝíùò

〈zn · xn〉 (z0 · x0; z1 · x1); 〈zn · yn〉 (z0 · y0; z1 · y1);êáé èá Ý÷ïõìå (åýêïëá) �ï óõìðÝñáóìá Z ·X < Z · Y áí ìðïñÝóïõìå íá äéáëÝ-îïõìå �á z0; z1 Ý�óé þó�å z1x1 < z0y0;Þ éóïäýíáìá, x1(z1 − z0) < z0(y0 − x1):ÇA-4 åßíáé ðñïöáíÞò áí x1 ≤ 0, åðåéäÞ �ü�å x1(z1−z0) ≤ 0 åíþ z0(y0−x1) > 0.Áí x1 > 0, âñßóêïõìå ðñþ�á êÜðïéï Æ > 0 �Ý�ïéï þó�å 〈zn〉 (Æ;∞) êáé ìå�ÜêÜðïéï z0; z1 �Ý�ïéï þó�å
0 < Æ < z0 < z1; 〈zn〉 (z0; z1); (z1 − z0) < Æ(y0 − x1)x1�á ïðïßá óõíåðÜãïí�áé �çí A-4:x1(z1 − z0) < x1 Æ(y0 − x1)x1

≤ z0(y0 − x1):Ç åðáëÞèåõóç �çò A-3 åßíáé óçìáí�éêÜ åõêïëü�åñç êáé �åëåéþíåé �çí áðüäåéîç�ïõ èåùñÞìá�ïò. ⊣A.49. ¢óêçóç. Äåßî�å ü�é ãéá üëåò �éò �ïìÝò Dedekind X, Y , Z:X · (Y + Z) = X · Y +X · Z:(×ñçóéìïðïéÞó�å �ïí �õðéêü ïñéóìü �ùí + êáé · ðïõ äþóáìå ó�çí áðüäåéîç�ïõ A.48.)A.50. ¢óêçóç. Äåßî�å �éò A-1 êáé A-2.A.51. ¢óêçóç. Äåßî�å ü�é áí ç 〈xn〉 åßíáé Cau
hy óå Ýíá äéá�å�áãìÝíï óþìáêáé 〈xn〉 6≈ 〈0〉, �ü�å ç áêïëïõèßá 〈yn〉 ïñéóìÝíç áðü �çí A-2 åßíáé Cau
hy êáé
〈xnyn〉 ≈ 〈1〉.A.52. Èåþñçìá. Ìïíáäéêü�ç�á �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. Áí F 1 êáéF 2 åßíáé ðëÞñç äéá�å�áãìÝíá óþìá�á, �ü�å õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áí�éó�ïé÷ßá�∗ : F 1 ֌→ F 2ðïõ åßíáé éóïìïñöéóìüò, äçëáäÞ:1. �∗(0) = 0; �∗(1) = 1.2. �∗(x+ y) = �∗(x) + �∗(y); �∗(xy) = �∗(x)�∗(y).3. x ≤ y ⇐⇒ �∗(x) ≤ �∗(y).
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244 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. . Áðü �ç ìïíáäéêü�ç�á �ùí ñç�þí áñéèìþí A.14, õðÜñ÷åé (áêñé-âþò Ýíáò) éóïìïñöéóìüò � : Q1 ֌→ Q2;üðïõ Q1, Q2 �á óýíïëá �ùí ñç�þí áñéèìþí ó�á äýï óþìá�á F 1, F 2, êáé �ïðñüâëçìá åßíáé íá åðåê�åßíïõìå �çí � ó' ïëüêëçñï �ï F 1.ËÞììá 1. �éá êÜèå x ∈ F 1, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá 〈xn〉 ñç�þí ó�ï F 1, �Ý�ïéáþó�å limn xn = x.Áðüäåéîç. Áðü �çí ðõêíü�ç�á �ùí ñç�þí áñéèìþí (¢óêçóçA.27) ðñïêýð�åéü�é ãéá êÜèå n ∈ N , õðÜñ÷åé êÜðïéïò ñç�üò áñéèìüò xn ∈ Q1 �Ý�ïéïò þó�å
|x − xn| < 1=(n + 1), êáé áð' áõ�ü (åýêïëá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ¢óêçóçA.26), limn xn = x.ËÞììá 2. �éá êÜèå áêïëïõèßá 〈xn〉 ñç�þí áñéèìþí ó�ï F 1,

(∃x ∈ F 1)[ limn = x]=⇒ (∃x∗ ∈ F 2)[ limn �(xn) = x∗]:Áðüäåéîç. �ñïöáíþòu < v ⇐⇒ �(u) < �(v); (u; v ∈ Q1)åðåéäÞ ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé åðïìÝíùò, ãéá êÜèå a; b ∈ Q1, a < b:
〈xn〉 (a; b) ⇐⇒ 〈�(xn)〉 (�(a); �(b)):Áí ç 〈xn〉 óõãêëßíåé, �ü�å åßíáé Cau
hy, ïðü�å êáé ç 〈�(xn)〉 åßíáé Cau
hy áðü�çí A.52 êáé �ï A.36 (÷ñçóéìïðïéþí�áò ðÜëé �çí A.26), Üñá êáé ç 〈�(xn)〉óõãêëßíåé áöïý �ï F 2 åßíáé ðëÞñåò.Ìå �ïí ßäéï áðëü �ñüðï ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êáé �ï �ñß�ï âáóéêü ãåãïíüòðïõ ÷ñåéáæüìáó�å:ËÞììá 3. �éá äýï Cau
hy áêïëïõèßåò ó�ïõò ñç�ïýò áñéèìïýò �ïõ F 1,
[ limn xn = limn yn]=⇒ limn �(xn) = limn �(yn):Áðü �á ËÞììá�á óõíÜãå�áé ü�é ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ãéá êÜèå x ∈ F 1, ÷ùñßòóýã÷õóç, �∗(x) =ïñ limn �(xn); ðïõ limn xn = x; ìå xn ∈ Q1:�éá êÜèå ñç�ü áñéèìü x ∈ Q1, limn x = x, Üñá�∗(x) = limn �(x) = �(x);Üñá ç �∗ åßíáé åðÝê�áóç �çò �. ÁðïìÝíåé ìüíï íá äåßîïõìå ü�é ç �∗ åßíáééóïìïñöéóìüò �ïõ F 1 ìå �ï F 2.ÕðïèÝ�ïõìå ðñþ�á ü�éx = limn xn; y = limn yn; xn; yn ∈ Q1; x < y;ðïõ óõíåðÜãå�áé áìÝóùò áðü �ï A.36 ü�é õðÜñ÷ïõí ñç�ïß áñéèìïß a; b; 
; d Ý�óéþó�å
〈xn〉 (a; b); 〈yn〉 (
; d); b < 
;
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�áñÜñ�çìá A. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß 245êáé åðïìÝíùò áðü �çí A.52
〈�(xn)〉 (�(a); �(b)); 〈�(yn)〉 (�(
); �(d)):�ñïêýð�åé ü�é �∗(x) = limn �(xn) < limn �(yn) = �∗(y)áöïý �(b) < �(
), êáé Ý÷ïõìå äåßîåé ü�é ç �∗ óÝâå�áé �ç ó÷Ýóç <:x < y=⇒�∗(x) < �∗(y):Áõ�ü óõíåðÜãå�áé áìÝóùò ü�é ç �∗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé óÝâå�áé �ç äéÜ�áîç,x ≤ y ⇐⇒ �∗(x) ≤ �∗(y):Ôá õðüëïéðá åßíáé �å�ñéììÝíá (áí êáé êÜðùò êïõñáó�éêÜ) êáé ó�çñßæïí�áéêõñßùò ó�á èåùñÞìá�á ïñßùí �ïõ Ëïãéóìïý ðïõ éó÷ýïõí óå êÜèå ðëÞñåò äéá-�å�áãìÝíï óþìá | êáé åðáëçèåýïí�áé åýêïëá ìå �ï ìç÷áíéóìü ðïõ Ý÷ïõìåäçìéïõñãÞóåé. �éá ðáñÜäåéãìá:�∗(x+ y) =ïñ limn �(xn + yn); ðïõ xn → x; yn → y; xn; yn ∈ Q1;

= limn [�(xn) + �(yn)]

= limn �(xn) + limn �(yn)

= �∗(x) + �∗(y):Ôï êñßóéìï âÞìá ó' áõ�ü �ïí õðïëïãéóìü åßíáé �ï
limn [�(xn) + �(yn)] = limn �(xn) + limn �(yn):Èá ðáñáëåßøïõìå �éò ëåð�ïìÝñåéåò. ⊣A.53. ¢óêçóç. Êá�åñãáó�åß�å �éò ëåð�ïìÝñåéåò �çò áðüäåéîçò �ïõ�∗(x+ y) = �∗(x) + �∗(y):A.54. Ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß. ¼ðùò êÜíáìå ìå �ïõò öõóéêïýò êáé �ïõò ñç�ïýòáñéèìïýò, êáèïñßæïõìå �þñá êÜðïéï ðëÞñåò, äéá�å�áãìÝíï óþìá

(R; 0; 1;+; ·;≤);�á ìÝëç �ïõ ïðïßïõ èá êáëïýìå ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò. Ôïíßæïõìå êáé ðÜëéü�é ç óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ �ïõ R åßíáé Üíåõ óçìáóßáò: �ï èåìåëéáêü, ìáèç-ìá�éêü ãåãïíüò ãéá �çí êëáóéêÞ áíÜëõóç åßíáé ü�é õðÜñ÷åé Ýíá |êáé ìÝ÷ñééóïìïñöéóìïý| ìüíï Ýíá ðëÞñåò äéá�å�áãìÝíï óþìá.A.55. ¢óêçóç. Äåßî�å �ï �üñéóìá 2.14 �ïõ Êåöáëáßïõ 2 áðü �á áîéþìá�á.Ôá áíïéê�Ü óýíïëá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ðïõ ïñßóáìå ó�ï A.29 åßíáé �ïðï-ëïãßá áðü �çí åýêïëç ¢óêçóçA.30, Ý�óé þó�å Ý÷ïõìå öõóéêÝò Ýííïéåò óõíüëùíBorel ðñáãìá�éêþí áñéèìþí êáé Borel-ìå�ñÞóéìùí óõíáñ�Þóåùí áðü �ïõò ðñáã-ìá�éêïýò áñéèìïýò óå Üëëïõò �ïðïëïãéêïýò ÷þñïõò êáé �áíÜðáëéí áðü �á 10.25,10.39. Ó�ï 10.40 ïñßóáìå �ç âáóéêÞ Ýííïéá �ïõ Borel éóïìïñöéóìïý áíÜìåóá
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246 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáóå äýï �ïðïëïãéêïýò ÷þñïõò. Ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò åðé�ñÝðåé íá ìå�áöÝ-ñïõìå áðï�åëÝóìá�á áðü �ï ÷þñï �ïõ Baire ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò, êáéåßíáé �ï âáóéêü åñãáëåßï ãéá �çí áíÜëõóç �ùí óõíïëïèåùñç�éêþí éäéï�Þ�ùí �ïõ
R. Èá ðáñáëåßøïõìå �çí áðüäåéîç ðïõ åðéêáëåß�áé �á �ñïâëÞìá�á x10.12,x10.13, êáé åßíáé ó÷å�éêÜ áðëÞ.A.56. Èåþñçìá. Ùò �ïðïëïãéêüò ÷þñïò, ï R åßíáé Borel éóïìïñöéêüò ìå �ï÷þñï �ïõ Baire N .
�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï A

∗ xA.1. ¸ó�ù F �ï óýíïëï �ùí ñç�þí óõíáñ�Þóåùí ìå áêÝñáéïõò óõí�åëåó�Ýòó�ï R (äçëáäÞ �ùí óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò ðïõ åßíáé ðçëßêáðïëõùíýìùí ìå áêÝñáéïõò óõí�åëåó�Ýò) êáé äåßîå ü�é åßíáé óþìá ìå �éò ðñïöáíåßòðñÜîåéò. Äåßîå ü�é ç ó÷Ýóçf ≤ g ⇐⇒ïñ (∃x)(∀y ≥ x)[f(y) ≤ g(y)]åßíáé äéÜ�áîç �ïõ F , �Ý�ïéá þó�å �ï F íá åßíáé äéá�å�áãìÝíï óþìá ÷ùñßò �çíéäéü�ç�á �ïõ Áñ÷éìÞäç.
∗ xA.2. Äåßîå ü�é õðÜñ÷åé äéá�å�áãìÝíï óþìá ðïõ äåí åßíáé ðëÞñåò, áëëÜ ó�ïïðïßï êÜèå Cau
hy áêïëïõèßá Ý÷åé üñéï. Õðüäåéîç. Äåßîå ü�é êÜèå äéá�å�áã-ìÝíï óþìá åðéäÝ÷å�áé Cau
hy ðëÞñùóç.xA.3. ÊÜèå áíïéê�ü óýíïëï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìç Ýíùóç îÝ-íùí áíÜ äýï áíïéê�þí äéáó�çìÜ�ùí.xA.4. ÊÜèå êëåéó�ü äéÜó�çìá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí [a; b] åßíáé óõìðáãÝò, ìå�ïí �ïðïëïãéêü ïñéóìü 10.43.xA.5. ÊÜèå êëåéó�ü óýíïëï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìç Ýíùóç óõ-ìðáãþí óõíüëùí.xA.6. ÊÜèå êëåéó�ü óýíïëï ðñáãìá�éêþí áñéèìþí äéáóðÜ�áé ìå Ýíáí ìüíï�ñüðï ùò îÝíç Ýíùóç åíüò �Ýëåéïõ êáé åíüò áðáñéèìç�ïý óõíüëïõ.
∗ xA.7. Äåßîå �ï Èåþñçìá A.56.
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�ÁÑÁÑÔÇÌÁ B
ÁÎÉÙÌÁÔÁ ÊÁÉ �ÑÏÔÕ�Á

�éá �ç óõó�çìá�éêÞ ìåëÝ�ç ãåíéêþí ðñï�ýðùí �çò áîéùìá�éêÞò óõíïëïèåùñßáò÷ñåéÜæïí�áé ìÝèïäïé �çò ìáèçìá�éêÞò ëïãéêÞò, ðïõ åßíáé Ýîù áðü �ï ðëáßóéïáõ�þí �ùí Óçìåéþóåùí.32 Åäþ èá ðåñéïñéó�ïýìå ó�ïõò Êüóìïõò Óõíüëùí,ãåíéêåýóåéò �ùí Zermelo êáé Z-F êüóìùí �ïõ Êåöáëáßïõ 11, �ïõò ïðïßïõòìðïñïýìå íá ìåëå�Þóïõìå ìå êëáóéêÝò, ìáèçìá�éêÝò ìåèüäïõò, üðùò ìåëå�Üìåóþìá�á Þ �ïðïëïãéêïýò ÷þñïõò. Èá äåßîïõìå ðñþ�á ü�é êÜèå Zermelo êü-óìïò åßíáé ðñü�õðï �çò ZDC, êáé êÜèå Z-F êüóìïò åßíáé ðñü�õðï�çò ZFDC. Áõ�ü �ï áðï�Ýëåóìá èá ìáò äþóåé ìéá êáëý�åñç êá�áíüçóç áõ�þí�ùí êüóìùí, êáé ìåñéêÜ, áðëÜ ÈåùñÞìá�á ÓõíÝðåéáò êáé Áíåîáñ�çóßáòãéá �éò áîéùìá�éêÝò èåùñßåò ZDC êáé ZFDC. Ó�ï êýñéï ìÝñïò �ïõ �áñáñ�Þ-ìá�ïò èá êá�áóêåõÜóïõìå ìåñéêïýò íÝïõò êüóìïõò ìå ðïëý äéáöïñå�éêÝò éäéü-�ç�åò, êáé éäéáß�åñá �ïí Áí�éèåìåëéùìÝíï Êüóìï �ïõ A
zel, ðïõ ðåñéÝ÷åéìéá ðëïýóéá óõëëïãÞ ìç åäñáéùìÝíùí óõíüëùí. Èá óõìðåñÜíïõìå ðÜëé ìåñéêÜáðï�åëÝóìá�á óõíÝðåéáò êáé áíåîáñ�çóßáò, áëëÜ ï êýñéïò ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íáäéåñåõíÞóïõìå äéÜöïñåò, åíáëëáê�éêÝò Ýííïéåò óõíüëïõ êáé íá �éò óõãêñßíïõìåìå �çí êëáóéêÞ Ýííïéá �ùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí �ïõ 12.34.Áñ÷ßæïõìå ì' Ýíá áðï�Ýëåóìá ãéá �ïí åëÜ÷éó�ï êüóìï �ïõ Zermelo Z ðïõåßíáé êÜðùò áðñïóäüêç�ï, éäéáß�åñá ìå�Ü áðü �çí åðé÷åéñçìá�ïëïãßá ó�ï 11.25ü�é äÞèåí ï Z ðåñéÝ÷åé üëá �á áí�éêåßìåíá ìåëÝ�çò �ùí êëáóéêþí ìáèçìá�éêþí.B.1. Èåþñçìá. Ôï óýíïëï V! �ùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí äåí áíÞêåéó�ï Z, êáé ìÜëéó�á äåí õðÜñ÷åé óýíïëï A ∈ Z �Ý�ïéï þó�å
∅ ∈ A & (∀X)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]:

32�é' áõ�ïýò ðïõ îÝñïõí ëïãéêÞ, ðáñá�çñïýìå ü�é ç ðéï öõóéêÞ �õðïðïßçóç �ùí áîéùìá�éêþíóõó�çìÜ�ùí áõ�þí �ùí Óçìåéþóåùí åßíáé óå óýó�çìá ðñù�ïâÜèìéáò ëïãéêÞò ìå ðïëëÜ åßäçêáé �áõ�ü�ç�á, ðïõ íá Ý÷åé îå÷ùñéó�Ýò ìå�áâëç�Ýò ãéá áí�éêåßìåíá, ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáéïñéó�éêïýò �åëåó�Ýò ïóïíäÞðï�å ìå�áâëç�þí, êáé �éò ðñù�üãïíåò ó÷Ýóåéò Set and ∈. �áñá�ç-ñïýìå åðßóçò ü�é äåí óõìðåñéëÜâáìå ó�ï 3.18 áîéþìá�á Ýê�áóçò ãéá óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò,êáé ðï�Ý äåí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �Ý�ïéá áîéþìá�á. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ãéá íá ö�Üóïõìå ó�çíêëáóéêÞ èåùñßá G�odel-Bernays áðü �çí ZFC �ïõ 11.31, ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå áîéþìá�áÝê�áóçò ãéá óõíèÞêåò. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, áêñéâþò åðåéäÞ äåí áðáé�Þóáìå áîéþìá�á Ýê�á-óçò ãéá óõíèÞêåò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå �çí ZFC �ïõ 11.31 ùò áêñéâþò (åê�üò áðü �ïóõìâïëéóìü) �çí êëáóéêÞ èåùñßá Zermelo-Fraenkel Theory, åñìçíåýïí�áò �éò £óõíèÞêåò¤ ùò£�ýðïõò¤, ìå ðáñáìÝ�ñïõò. 247



248 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. . �éá êÜèå x ∈ Z, èÝ�ïõìålevel(x) = �ï åëÜ÷éó�ï n �Ý�ïéï þó�å x ∈ Zn;Ý�óé ðïõ �á ìÝëç �ïõ N0 Ý÷ïõí åðßðåäï (level) 0, áëëÜlevel(x) > 0=⇒ level({x}) = level(x) + 1·åðåéäÞ x ∈ Zn=⇒{x} ∈ Zn+1, êé áí {x} ∈ Zn ãéá êÜðïéï n > 0, �ü�å {x} ⊆
Zn−1 áðü �çí 11-20, êáé åðïìÝíùò x ∈ Zn−1. Ìå áíáäñïìÞ ó�ï n ïñßæïõìå �áóýíïëá A0 = {∅; {∅}}; An+1 = {An}:�ñïöáíþò An ∈ V!, level(A0) = 1, áöïý A0 ⊆ N0 áëëÜ A0 =∈ N0, êáé åðáãù-ãéêÜ, level(An) = n+ 1.�ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, Ýó�ù A ∈ Z �Ý�ïéï þó�å íá éó÷ýåé ç B.1. �áñá�ç-ñïýìå ü�é A0 ∈ P(P(∅)) ∈ A, êáé áð' áõ�ü, åðáãùãéêÜ, ãéá êÜèå n, An ∈ A. ÁíA ∈ Zm, �ü�å êÜèå An ∈ Zm åðåéäÞ �ï Zm åßíáé ìå�áâá�éêü, Üñá level (An) ≤ mãéá êÜèå n, êé áõ�ü áí�é�ßèå�áé ó�ï óõìðÝñáóìá �çò áìÝóùò ðñïçãïýìåíçò ðá-ñáãñÜöïõ. ⊣Ìå �ïí ßäéï �ñüðï ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é áí �á Êáñ�åóéáíÜ ãéíüìåíá ïñé-ó�ïýí ìå âÜóç �ï æåýãïò Kuratowski, �ü�å ⋃∞n=2{N0}n =∈ Z, �ñüâëçìá xB.2.�ñÜãìá�é, ðïëëÜ áðëÜ óýíïëá äåí áíÞêïõí ó�ïí êüóìï Z, áëëÜ �ï ãåãïíüò ü�éV! =∈ Z åßíáé ç ðéï äñáìá�éêÞ Ýíäåéîç �çò áíåðÜñêåéÜò �ïõ ùò êüóìïõ ìáèçìá-�éêþí áí�éêåéìÝíùí. Ç êá�áóêåõÞ �ïõ V! åßíáé �üóï ðåéó�éêÞ, äéêáéïëïãåß�áéìå �üóç öõóéêü�ç�á áðü �éò ðéï âáóéêÝò ìáò äéáéóèÞóåéò ãéá �á óýíïëá, ðïõåßíáé äýóêïëï íá ðéó�Ýøïõìå ü�é äçìéïõñãÞóáìå üëç áõ�Þ �ç óõíïëïèåùñßá ó�áÊåöÜëáéá 3 - 10 êáé �ï �áñÜñ�çìá A ìå âÜóç áîéþìá�á ðïõ äåí åããõþí�áé�çí ýðáñîÞ �ïõ. Ìðïñåß âÝâáéá êáíåßò íá ðáñáâëÝøåé �ï öáéíüìåíï óáí ðáñá-äñïìÞ �ïõ Zermelo êáé íá ðñïóèÝóåé ó�á áîéþìá�á êÜ�é åëÜ÷éó�ï ðïõ íá áñêåßãéá �çí áðüäåéîç �çò ýðáñîçò �ïõ V!, áëëÜ áõ�ü äåí åßíáé ç óùó�Þ åðéëïãÞ.Áöåíüò îÝñïõìå �ç óùó�Þ åðéëïãÞ, åßíáé ç ðñüóèåóç �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Ü-ó�áóçò ðïõ äéêáéïëïãåß�áé ìå åðé÷åéñÞìá�á öéëïóïöéêÜ áäéá÷þñéó�á áð' áõ�Üìå �á ïðïßá ó�çñßîáìå �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý. Êáé áöå�Ýñïõ, ç éäéáß�åñç áîßá�çò ZAC åßíáé áêñéâþò ü�é Ý÷åé áõ�Ü �á äýï áí�éêñïõüìåíá ÷áñáê�çñéó�éêÜ,íá áðïäåß÷íåé �üóï ìåãÜëï ìÝñïò áðü �á êëáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ êáé óõã÷ñüíùòíá åðéäÝ÷å�áé åñìçíåßá óå �üóï áðëÜ, åýêïëá ó�ç óýëëçøç ðñü�õðá üðùò �ï
Z. ÏðïéåóäÞðï�å áðùèçìÝíåò áìöéâïëßåò ãéá �çí ïñèü�ç�á �çò óõíïëïèåùñßáòßóùò ðáñÝìåéíáí áðü �á ðáñÜäïîá, èá ðñÝðåé �ïõëÜ÷éó�ïí íá ìå�ñéáó�ïýí áðü�ï óèÝíïò �çò ZAC êáé �çí åõêïëßá åñìçíåßáò �çò.ÌÝ÷ñé �þñá äåí Ý÷ïõìå áêüìç äþóåé áõó�çñü ïñéóìü �çò Ýííïéáò ìå �çí ïðïßá�ï Z åßíáé £ðñü�õðï¤ �çò ZDC. ºóùò ç áðëïýó�åñç ðñüóâáóç ó�ï ðñüâëçìáíá åßíáé ç åîÞò åñìçíåßá �ïõ B.1, ùò èåùñÞìá�ïò áíåîáñ�çóßáò.B.2. Èåþñçìá; Äåí åßíáé äõíá�ü íá áðïäåßîïõìå áðü �á áîéþìá�á �çò ZDCü�é õðÜñ÷åé óýíïëï A, �Ý�ïéï ðïõ íá ðåñéÝ÷åé �ï êåíü êáé íá åßíáé êëåéó�ü ãéá�ïí �åëåó�Þ �ïõ äõíáìïóõíüëïõ.
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 249Áðüäåéîç. . ÓõìâïëéêÜ, ç ðñü�áóç ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå áíåîÜñ�ç�ç�çò ZDC åßíáé ç åîÞò:� ⇐⇒ïñ (∃A)[∅ ∈ A & (∀X)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]]:Áò äå÷�ïýìå, ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, ü�é ç � åßíáé èåþñçìá �çò ZDC. ÅðåéäÞ�ï åëÜ÷éó�ï ðñü�õðï �ïõ Zermelo Z Ý÷åé üëåò �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò ðïõáðáé�ïýí �á áîéþìá�á �çò ZDC, êÜèå áðüäåéîç �çò � áð' áõ�Ü �á áîéþìá�áìå�áöñÜæå�áé óå áðüäåéîç �çò åñìçíåßáò �çò � ó�ï Z, ðïõ åßíáé�(Z) ⇐⇒ (∃A ∈ Z)[∅ ∈ A & (∀X ∈ Z)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]]:¢ñá ç �(Z) áëçèåýåé, äçëáäÞ õðÜñ÷åé óýíïëï A ∈ Z �Ý�ïéï þó�å
∅ ∈ A & (∀X ∈ Z)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A];ðïõ åîáé�ßáò �çò ìå�áâá�éêü�ç�áò �ïõ Z åßíáé éóïäýíáìï ìå �çí
∅ ∈ A & (∀X)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]·áëëÜ �ï B.1 åããõÜ�áé áêñéâþò ü�é êáíÝíá A ∈ Z äåí éêáíïðïéåß �çí B.2, êáéö�Üóáìå óå Ü�ïðï. ⊣Ôï åðé÷åßñçìá Ý÷åé êÜðùò ðáñÜîåíç õöÞ, åê�üò áí îÝñåéò ËïãéêÞ, êáé ïðùó-äÞðï�å äåí åßíáé ðëÞñåò, ìüíï óêéáãñáößá. Áõ�ü ðïõ ìáò ëåßðåé åßíáé áõó�çñüòïñéóìüò �çò åñìçíåßáò ìéáò ðñü�áóçò ó�ï Z ðïõ åðéêáëåó�Þêáìå ó�çí êßíçóçáðü �çí � ó�çí �(Z), êáé êáëü åßíáé íá îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. ÁòõðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå âñåé êÜðïéïí ðáñáäïóéáêü, êëáóéêü ìáèçìá�éêü, ßóùòÝíáí áíáëýó�á �çò ðáëéÜò ó÷ïëÞò ðïõ äåí åíäéáöÝñå�áé ãéá �ç ãåíéêÞ óõíïëï-èåùñßá· Ý÷åé äéáâÜóåé �á ÊåöÜëáéá 3 - 10 êáé �ï �áñÜñ�çìá A êáé Ý÷åé ðåéó�åßü�é üëá �á áí�éêåßìåíá ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá �ç äïõëåéÜ �ïõ æïõí ó�ï Z. Óå ìéáðñïóðÜèåéá íá áðëïðïéÞóåé �ïí êüóìï �ïõ, âãÜæåé äçìüóéá áíáêïßíùóç ü�é áðüäù êáé ìðñïò, ü�áí ëÝåé £áí�éêåßìåíï¤ èá åííïåß £ìÝëïò �ïõ Z¤, �ï Z åßíáé ïêüóìïò �ïõ. Áò õðïèÝóïõìå åðßóçò ü�é áõ�ü �ï ðñüóùðï �þñá áðáããÝëëåé �ïÁîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ êáé äçëþíåé ü�é �ï ðéó�åýåé. Ôé áêñéâþò åííïåß; ¼ðùò�ï åêöñÜóáìå ó�ï ÊåöÜëáéï 3, �ï áîßùìá ëÝåé �ï åîÞò:(IV) : �éá êÜèå áí�éêåßìåíï A, õðÜñ÷åé óýíïëï B, �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèå X,X ∈ B ⇐⇒ Set(X) & (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A]:Áí áí�éêá�áó�Þóïõìå £áí�éêåßìåíï¤ ìå £ìÝëïò �ïõ Z¤ ó' áõ�Þ �çí ðñü�áóç,Ý÷ïõìå êÜ�é äéáöïñå�éêü:(IV)(Z) : �éá êÜèå A ∈ Z, õðÜñ÷åé óýíïëï B ∈ Z, �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèåX ∈ Z, X ∈ B ⇐⇒ Set(X) & (∀t ∈ Z)[t ∈ X =⇒ t ∈ A]:Áõ�ü åßíáé ðïõ ï ößëïò ìáò åííïåß ü�áí éó÷õñßæå�áé ü�é êÜèå óýíïëï Ý÷åé äõíáìï-óýíïëï, êáé äéáöÝñåé áñêå�Ü áðü �ï Áîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ þó�å íá ìçí åßíáéáìÝóùò ðñïöáíÝò. �éá íá �ï áðïäåßîïõìå, ãéá êÜèå A ∈ Z, öõóéêÜ åðéëÝãïõìåB = P(A), ðïõ åßíáé åðßóçò ìÝëïò �ïõ Z. �áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå X ∈ Z,

(∀t ∈ Z)[t ∈ X =⇒ t ∈ A] ⇐⇒ (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A];
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250 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáåýêïëá, áðü �ç ìå�áâá�éêü�ç�á �ïõ Z. ¢ñá ç B åßíáé éóïäýíáìç ìå �çíX ∈ B ⇐⇒ Set(X) & (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A];ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå X, êáé åðïìÝíùò (åéäéêü�åñá) ãéá êÜèå X ∈ Z.�ñÜãìá�é, üëá �á áîéþìá�á �çò ZAC áðïöÝñïõí áëçèåßò ðñï�Üóåéò áí áí�é-êá�áó�Þóïõìå ó' áõ�Ü £áí�éêåßìåíï¤ ìå £ìÝëïò �ïõ Z¤ ì' áõ�ü �ïí �ñüðï. Óõ-íåðþò üëá �á èåùñÞìá�á ðïõ óõíÜãïí�áé áðü �á áîéþìá�á �çò ZAC ìüíï ìå �çëïãéêÞ áðïöÝñïõí áëçèåßò ðñï�Üóåéò ü�áí �á åñìçíåýóïõìå ó�ï Z ìå �ïí ßäéï�ñüðï êáé ï êëáóéêüò áíáëýó�áò �çò öáí�áóßáò ìáò ìðïñåß íá åñãáó�åß ó�çíZAC ìå áóöÜëåéá, êáé ìå �ç óéãïõñéÜ ü�é áðïäåß÷íåé ðñï�Üóåéò ðïõ áëçèåýïõíó�ïí êüóìï �ïõ. Áõ�ü �ï ü÷é �üóï �å�ñéììÝíï áðï�Ýëåóìá åêöñÜæåé �ï ãåãïíüòü�é �ï Z åßíáé £ðñü�õðï¤ �çò ZAC, ðïõ ïñßæå�áé áõó�çñÜ ùò åîÞò.B.3. Êüóìïò óõíüëùí (set universe) M åßíáé �ñéÜäá M;S;E, ìéáò êëÜóçò(ßóùò óõíüëïõ) M , ìéáò £õðïêëÜóçò¤ S ⊆ M êáé ìéáò äéìåëïýò, ïñéó�éêÞòóõíèÞêçò E �Ý�ïéáò þó�å E(x; y)=⇒x; y ∈M êáé ãéá êÜèå x ∈M ,bM(x) =ïñ {t | tEx} åßíáé óýíïëï;ðïõ óçìáßíåé ü�é ãéá êÜðïéï óýíïëï X êáé êÜèå t,t ∈ X ⇐⇒ E(t; x):×ñçóéìïðïéïýìå óõíþíõìá �ïõò óõìâïëéóìïýòtEx ⇐⇒ E(t; x)ãéá �ç óõíèÞêç E ðïõ åñìçíåýåé �ç óõíèÞêç ∈ ó�ïM, êáé êáëïýìå �ï óýíïëïbM(x), óþìá �ïõ x, ãéá êÜèå x ∈ M . Ôá M-áí�éêåßìåíá åßíáé �á ìÝëç �ïõM êáé �áM-óýíïëá åßíáé �á ìÝëç �ïõ S. Ìéá n-áäéêÞ ïñéó�éêÞ óõíèÞêç åßíáé
M-óõíèÞêç áí éó÷ýåé ìüíï ãéá áí�éêåßìåíá �ïõ M , äçëáäÞP (x1; : : : ; xn)=⇒x1; : : : ; xn ∈M·êáé Ýíáò �åëåó�Þò F n ìå�áâëç�þí åßíáé M-�åëåó�Þò, áí áí�éó�ïé÷ßæåé M-áí�éêåßìåíá óåM-áí�éêåßìåíá, äçëáäÞx1; : : : ; xn ∈M =⇒F (x1; : : : ; xn) ∈M:Ï êüóìïòM åßíáé öõóéêüò (natural) áí ç êëÜóç M åßíáé ìå�áâá�éêÞ êáé ïéS, E åßíáé ïé óõíÞèåéò óõíèÞêåò �ïõ £åßíáé óýíïëï¤ êáé £áíÞêåéí¤, äçëáäÞX ∈M =⇒ X ⊆M;x ∈ S ⇐⇒ x ∈M & Set(x);xEy ⇐⇒ x; y ∈M & x ∈ y:¸íáò öõóéêüò êüóìïòM êáèïñßæå�áé áðü �ç ìå�áâá�éêÞ êëÜóçM �ùí áí�éêåé-ìÝíùí �ïõ êáé èá �ïí �áõ�ßóïõìå ì' áõ�Þ �çí êëÜóç, äçëáäÞ ü�áí áíáöåñüìáó�åó�ïí êüóìïM ãéá ìéá ìå�áâá�éêÞ êëÜóçM , èá åííïïýìå �ïí öõóéêü êüóìï ìåáí�éêåßìåíá �á ìÝëç �çò M . Ôï óþìá áí�éêåéìÝíïõ ó' Ýíá öõóéêü êüóìï åßíáé�ï óýíïëï �ùí ìåëþí �ïõ,bM (x) = {t | t ∈ x}; (x ∈M)·
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 251Ý�óé bM (x) = x, áí �ï x åßíáé óýíïëï, áëëÜ bM (x) = ∅ áí �ï x åßíáé Ü�ïìï.Ç ó÷å�éêïðïßçóç (relativization) ó' Ýíáí êüóìïM ìéáò ðñü�áóçò � åßíáé çðñü�áóç �(M) ðïõ ðñïêýð�åé áí áí�éêá�áó�Þóïõìå ó�çí � £áí�éêåßìåíï¤ ìå £M-áí�éêåßìåíï¤, £óýíïëï¤ ìå £M-óýíïëï¤, £x ∈ y¤ ìå £xEy¤, £óõíèÞêç¤ ìå £M-óõíèÞêç¤ êáé £�åëåó�Þò¤ ìå £M-�åëåó�Þò¤, ìå óõíÝðåéá, óå üëåò �éò åìöáíßóåéòáõ�þí �ùí åêöñÜóåùí ó�çí �. Áí ç ðñü�áóç �(M) áëçèåýåé, ëÝìå ü�é ç �áëçèåýåé ó�ïí êüóìï M Þ ü�é ï êüóìïò M éêáíïðïéåß �çí �.Ï êüóìïòM åßíáé ðñü�õðï Þ ìïí�Ýëï (model) åíüò áîéùìá�éêïý óõó�Þìá-�ïò T, áí êÜèå áîßùìá �ïõ T áëçèåýåé ó�ïí M, äçëáäÞ áí ç ó÷å�éêïðïßçóç�(M) êÜèå áîéþìá�ïò � �ïõ T åßíáé áëçèéíÞ ðñü�áóç. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóçêáëïýìå åðßóçò �ïíM êüóìï �ïõ T Þ áðëïýó�åñá T-êüóìï.B.4. �ñï�Üóåéò êáé ó÷å�éêïðïéÞóåéò. �ñü�áóç (proposition) åßíáé ìéá ïñéó�éêÞ,ìáèçìá�éêÞ äÞëùóç, Ýíáò ëåê�éêüò éó÷õñéóìüò üðùò �á áîéþìá�á, èåùñÞìá�áêáé åéêáóßåò �á ïðïßá ìåëå�Üìå. Áõ�üò äåí åßíáé âÝâáéá áõó�çñüò ïñéóìüò, êáéäåí ìðïñåß íá åßíáé, åöüóïí ç êáèçìåñéíÞ ãëþóóá �ùí ìáèçìá�éêþí äåí åßíáéáõó�çñÜ ðñïóäéïñéóìÝíç. Ó�çí ïõóßá äå÷üìáó�å ü�é ãéá üëá �á áí�éêåßìåíáx, y, ïé åêöñÜóåéò x = y, x ∈ y êáé Set(x) åßíáé ðñï�Üóåéò· ü�é ãéá êÜèåïñéó�éêÞ óõíèÞêç P êáé üëá �á áí�éêåßìåíá x1; : : : ; xn, ç Ýêöñáóç P (x1; : : : ; xn)åßíáé ðñü�áóç· êáé ü�é ïé ðñï�Üóåéò óõíåíþíïí�áé ìå �éò èåìåëéáêÝò ðñÜîåéò �çòëïãéêÞò ¬,∨, ∃ ê.ëð. Ç ó÷å�éêïðïßçóç33 ìéáò ðñü�áóçò ó' Ýíáí êüóìï óõíüëùí
M õðïëïãßæå�áé ìå �ï öõóéêü �ñüðï, ð.÷.

(x = y)(M)
: x = y;Set(x )(M) : x ∈ S;

(x ∈ y)(M) : xEy;P (x1; : : : ; xn)
(M)

: P (x1; : : : ; xn);
(¬�)(M) : ¬(�(M));

(� &  )
(M)

: �(M) &  (M);
((∀x)�)(M) : (∀x ∈M)�(M);
((∀P )�)(M) : (∀P )[(∀x; y)[P (x; y)=⇒x; y ∈M ]=⇒�(M)];

33Ïé ãíþó�åò �õðéêÞò ëïãéêÞò ßóùò åéêÜóïõí ü�é ï �åëåßùò áêñéâÞò (óõí�áê�éêüò) ìå�á-ó÷çìá�éóìüò ó÷å�éêïðïßçóçò �ýðùí åßíáé åõêïëü�åñïò ó�çí êá�áíüçóç áð' áõ�üí ðïõ ÷ñçóé-ìïðïéïýìå, ðïõ ïñßæå�áé êá�åõèåßáí óå ðñï�Üóåéò �çò £ìáèçìá�éêÞò, êïéíÞò ãëþóóáò¤. ÁëëÜðñéí åöáñìüóïõìå �ïí �õðéêü ìå�áó÷çìá�éóìü ó÷å�éêïðïßçóçò, ðñÝðåé íá £�õðïðïéÞóïõìå¤�éò ðñï�Üóåéò �çò êáèçìåñéíÞò ãëþóóáò ðïõ óå �åëåõ�áßá áíÜëõóç ìáò åíäéáöÝñïõí, êáé ëßãçóêÝøç ðåßèåé ü�é ï ìå�áó÷çìá�éóìüò �õðïðïßçóçò åßíáé áêñéâþò �üóï £áóáöÞò¤ üóï êáé ïäéáéóèç�éêüò ìå�áó÷çìá�éóìüò ó÷å�éêïðïßçóçò ðïõ äå÷üìáó�å åäþ. Ìðïñåß êáíåßò íá õðï-ó�çñßîåé �çí éäÝá, ü�é êá�áëáâáßíïõìå ðþò íá �õðïðïéÞóïõìå ìéá ðñü�áóç �ü�å êáé ìüíïí áíãíùñßæïõìå ðþò íá �çí åñìçíåýóïõìå óå êÜèå äïìÞ, äçëáäÞ áêñéâþò áí êá�áëáâáßíïõìå �éòäéáéóèç�éêÝò �çò ó÷å�éêïðïéÞóåéò.
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252 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáüðïõ ç P åßíáé äéìåëÞò, ïñéó�éêÞ óõíèÞêç ê.ëð. Ó�éò áðïäåßîåéò ðïõ áêïëïõèïýíèá äéá�õðþóïõìå ó÷ïëáó�éêÜ �ç ó÷å�éêïðïßçóç êÜèå ðñü�áóçò ìå �çí ïðïßá èááó÷ïëçèïýìå: áõ�ü èá ìáò äþóåé ðïëëÜ ðáñáäåßãìá�á ðïõ åßíáé ÷ñÞóéìá ãéá�çí êá�áíüçóç �çò Ýííïéáò, áëëÜ åðßóçò èá ìáò åîáóöáëßóåé ü�é �á óõãêåêñé-ìÝíá áðï�åëÝóìá�á ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí åßíáé áõó�çñÜ äéá�õðùìÝíá êáé áðï-äåéãìÝíá. Ç óçìáóßá üìùò �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí ó�çñßæå�áé ó�çí åîÞò, ãåíéêÞáñ÷Þ, ðïõ ëÝåé áðëþò ü�é ëïãéêÜ åðáêüëïõèá áëçèþí (ó�ï M) ðñï�Üóåùí åðß-óçò áëçèåýïõí (ó�ï M), êáé éó÷ýåé âÝâáéá ãéá üëá �á ðñü�õðá ïðïéáóäÞðï�åáîéùìá�éêÞò èåùñßáò, ü÷é ìüíï êüóìïõò óõíüëùí.B.5. Áñ÷Þ Ïñèü�ç�áò ËïãéêÞò ÓõíÝðåéáò. Áí ìéá ðñü�áóç � åßíáé èåþñçìááîéùìá�éêïý óõó�Þìá�ïò T (äçëáäÞ áðïäåß÷íå�áé áðü �á áîéþìá�á �ïõ T ìüíïìå �ç ëïãéêÞ), �ü�å êÜèå êüóìïò �çò T éêáíïðïéåß �çí �.B.6. Êüóìïé êáé ãåíéêÜ ðñü�õðá. Óýìöùíá ìå �çí áíÜëõóç ó�ï 8.22, ãéá íáïñßóïõìå ðñü�õðï áîéùìá�éêÞò óõíïëïèåùñßáò ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìå Ýíá ðåäßïáí�éêåéìÝíùí, íá ïñßóïõìå ó' áõ�ü �éò âáóéêÝò óõíèÞêåò �ïõ £íá åßíáé óýíïëï¤êáé £íá áíÞêåé¤, êáé åðßóçò íá êáèïñßóïõìå ðïéåò óõíèÞêåò êáé ðïéïé �åëåó�Ýòó�ï ðåäßï èá äå÷�ïýìå ùò ïñéó�éêïýò. Ïé êüóìïé óõíüëùí åßíáé åéäéêÜ ðñü�õðáãéá äýï óçìáí�éêïýò ëüãïõò.(1) ¼�áí èåùñïýìå Ýíáí êüóìï óõíüëùí M ùò ðñü�õðï êÜðïéáò áîéùìá�é-êÞò óõíïëïèåùñßáò, äå÷üìáó�å ùò ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò �ïõM üëåò �éò ïñéó�éêÝòóõíèÞêåò �ïõ âáóéêïý ìáò êüóìïõ W , êáé äå÷üìáó�å ùò ïñéó�éêïýò �åëåó�Ýò�ïõ M üëïõò �ïõò M-�åëåó�Ýò, äçëáäÞ �ïõò ïñéó�éêïýò �åëåó�Ýò �ïõ W ðïõáí�éó�ïé÷ßæïõíM-áí�éêåßìåíá óåM-áí�éêåßìåíá.34 Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äåß-îïõìå ü�é üëá �á áîéþìá�á ãéá ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò ðïõ áðáñéèìÞ-óáìå ó�ï 3.18 éó÷ýïõí ì' áõ�Þ �çí åñìçíåßá, �ñüâëçìá xB.1: åðïìÝíùò, ãéáíá äåßîïõìå ü�é Ýíáò êüóìïò óõíüëùíM åßíáé ðñü�õðï (áò ðïýìå) �çò ZFDC,áñêåß íá áðïäåßîïõìå �éò ó÷å�éêïðïéÞóåéò ó�ïíM �ùí áîéùìÜ�ùí (I) - (VIII).(2) ÅðåéäÞ äå÷üìáó�å åî ïñéóìïý ü�é ãéá êÜèå x ∈M , �ï óþìá bM(x) åßíáéóýíïëï, �á M-óýíïëá äåí åßíáé £ìåãáëý�åñá¤ áðü �á áëçèéíÜ óýíïëá ó�ï W ,ð.÷. äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åéM-óýíïëï x �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèå t, tEx.Ïé öõóéêïß êüóìïé åßíáé áêüìç åéäéêü�åñïé, áöïý ðåñéïñßæïõí ìüíï �ï ðåäßïáí�éêåéìÝíùí óå êÜðïéá ìå�áâá�éêÞ êëÜóç | êáé áõ�ü äéåõêïëýíåé óçìáí�éêÜ�çí êá�áíüçóç �çò ó÷å�éêïðïßçóçò ãé' áõ�ïýò. Áðü �ç ìáèçìá�éêÞ óêïðéÜ, ïéöõóéêïß êüóìïé åßíáé õðïêüóìïé �ïõW êáé £êëçñïíïìïýí¤ �ç äïìÞ �ïõò áðü �ïí
W , üðùò ïé õðïïìÜäåò, ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíïé õðï÷þñïé, �ïðïëïãéêïß õðï÷þñïé,ê.ëð. êáèïñßæïí�áé áðü êÜðïéï õðïóýíïëï äïóìÝíïõ ÷þñïõ êáé êëçñïíïìïýíáð' áõ�üí �çí áíÜëïãç äïìÞ. Ç åðéðñüóèå�ç ëåð�ü�ç�á ó�çí ðñïêåéìÝíç ðåñß-ð�ùóç åßíáé ü�é ðñÝðåé íá åñìçíåýóïõìå (íá ó÷å�éêïðïéÞóïõìå) ó' áõ�ïýò �ïõòõðïêüóìïõò(!) ðñï�Üóåéò ðïõ åßíáé ëïãéêÜ ðåñßðëïêåò, ðïëý ðéï ðåñßðëïêåò áðü

34Ìå ó÷ïëáó�éêü�ç�á, ïé ïñéó�éêÝò óõíèÞêåò �ïõ M åßíáé ïé ðåñéïñéóìïß ó�çí êëÜóç M�ùí ïñéó�éêþí óõíèçêþí �ïõ W, êáé áíÜëïãá ãéá �ïõò �åëåó�Ýò.
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 253�éò áðëÝò åîéóþóåéò Þ óõìðåñéëÞøåéò ðïõ �õðéêÜ ìåëå�Üìå ó�çí ¢ëãåâñá Þ �çíÔïðïëïãßá.Áñ÷ßæïõìå ìå �çí åðáëÞèåõóç áîéùìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç ìåëå�Þóåé, óå êü-óìïõò ðïõ Ý÷ïõìå Þäç åéóáãÜãåé, üðïõ ïé Ýííïéåò åßíáé ïéêåßåò.B.7. ËÞììá. ÊÜèå ìå�áâá�éêÞ êëÜóç éêáíïðïéåß �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò.Áðüäåéîç. . Ç ó÷å�éêïðïßçóç ó�ïM �ïõ Áîéþìá�ïò ¸ê�áóçò åßíáé ç åîÞò:(I)(M) : �éá üëá �á óýíïëá A;B ∈M ,A = B ⇐⇒ (∀x ∈M)[x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B]:Áí A = B, �ü�å �á A êáé B Ý÷ïõí �á ßäéá ìÝëç, þó�å óßãïõñá Ý÷ïõí �á ßäéá ìÝëçó�ï M . �éá íá áðïäåßîïõìå �ï áí�ßó�ñïöï, ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é áí A 6= B,�ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéï x ∈ M , �Ý�ïéï þó�å åß�å x ∈ A \ B Þ x ∈ B \ A· áëëÜ áíA 6= B, �ü�å óßãïõñá õðÜñ÷åé êÜðïéïx ∈ (A \B) ∪ (B \A) ⊆ A ∪B;êáé A;B ⊆M åðåéäÞ �ï M åßíáé ìå�áâá�éêÞ êëÜóç, Üñá áõ�ü �ï x åßíáé åðßóçòìÝëïò �ïõ M . ⊣B.8. ËÞììá. ÊÜèå êüóìïò �ïõ Zermelo åßíáé öõóéêüò êüóìïò �ùí áîéùìÜ�ùí(I) - (VI).Áðüäåéîç. . Èåùñïýìå ó�ç óåéñÜ êáèÝíá áðü �á áîéþìá�á (I) - (VI), åê�üòáðü �ï (I) (ðïõ ìüëéò äåßîáìå) êáé �ï (IV) ãéá �ï ïðïßï äþóáìå �çí áðüäåéîç ó�ïðáñÜäåéãìá ðéï ðÜíù. Ï óïâáñüò ìáèç�Þò ðñÝðåé íá óõãêñßíåé �ç ó÷å�éêïðïßçóçêÜèå áîéþìá�ïò ó�ïM ðïõ ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ìå �çí áñ÷éêÞ äéá�ýðùóç �ïõßäéïõ áîéþìá�ïò ó�ï ÊåöÜëáéï 3.(II)(M) : Êåíü óýíïëï êáé æåýãïò. (a) ÕðÜñ÷åé êÜðïéï åéäéêü áí�éêåßìåíïy ∈M ðïõ åßíáé óýíïëï áëëÜ äåí Ý÷åé ìÝëç ó�ï M . (b) �éá üëá �á áí�éêåßìåíáx; y ∈M , õðÜñ÷åé óýíïëï z ∈M �Ý�ïéï þó�å
(∀t ∈M)[t ∈ z ⇐⇒ t = x ∨ t = y]:(a) ∅ ∈ M áðü �çí õðüèåóç, äåí Ý÷åé êáíÝíá ìÝëïò, êáé åðïìÝíùò äåí Ý÷åéêáíÝíá ìÝëïò ó�ï M . (b) Áí x; y ∈M , �ü�å z = {x; y} ∈M áðü �çí õðüèåóç,êáé ðñïöáíþò áõ�ü �ï z éêáíïðïéåß �çí B.8, åöüóïí éêáíïðïéåß �çí éó÷õñü�åñç

(∀t)[t ∈ z ⇐⇒ [t = x ∨ t = y]:(III)(M) : Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý. �éá êÜèå A ∈ M êáé êÜèå ìïíïìåëÞ,ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P , õðÜñ÷åé óýíïëï B ∈M ðïõ éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßá
(∀x ∈M)[x ∈ B ⇐⇒ x ∈ A & P (x)]:¸ó�ù A ∈M . Áðü �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý õðÜñ÷åé êÜðïéï B ðïõ éêáíïðïéåß�çí

(∀x)[x ∈ B ⇐⇒ x ∈ A & P (x)]:�ñïöáíþò B ⊆ A, Üñá B ∈ P(A) ∈ M , Üñá B ∈ M , áöïý �ï M åßíáé ìå�áâá-�éêü, êáé ç B.8 óõíåðÜãå�áé �çí áóèåíÝó�åñç B.8.
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254 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá(V)(M) : Áîßùìá ¸íùóçò. �éá êÜèå E ∈ M , õðÜñ÷åé óýíïëï B ∈ M ðïõéêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßá
(∀t ∈M)[t ∈ B ⇐⇒ (∃X ∈M)[X ∈ E & t ∈ X]]:ÈÝ�ïõìå B =
⋃E , ðïõ åßíáé ìÝëïò �ïõ M áðü �çí õðüèåóç êáé éêáíïðïéåß �çíéóïäõíáìßá

(∀t)[t ∈ B ⇐⇒ (∃X)[X ∈ E & t ∈ X]]:Áðü �ç ìå�áâá�éêü�ç�á �ïõ M ãéá ìéá áêüìç öïñÜ, ãéá êÜèå t,
(∃X)[X ∈ E & t ∈ X] ⇐⇒ (∃X ∈M)[X ∈ E & t ∈ X]];Üñá ç B.8 åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí

(∀t ∈M)[t ∈ B ⇐⇒ (∃X)[X ∈ E & t ∈ X]ðïõ Ýðå�áé áðü �çí éó÷õñü�åñç B.8.(VI)(Z) : Áîßùìá Áðåßñïõ. ÕðÜñ÷åé óýíïëï I ∈ Z �Ý�ïéï þó�å
∅ ∈ I & (∀x ∈ Z)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]:Áõ�ü åßíáé áðëü, ðáßñíïí�áò I = N0 ∈M . ⊣B.9. Èåþñçìá. (1) ÊÜèå êüóìïò �ïõ Zermelo åßíáé öõóéêüò êüóìïò �çò ZDC,êáé êÜèå Z-F êüóìïò åßíáé öõóéêüò êüóìïò �çò ZFDC.(2) (AC) ÊÜèå Zermelo êüóìïò åßíáé öõóéêüò êüóìïò �çò ZAC, êáé êÜèåZ-F êüóìïò åßíáé öõóéêüò êüóìïò �çò ZFAC.Åéäéêü�åñá, �ï Z êáé êÜèå M(I) �Ý�ïéï þó�å N0 ⊆ I åßíáé öõóéêïß êüóìïé�çò ZDC Þ �çò ZAC, áí äå÷�ïýìå �ï AC.(3) (von Neumann) (AC) Ï êüóìïò �ïõ von Neumann V åßíáé öõóéêüòêüóìïò �çò ZFC.Áðüäåéîç. . Ïé ó÷å�éêïðïéÞóåéò �ùí DC êáé AC áðïäåß÷�çêáí ó�ï 11.23,êáé ç ó÷å�éêïðïßçóç �ïõ Áîéþìá�ïò Áí�éêá�Üó�áóçò åßíáé áêñéâþò áõ�ü ðïõáðáé�Þóáìå áðü �ïõò Z-F êüóìïõò ó�ïí ïñéóìü �ïõò 11.33. �éá �ï (3) Ý÷ïõìåÞäç äåßîåé ü�é ç êëÜóç V åßíáé Z-F êüóìïò ó�ï 11.34, Ý�óé ðïõ áðïìÝíåé ìüíïíá åðáëçèåýóïõìå �éò ó÷å�éêïðïéÞóåéò ó�çí V �ùí Áñ÷þí Áãíü�ç�áò 3.25 êáéÈåìåëßùóçò, 11.29. Ç ðñþ�ç áð' áõ�Ýò åßíáéÁãí�ç�á(V) : �éá êÜèå x ∈ V, Set(x),êáé áëçèåýåé áðëþò åðåéäÞ êÜèå áí�éêåßìåíï ó�çí V åßíáé óýíïëï, êáé ç åñìçíåßá�ïõ £íá åßíáé óýíïëï¤ ó�ïí V åßíáé áõ�Þ �ïõW . �éá �çí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò åßíáéåõêïëü�åñï íá ó÷å�éêïðïéÞóïõìå �çí áðëÞ �çò åêäï÷Þ �ïõ 11.30.Èåìåëùóç(V) : ÊÜèå óýíïëï X ∈ V Ý÷åé êÜðïéï ìÝëïò m ∈ X �Ý�ïéï þó�åç �ïìÞ m ∩X íá åßíáé êåíÞ ó�ï V, äçëáäÞ

(∀t ∈ V)[t =∈ m ∨ t =∈ X]:Ôï áí�ßèå�ï áõ�Þò �çò ðñü�áóçò ìáò äßíåé êÜðïéá X ∈ V êáé a ∈ X, �Ý�ïéáþó�å
(∀m ∈ X)(∃t ∈ X)[t ∈ m];
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 255ðïõ áðü �ï DC (üðùò êáé ó�çí áðüäåéîç �ïõ 11.30) óõíåðÜãå�áé ü�é �ï X äåíåßíáé åäñáéùìÝíï, ãåãïíüò ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí õðüèåóç ü�é X ∈ V . ⊣Áðü �çí Ïñèü�ç�á ËïãéêÞò ÓõíÝðåéáò B.5 êáé �ï B.9 ðñïêýð�ïõí åýêïëáðïëëÜ áðëÜ áëëÜ åíäéáöÝñïí�á áðï�åëÝóìá�á áíåîáñ�çóßáò ãéá �éò èåùñßåò ZDCêáé ZAC: ãéá íá äåßîïõìå ð.÷. ü�é ìéá ðñü�áóç � äåí åßíáé èåþñçìá �çò ZDC,áñêåß íá âñïýìå êÜðïéï I ⊇ N0, �Ý�ïéï þó�å ç �(M(I)) íá ìçí áëçèåýåé. Áêñé-âþò ì' áõ�Þ �ç ìÝèïäï áðïäåßîáìå �ï B.2, êÜðùò áäÝîéá ÷ùñßò �ïõò áõó�çñïýòïñéóìïýò. Ôá ðñïâëÞìá�á äéåñåõíïýí ìåñéêÜ ðáñáäåßãìá�á �Ý�ïéùí áðï�åëå-óìÜ�ùí.Ìå �ïí ßäéï �ñüðï óõëëïãéóìïý, áðü �ï (3) �ïõ ÈåùñÞìá�ïò B.9 óõìðåñáß-íïõìå ü�é ïé Áñ÷Ýò Áãíü�ç�áò êáé Èåìåëßùóçò äåí äéáøåýäïí�áé áðü �ç èåùñßáZFAC, åðåéäÞ ï êüóìïò V åßíáé ðñü�õðï �çò ZFAC ðïõ éêáíïðïéåß åðéðëÝïíáõ�Ýò �éò áñ÷Ýò. Èá Ýðñåðå íá åßíáé åîßóïõ ðñïöáíÝò ü�é êé áõ�Ýò ïé áñ÷Ýò äåíåßíáé èåùñÞìá�á �çò ZFAC, áëëÜ ãéá íá �ï áðïäåßîïõìå áõ�ü áõó�çñÜ ðñÝ-ðåé íá êá�áóêåõÜóïõìå êüóìïõò �çò ZFAC ðïõ äåí åßíáé öõóéêïß. Ôï âáóéêüåñãáëåßï ãéá �Ý�ïéåò êá�áóêåõÝò åßíáé ç åîÞò áðëÞ Ýííïéá.B.10. Ïñéóìüò. ¸íáò êüóìïò óõíüëùí M = M;S;E, åßíáé êüóìïò �ïõRieger áí ãéá êÜèå óýíïëï Y ⊆M , õðÜñ÷åé áêñéâþò ÝíáM-óýíïëï X �Ý�ïéïþó�å Y = bM(X). �éá êÜèå Y ⊆M èÝ�ïõìå�M(Y ) =ïñ �ï ìïíáäéêü X ∈ S �Ý�ïéï þó�å bM(X) = Y;Ý�óé ðïõ ï �M íá åßíáé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò, êáé åî ïñéóìïý, ãéá êÜèå Y ⊆M ,X = �M(Y ) ⇐⇒ X ∈ S & bM(X) = Y; (B-1)tE�M(Y ) ⇐⇒ t ∈ Y: (B-2)B.11. Èåþñçìá �ïõ Rieger. ÊÜèå êüóìïò �ïõ Rieger åßíáé êüóìïò �çò ZFDC.Áðüäåéîç. . ¸ó�ù M = M;S;E êüóìïò óõíüëùí ìå �çí éäéü�ç�á �ïõRieger, êáé Ýó�ù b(x) = bM(x), ðáñáëåßðïí�áò �ïí äåßê�ç åöüóïí èá áíáöåñ-èïýìå ìüíï ó�ïí M. Åðáëçèåýïõìå ó�ç óåéñÜ �éò ó÷å�éêïðïéÞóåéò üëùí �ùíáîéùìÜ�ùí �çò ZFDC.(I)(M) Áîßùìá ¸ê�áóçò : �éá üëá �á A;B ∈M , áí S(A) êáé S(B), �ü�åA = B ⇐⇒ (∀x ∈M)[xEA ⇐⇒ xEB]:Áí A = B, �ü�å âÝâáéá, ãéá êÜèå x, xEA ⇐⇒ xEB. Áí�éó�ñüöùò, áí ãéáêÜèå x ∈ M , xEA ⇐⇒ xEB, �ü�å b(A) = b(B)· áðü �çí éäéü�ç�á �ïõRieger, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá C ∈ S �Ý�ïéï þó�å b(A) = b(C), Üñá C = A êáéåðßóçò C = B, Üñá A = B.(II)(M) Áîßùìá �ïõ Êåíïý êáé �ïõ Æåýãïõò: (a) ÕðÜñ÷åé Ýíá åéäéêü áí�é-êåßìåíï y ∈ S �Ý�ïéï þó�å (∀t ∈ M)¬tE y. (b) �éá üëá �á x; y ∈ M , õðÜñ÷åéêÜðïéï z ∈ S �Ý�ïéï þó�å
(∀t ∈M)[tEz ⇐⇒ t = x ∨ t = y]:
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256 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðü �çí éäéü�ç�á �ïõ Rieger, ãéá �ï (a), Ýó�ù y �Ý�ïéï þó�å y ∈ S êáé b(y) = ∅,êáé ãéá �ï (b), Ýó�ù z ∈ S �Ý�ïéï þó�å b(z) = {x; y}. �éá �çí ðåñßð�ùóç (b)ð.÷., õðïëïãßæïõìå:tEz ⇐⇒ t ∈ b(z) ⇐⇒ [t = x ∨ t = y]:(IV)(M) Áîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ : �éá êÜèå A ∈M , õðÜñ÷åé B ∈ S, �Ý�ïéïþó�å ãéá êÜèå X ∈M ,XEB ⇐⇒ X ∈ S & (∀t ∈M)[tEX =⇒ tEA]:¸ó�ù A ∈M . Áðü �çí éäéü�ç�á Rieger, õðÜñ÷åé êÜðïéï B ∈ S �Ý�ïéï þó�åb(B) = {�(Y ) | Y ⊆ b(A)};üðïõ �(Y ) = �M(Y ) åßìáé ï �åëåó�Þò �ïõ Rieger ãéá �ïí êüóìïM ðïõ õðÜñ÷åéáðü �ï B.10. Õðïëïãßæïõìå:XEB ⇐⇒ X ∈ b(B):
⇐⇒ (∃Y )[Y ⊆ b(A) & X = �(Y )];
⇐⇒ (∃Y )[Y ⊆ b(A) & [X ∈ S & b(X) = Y ]];áðü �çí B− 1;
⇐⇒ X ∈ S & b(X) ⊆ b(A)

⇐⇒ X ∈ S & (∀t ∈M)[tEX =⇒ tEA]:Ïé áðïäåßîåéò �ùí õðüëïéðùí áîéùìÜ�ùí ó�ïíM åßíáé ðáñüìïéåò, áêïëïõèþí�áò�éò éäÝåò �çò áðüäåéîçò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò B.9. Ôéò áöÞíïõìå ãéá áóêÞóåéò. ⊣B.12. ¢óêçóç. Äåßî�å ü�é Ýíáò êüóìïò óõíüëùí M = M;S;E åßíáé êüóìïò�ïõ Rieger �ü�å êáé ìüíïí áí (1) ïM éêáíïðïéåß �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò, êáé (2)ãéá êÜèå Y ⊆M , õðÜñ÷åé X ∈ S �Ý�ïéï þó�å bM(X) = Y .B.13. ¢óêçóç. ÊÜèå êüóìïò �ïõ Rieger åßíáé ðñü�õðï �ùí ÁîéùìÜ�ùí Äéá-÷ùñéóìïý (III) êáé Áí�éêá�Üó�áóçò (VIII).B.14. ¢óêçóç. (AC) ÊÜèå êüóìïò �ïõ Rieger åßíáé ðñü�õðï �çò ZFAC.B.15. Ó÷å�éêïðïßçóç £ðéó�Ü áðåéêïíéóìÝíùí¤ åííïéþí. Ïé áõó�çñÝò äéá�õðþ-óåéò �ùí Áñ÷þí ÅðéëïãÞò DC êáé AC ÷ñçóéìïðïéïýí �éò Ýííïéåò �çò £óõíÜñ-�çóçò¤, ðïõ ïñßóáìå ó�ï ÊåöÜëáéï 4 ìå áíáöïñÜ óå êÜðïéïí £êáèïñéóìÝíï¤�åëåó�Þ äéá�å�áãìÝíïõ æåýãïõò 4.1, êáé �ïõ £óõó�Þìá�ïò öõóéêþí áñéèìþí¤,ðïõ åðßóçò åßíáé £êáèïñéóìÝíï¤ äïìçìÝíï óýíïëï ìå óõãêåêñéìÝíåò éäéü�ç�åò,5.9. Ç ó÷å�éêïðïßçóç �Ý�ïéùí £ðéó�Ü áðåéêïíéóìÝíùí¤ åííïéþí äåí åßíáé �å-ëåßùò ðñïöáíÞò, åöüóïí (ð.÷.) ï äïóìÝíïò êüóìïòM ìðïñåß íá ìçí åßíáé êáíêëåéó�üò ãéá �ïí êáèïñéóìÝíï �åëåó�Þ æåýãïõò. Ó�á 11.23 êáé B.9 áðïöýãáìå�ï ðñüâëçìá áðáé�þí�áò áðü �ïí êáèïñéóìÝíï �åëåó�Þ æåýãïõò íá åßíáé áõ�üò�ïõ Kuratowski, ãéá �ïí ïðïßï êÜèå êüóìïò ðïõ éêáíïðïéåß �á (I)- (VI) åßíáéêëåéó�üò, áëëÜ ßóùò êÜðïéá áâåâáéü�ç�á íá Ý÷åé ðáñáìåßíåé ãéá �ï ðþò (êáé áí)ìðïñïýìå íá áí�éìå�ùðßóïõìå áõ�ü �ï ðñüâëçìá óå üëç �ïõ �ç ãåíéêü�ç�á. �éá
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 257�ïõò êüóìïõò �ïõ Rieger, õðÜñ÷åé ìéá áðëÞ ëýóç, ðïõ óêéáãñáöïýìå ó�á �ñï-âëÞìá�á xB.13, xB.14. ¼�áí áíáöåñüìáó�å óå êüóìïõò �ïõ Rieger, èá õðï-èÝ�ïõìå ðÜí�á, ÷ùñßò éäéáß�åñç ìíåßá, ü�é Ý÷ïõìå åðéëÝîåé êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï�åëåó�Þ æåýãïõò, Ýíá óýó�çìá öõóéêþí áñéèìþí, ê.ëð., êáé ü�é õðïëïãßæïõìåó÷å�éêïðïéÞóåéò ðñï�Üóåùí ðïõ áíáöÝñïí�áé ó' áõ�Ýò �éò áðåéêïíéóìÝíåò Ýí-íïéåò ìå áíáöïñÜ ó' áõ�Ü �á êáèïñéóìÝíá áí�éêåßìåíá. Ôá �ñïâëÞìá�á xB.13,xB.14 îåêáèáñßæïõí ü�é ïé óõãêåêñéìÝíåò åðéëïãÝò ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé äåí åðç-ñåÜæïõí �á áðï�åëÝóìá�á.B.16. �ñü�áóç. ÕðÜñ÷åé êüóìïò �ïõ Rieger Ma ó�ïí ïðïßï êÜèå óýíïëïåßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï óýíïëï á�üìùí· åéäéêü�åñá, äåí ìðïñïýìå íá áðï-äåßîïõìå ó�çí ZFDC ü�é êÜèå óýíïëï åßíáé áãíü.Áðüäåéîç. . Ç éäÝá åßíáé íá áðåéêïíßóïõìå êÜèå óýíïëï A ìå �ï æåýãïò
(0; A) ó�ïí êüóìïMa êáé íá äçëþóïõìå ü�é êÜèå áí�éêåßìåíï ðïõ äåí áðåéêï-íßæåé óýíïëï ì' áõ�ü �ïí �ñüðï åßíáé Ü�ïìï. ÈÝ�ïõìå:x ∈Ma ⇐⇒ïñ x = x; Ý�óé ðïõ Ma =W ;x ∈ Sa ⇐⇒ïñ (∃A)[Set(A) & x = (0; A)];xEa (0; A) ⇐⇒ïñ x ∈ A;êáé áðïìÝíåé íá äåßîïõìå ü�é ç �ñéÜäáMa = Ma; Sa; Ea åßíáé êüóìïò óõíüëùí,ü�é Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ïõ Rieger êáé ü�é éêáíïðïéåß �çí ðñü�áóç £êÜèå óýíïëïåßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï óýíïëï á�üìùí¤.�áñáëåßðïí�áò �ïí äåßê�çMa, ðñïöáíþòb(x) =

{
∅; áí ãéá êÜèå óýíïëï A; x 6= (0; A);A; áí ãéá êÜðïéï (êáé åðïìÝíùò ìüíï Ýíá) óýíïëï A; x = (0; A);Üñá �ï b(x) åßíáé óýíïëï. �éá �çí éäéü�ç�á �ïõ Rieger, ðáñá�çñïýìå ðñþ�áü�é ãéá êÜèå óýíïëï A ⊆ Ma, (0; A) ∈ Sa êáé b((0; A)) = A· áí x ∈ S êáéb(x) = A, �ü�å x = (0; B) êáé b(x) = B ãéá êÜðïéï óýíïëï B, åî ïñéóìïý,Ý�óé þó�å A = B êáé x = (0; A), üðùò �ï áðáé�åß ï ïñéóìüò. Ï �åëåó�Þò �ïõRieger åßíáé ðïëý áðëüò ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç,�(Y ) = (0; Y ):Ç ó÷å�éêïðïßçóç ó�ïí Ma �çò ðñü�áóçò £êÜèå óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìåêÜðïéï óýíïëï á�üìùí¤ åßíáé ç áðáß�çóç ü�é ãéá êÜèåMa-óýíïëï (0; A), õðÜñ-÷åé áí�éó�ïé÷ßá ó�ïí Ma áíÜìåóá ó�ï (0; A) êáé êÜðïéï Ma-óýíïëï á�üìùí

(0; B). ÈÝ�ïõìå B =ïñ {(1; t) | t ∈ A}·ðñïöáíþò (0; B) ∈ Sa êáé åî ïñéóìïý,xEa (0; B)=⇒x ∈ B=⇒ (∀y)[x 6= (0; y)]=⇒x =∈ Sa;äçëáäÞ êÜèå Ma-ìÝëïò �ïõ (0; B) åßíáé Ü�ïìï ó�ïí Ma. Áí (x; y)a åßíáé ï�åëåó�Þò äéá�å�áãìÝíïõ æåýãïõò ó�ïíMa êáéf =ïñ �{(t; (1; t))a | t ∈ A};
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258 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�ü�å ï êüóìïòMa áíáãíùñßæåé �ï f ùò áí�éó�ïé÷ßá �ùí äýïMa-óõíüëùí (0; A)êáé (0; B). ⊣Ìå �çí áíèñùðïìïñöéêÞ Ýêöñáóç £ï Ma áíáãíùñßæåé �ï f : : : ¤ åííïïýìåü�é áí A′ = (0; A) êáé B′ = (0; B) åßíáé �á áí�éêåßìåíá ðïõ åêðñïóùðïýí ó�ïMa �á óýíïëá A, B, êé áí èÝóïõìå� ⇐⇒ïñ f ⊆ A×B & (∀x ∈ A′)(∃y ∈ B′)(x; y) ∈ f
& (∀y ∈ B′)(∃!x ∈ A′)[(x; y) ∈ f ];�ü�å ç ó÷å�éêïðïßçóç �(Ma) �çò � ó�ïí Ma áëçèåýåé. Õðïëïãéóìïß ó÷å�éêï-ðïéÞóåùí óáí áõ�Þ åßíáé ðåñßðëïêïé, êáé åßíáé ÷ñÞóéìï íá äçìéïõñãÞóïõìå �çíêá�Üëëçëç £�å÷íïëïãßá¤ ðïõ èá ìáò åðé�ñÝøåé íá áðïäåß÷íïõìå éäéü�ç�Ýò �ïõò ìå�ïõò åëÜ÷éó�ïõò ñç�ïýò õðïëïãéóìïýò. �é' áõ�ü �ï óêïðü, �ï öõóéêü åñãáëåßïåßíáé ï åîÞò ðáñáäïóéáêüò óõìâïëéóìüò áðü �ç ãåíéêÞ èåùñßá ðñï�ýðùí: áí ï

M åßíáé êüóìïò óõíüëùí êáé ç � ðñü�áóç, èÝ�ïõìå
M |= � ⇐⇒ïñ ç � áëçèåýåé ó�ïíM ⇐⇒ �(M):Ç Ýêöñáóç M |= � äéáâÜæå�áé £ï M åßíáé ðñü�õðï �çò �¤, áëëÜ åðßóçò £ï Máíáãíùñßæåé ü�é �¤, £ï M ðéó�åýåé ü�é �¤, ê.ëð., üðùò áêïýãå�áé êáëý�åñá.�.÷. ãéá êÜèå æåýãïò êëÜóåùí M , S êáé êÜèå äéìåëÞ óõíèÞêç E, Ýó�ùSetuniv(M;S;E) ⇐⇒ïñ (∀u; v)[uEv=⇒u; v ∈M ]

& (∀t)[t ∈ S=⇒ t ∈M ]

& (∀x)[x ∈M =⇒
(∃X)[Set(X) & (∀t)[t ∈ X ⇐⇒ tEx]]ç êÜðùò ðåñßðëïêç ðñü�áóç ðïõ åêöñÜæåé ü�é ïé M , S, E áðï�åëïýí êüóìïóõíüëùí. ¸ó�ù åðßóçòRieger(M;S;E) ⇐⇒ïñ (∀Y )[(Set(Y ) & Y ⊆M)=⇒ (∃!X ∈ S)[Y = bM(X)]]

⇐⇒ (∀Y )[(Set(Y ) & Y ⊆M)=⇒ (∃!X ∈ S)(∀t ∈M)[t ∈ Y ⇐⇒ tEX]];ç ðñü�áóç ðïõ åêöñÜæåé ü�é ïM åßíáé êüóìïò �ïõ Rieger. Åßíáé ðñï�Üóåéò ãéá�éò M , S êáé E, ïé ïðïßåò ìðïñåß íá áëçèåýïõí Þ íá ìçí áëçèåýïõí, åîáñ�Ü�áé·åß�å áëçèåýïõí åß�å ü÷é, ïé åñìçíåßåò (ó÷å�éêïðïéÞóåéò) �ïõò ó' Ýíáí êüóìïM′Ý÷ïõí íüçìá, êáé ìáæß åêöñÜæïõí ü�é ïM′ ðéó�åýåé ü�é ïé M , S, E áðï�åëïýíêüóìï �ïõ Rieger! �ñïêýð�åé áð' áõ�Ü ìéá ðñïöáíÞò åñþ�çóç, ðïõ Ý÷åé áðëÞêáé ÷ñÞóéìç áðÜí�çóç, ùò åîÞò.B.17. Èåþñçìá. ¸ó�ù êüóìïò �ïõ Rieger M1 = M1; S1; E, êëÜóåéò S2 ⊆M2 ⊆M1, êáé ìéá äéìåëÞò óõíèÞêç E2, �Ý�ïéá þó�å xE2 y=⇒ x; y ∈M2· áí
M1 |= Setuniv(M2; S2; E2) & Rieger(M2; S2; E2);�ü�å ï M2 = M2; E2; E2 åßíáé ðñÜãìá�é êüóìïò �ïõ Rieger.
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 259Áðüäåéîç. . �éá íá äåßîïõìå ðñþ�á ü�é ïM2 åßíáé êüóìïò óõíüëùí, ðñÝðåéíá åðáëçèåýóïõìå ü�é ãéá êÜèå x ∈M2,
(∃Y ∈ Set)(∀t)[t ∈ Y ⇐⇒ t ∈M2 & tE2x]:¸ó�ù x ∈M2. Ç ðñü�áóç B.17 áëçèåýåé ó�ïíM1, åöüóïí

M1 |= Setuniv(M2; S2; E2);ðïõ óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéï Y1 ∈ S1 �Ý�ïéï þó�å ãéá üëá �á t ∈M1,tE1Y1 ⇐⇒ t ∈M2 & tE2x·êáé áöïý ï M1 åßíáé êüóìïò óõíüëùí, õðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï Y �Ý�ïéï þó�åãéá üëá �á t, t ∈ Y ⇐⇒ t ∈M1 & tE1Y1·�åëéêÜ, ïé B.17 êáé B.17 ìáæß óõíåðÜãïí�áé áõ�ü ðïõ áðáé�åß ç B.17 ãéá �ïäïóìÝíï x ∈M2 êáé êÜðïéï Y .�éá íá äåßîïõìå ü�é ïM2 åßíáé êüóìïò �ïõ Rieger, ðñÝðåé ðñþ�á íá âåâáéþ-óïõìå ü�é áí Y ⊆ M2, �ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéï X2 ∈ S2 �Ý�ïéï þó�å ãéá üëá �át ∈M2, t ∈ Y ⇐⇒ tE2X2;êáé êá�üðéí íá åðáëçèåýóïõìå ü�é ìüíïí Ýíá �Ý�ïéï X2 õðÜñ÷åé. ÅðåéäÞ Y ⊆M2 ⊆ M1 êáé ï M1 åßíáé êüóìïò �ïõ Rieger, õðÜñ÷åé êÜðïéï X1 ∈ S1 �Ý�ïéïþó�å ãéá üëá �á t ∈M1, t ∈ Y ⇐⇒ tE1X1·åñãáæüìåíïé ó�ïí M1, åöáñìüæïõìå �çí éäéü�ç�á �ïõ Rieger ãéá �ïí M2 ó�ï
M1-óýíïëï X1, êé áõ�ü ìáò äßíåé êÜðïéï X2 ∈ S2, �Ý�ïéï þó�å

M1 |= (∀t)[t ∈M2 =⇒ [t ∈ X1 ⇐⇒ tE2X2]]·áðü �ïí õðïëïãéóìü áõ�Þò �çò ó÷å�éêïðïßçóçò ðñïêýð�åé ü�é
(∀t ∈M1)[t ∈M2 =⇒ [tE1X1 ⇐⇒ tE2X2]]:Õðïëïãßæïõìå �þñá ãéá �ï �õ÷üí t ∈M2 ⊆M1:t ∈ Y ⇐⇒ tE1X1;áðü �çí B.17;

⇐⇒ tE2X2 áðü �çí B.17;ðïõ �åëåéþíåé �çí áðüäåéîç �ïõ B.17. Ôï ãåãïíüò ü�é �ï ðïëý Ýíá X2 ∈ S2éêáíïðïéåß �çí B.17 ãéá êÜèå t ∈M2 äåß÷íå�áé ìå �ïí ßäéï �ñüðï. ⊣�áñá�Þñçóç: Ó�ç ó÷å�éêïðïßçóç �çò B.17 äåí áëëÜîáìå êáèüëïõ �çí ðñü-�áóç t ∈M2. �åíéêÜ, ç ó÷å�éêïðïßçóç ìéáò £ðñù�üãïíçò¤ ðñü�áóçò �çò ìïñöÞòP (x1; : : : ; xn) (ðïõ åêöñÜæåé ü�é ç ïñéó�éêÞ óõíèÞêç P éêáíïðïéåß�áé áðü �ááí�éêåßìåíá x1; : : : ; xn) åßíáé ç ßäéá ç P (x1; : : : ; xn).Ì' áõ�ü �ï áðëü èåþñçìá ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå êüóìïõò ìÝóá óåêüóìïõò, ìÝóá óå êüóìïõò, ÷ñçóéìïðïéþí�áò óå êÜèå ó�Üäéï �çò êá�áóêåõÞò
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260 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáéäéü�ç�åò �ïõ ðñü�õðïõ ðïõ ìüëéò êá�áóêåõÜóáìå. �éá ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå�ï åîÞò �üñéóìá �ïõ B.16.B.18. �ñü�áóç. ÕðÜñ÷åé Z-F êüóìïò M ðïõ Ý÷åé áêñéâþò Ýíá Ü�ïìï.Áðüäåéîç. . ¸ó�ù 
 Ü�ïìï, êáé Ýó�ùM
 =ïñ {x | (∀t ∈ TC(x))[¬Set(t)=⇒ t = 
]}ç êëÜóç áí�éêåéìÝíùí ðïõ ó�çñßæïí�áé áðü �ï {
}, üðùò ïñßóáìå áõ�Þ �çí Ýí-íïéá ó�ï �ñüâëçìá 11.38. Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå ü�é ç êëÜóç M
 åßíáéìå�áâá�éêÞ, êáé ü�é ãéá êÜèå óýíïëï X,X ⊆M
=⇒X ∈M
;äçëáäÞ ü�é ï öõóéêüò êüóìïò M
 Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �ïõ Rieger êáé áðü �ï B.11åßíáé ðñü�õðï �çò ZFDC· êáé ðñïöáíþò, ï M
 Ý÷åé áêñéâþò Ýíá Ü�ïìï, �ï 
.Åýêïëç áðüäåéîç, åöüóïí õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Ü�ïìï, ðïõ ßóùò íá õðÜñ-÷åé áëëÜ êáé ßóùò íá ìçí õðÜñ÷åé ó�ï èåìåëéáêü ìáò ðåäßïW . �Üí�ùò õðÜñ÷ïõíðïëëÜ Ü�ïìá ó�ïí êüóìï �ïõ RiegerMa �ïõ B.16, êé áõ�ü ðïõ ðñÝðåé íá êÜ-íïõìå åßíáé íá åñìçíåýóïõìå �çí áðüäåéîç �çò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ ó�ïíêüóìï Ma. Ç ðëÞñçò áðüäåéîç åßíáé ùò åîÞò.¸ó�ù �(M;S;E; 
) ⇐⇒ïñ Setuniv(M;S;E) & Rieger(M;S;E) (B-3)
&¬Set(
) & (∀t ∈M)[t =∈ S=⇒ t = 
]ç ðñü�áóç ðïõ áðáé�åß áðü �á M;S;E; 
 íá Ý÷ïõí �éò éäéü�ç�åò ðïõ ìáò åíäéá-öÝñïõí, êáé Ýó�ù � ⇐⇒ïñ (∃M)(∃S)(∃E)(∃
)�(M;S;E; 
)ç ðñü�áóç ðïõ åêöñÜæåé ü�é õðÜñ÷ïõí êÜðïéá M;S;E; 
 ì' áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò.Áðïäåßîáìå �çí � áðü �çí õðüèåóç ü�é õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Ü�ïìï êáé (âÝ-âáéá) �á áîéþìá�á �çò ZFDC. ¢ñá áõ�Þ ç � áëçèåýåé óå êÜèå êüóìï �çò ZFDCðïõ Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Ü�ïìï, êáé åéäéêü�åñá ó�ïíMa, äçëáäÞ
Ma |= �:Áõ�ü óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷ïõíMa-êëÜóåéò M;S, ìéá äéìåëÞòMa-óõíèÞêç E êáéêÜðïéïMa-áí�éêåßìåíï 
, �Ý�ïéá þó�å

Ma |= �(M;S;E; 
);êáé åéäéêü�åñá,
Ma |= Setuniv(M;S;E) & Rieger(M;S;E)·Üñá, áðü �ï B.17, ç �ñéÜäáM = M;S;E åßíáé êüóìïò �ïõ Rieger. ÅðéðëÝïí,
Ma |= ¬Set(
) & (∀t ∈M)[t =∈ S=⇒ t = 
];ðïõ óçìáßíåé áêñéâþò ü�é
M |= ¬Set(
) & (∀t)[¬Set(t)=⇒ t = 
];
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ÄéÜãñáììá B.1. Äýï äéáêïóìçìÝíá, ìç åäñáéùìÝíá ãñáöÞìá�á.�ï óõìðÝñáóìá ðïõ èÝëáìå, ü�é äçëáäÞ ï êüóìïò M £ðéó�åýåé¤ ü�é õðÜñ÷åéáêñéâþò Ýíá Ü�ïìï. ⊣Ìå äéÜöïñïõò, áðëïýò óõíäõáóìïýò �çò �å÷íéêÞò �çò áðüäåéîçò �ïõ B.16êé áõ�Þò �ïõ B.17, ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå êüóìïõò �ïõ Rieger ðïõÝ÷ïõí ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá äéáöüñùí �ýðùí. ÌåñéêÜ áðü �á ðñïâëÞìá�á äß-íïõí ðáñáäåßãìá�á �Ý�ïéùí êüóìùí. Åäþ èá ðåñéïñéó�ïýìå ó�çí êá�áóêåõÞ �ïõÁí�éèåìåëéùìÝíïõ Êüóìïõ A �ïõ A
zel, ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá ðëïýóéá ðïéêéëßá ìçåäñáéùìÝíùí óõíüëùí ìå öõóéêÞ êáé åõêïëïíüç�ç äïìÞ.Ç áöå�çñßá ãéá �çí êá�áóêåõÞ �ïõ A åßíáé �ï ËÞììá Óõìðßåóçò 11.36 �ïõMostowski, ðïõ äßíåé Ýíá £äïìéêü¤ ÷áñáê�çñéóìü �ùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíü-ëùí. Óýìöùíá ìå �ï 11.35, äéáêüóìçóç ãñáöÞìá�ïò G åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüòd : G→→ d[G] �Ý�ïéïò þó�åd(x) = {d(y) | y ← x}; (x ∈ G);üðïõ → åßíáé ç ó÷Ýóç áêìþí �ïõ G êáé ← ç áí�ßó�ñïöç ó÷Ýóç,y ← x ⇐⇒ �ï y åßíáé ðáéäß �ïõ x ⇐⇒ x→ y:ÊÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷å�áé áêñéâþò ìßá äéáêüóìçóç dG, êáé �ááãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá åßíáé áêñéâþò üëåò ïé �éìÝò dG(x) áõ�þí �ùí äéáêï-óìÞóåùí. ÌÞðùò åßíáé äõíá�ü íá £äéáêïóìÞóïõìå¤ �ïõò êüìâïõò ìç åäñáéù-ìÝíùí ãñáöçìÜ�ùí, êáé íá êá�áóêåõÜóïõìå ì' áõ�ü �ïí �ñüðï ìç åäñáéùìÝíáóýíïëá ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �á ìç åäñáéùìÝíá ãñáöÞìá�á áêñéâþò üðùò �á áãíÜ,åäñáéùìÝíá óýíïëá ó÷å�ßæïí�áé ìå �á åäñáéùìÝíá ãñáöÞìá�á;B.19. Áñ÷Þ Áí�éèåìåëßùóçò, AFA. ÊÜèå ãñÜöçìá åðéäÝ÷å�áé äéáêüóìçóç.Ó�ï ÄéÜãñáììá B.1 Ý÷ïõìå ðñïóêïëëÞóåé ó�ïõò êüìâïõò äýï ìç åäñáéùìÝ-íùí ãñáöçìÜ�ùí �éò �éìÝò �ùí ìïíáäéêþí �ïõò äéáêïóìÞóåùí, äå÷üìåíïé ü�éõðÜñ÷ïõí �Ý�ïéåò ìïíáäéêÝò äéáêïóìÞóåéò. Áðü �ïí ïñéóìü £äéáêüóìçóçò¤,
Ω = {Ω}; Ω1 = {∅;Ω2}; Ω2 = {Ω1};äçëáäÞ �á Ω, Ω1, Ω2 åßíáé �á £�ñáãéêÜ áðïãïç�åõ�éêÜ äþñá¤ �ïõ 11.32. Áíá-öåñüìáó�å åäþ £ó�á¤ áðïãïç�åõ�éêÜ äþñá êáé ü÷é £óå êÜðïéá¤ áðïãïç�åõ�éêÜäþñá, åðåéäÞ ïé åîéóþóåéò B-3|Þ �á ãñáöÞìá�á �ïõB.1| ÷áñáê�çñßæïõí áõ�Ü�á óýíïëá áðü �ï AFA, ùò åîÞò.B.20. �ñü�áóç. (AFA) (1) ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá óýíïëï Ω ðïõ åßíáé �ï ìï-íïóýíïëï �ïõ åáõ�ïý �ïõ. (2) ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá æåýãïò óõíüëùí Ω1, Ω2�Ý�ïéùí þó�å Ω1 = {∅;Ω2}, Ω2 = {Ω1}.
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262 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. . (1) Áí X = {X} êáé Y = {Y }, �ü�å ìðïñïýìå íá äéáêïóìÞ-óïõìå �ïí ìüíï êüìâï �ïõ ãñáöÞìá�ïò ó�ï ÄéÜãñáììá B.1 åß�å ìå �ï X Þìå �ï Y · åöüóïí áõ�ü �ï ãñÜöçìá åðéäÝ÷å�áé áêñéâþò ìßá äéáêüóìçóç áðü �ïAFA, óõìðåñáßíïõìå ü�é X = Y . Ç áðüäåéîç �ïõ (2) åßíáé ðáñüìïéá. ⊣Ç £ìïíáäéêü�ç�á¤ �çò Áñ÷Þò Áí�éèåìåëßùóçò AFA ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó'áõ�Þ �çí áðüäåéîç ìáò åðé�ñÝðåé íá êáèïñßóïõìå êáé íá ìåëå�Þóïõìå �ç äïìÞ ìçåäñáéùìÝíùí óõíüëùí ìå äéÜöïñåò éäéü�ç�åò, êé áð' áõ�Þí ðñïêýð�åé �ï êýñéïðëåïíÝê�çìá �ïõ áí�éèåìåëéùìÝíïõ êüóìïõ A Ýíáí�é ðïëëþí Üëëùí ðñï�ýðùíðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá. �ñï÷ùñïýìå �þñá ó�çí êá�áóêåõÞ �ïõ.B.21. Ïñéóìüò. ÔïíéóìÝíï ãñÜöçìá (pointed graph) åßíáé Ýíá æåýãïò (G; pG)ãñáöÞìá�ïò êáé êüìâïõ �ïõ, ëåð�ïìåñÝó�åñá Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï (G;→G; pG), üðïõ pG ∈ G êáé ç→G åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç ó�ï ðåäßï G. Ï äéáêåêñéìÝíïòêüìâïò pG åßíáé ï �üíïò Þ �ï óçìåßï �ïõ �ïíéóìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò.B.22. Åéêüíåò. ¸íá �ïíéóìÝíï ãñÜöçìá (G; p) åßíáé åéêüíá óõíüëïõ A, áíõðÜñ÷åé êÜðïéá äéáêüóìçóç d : G → d[G] �ïõ G �Ý�ïéá þó�å dG(p) = A. ÇêáíïíéêÞ åéêüíá áãíïý óõíüëïõ A åßíáé �ï �ïíéóìÝíï ãñÜöçìá (TC(A);∋; A),üðïõ �ï TC(A) åßíáé ç ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ A êáé ç ∋ åßíáé ï ðåñéïñéóìüò�ïõ áí�ßó�ñïöïõ �çò óõíèÞêçò ∈ ó�ï TC(A). Åßíáé åéêüíá �ïõ A áõ�ü �ïäïìçìÝíï óýíïëï, åðåéäÞ ç óõíÜñ�çóç �áõ�ü�ç�áò d(x) = x ðñïöáíþò åßíáéäéáêüóìçóÞ �ïõ, A ∈ TC(A) êáé d(A) = A.B.23. Éóïìïñöéóìüò ìå�áîý äýï ãñáöçìÜ�ùí G, H åßíáé ìéá áí�éó�ïé÷ßá � :G֌→ H �Ý�ïéá þó�åx→G y ⇐⇒ �(x)→H �(y); (x; y ∈ G);êáé éóïìïñöéóìüò �ïíéóìÝíùí ãñáöçìÜ�ùí (G; p), (H; q) åßíáé Ýíáò éóïìïñöé-óìüò � : G→ H �ùí ãñáöçìÜ�ùí, �Ý�ïéïò þó�å �(p) = q. Ôï G åßíáé éóïìïñ-öéêü ìå �ï H áí õðÜñ÷åé éóïìïñöéóìüò � : G֌→ H �ïõ êá�Üëëçëïõ åßäïõò.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðáñáäåßãìá�á ìç éóïìïñöéêþí, åäñáéùìÝíùí, �ïíéóìÝíùíãñáöçìÜ�ùí ðïõ åéêïíßæïõí �ï ßäéï óýíïëï, ð.÷. áõ�Ü ó�ï ÄéÜãñáììá B.2,üðïõ Ý÷ïõìå ðñïóêïëëÞóåé óå êÜèå êüìâï �çí �éìÞ �çò ìïíáäéêÞò äéáêüóìç-óçò. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, áí Ýíá �ïíéóìÝíï ãñÜöçìá (G; p) åðéäÝ÷å�áé ìüíï ìßáäéáêüóìçóç dG, �ü�å �ï óýíïëï A = dG[G] èá ðñÝðåé íá £áí�éêá�ïð�ñßæåé¤ êÜ-ðïéá óçìáí�éêÞ ó�áèåñÜ �ïõ (G; p). Ï åðüìåíïò âáóéêüò ïñéóìüò óõëëáìâÜíåéáõ�Þ �ç ó�áèåñÜ.B.24. Ïñéóìüò. �ñïóïìïßùóç (bisimulation) (ìå�áîý) äýï �ïíéóìÝíùí ãñá-öçìÜ�ùí (G;→G; pG) êáé (H;→H ; pH) åßíáé ìéá ó÷Ýóç R ⊆ G×H ðïõ óõó÷å-�ßæåé �ïõò �üíïõò, äçëáäÞ pGRpH , êáé åðßóçò éêáíïðïéåß �ç óõíåðáãùãÞxRy =⇒ (∀u G← x)(∃v H← y)uRv (B-4)
& (∀v H← y)(∃u G← x)uRv:
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ÄéÜãñáììá B.3. �ïëëÝò åéêüíåò �ïõ Ω : �ï (L; a) êáé êÜèå (N;n).Ôá �ïíéóìÝíá ãñáöÞìá�á G, H åßíáé ðñïóüìïéá (bisimilar) áí õðÜñ÷åé ðñïóï-ìïßùóç ìå�áîý �ïõò,G =bs H ⇐⇒ïñ (∃R ⊆ G×H)[ç R åßíáé ðñïóïìïßùóç]:¼ðùò ðÜí�á ìå äïìçìÝíá óýíïëá, èá áíáöåñüìáó�å ó�ï £�ïíéóìÝíï ãñÜöçìáG¤, ÷ùñßò ñç�Þ ìíåßá �çò ó÷Ýóçò áêìþí →G Þ �ïõ �üíïõ, ü�áí áõ�Ü åßíáéðñïöáíÞ Þ Üíåõ éäéáß�åñçò óçìáóßáò | üðùò Þäç êÜíáìå ó�çí B-4.B.25. ¢óêçóç. ÉóïìïñöéêÜ, �ïíéóìÝíá ãñáöÞìá�á åßíáé ðñïóüìïéá, üðùò åðß-óçò ðñïóüìïéá åßíáé êáé �á ìç éóïìïñöéêÜ, åäñáéùìÝíá êáé �ïíéóìÝíá ãñáöÞ-ìá�á �ïõ ÄéáãñÜììá�ïò B.2.B.26. ¢óêçóç. Áí ï a åßíáé åëá÷éó�éêüò êüìâïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G êáé ï båëá÷éó�éêüò �ïõ H, �ü�å �ï {(a; b)} åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí �ïíéóìÝíùíãñáöçìÜ�ùí (G; a) êáé (H; b).B.27. ¢óêçóç. ¸ó�ù L �ï ãñÜöçìá £ìßáò èçëéÜò¤ ó�ï ìïíïóýíïëï {a} ìå�ç ìïíáäéêÞ áêìÞ (a; a), êáé Ýó�ù ó�ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí N ç ó÷Ýóçáêìþí �ïõ åðüìåíïõ, n→s m ⇐⇒ïñ n+ 1 = m:Äåßî�å ü�é ç ó÷Ýóç {(a; i) | i ∈ N} åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí (L; a) êáé
(N;n), ãéá êÜèå n.B.28. ËÞììá. Ç óõíèÞêç =bs åßíáé óõíèÞêç éóïäõíáìßáò ó�çí êëÜóç üëùí�ùí �ïíéóìÝíùí ãñáöçìÜ�ùí.Áðüäåéîç. . Áðü �éò �ñåéò ÷áñáê�çñéó�éêÝò éäéü�ç�åò óõíèÞêçò éóïäõíáìßáò(üðùò �çí ïñßóáìå ó�ï 12.42), ìüíï ç ìå�áâá�éêü�ç�á �çò =bs äåí åßíáé ðñï-öáíÞò. �éá �ñßá �ïíéóìÝíá ãñáöÞìá�á G1, G2, G3, êáé äïóìÝíåò ðñïóïìïéþóåéò
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264 Óçìåéþóåéò ó�ç ÓõíïëïèåùñßáR1 ìå�áîý �ùí G1 êáé G2 êáé R2 ìå�áîý �ùí G2 êáé G3, Ýó�ùxRz ⇐⇒ïñ (∃y)[xR1 y & yR2 z]�ï £ãéíüìåíï¤ �ùí ó÷Ýóåùí R1 êáé R2. �ñïöáíþò ç R óõó÷å�ßæåé �ïõò �üíïõòp1 êáé p3 �ùí G1 êáé G3, åðåéäÞ p1R1p2 êáé p2R2p3. Áí xRz, �ü�å õðÜñ÷åéêÜðïéï y ∈ G2 �Ý�ïéï þó�å xR1y êáé yR2 z· ãéá êÜèå u 1← x, õðÜñ÷åé (áðü �çíB-4 ãéá �çí R1) êÜðïéï v 2← y �Ý�ïéï þó�å uR1 v· êáé áðü �çí B-4 ãéá �çí R2,õðÜñ÷åé êÜðïéï w 3← z �Ý�ïéï þó�å vR2w, ðïõ ìáæß ìå �çí uR1v âåâáéþíåéü�é uRw. Ôï åðé÷åßñçìá äåß÷íåé �ï ìéóü �çò B-4, êáé �ï Üëëï ìéóü åßíáé åîßóïõåýêïëï. ⊣ÏðëéóìÝíïé ì' áõ�ïýò �ïõò ïñéóìïýò, ìðïñïýìå �þñá íá äåßîïõìå ü�é ãéáêÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜèå êüìâï p ∈ G, ïé éäéü�ç�åò �ïõ (G; p)ðïõ áí�éêá�ïð�ñßæïí�áé ó�çí �éìÞ dG(p) �çò ìïíáäéêÞò �ïõ äéáêüóìçóçò åßíáéáêñéâþò ïé éäéü�ç�åò �éò ïðïßåò óÝâå�áé ç óõíèÞêç ðñïóïìïßùóçò �ïíéóìÝíùíãñáöçìÜ�ùí.B.29. Èåþñçìá. �éá üëá �á åäñáéùìÝíá ãñáöÞìá�á G, H ìå äéáêïóìÞóåéòdG, dH , êáé ãéá üëïõò �ïõò êüìâïõò p ∈ G êáé q ∈ H,dG(p) = dH(q) ⇐⇒ (G; p) =bs (H; q):Áðüäåéîç. . �ñþ�á äåß÷íïõìå ü�é ç ó÷ÝóçR = {(x; y) ∈ G×H | dG(x) = dH(y)}éêáíïðïéåß �çí B-4:xRy =⇒ {dG(u) | u G← x} = {dH(v) | v H←} áðü �ïí ïñ. äéáêüóìçóçò;=⇒ (∀u G← x)(∃v H← y)[dG(u) = dH(v)]
& (∀v H← y)(∃u G← x)[dG(u) = dH(v)]=⇒ (∀u G← x)(∃v H← y)uRv
& (∀v H← y)(∃u G← x)uRv:ÓõíÜãå�áé ü�é áí p ∈ G, q ∈ H êáé dG(p) = dH(q), �ü�å ç ó÷Ýóç R �çò B.29öáíåñþíåé ü�é (G; p) =bs (H; q).�éá �ï áí�ßó�ñïöï, õðïèÝ�ïõìå ðñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï ü�é �ï p åßíáé åëá-÷éó�éêü ó�ï G �Ý�ïéï ðïõ íá õðÜñ÷åé êÜðïéï q ∈ H êáé êÜðïéá ðñïóïìïßùóçR ìå�áîý �ùí �ïíéóìÝíùí ãñáöçìÜ�ùí (G; p) êáé (H; q), áëëÜ dG(p) 6= dH(q).Áðü �ïí ïñéóìü ðñïóïìïßùóçò, (∀u G← p)(∃v H← q)uRv, Üñá

(∀u G← p)(∃v H← q)[dG(u) = dH(v)]áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ p, êáé ìå �ïí ßäéï �ñüðï, (∀v H← q)(∃u G← p)[dG(u) =dH(v)]. �ñïêýð�åé ü�é dG(p) = dH(q), ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí åðéëïãÞ �ïõ p. ⊣×áñáê�çñéó�éêü �çò áñ÷Þò AFA åßíáé ü�é äßíåé �ï ßäéï áðï�Ýëåóìá, áëëÜ ìå�åëåßùò äéáöïñå�éêÞ áðüäåéîç,
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zel) (AFA) �éá üëá �á ãñáöÞìá�á G, H ìå áí�ßó�ïé÷åò(ìïíáäéêÝò) äéáêïóìÞóåéò dG, dH , êáé ãéá üëïõò �ïõò êüìâïõò p ∈ G êáéq ∈ H, dG(p) = dH(q) ⇐⇒ (G; p) =bs (H; q):Áðüäåéîç. . Ç êá�åýèõíóç áðü �á áñéó�åñÜ ó�á äåîéÜ �çò óõíåðáãùãÞòB.30 äåß÷íå�áé áêñéâþò üðùò ó�ï B.29, åöüóïí áõ�ü �ï ìÝñïò �çò áðüäåéîçòäåí ÷ñçóéìïðïßçóå �ç èåìåëßùóç �ùí äïóìÝíùí ãñáöçìÜ�ùí.�éá �çí Üëëç êá�åýèõíóç, õðïèÝ�ïõìå ü�é ïé ó÷Ýóåéò áêìþí �ùí G êáé Håßíáé ïé →G, →H êáé ü�é ç R ⊆ G × H åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí G êáéH. Èåùñïýìå �ï óýíïëï R ùò �ïíéóìÝíï ãñÜöçìá, ìå �üíï �ïí êüìâï (pG; pH)êáé ó÷Ýóç áêìþí �ï ãéíüìåíï �ùí →G êáé →H :
(p; q)→ (u; v) ⇐⇒ïñ p→G u & q →H v:Ç áñ÷Þ AFA åããõÜ�áé ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá äéáêüóìçóç dG �ïõ ãñáöÞìá�ïòG, ì' áõ�Þí ïñßæïõìå ó�ï R �ç óõíÜñ�çóçdRG(p; q) =ïñ dG(p);êáé õðïëïãßæïõìå:x ∈ dRG(p; q) ⇐⇒ x ∈ dG(p)
⇐⇒ (∃u G← p)[x = dG(u)]
⇐⇒ (∃u G← p)(∃v H← q)[uRv & x = dG(u)] (B-5)
⇐⇒ (∃(u; v) ← (p; q))[x = dRG(u; v)];üðïõ ç éóïäõíáìßá-êëåéäß B-5 éó÷ýåé åðåéäÞ ç R åßíáé ðñïóïìïßùóç, pRq, êáéåðïìÝíùò ãéá êÜèå u G← p, õðÜñ÷åé êÜðïéï v H← q �Ý�ïéï þó�å uRv. ÓõíÜ-ãå�áé ü�é ç óõíÜñ�çóç dRG åßíáé äéáêüóìçóç �ïõ R, êáé ç áí�ßó�ïé÷ç åðÝê�áóçdRH(p; q) =ïñ dH(q)�çò äéáêüóìçóçò dH �ïõ H åßíáé åðßóçò äéáêüóìçóç �ïõ R, ìå áíÜëïãç áðü-äåéîç. ¢ñá, áðü �ï AFA, ãéá êÜèå (p; q) ∈ R,dG(p) = dRG(p; q) = dRH(p; q) = dH(q);ðïõ �åëåéþíåé �çí áðüäåéîç. ⊣Áõ�üò ï ÷áñáê�çñéóìüò �ùí éäéï�Þ�ùí �ïõ (G; p) ðïõ áí�éêá�ïð�ñßæïí�áé ó�çí�éìÞ dG(p) õðïäåß÷íåé �ïí öõóéêü �ñüðï êá�áóêåõÞò �ïõ êüóìïõ A.B.31. Ï Áí�éèåìåëéùìÝíïò (antifounded) Êüóìïò. ¸ó�ù

A0 =ïñ {(G;→G; pG) ∈ V |→G ⊆ G×G & pG ∈ G}ç êëÜóç �ùí �ïíéóìÝíùí ãñáöçìÜ�ùí óå áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá. Ó�çí A0ïñßæïõìå �ç óõíèÞêç
(G; pG)"0 (H; pH) ⇐⇒ïñ (∃q ∈ H)[q H← pH & (G; pG) =bs (H; q)];ðáñáëåßðïí�áò �éò ó÷Ýóåéò áêìþí áðü �ï óõìâïëéóìü.
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266 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá�áñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é ç "0 óÝâå�áé �çí ðñïóïìïßùóç:G1 "0H1 & G1 =bs G2 & H1 =bs H2 =⇒G2 "0H2:�éá �çí áðüäåéîç, õðïèÝ�ïõìå ü�é ïé →1, p1 åßíáé ç ó÷Ýóç áêìþí êáé ï �üíïò�ïõ H1, êáé ðáñïìïßùò ìå �á →2, p2 ãéá �ï H2. Ç õðüèåóç �çò B.31 ìáò äßíåéêÜðïéï q1 1← p1 �Ý�ïéï þó�åG2 =bs G1 =bs (H1; q1);êáé êÜðïéá ðñïóïìïßùóç R ìå�áîý �ùí (H1; p1) êáé (H2; p2). Áðü �ç âáóéêÞéäéü�ç�á ðñïóïìïéþóåùí, õðÜñ÷åé q2 2← H2 �Ý�ïéï þó�å q1Rq2· Üñá ç R åß-íáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí (H1; q1) êáé (H2; q2), êáé áðü �çí B.31 êáé �çìå�áâá�éêü�ç�á �çò óõíèÞêçò =bs, G2 =bs (H2; q2), Üñá G2 "0H2.ÊÜèå G ∈ A0 åßíáé áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï (ìéá �ñéÜäá ó�ï V), áêüìç êéáí åßíáé ìç åäñáéùìÝíï ùò ãñÜöçìá, êáé ç óõíèÞêç ðñïóïìïßùóçò =bs åßíáéóõíèÞêç éóïäõíáìßáò ó�çí êëÜóç A0 áðü �ï B.28. ¢ñá, áðü �ï �ñüâëçìáx12.45 ðñïêýð�åé ü�é õðÜñ÷åé ïñéó�éêüò �åëåó�Þò � ðïõ åßíáé ðñïóäéïñéó�éêüòãéá �çí =bs, äçëáäÞ ãéá üëá �á G;H ∈ A0,G =bs H ⇐⇒ �(G) = �(H):Ôï ðåäßï �ïõ áí�éèåìåëéùìÝíïõ êüóìïõ åßíáé ç êëÜóç-ðçëßêï �çò A0 áðü �çí
=bs,

A =ïñ {�(G) | G ∈ A0}:ÈÝ�ïõìå x"y ⇐⇒ïñ (∃G;H)[x = �(G) & y = �(H) & G"0H];ìå åðßêëçóç �ïõ B.31, êáé �åëéêÜ ïñßæïõìå �ïí Áãíü Áí�éèåìåëéùìÝíï Êüóìïùò �çí �ñéÜäá A;A; " . Èá áíáöåñüìáó�å ó' áõ�üí ìå �ï üíïìá �ïõ ðåäßïõ �ïõ
A, ðïõ åßíáé åðßóçò êáé ç êëÜóç óõíüëùí �ïõ | äåí õðÜñ÷ïõí Ü�ïìá ó�ïí A.B.32. Èåþñçìá. (A
zel) (AC) Ï A åßíáé êüóìïò �ïõ Rieger, ðïõ éêáíïðïéåßåðéðëÝïí �çí Áñ÷Þ Áí�éèåìåëßùóçò AFA, �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò AC êáé �çíÁñ÷Þ Áãíü�ç�áò.Áðüäåéîç. . Ç éäéü�ç�á-êëåéäß �ïõ A åßíáé ü�é ãéá êÜèå ãñÜöçìá H ∈ V ìåó÷Ýóç áêìþí →H êáé êÜèå êüìâï p ∈ H,bA(�(H; p)) = {�(H; q) | q H← p};ðïõ äåß÷íå�áé ì' Ýíáí áðëü õðïëïãéóìü:x ∈ bA(�(H; p)) ⇐⇒ (∃G ∈ A0)(∃q H← p)[x = �(G) & G =bs (H; q)]

⇐⇒ (∃q H← p)[x = �(H; q)]:Áð' áõ�ü ðñïêýð�åé áìÝóùò ü�é êÜèå bA(x) åßíáé óýíïëï, êáé åðïìÝíùò ç �ñéÜäá
A åßíáé êüóìïò óõíüëùí.�éá íá äåßîïõìå �çí éäéü�ç�á �ïõ Rieger, õðïèÝ�ïõìå ü�é Y ⊆ A êáé (áðü �ïAC), åðéëÝãïõìå ãéá êÜèå y ∈ Y êÜðïéï �ïíéóìÝíï ãñÜöçìá Gy ∈ A0 �Ý�ïéïþó�å (1) �(Gy) = y. Áí�éêáèéó�þí�áò êÜèåGy ìå êÜðïéï éóïìïñöéêü áí�ßãñáöï
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 267(áí ÷ñåéÜæå�áé), ìðïñïýìå íá âåâáéþóïõìå åðéðëÝïí ü�é (2) y 6= z=⇒Gy∩Gz =
∅, êáé ãéá êÜèå y ∈ Y , (3) ∅ =∈ Gy. ¸ó�ùH =ïñ ⋃ {Gy | y ∈ Y } ∪ {∅};u→H v ⇐⇒ïñ (∃y ∈ Y )[u→y v ∨ (u = ∅ & v = py)];üðïõ �á →y êáé py åßíáé ç ó÷Ýóç áêìÞò êáé ï �üíïò �ïõ Gy.Ôï �ïíéóìÝíïãñÜöçìá H ìå ó÷Ýóç áêìÞò →H êáé �üíï ∅ áíÞêåé ðñïöáíþò ó�çí êëÜóç A0,êáé ãéá êÜèå y ∈ Y ,

(H; py) =bs Gyáðü �çí (�å�ñéììÝíç, �áõ�ï�éêÞ) ðñïóïìïßùóç
{(u; v) ∈ H ×Gy | u = v}·Üñá, áðü �çí B.32 êáé �ïí ïñéóìü,bA(�(H; ∅)) = {�(H; q) | q H← ∅}

= {�(H; py) | y ∈ Y }
= {�(Gy) | y ∈ Y } by B-5;
= Y:�éá íá äåßîïõìå �ç ìïíáäéêü�ç�á �ïõ �(H), õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï H ′ åßíáé �ïíé-óìÝíï ãñÜöçìá ó�çí A0 ìå ó÷Ýóç áêìþí →′ êáé �üíï q′, �Ý�ïéï þó�åG"0H ′ ⇐⇒ �(G) ∈ Y:Áðü �çí B.32 ðÜëé,bA(�(H ′; q′)) = {�(H ′; q) | q ′← q′}

= {�(H; py) | y ∈ Y };áðü �çí õðüèåóç.¢ñá, ãéá êÜèå y ∈ Y , y = �(Gy) = �(H; py)"�(H ′);êáé (ìå åðßêëçóç �ïõ AC) ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå êÜðïéï qy ′← q′ êáé êÜðïéáðñïóïìïßùóç Sy ìå�áîý �ùí (H; py) êáé (H ′; qy)· êáé áí�éó�ñüöùò, ìå �ï ßäéïåðé÷åßñçìá, ãéá êÜèå q ′← q′ ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå êÜðïéï yq ∈ Y êáé êÜðïéáðñïóïìïßùóç Tq ìå�áîý �ùí (H; qy) êáé (H ′; q). Ì' áõ�Ýò �éò åðéëïãÝò åßíáéåýêïëï íá åðáëçèåýóïõìå ü�é ç ÝíùóçR =
⋃ {Sy | py H← ∅} ∪ {Tq | q ′← q′} ∪ {(∅; q′)}åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí H êáé H ′, äçëáäÞ �(H) = �(H ′).ÔåëéêÜ, ãéá íá äåßîïõìå ü�é ï êüóìïò A éêáíïðïéåß �çí áñ÷Þ AFA, Ýó�ù GãñÜöçìá ó�ïíA ìå ó÷Ýóç áêìþí→G ∈ A. �éá íá êá�áóêåõÜóïõìå äéáêüóìçóç�ïõ G ó�ïí A, áñêåß íá ïñßóïõìå Ýíáí A-�åëåó�Þ Æ, �Ý�ïéïí þó�å
A |= (∀p ∈ G)[Æ(p) = {Æ(q) | q G← p}];
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268 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßáåöüóïí ï A åßíáé Z-F êüóìïò êáé £ãíùñßæåé¤ áðü �çí B-5 ü�é ï ðåñéïñéóìüò �ïõÆ ó�ï G åßíáé óõíÜñ�çóç, êáé åðïìÝíùò äéáêüóìçóç �ïõ G. ÈÝ�ïõìåH =ïñ bA(G) ∈ V ;êáé ïñßæïõìå ó�ï H �ç ó÷Ýóç áêìþíx→H y ⇐⇒ïñ A |= x→G y; (x; y ∈ H);ðïõ åðßóçò áíÞêåé ó�çí V . �éá êÜèå p ∈ H, èÝ�ïõìåÆ(p) =ïñ �(H; p) ∈ A; (p ∈ H)êáé õðïëïãßæïõìå:bA(Æ(p)) = {�(H; q) | q H← p}; áðü �çí B.32;
= {�(H; q) | A |= q G← p}by B-5;
= {Æ(q) | A |= q G← p} áðü �çí B-5:Ìå Üëëá ëüãéá, ãéá êÜèå p"G,x"Æ(p) ⇐⇒ A |= (∃q G← p)[x = Æ(q)];ðïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå �çí B-5.ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå ü�é �ï G åðéäÝ÷å�áé �ï ðïëý ìßá äéáêüóìçóç ó�ïí A,êáé ãé' áõ�ü áñêåß (üðùò ðéï ðÜíù) íá âåâáéþóïõìå ü�é áí ï Æ′ åßíáé A-�åëåó�Þò�Ý�ïéïò þó�å

A |= (∀p ∈ G)[Æ′(p) = {Æ′(q) | q G← p}];�ü�å Æ′(p) = Æ(p), ãéá êÜèå p ∈ H. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ï Æ′ éêáíïðïéåß �çí B-5,åðéëÝãïõìå (áðü �ï AC) �ïíéóìÝíï ãñÜöçìá H ′p ìå �üíï rp ãéá êÜèå p ∈ H,�Ý�ïéï þó�å Æ′(p) = �(H ′p); (p ∈ H);êáé åðéðëÝïí ñõèìßæïõìå �éò åðéëïãÝò üðùò ó�çí áðüäåéîç �çò éäéü�ç�áò �ïõRieger Ý�óé ðïõ áõ�Ü �á ãñáöÞìá�á íá åßíáé îÝíá áíÜ äýï. Áí H ′ =
⋃{H ′p |p ∈ H} åßíáé ç ÝíùóÞ �ïõò, �ü�åÆ′(p) = �(H ′; rp); (p ∈ H);åöüóïí ç �áõ�ï�éêÞ ó÷Ýóç {(q; q) | q ∈ H} åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí

(H ′p; rp) êáé (H; rp). Áñêåß �þñá íá äåßîïõìå ü�é ç ó÷ÝóçR =ïñ {(p; s) ∈ H ×H ′ | �(H ′; s) = Æ′(p)}åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí (H; p) êáé (H ′; rp), ãéá êÜèå p ∈ H: áõ�ü èá�åëåéþóåé �çí áðüäåéîç, åðåéäÞ ãéá êÜèå p ∈ H, �(H ′; rp) = Æ′(p), Üñá pRrp,êáé åðïìÝíùò Æ(p) = �(H; p) = �(H ′; rp) = Æ′(p):
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�áñÜñ�çìá B. Áîéþìá�á êáé ðñü�õðá 269�éá íá äåßîïõìå �ï ëéãü�åñï åýêïëï ìÝñïò �çò ðñü�áóçò ó�á ðëÜãéá, Ýó�ù →′ç ó÷Ýóç áêìÞò �ïõ H ′ êáé Ýó�ù pRs. Õðïëïãßæïõìå:t ′← s =⇒ �(H ′; t)"�(H ′; s)=⇒ �(H ′; t)"Æ′(p); åðåéäÞ pRs;=⇒ ãéá êÜðïéï q H← p; �(H ′; t) = Æ′(q);áðü �çí B-5;=⇒ ãéá êÜðïéï q H← p; qRt:Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò óõíÜãå�áé áðü �ï B.14 êáé ç Áñ÷Þ Áãíü�ç�áò åßíáé �å-�ñéììÝíç. ⊣

�ñïâëÞìá�á ãéá �ï ÊåöÜëáéï BxB.1. Äåßîå ü�é ãéá êÜèå êüóìï óõíüëùí M = M;S;E, �á áîéþìá�á ãéáïñéó�éêÝò óõíèÞêåò êáé �åëåó�Ýò �ïõ 3.18 áëçèåýïõí, áí áí�éêá�áó�Þóïõìå ó'áõ�Ü £óõíèÞêç¤ ìå £M-óõíèÞêç¤, £�åëåó�Þò¤ ìå £M-�åëåó�Þò¤, ∈ ìå E, Set ìåS êáé (∀y) ìå (∀y ∈M).
∗ xB.2. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é æåýãç êáé Êáñ�åóéáíÜ ãéíüìåíá Ý÷ïõí ïñéó�åß ìå �ïæåýãïò Kuratowski �ïõ 4.2. Äåßîå ü�é ⋃∞n=2{N0}n =∈ Z êáé óõìðÝñáíå ü�é çáêüëïõèç ðñü�áóç äåí åßíáé èåþñçìá �çò ZDC: ãéá êÜèå óýíïëï A, õðÜñ÷åéóõíÜñ�çóç f : N → f [A] �Ý�ïéá þó�åf(0) = A×A; f(n+ 1) = f(n)×A:
∗ xB.3. Äþóå ïñéóìü �åëåó�Þ (x; y)′ ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò: (1) (x; y)′ åßíáé �åëå-ó�Þò æåýãïõò, äçëáäÞ éêáíïðïéåß �éò OP1 êáé OP2. (2) Áí X;Y ∈ Z, �ü�å êáé�ï ãéíüìåíï X × Y áíÞêåé ó�ï Z. (3) �éá êÜèå A ∈ Z, áí ïñßóïõìå �çí Ýíùóç
⋃∞n=2An ì' áõ�ü �ïí �åëåó�Þ æåýãïõò, �ü�å ⋃∞n=2An ∈ Z.

∗ xB.4. Äåßîå ü�é ç óõíåðáãùãÞ OP1=⇒OP2 äåí åßíáé èåþñçìá �çò ZDC ãéáêÜèå ïñéó�éêü �åëåó�Þ (x; y).
∗ xB.5. Äåßîå ü�é áí �ï I åßíáé ìå�áâá�éêü óýíïëï, �ü�åA ∈M(I)=⇒TC(A) ∈M(I):xB.6. �éá êÜèå I, ïñßæïõìå �á óýíïëá Kn(I) ìå �çí áíáäñïìÞK0(I) = I; Kn+1(I) = Kn(I) ∪ P(Kn(I)):Äåßîå ü�é Mn(I) ⊆ Kn(TCn+1(I)) ⊆M(I);üðïõ �ï TCn(I) êáé �ï Mn(I) ïñßæïí�áé áðü �çí 11-16 êáé �çí 11-18 áí�ß-ó�ïé÷á.
∗ xB.7. Âñåò êÜðïéï I ⊃ N0 �Ý�ïéï þó�å TC(I) =∈M(I). ÓõìðÝñáíå ü�é ç ZDCäåí áðïäåß÷íåé ü�é £êÜèå óýíïëï Ý÷åé ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á¤.
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270 Óçìåéþóåéò ó�ç Óõíïëïèåùñßá
∗ xB.8. Ç óõíåðáãùãÞ C1=⇒C3 äåí áðïäåß÷íå�áé ãéá êÜèå ïñéó�éêü �åëåó�Þðëçèéêü�ç�áò |A| ó�çí ZDC.
∗ xB.9. Ç éóïäõíáìßá ó�ï �ñüâëçìá x11.7 äåí åßíáé èåþñçìá �çò ZDC.
∗ xB.10. Äå÷üìáó�å �ï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò êáé �ç �åíéêåõìÝíç Õðüèåóç�ïõ Óõíå÷ïýò, Ý�óé ðïõ ãéá üëïõò �ïõò ðëçèáñßèìïõò �, 2� =
 �+. Äåßîå ü�é

(n 7→ ℵn) ⊆ Z; (n 7→ ℵn) =∈ Z:ÓõìðÝñáíå ü�é ç ZAC äåí áðïäåß÷íåé �çí ýðáñîç Üðåéñçò, áýîïõóáò áêïëïõèßáòÜðåéñùí ðëçèáñßèìùí, äçëáäÞ �çí ðñü�áóç� : (∃f : N → f [N ])(∀n ∈ N)[N ≤
 f(n) <
 f(n+ 1)]:
∗ xB.11. Äåßîå ü�é ç ZDC äåí áðïäåß÷íåé �çí ðñü�áóç £ï êáëÜ äéá�å�áãìÝ-íïò ÷þñïò �ùí öõóéêþí áñéèìþí N åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéï äéá�áê�éêü áñéèìü¤.Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïßçóå �ï x12.27. Ôï ëéãü�åñï åýêïëï ìÝñïò �çò áðü-äåéîçò åßíáé ï õðïëïãéóìüò �çò ó÷å�éêïðïßçóçò áõ�Þò �çò êÜðùò ðåñßðëïêçòðñü�áóçò Þ ðþò íá áðïöåõ÷èåß áõ�ü.
∗ xB.12. (AC) Äåßîå ü�é ç ZFC äåí áðïäåß÷íåé �çí ýðáñîç éó÷õñÜ áðñüóé�ùíðëçèáñßèìùí. Õðüäåéîç: �ñïò áðáãùãÞ óå Ü�ïðï, åñìÞíåõóå �ï �ñüâëçìáó�ïí êüóìï V�, üðïõ � åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò, éó÷õñÜ áðñüóé�ïò ðëçèÜñéèìïò.xB.13. Ôåëåó�Þò äéá�å�áãìÝíïõ æåýãïõò ó�ïí êüóìï �ïõ RiegerM, åßíáéÝíáò äéìåëÞòM-�åëåó�Þò C �Ý�ïéïò þó�å ãéá üëá �á x; y; x′; y′ ∈M ,C(x; y) = C(x′; y′) ⇐⇒ x = x′ & y = y′:Êáñ�åóéáíÜ ãéíüìåíá êáé óõíáñ�çóéáêïß ÷þñïé ïñßæïí�áé ìå �ïí öõóéêü �ñüðï,ó÷å�éêÜ ìå �ïí C:A×C B =ïñ �{C(x; y) | xEA; yEB};

(A→C B) =ïñ �{f ∈M | (∀tE f)[tEA×C B]

& (∀xEA)(∃!yEB)[C(x; y)Ef ]};üðïõ �(Y ) åßíáé ï �åëåó�Þò �ïõ Rieger ãéá �ïí M, ðïõ ïñßóáìå ó�çí B.10.Äåßîå ü�é áõ�ïß ïé ïñéóìïß Ý÷ïõí íüçìá (äçëáäÞ ï � ÷ñçóéìïðïéåß�áé óùó�Ü),êáé åðïìÝíùò ïé A×C B êáé A→C B åßíáéM-�åëåó�Ýò.
∗ xB.14. ¼ñéóå �ñéÜäåò, äïìçìÝíá óýíïëá êáé óõó�Þìá�á öõóéêþí áñéèìþí óåäïóìÝíï êüóìï �ïõ RiegerM, ó÷å�éêÜ ìå äïóìÝíï �åëåó�Þ æåýãïõò C(x; y) �ïõ
M. Äéá�ýðùóå �éò Áñ÷Ýò ÅðéëïãÞò DC, ACN êáé AC ì' áõ�Ýò �éò Ýííïéåò, êáéäåßîå ü�é ï êüóìïò �ïõ Rieger M éêáíïðïéåß �çí DC, êé áí �ï AC áëçèåýåé,�ü�å ïM åðßóçò éêáíïðïéåß �ï AC.xB.15. Äåßîå ü�é ï êüóìïò �ïõ RiegerMa �ïõ B.16 Ý÷åé Ýíáí �åëåó�Þ æåýãïõòC �Ý�ïéïí þó�å ãéá üëá �á x; y, �ï £æåýãïò¤ C(x; y) íá åßíáé Ü�ïìï.
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∗ xB.16. (AC) Êá�áóêåýáóå Ýíáí êüóìï RiegerM ðïõ íá éêáíïðïéåß �éò åîÞòäýï áðáé�Þóåéò.(a) ÕðÜñ÷åé äéìåëÞò, ïñéó�éêÞ óõíèÞêç ≤a ðïõ äéá�Üóóåé êáëÜ �çí êëÜóç �ùíá�üìùí, äçëáäÞ �Ý�ïéá þó�å (1) ãéá üëá �á Ü�ïìá a, b, 
,a ≤ a; [a ≤ b & b ≤ 
]=⇒ a ≤ 
; [a ≤ b & b ≤ a]=⇒ a = 
;(2) ãéá üëá �á Ü�ïìá a, b, åß�å a ≤ b Þ b ≤ a, êáé (3) êÜèå ìç êåíü óýíïëïá�üìùí Ý÷åé ≤-åëÜ÷éó�ï ìÝëïò.(b) ÊÜèå óýíïëï X åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï ≤-áñ÷éêü �ìÞìá á�üìùí,äçëáäÞ ãéá êÜðïéï Ü�ïìï b, X =
 {a | Atom(a) & a < b}. Õðüäåéîç: ÊÜíå�ïõò äéá�áê�éêïýò áñéèìïýò Ü�ïìá óå êÜðïéï êüóìï �ïõ Rieger.
∗ xB.17. ¼ñéóå Ýíáí êüóìï �ïõ Rieger ðïõ íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï äéáöïñå�éêÜ£áõ�ïìïíïóýíïëá¤, äçëáäÞ óýíïëá a, b �Ý�ïéá þó�å a 6= b, a = {a}, b = {b}.Õðüäåéîç: ¢ñ÷éóå ìå êÜðïéï êüóìï ðïõ íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï Ü�ïìá êáéìéìÞóïõ �çí êá�áóêåõÞ áí�éêá�ïð�ñéóìïý �ïõ B.16.
∗ xB.18. ¼ñéóå Ýíá êüóìï �ïõ Rieger ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ìéáí Üðåéñç áêïëïõèßáäéáöïñå�éêþí óõíüëùí x0; x1; : : : �Ý�ïéùí þó�å ãéá êÜèå i, xi = {xi+1}.xB.19. ¸ó�ù ãñÜöçìá G êáé p ∈ G Ýíáò êüìâïò �ïõ, êáé Ýó�ùG↾p = {x ∈ G | x = p ∨ p⇒ x}�ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï p êáé üëïõò �ïõò êüìâïõò óå êÜðïéï ìïíïðÜ�é �ïõãñáöÞìá�ïò ðïõ áñ÷ßæåé ìå �ï p. Èåùñïýìå �ï G ↾p ùò £õðïãñÜöçìá¤ �ïõ G,ìå �ïí ðåñéïñéóìü �çò ó÷Ýóçò áêìþí →G ó�ï G↾p. Äåßîå ü�é

(G; p) =bs (G↾p; p):B.33. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ (partial) ðñïóïìïßùóç ìå�áîý äýï ãñáöçìÜ�ùí G,H åßíáé ìéá ó÷Ýóç R ⊆ G ×H ðïõ åßíáé ðñïóïìïßùóç ìå�áîý �ùí �ïíéóìÝíùíãñáöçìÜ�ùí (G; p), (H; q), ãéá êÜèå (p; q) ∈ R· åßíáé ïëéêÞ (total) ðñïóï-ìïßùóç, áí åðéðëÝïí
(∀p ∈ G)(∃q ∈ H)pRq & (∀q ∈ H)(∃p ∈ G)pRq:Äýï ãñáöÞìá�á åßíáé ðñïóüìïéá (bisimilar) áí õðÜñ÷åé ïëéêÞ ðñïóïìïßùóçìå�áîý �ïõò.xB.20. �éá êÜèå æåýãïò ãñáöçìÜ�ùí G, H õðÜñ÷åé ìÝãéó�ç (óýìöùíá ìå �çí

⊆) ðñïóïìïßùóç R ìå�áîý �ùí G êáé H, êáé G =bs H �ü�å êáé ìüíïí áí áõ�Þç ìÝãéó�ç ðñïóïìïßùóç åßíáé ïëéêÞ.xB.21. Äýï ãñáöÞìá�áG,H åßíáé ðñïóüìïéá �ü�å êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå p ∈ GõðÜñ÷åé êÜðïéï q ∈ H �Ý�ïéï þó�å �á �ïíéóìÝíá ãñáöÞìá�á (G; p) êáé (H; q) íáåßíáé ðñïóüìïéá, êáé áí�ßó�ñïöá, êÜèå (H; q) åßíáé ðñïóüìïéï ìå êÜðïéï (G; p).xB.22. (AFA) Äåßîå ü�é õðÜñ÷ïõí äéáöïñå�éêÜ áãíÜ óýíïëá x; y; z �Ý�ïéá þó�åx ∋ y ∋ z ∋ x;êáé ó÷åäßáóå åéêüíåò �ïõò.
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∗ xB.23. (AFA) Äåßîå ü�é õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï ìå�áâá�éêÜ, áãíÜ ìïíïóýíïëá.�üóá ìå�áâá�éêÜ, áãíÜ äéóýíïëá õðÜñ÷ïõí; Ó÷åäßáóå åéêüíåò �ïõò.xB.24. (AFA) Ìå �ï æåýãïò Kuratowski, äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áãíü óýíïëï x,�Ý�ïéï þó�å x = (∅; x);êáé ó÷åäßáóå åéêüíá �ïõ.xB.25. (AFA) Ìå �ï æåýãïò Kuratowski, äåßîå ü�é õðÜñ÷åé áãíü óýíïëï x�Ý�ïéï x = {(n; x) | n ∈ N};êáé ó÷åäßáóå åéêüíá �ïõ.
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ËÕÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÓÔÁ ÊÅÖÁËÁÉÁ 1 - 12
2.5. Ç �áõ�ï�éêÞ óõíÜñ�çóç (x 7→ x) öáíåñþíåé ü�é A ≤
 A. Áí f : A֌ Bêáé g : B ֌ C, �ü�å ç óýíèåóç h(x) = g(f(x)) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü �ï Aó�ï C, Üñá A ≤
 C.2.8. Áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå A ≤
 N êáé B ≤
 A, Ý�óé ðïõ B ≤
 N.2.9. Áí �ï A åßíáé êåíü, �ü�å B = f [∅] = ∅. Áí �ï A äåí åßíáé êåíü,�ü�å õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò � : N →→ A, ç óýíèåóç h(i) = f(�(i)) åßíáé åðßóçòåðéìïñöéóìüò áðü �ï N åðß �ïõ B, êáé åðïìÝíùò �ï B åßíáé áñéèìÞóéìï.2.20. ¸ó�ù f : A֌→ B áí�éó�ïé÷ßá, êáé � : P(A)→ P(B) ç óõíÜñ�çóç�(X) = f [X] (X ⊆ A):�éá íá äåßîïõìå ü�é ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò, áñêåß íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é áíx ∈ X \ Y , �ü�å f(x) ∈ f [X] üìùò äå ãßíå�áé íá Ý÷ïõìå êáé f(x) ∈ f [Y ]· äéü�éáí f(x) = f(y) ãéá êÜðïéï y ∈ Y , �ü�å y = x áöïý ç f åßíáé éóïìïñöéóìüò êáéÝ�óé x = y ∈ Y , ðïõ äåí éó÷ýåé. ¢ñáx ∈ X \ Y =⇒ f(x) ∈ f [X] \ f [Y ];êáé óõììå�ñéêÜ, y ∈ Y \X =⇒ f(y) ∈ f [Y ] \ f [X]:Áðü �éò äýï óõíåðáãùãÝò Ýðå�áé ü�éX 6= Y =⇒ f [X] 6= f [Y ];äçëáäÞ ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò.�éá íá äåßîïõìå ü�é åßíáé êáé åðéìïñöéóìüò, ãéá äïóìÝíï Y ⊆ B, Ýó�ù X =f−1[Y ] ïðü�å áìÝóùò ðáßñíïõìå f [X] ⊆ Y · üìùò, åðåéäÞ ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò,êÜèå y ∈ Y åßíáé ç �éìÞ f(x) êÜðïéïõ x ∈ A, êáé Ý�óé x = f−1(y) ∈ X, ïðü�åf [X] = Y .2.23. ¸ó�ù áí�éó�ïé÷ßåò f : A1 ֌→ A2 êáé g : B1 ֌→ B2. �éá êÜèåp : A1 → B1, èÝ�ïõìå�(p) = q üðïõ ãéá êÜèå x ∈ A2; q(x) = g(p(f−1(x))):273
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B1

A1
-

-

A2

B2

f
g? ?

p q = �(p)
ÄéÜãñáììá 1. ÄéÜãñáììá ãéá �çí ¢óêçóç 2.23.Ìå ëßãá ëüãéá, ç q åßíáé ç ìïíáäéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ êÜíåé �ï äéÜãñáììá ó�çíÅéêüíá 1 ìå�áèå�éêü, äçëáäÞg(p(x)) = q(f(x)) (x ∈ A1):�áñáèÝ�ïõìå �éò ëåð�ïìÝñåéåò �ïõ éó÷õñéóìïý (ðïõ öáßíïí�áé áðü �ï äéÜãñáììá)ãéá íá åßíáé ðëÞñçò ç áðüäåéîç,�éá íá åëÝãîïõìå ü�é áí p : A1 → B1, �ü�å �(p) = q : A2 → B2, õðïëïãß-æïõìå:x ∈ A2 =⇒ f−1(x) ∈ A1=⇒ p(f−1(x)) ∈ B1 =⇒ q(x) = g(p(f−1(x))) ∈ B2:Ç áðüäåéîç ü�é ç � åßíáé áí�éó�ïé÷ßá åßíáé ðáñüìïéá ìå áõ�Þí ó�çí ¢óêçóç 2.20ãéá �á äõíáìïóýíïëá, üìùò ëßãï ðéï áðëÞ.Áñ÷éêÜ, áí p1; p2 : A1 → B1 êáé p1 6= p2, �ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéï y ∈ A1 �Ý�ïéïðïõ p1(y) 6= p2(y). Áí x = f(y), �ü�å ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ãåãïíüò ü�é ç f−1åßíáé éóïìïñöéóìüò,p1(f−1(x)) = p1(y) 6= p2(y) = p2(f−1(x));êáé Ý�óé, åöáñìüæïí�áò �çí g êáé ó�éò äýï ìåñéÝò êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ãå-ãïíüò ü�é åßíáé éóïìïñöéóìüò, óõíÜãïõìå ü�é�(p1)(x) 6= �(p2)(x);êáé åðïìÝíùò �(p1) 6= �(p2). ¸�óé, ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò. �éá íá åëÝãîïõìåü�é åßíáé êáé åðéìïñöéóìüò, ïñßæïõìå ãéá êÜèå q : A2 → B2 �ç óõíÜñ�çóçp(y) = g−1(q(f(y))) (y ∈ A1);Ý�óé ðïõ p : A1 → B1, êáé ãéá êÜèå x ∈ A2,�(p)(x) = g(p(f−1(x))) = g(g−1(q(f(f−1(x))))) = q(x):ÔåëéêÜ �(p) = q êáé ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò.3.9. �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é áõ�Ü �á äýï óýíïëá äåí Ý÷ïõí �á ßäéá ìÝëç, ðïõéó÷ýåé åðåéäÞ ∅ ∈ {∅} åíþ ∅ =∈ ∅.3.13. Ôï êåíü óýíïëï åßíáé õðïóýíïëï êÜèå óõíüëïõ, êé Ý�óé ∅ ∈ P(∅)· êéáí X ⊆ ∅, �ü�å �ï X ðñÝðåé íá åßíáé êåíü, áöïý êÜèå ìÝëïò �ïõ X èá Ýðñåðåíá åßíáé êáé ìÝëïò �ïõ ∅|ðñÜãìá áäýíá�ï. �éá �ïí äåý�åñï éó÷õñéóìü, åßíáé
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 275ðÜëé Üìåóï ü�é ãéá êÜèå óýíïëï A, ∅; A ⊆ A, êé Ý�óé {∅; {∅}} ⊆ P({∅})· ãéá�çí Üëëç êá�åýèõíóç, áí X ⊆ {∅}, �ü�å �ï X ìðïñåß íá Ý÷åé ìüíï Ýíá ìÝëïò,�ï ∅, êé Üñá X = ∅ Þ X = {∅}.3.14. ×ñçóéìïðïéþí�áò �á áîéþìá�á �ïõ Äõíáìïóõíüëïõ êáé �ïõ Äéá÷ùñé-óìïý, èÝ�ïõìå B = {X ∈ P(A) | (∃t ∈ A)[X = {t}]}:3.16. Ôï êåíü óýíïëï äåí Ý÷åé ìÝëç, êé Üñá ⋃∅ = ∅· êáé �ï ìïíáäéêü ìÝëïò�ïõ ìïíïóõíüëïõ {∅} åßíáé �ï ∅, �ï ïðïßï, îáíÜ, äåí Ý÷åé ìÝëç, Üñá êáé ðÜëé
⋃{∅} = ∅.3.20. Ç ìïíïìåëÞò óõíèÞêç P ðïõ ïñßæå�áé ìåP (x) ⇐⇒ x ∈ Aåßíáé éóïìåëÞò ìå �ï A, êé Üñá áðü �çí (3-10), {x | x ∈ A} = A. Ïìïßùò, áíQ(X) ⇐⇒ Set(X) &X ⊆ A;�ü�å Q =e P(A), êé Ý�óé áðü �çí (3-10), {X | Set(X) &X ⊆ A} = P(A).3.21. Ôï ü�é ç Set äåí åßíáé óýíïëï áðïäåß÷èçêå ó�ï Èåþñçìá 3.11. �éá �ç
W ÷ñçóéìïðïéïýìå åéò Ü�ïðï áðáãùãÞ: áí Þ�áí óýíïëï, �ü�å óýíïëï èá Þ�áíêáé ç Set áðü �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý, áöïý Set = {x ∈ W | Set(x)}.3.22. Áí �ï A = {w | �ï w åßíáé ìïíïóýíïëï} Þ�áí óýíïëï, �ü�å ç ÝíùóÞ �ïõ
⋃A èá Þ�áí åðßóçò óýíïëï· üìùò êÜèå áí�éêåßìåíï x åßíáé ìÝëïò �ïõ ìïíïóõíü-ëïõ �ïõ {x}, êé Ý�óé ⋃A =W , �ï ïðïßï äåí åßíáé óýíïëï áðü �çí ðñïçãïýìåíç¶óêçóç.3.23. Áõ�Þ ç Üóêçóç åßíáé áðëÞ åöáñìïãÞ �çò ïñïëïãßáò ìáò, êáé èá áðïäåß-îïõìå �éò óõíåðáãùãÝò êõêëéêÜ. ¸ó�ù A êëÜóç.Áí ç A åßíáé óýíïëï, �ü�å A ∈ {A} êáé �ï ìïíïóýíïëï {A} åßíáé åðßóçòóýíïëï, êé Üñá êáé êëÜóç, êé Ý�óé �ï A áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç.Áí ç A áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç B, �ü�å ðñÝðåé íá åßíáé áí�éêåßìåíï (Ü�ïìïÞ óýíïëï, áöïý ìüíï áí�éêåßìåíá �ïðïèå�ïýí�áé óå êëÜóåéò áðü �çí (3-8)· êéáöïý ç A åßíáé êëÜóç áðü �çí õðüèåóç, äåí åßíáé Ü�ïìï êé Üñá ðñÝðåé íá åßíáéóýíïëï. ¸ðå�áé ü�é A ⊆ A, êé Ý�óé �ï A åßíáé õðïóýíïëï êÜðïéïõ óõíüëïõ.ÔÝëïò, Ýó�ù A êëÜóç êáé A ⊆ X, ãéá êÜðïéï óýíïëï X. Áí ç A åßíáé óýíïëï,�åëåéþóáìå· äéáöïñå�éêÜ, áðü �çí (3-10), A = P ãéá êÜðïéá ïñéó�éêÞ óõíèÞêçP , üìùò A ⊆ X, Ý�óé ðïõ ìüíï ìÝëç �ïõ X ìðïñïýí íá éêáíïðïéïýí �çí P êáéA = {x ∈ X | P (x)}. Áðü �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý, �ï A åßíáé óýíïëï, Ü�ïðïáðü �çí õðüèåóç.4.3. Áí Pair(z), �ü�å z = (x; y) ãéá êÜðïéá x; y, êáé áðü �ïõò ïñéóìïýò,x = First(z); y = Se
ond(z);êé áí z = (First(z); Se
ond(z)), �ü�å z = (x; y) ãéá áõ�Ü �á x; y, êé Ý�óé éó÷ýåéç Pair(x; y).
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276 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßá4.4. Áí (x; y; z) = (x; (y; z)) = (x′; (y′; z′)) = (x′; y′; z′), �ü�å áðü �ç âáóéêÞéäéü�ç�á �ïõ æåýãïõò Ý÷ïõìå x = x′ êáé (y; z) = (y′; z′), êáé åöáñìüæïí�áò ðÜëé�çí ßäéá éäéü�ç�á, óõíÜãïõìå ü�é y = y′ êáé z = z′. Ç Üëëç êá�åýèõíóç åßíáé�å�ñéììÝíç.4.6. A ⊎ ∅ = {(êõáíü; x) | x ∈ A}, êáé (êõáíü; x) ∈ A ⊎ B ãéá êÜèå x ∈ Aêáé êÜèå B. �éá �ïí äåý�åñï éó÷õñéóìü, áñêåß íá ðáñá�çñÞóåé êáíåßò ü�é ãéáïðïéáäÞðï�å óýíïëá A;B, �á ìÝëç �ïõ A ⊎ B åßíáé äéá�å�áãìÝíá æåýãç· üìùòãéá A = B = {∅}, (ìå �ï æåýãïò Kuratowski) �ï ∅ äåí åßíáé äéá�å�áãìÝíïæåýãïò êé Üñá äåí éó÷ýåé ü�é {∅} ⊆ {∅} ⊎ {∅}.4.9. Ïý�å êáé ãéá �ï (2) ÷ñåéÜæå�áé äïõëåéÜ, áöïý �ï PA;B åßíáé óýíïëï áðü�ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) êáé åßíáé õðïóýíïëï �ïõ A×B åî ïñéóìïý|Üñáåßíáé ó÷Ýóç ó�á A;B.4.11. �éá �á äýï ðñþ�á ðáñáäåßãìá�á, ï éó÷õñéóìüò åßíáé �å�ñéììÝíïò. �éá�ï �ñß�ï, �ï ü�é ç ∼A=B åßíáé áõ�ïðáèÞò êáé óõììå�ñéêÞ åßíáé åðßóçò �å�ñéììÝíï.�éá �ç ìå�áâá�éêü�ç�á, ðáñá�çñïýìå áñ÷éêÜ ü�é
[x ∼A=B y& y = z]=⇒ x ∼A=B z:Áõ�ü éó÷ýåé áöïý áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå ðùò åß�å x = y, ïðü�å áðü �çí y = zÝðå�áé ü�é x = z êé Üñá x ∼A=B z· åß�å x; y ∈ B, ïðü�å ðÜëé áðü �çí y = zÝ÷ïõìå x; z ∈ B, äçëáäÞ x ∼A=B z. ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ðùò x ∼A=B y êáéy ∼A=B z, ìå x; y; z äéáöïñå�éêÜ áíÜ äýï, áöïý áëëéþò, ïðïéáäÞðï�å áðü �éòx = y, y = z Þ y = z ìáò ïäçãåß áìÝóùò ó�ï x ∼A=B z áðü �çí ðñïçãïýìåíçðáñá�Þñçóç. ¼ìùò áí x 6= y êáé y 6= z, �ü�å áðü �çí ðñþ�ç õðüèåóç y ∼A=B zóõíÜãïõìå ü�é x ∈ B& y ∈ B, êáé áðü �ç äåý�åñç õðüèåóç y ∼A=B z óõíÜãïõìåü�é y ∈ B& z ∈ B, äçëáäÞ Ý÷ïõìå ü�é x ∈ B& z ∈ B êáé �åëéêÜ x ∼A=B z.4.13. ¸ó�ù =A ï ðåñéïñéóìüò �çò ó÷Ýóçò éóü�ç�áò ó�ï óýíïëï A. Ôü�åêÜèå x ∈ A åßíáé éóïäýíáìï ìüíï ìå �ïí åáõ�ü �ïõ êé Üñá [x==A] = {x}. �éá �çêáèïëéêÞ ó÷Ýóç ∼A ìå x ∼A y ãéá üëá �á x; y ∈ A, ðñïöáíþò [x=∼A] = A ãéáïðïéïäÞðï�å x ∈ A. ÔÝëïò, ãéá �çí ðéï ðåñßðëïêç ∼A=B , Ý÷ïõìå [x=∼A=B ] =

{x} áí x ∈ A \B êáé [x=∼A=B ] = B áí x ∈ B.4.15. Áí ç f åßíáé óõíÜñ�çóç, �ü�å (åî' ïñéóìïý) õðÜñ÷ïõí óýíïëá A;B�Ý�ïéá þó�å f ⊆ A×B, êé ÜñáDomain(f) = {x ∈ A | (∃y)[(x; y) ∈ f ]}êáé �ï Domain(f) åßíáé óýíïëï áðü �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III). Ìå �ï ßäéïóêåð�éêü äåß÷íïõìå ðùò êáé ç Image(f) åßíáé óýíïëï (õðïóýíïëï �ïõ B). Ï�åëåõ�áßïò éó÷õñéóìüò åßíáé �å�ñéììÝíïò.4.17. Ç áðüäåéîç åßíáé áêñéâþò ç ßäéá ìå áõ�Þ ó�çí ¢óêçóç 2.20, êé Üñá �ïóçìáí�éêü åßíáé íá äéáâÜóïõìå �ïí éó÷õñéóìü ðñïóåê�éêÜ êáé íá áíáãíùñßóïõìåáêñéâþò ðïéÜ áîéþìá�á ÷ñçóéìïðïéïýìå ó�çí áðüäåéîÞ �ïõ. Èõìßóïõ ðùò çéóïðëçèéêü�ç�á áíÜìåóá ó�á P(A) êáé P(B) öáßíå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç åéêüíáò�(X) = f [X] (X ⊆ A);
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 277êé Üñá ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå ðïéÜ áîéþìá�á ÷ñåéÜæïí�áé ãéá �çí êá�áóêåõÞ �çòóáí óýíïëï äéá�å�áãìÝíùí æåõãþí. Áñ÷éêÜ, ïé �éìÝò �çò åßíáé óýíïëá áðü �ïÁîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) áöïýf [X] = {y ∈ B | (∃x ∈ X)[(x; y) ∈ f ]}·üìùò åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå êÜðïéïí �åëåó�Þ äéá�å�áãìÝíïõ æåýãïõò êé Ý�óé Ýì-ìåóá ó�çñéæüìáó�å óå üëá �á áîéþìá�á ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ó�çí êá�áóêåõÞ åíüò�Ý�ïéïõ �åëåó�Þ, äçëáäÞ óå áõ�Ü ðïõ åðéêáëåó�Þêáìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ ËÞììá-�ïò 4.2. Åîå�Üæïí�Üò �çí ðñïóåê�éêÜ, ÷ñåéáæüìáó�å �ï Áîßùìá Æåýãïõò (II)ãéá íá ïñßóïõìå �ïí �åëåó�Þ Kuratowski· �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò (I) ãéá íáäåßîïõìå ðùò ï �åëåó�Þò áõ�üò éêáíïðïéåß �çí (OP1)· êáé ãéá íá áðïäåß-îïõìå �çí (OP2), ÷ñåéáæüìáó�å áñ÷éêÜ �á Áîéþìá�á Æåýãïõò êáé ¸íùóçò (II)and (V) ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìå �o A ∪ B, êé Ýðåé�á �ï Áîßùìá Äõíáìïóõíü-ëïõ (IV). Ìå ëßãá ëüãéá, ãéá íá äåßîïõìå áõó�çñÜ ü�é áí f : A → B, �ü�å çåéêüíá f [X] ïðïéïõäÞðï�å X ⊆ A åßíáé óýíïëï, ÷ñåéáæüìáó�å üëá �á áîéþìá�áåê�þò áðü �ï Áîßùìá �ïõ Áðåßñïõ (VI).�éá íá ïëïêëçñþóïõìå �çí áðüäåéîç, ïñßæïõìå �çí � óáí óýíïëï äéá�å�áãìÝ-íùí æåõãþí:� = {(X;Y ) ∈ P(A)× P(B) | (∀y)[y ∈ Y ⇐⇒ (∃x ∈ X)[(x; y) ∈ f ]]}:Áõ�ü åßíáé óýíïëï áðü �ï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) îáíÜ, áöïý Ý÷ïõìå �éòâáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ �åëåó�Þ äéá�å�áãìÝíïõ æåýãïõò, üðùò êáé ðñéí.4.18. Ïé ëåð�ïìåñåßò áðïäåßîåéò �çò Üóêçóçò áõ�Þò åßíáé ó÷åäüí ßäéåò ìå áõ�Ýò�çò ¢óêçóçò 4.17 êáé äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá åðáíáëçöèïýí. Èá áñêåó�ïýìåó�ï íá ïñßóïõìå óõíáñ�Þóåéò ðïõ öáíåñþíïõí �éò éóïðëçèéêü�ç�åò áõ�Ýò, ìå�çí õðüèåóç ü�é f : A֌→ A′ êáé g : B֌→ B′.�éá íá äåßîïõìå ü�é A ⊎B =
 A′ ⊎B′, èÝ�ïõìå
�((i; x)) =

{

(êõáíü; f(x)); áí i = êõáíü;
(ëåõêü; g(x)); áëëéþò, äçëáäÞ áí i = ëåõêü:�éá íá äåßîïõìå ü�é A×B =
 A′ ×B′ èÝ�ïõìå�((x; y)) = (f(x); g(y)):ÔÝëïò, ãéá íá äåßîïõìå ü�é (A→ B) =
 (A′ → B′), èÝ�ïõìå ãéá p : A→ B,�(p) = {(x; y) ∈ A′ ×B′ | y = g(p(f−1(x)))};áêïëïõèþí�áò �çí áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç 2.23.4.22. ×ñçóéìïðïéüí�áò äéáäï÷éêÜ �çí (C1), �çí õðüèåóç êáé �çí (C1) îáíÜ,A =
 |A| = |B| =
 B:
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278 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßá4.23. ×ñçóéìïðïéþí�áò �éò áí�éó�ïé÷ßåò f : A ֌→ |A| êáé g : B ֌→ |B|,ïñßæïõìå h : A ∪B֌ A ⊎B ìåh(x) =

{

(êõáíü; f(x)); áí x ∈ A;
(ëåõêü; g(x)); áëëéþò (äçëáäÞ áí x ∈ B \A):Áí A ∩ B = ∅, �ü�å ïé äýï ðåñéð�þóåéò ó�ïí ïñéóìü �çò h äåí åðáëçèåýïí�áé�áõ�ü÷ñïíá, êé Ý�óé ç h åßíáé áí�éó�ïé÷ßá ðïõ öáíåñþíåé �çíA ∪B =
 A ⊎B =
 |A|+ |B|:4.24. Ïé �áõ�ü�ç�åò áõ�Ýò åßíáé Üìåóåò áðü �ïõò ïñéóìüõò, �ç âáóéêÞ (C1)êáé �çí ¢óêçóç 4.18: äçëáäÞ,�1 + �2 =
 �1 ⊎ �2 =
 �1 ⊎ �2 (áðü �çí ¢óêçóç 4.18) =
 �1 + �2:4.26. Áí ï � åßíáé ðëçèÜñéèìïò, �ü�å � = |A| ãéá êÜðïéï óýíïëï A, êáé áðü�çí (C1), � =
 A· �ü�å üìùò áðü �çí (C2) (ðïõ éó÷ýåé ãéá éó÷õñïýò �åëåó�Ýòðëçèéêü�ç�áò) Ýðå�áé ü�é |�| = |A|, äçëáäÞ |�| = �. �éá �ç ìç �å�ñéììÝíçêá�åýèõíóç �ïõ äåý�åñïõ éó÷õñéóìïý: áí � =
 �, �ü�å |�| = |�| áðü �çí (C2),êé Üñá � = � áðü �ïí ðñþ�ï éó÷õñéóìü.4.27. Åî ïñéóìïý, êÜèå ìÝëïò �ïõ K ⊎ (L ⊎M) Ý÷åé áêñéâþò ìßá áðü �éòáêüëïõèåò ìïñöÝò, üðïõ �á k; l;m åßíáé óõãêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá �ùí K;L;Máí�ßó�ïé÷á:x = (êõáíü; k); Þ x = (ëåõêü; (êõáíü; l)); Þ x = (ëåõêü; (ëåõêü;m)):¼ìïéá, êÜèå ìÝëïò �ïõ (K⊎L)⊎M Ý÷åé áêñéâþò ìßá áðü �éò áêüëïõèåò ìïñöÝò,üðïõ �á k; l;m åßíáé óõãêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá �ùí K;L;M áí�ßó�ïé÷á:y = (êõáíü; (êõáíü; k)); Þ y = (êõáíü; (ëåõêü; l)); Þ y = (ëåõêü;m):Ç æç�ïýìåíç áí�éó�ïé÷ßá f : K ⊎ (L⊎M)֌→ (K ⊎L)⊎M ðñïêýð�åé áí�éó�ïé-÷ßæïí�áò ìå �ïí ðñïöáíÞ �ñüðï �á ó�ïé÷åßá �ùí äýï óõíüëùí:f(êõáíü; k) = (êõáíü; (êõáíü; k));f(ëåõêü; (êõáíü; l)) = (êõáíü; (ëåõêü; l));f(ëåõêü; (ëåõêü;m)) = (ëåõêü;m):4.28. Áí L ∩M = ∅, �ü�å ìðïñïýìå íá äéáóðÜóïõìå �ï (L ∪M) ×K ó�áäýï îÝíá óýíïëá L×K êáé M ×K, êé Ý�óé êÜèå óõíÜñ�çóç f ⊆ (L ∪M)×Käéá÷ùñßæå�áé óå äýï óõíáñ�ÞóåéòfL = f ∩ (L×K) : L→ K; fM = f ∩ (M ×K) : M → K:¸�óé ç áðåéêüíéóç � : ((L ∪M) → K) → (L → K) × (M → K) ïñßæå�áé ìå�ïí �ýðï �(f) = (fL; fM );êáé åßíáé ðïëý åýêïëï íá åëÝãîïõìå ü�é åßíáé üí�ùò áí�éó�ïé÷ßá.
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ÄéÜãñáììá 2. ¢óêçóç 4.28.�éá íá áðïäåßîïõìå �çí �áõ�ü�ç�á �ùí ðëçèáñßèìùí (4-17) áðü áõ�ü, ÷ñçóé-ìïðïéïýìå �ç � ⊎ � = L ∪M ìå L = {êõáíü} × � êáé M = {ëåõêü} × �, Ý�óéþó�å L ∩M = ∅ êáé � =
 L, � =
 M . Õðïëïãßæïõìå:�(�+�) =
 (L ∪M)→ K (ïñéóìüò, (C1) êáé 4.18)

=
 (L→ K)× (M → K)

=
 �� · �� (ïñéóìüò, (C1) êáé 4.18):5.18. Áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ï n ü�é êÜèå óõíÜñ�çóçfn(s) = n+ såßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Ó�ç âÜóç åßíáé �å�ñéììÝíï áöïý f0(s) = s, êáé ó�ï åðá-ãùãéêü âÞìá, fn+1(s) = (n+ 1) + s = (n+ s) + 1 = fn(s) + 1;Ý�óé ðïõ ç fn+1 åßíáé óýíèåóç �çò fn êáé �çò óõíÜñ�çóçò åðïìÝíïõ. Êáé ïé äýïáõ�Ýò óõíáñ�Þóåéò åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, Üñá �ï ßäéï êáé ç fn+1.5.25. �éá �ïí ðñþ�ï éó÷õñéóìü, õðïèÝ�ïõìå ðùò õðÜñ÷åé k ∈ [n; n), Ý�óé þó�åíá õðÜñ÷ïõí t êáé s ìå n+ t = k; k + s = n; k 6= n:¸ðå�áé ü�é n+t+s = n, ðïõ ìå �ñåéò åöáñìïãÝò �çò ¢óêçóçò 5.18 óõíåðÜãå�áéü�é t = 0 êáé s = 0· Ý�óé óõíÜãïõìå ü�é k = n êáé êá�áëÞãïõìå óå Ü�ïðï.Ï äåý�åñïò éó÷õñéóìüò åßíáé ïõóéáó�éêÜ Üëëç ìïñöÞ �ïõ ËÞììá�ïò 5.22.Áñ÷éêÜ õðïëïãßæïõìå:k < Sm ⇐⇒ k ≤ Sm& k 6= Sm (ïñéóìüò.);
⇐⇒ (k ≤ m ∨ k = Sm) & k 6= Sm (ËÞììá 5.22);
⇐⇒ k ≤ m
⇐⇒ (k ≤ m& k 6= m) ∨ k = m
⇐⇒ k < m ∨ k = m;üðïõ ãéá �çí �ñß�ç éóïäõíáìßá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï ãåãïíüò ü�ék ≤ m=⇒ k 6= Sm;
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280 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßáðïõ éó÷ýåé áöïý áí äå÷�ïýìå �çí ÜñíçóÞ �ïõ êá�áëÞãïõìå ó�ï Ü�ïðï Sm ≤ m:áí Sm+ t = m, �ü�å m+ St = m, êé Üñá St = 0 áðü �çí ¶óêçóç 5.18, ðïõ äåíìðïñåß íá éó÷ýåé. ¸ðå�áé ü�é ãéá üëá �á k êáé n ≤ m,k ∈ [n; Sm) ⇐⇒ n ≤ k& k < Sm ⇐⇒ n ≤ k& (k < m ∨ k = m)

⇐⇒ (n ≤ k& k < m) ∨ (n ≤ k& k = m) ⇐⇒ k ∈ (

[n;m) ∪ {m});üðïõ ó�ï �åëåõ�áßï âÞìá ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí õðüèåóç n ≤ m.6.3. �éá êÜèå x ∈ P , Ý÷ïõìå x ≤M áöïý �ï M åßíáé ìÝãéó�ï· êáé áí �ï M ′åßíáé êÜðïéï Üíù öñÜãìá �ïõ P , �ü�å åðåéäÞ M ∈ P , Ý÷ïõìå M ≤M ′.6.4. (1) Ôï {e; f} äåí Ý÷åé Üíù öñÜãìá. (2) Ôï {a; 
} Ý÷åé Üíù öñÜãìá�á(b, d, e êáé f) áëëÜ ü÷é åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá. (3) Ôï {b; d} Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ÜíùöñÜãìá (e) áëëÜ ü÷é ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï.6.5. ÊÜèå ìÝëïò �ïõ P åßíáé Üíù öñÜãìá �ïõ ∅, áöïý (�å�ñéììÝíá) éêáíïðïéåß�çí áðáñáß�ç�ç óõíèÞêç
(∀x)[x ∈ ∅=⇒x ≤M ]·Ýðå�áé ü�é �ï M åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ ∅ áí êáé ìüíïí áí åßíáé �ïåëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ P .6.6. ¼ëåò ïé óõíèÞêåòX ⊆ X; [X ⊆ Y &Y ⊆ Z]=⇒X ⊆ Z; [X ⊆ Y &Y ⊆ X]=⇒X = Yåßíáé �å�ñéììÝíåò. Áí �ï E ⊆ P(A) åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðï�å óýíïëï õðïóõíüëùí�ïõ A, �ü�å ç Ýíùóç �ïõ ⋃ E åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá �ï E , åðåéäÞ X ∈

E =⇒X ⊆ ⋃ E · êáé åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá, åðåéäÞ ãéá êÜèå M ′, áíX ⊆M ′ ãéá üëá �á X ∈ E , �ü�å ⋃ E ⊆M ′.6.9. Áí �ï E åßíáé êåíü, �ü�å (A * E) = (A → E) = {∅} êáé �åëåéþóáìå,ïðü�å õðïèÝ�ïõìå ðùò e0 ∈ E. �éá �õ÷áßá f : A * E êáé X = Domain(f),èÝ�ïõìå f ′(x) =

{f(x); áí f(x) ↓;e0; áëëéþò;Ý�óé ðïõ f ′ : A → E êáé f ′ ↾ X = f · êé áí f : A → E êáé X ⊆ A, �ü�åf ↾X : A * E ìå Domain(f ↾X) = X, Üìåóá áðü �ïõò ïñéóìïýò.6.11. Ôï êåíü óýíïëï ðëçñåß (áõó�çñÜ) �ç óõíèÞêç
(∀x; y)[(x ∈ ∅ & y ∈ ∅)=⇒x ≤ y ∨ y ≤ x];äçëáäÞ åßíáé áëõóßäá.6.12. Ïé ìïíáäéêÝò áëõóßäåò óå Ýíáí åðßðåäï ÷þñï åßíáé P åßíáé �á ìïíïóý-íïëá (áêüìá êáé �ï {⊥}) êáé �á äéóýíïëá �çò ìïñöÞò {⊥; a}, êáé êáèÝíá áðüáõ�Ü �á óýíïëá Ý÷åé ìÝãéó�ï, ðïõ åßíáé �áõ�ü÷ñïíá êáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 281¸íáò äéáêñé�üò ÷þñïò ìå �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ó�ïé÷åßá a; b, äåí ìðïñåß íá åßíáéåðáãùãéêüò· Ý�óé �á ìïíïóýíïëá åßíáé ïé ìïíáäéêïß äéáêñé�ïß ÷þñïé ðïõ åßíáéåðáãùãéêïß.6.13. ¸ó�ù u; v ∈ {xn | n ∈ N}. Ôü�å õðÜñ÷ïõí n;m �Ý�ïéá þó�å u = xnêáé v = xm· áí n ≤ m, �ü�å u = xn ≤ xm = v, êáé ïìïßùò áí m ≤ n, �ü�åv ≤ u.6.15. Ìå �ç óõíÞèç äéÜ�áîç, ï N åßíáé áëõóßäá êé ü÷é Üíù öñáãìÝíïò· êé ï÷þñïò �ïõ ÄéáãñÜììá�ïò 6.2 äåí Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï.6.16. Éó÷õñéæüìáó�å ü�é áí X ⊆ P = E∗
⋃

(N→ E) êáé �ï X åßíáé áëõóßäá,�ü�å ç Ýíùóç ⋃X åßíáé óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý êÜðïéï õðïóýíïëï �ïõ N:åðåéäÞ áí (x; y); (x; y′) ∈ ⋃X, �ü�å õðÜñ÷ïõí p; q ∈ X �Ý�ïéá þó�å (x; y) ∈ pêáé (x; y′) ∈ q· êáé áí p ⊆ q, Ý÷ïõìå (x; y); (x; y′) ∈ q Ý�óé þó�å y = y′, åíþ áíq ⊆ p Ý÷ïõìå (x; y); (x; y′) ∈ p, Ý�óé þó�å êáé ðÜëé y = y′. ÅðéðëÝïí, �ï ðåäßïïñéóìïý �çò ⋃X åßíáé åß�å ïëüêëçñï �ï N åß�å êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï, áñ÷éêü�ìçìá �ïõ N, äéü�é åßíáé êëåéó�ü ãéá �ç <:x < x′ ∈ Domain(⋃X) =⇒ ãéá êÜðïéï p ∈ X;x′ ∈ Domain(p)=⇒ x ∈ Domain(p)=⇒ x ∈ Domain(⋃X):¸�óé, ⋃X ∈ P , êáé åßíáé öáíåñü ü�é åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ X.6.17. �éá �õ÷áßá áëõóßäá ìåñéêþí ìïíïìïñöéóìþí S ⊆ (A )*B), èÝ�ïõìåp∗ =
⋃S = ç Ýíùóç �ïõ S. �ñïöáíþò �ï p∗ åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõS ìå �ç ⊆ , Üñá áñêåß íá äåßîïõìå ü�é åßíáé ìåñéêÞ äéÜ�áîç, äçëáäÞ ü�é

(x; y); (x; y′) ∈ p∗=⇒ y = y; (a)
(x; y); (x′; y) ∈ p∗=⇒x = x′: (b)(a): Áðü �çí õðüèåóç, õðÜñ÷ïõí p; p′ ∈ S �Ý�ïéá ðïõ (x; y) ∈ p êáé (x; y′) ∈ p′·áí p ≤ p′, �ü�å (x; y) ∈ p′, êé áöïý �ï p′ åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç êáé ðåñéÝ÷åé �ï

(x; y′), èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé y = y′· êé áí p ≤ p, óõììå�ñéêÜ ïäçãïýìáó�å ó�ïßäéï óõìðÝñáóìá.¼ìïéá äåß÷íïõìå êáé �çí (b).6.20. Áí x0 ≤P x1 ≤P · · · , �ü�å �ï óýíïëï �éìþí X = {xn | n ∈ N}�çò áêïëïõèßáò {xn}n∈N êáé ç åéêüíá �ïõ �[X] = {�(xn) | n ∈ N} áðü ìéáìïíï�ïíéêÞ � åßíáé ìç êåíÝò, áðáñéèìç�Ýò áëõóßäåò, êÜ�é ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìååî' áñ÷Þò ãéá íá ïñßóïõìå �á üñéá ìïíï�ïíéêþí áêïëïõèéþí,
limn xn = supX; limn �(xn) = sup �[X]:¸ðå�áé ü�é áí ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, �ü�å�(limn xn) = �(sup[X]) = sup�[X] = limn �(xn);êé Ý�óé Ý÷ïõìå �ç ìßá êá�åýèõíóç �çò ¢óêçóçò. �éá �çí Üëëç, õðïèÝ�ïõìå ü�é�ï S = {s0; s1; : : : ; } åßíáé ìéá ìç êåíÞ áðáñéèìç�Þ áëõóßäá �ïõ P , êáé ïñßæïõìå
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282 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßá�ç óõíÜñ�çóç (áêïëïõèßá) x : N→ S ìå áíáäñïìÞ,x0 = s0; xn+1 = maxP (xn; sn+1):Ï ïñéóìüò áõ�üò Ý÷åé íüçìá, áöïý êÜèå xn åßíáé ìÝëïò �çò áëõóßäáò S êé Üñáóõãêñßóéìï ìå �ï sn+1. Ìå ìéá áðëÞ åðáãùãÞ ó�ï n,xn ∈ S; sn ≤P xn; xn ≤P xn+1;áðü üðïõ Ýðå�áé ü�é
supS = sup{xn | n ∈ N} = lim xn·�ï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá �éò åéêüíåò ïðïéáóäÞðï�å ìïíï�ïíéêÞò �,

sup �[S] = sup{�(xn) | n ∈ N} = limn �(xn):Å�óé, áí ç � óÝâå�áé (äéá�çñåß) �á üñéá ìïíï�ïíéêþí áêïëïõèéþí, Ý÷ïõìå �ïæç�ïýìåíï
sup �[S] = limn �(xn) = �(limn xn) = �[supS]:6.24. Êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü,�(f)(n) = �(f0)(n);üðïõ f0 åßíáé ï ðåñéïñéóìüò �çò f ó�ï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï {0; : : : ; n}. �éá �ïäåý�åñï óêÝëïò, áí f(n) = 2n, �ü�å�(f)(2) = f(0) + f(1) + f(2) = 0 + 2 + 4 = 6:6.26. Áí ç f : X → Y åßíáé óõíå÷Þò êáé �ï F ⊆ Y åßíáé êëåéó�ü, �ü�å �ïG = Y \ F åßíáé áíïéê�ü, êáé F = Y \G, Üñáf−1[F ] = f−1[Y \G] = f−1[Y ] \ f−1[G] = X \ f−1[G];êé Ý�óé �ï f−1[F ] åßíáé êëåéó�ü. Óõììå�ñéêÜ áðïäåéêíýïõìå ü�é áí �ï f−1[F ]åßíáé êëåéó�ü ãéá êÜèå êëåéó�ü F ⊆ Y , �ü�å �ï f−1[G] èá åßíáé áíïéê�ü ãéáêÜèå áíïéê�ü G ⊆ Y , êé Ý�óé ç f åßíáé óõíå÷Þò.6.32. Êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü,�(f)(n) = �(f0)(n);ìå f0 = {(n; 0)} áí n ∈ A, êé áí n =∈ A, �ü�åf0 = {(n; h(w)) | (n+ 1; w) ∈ f}:Áõ�Þ ç f0 åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ãéá �çí áêñßâåéá ïñßæå�áé óå áêñéâþò Ýíáí áñéèìüáí n ∈ A Þ áí n =∈ A& f(n + 1) ↓, åíþ óå áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç, åßíáé ç êåíÞìåñéêÞ óõíÜñ�çóç· Ý�óé, áðü �çí 6.23, ç � åßíáé óõíå÷Þò áðåéêüíéóç.7.3. ¸ó�ù ≤C êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ C êáé f : A֌ C ìïíïìïñöéóìüò. ÈÝ�ïõìåx ≤A y ⇐⇒ f(x) ≤C f(y) (x; y ∈ A);êáé äåß÷íïõìå ü�é ç ≤A åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ A.
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 283Ôï ü�é ç ≤A åßíáé ãñáììéêÞ, áðïäåéêíýå�áé �å�ñéììÝíá, ïõóéáó�éêÜ ìå áðëüÝëåã÷ï. �éá ðáñÜäåéãìá,x ≤A y& y ≤A z =⇒ f(x) ≤C f(y) & f(y) ≤C f(z)=⇒ f(x) ≤C f(z) (åðåéäÞ ç ≤C åßíáé ìå�á�áâá�éêÞ)=⇒ x ≤A z (áðü �ïí ïñéóìü);êé Ý�óé ç ≤A åßíáé ìå�áâá�éêÞ.�éá íá äåßîïõìå ü�é ç ≤A åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç �ïõ A, õðïèÝ�ïõìå ü�é X ⊆ Aêáé X 6= ∅. ¸ó�ù f [X] ç åéêüíá �ïõ X· Ý�óé �ï f [X] åßíáé ìç êåíü õðïóýíïëï�ïõ C, Üñá Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï f(m)· Ýðå�áé ü�é �ï m åßíáé �ï ≤A-åëÜ÷éó�ïó�ïé÷åßï �ïõ X, áöïý ãéá êÜèå x ∈ X, f(m) ≤C f(x) êáé åðïìÝíùò m ≤A x,åî ïñéóìïý.7.4. Áí (C;≤C) åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíï óýíïëï êáé f : C →→ A, ïñßæïõìåìéá £áí�ßó�ñïöç¤ óõíÜñ�çóç g : A→ C ìåg(x) = minC{y | f(y) = x}:Áõ�Þ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò· äéü�é áí x 6= x′, �ü�å
{y | f(y) = x} ∩ {y | f(y) = x′} = ∅;êáé �ï g(x) åßíáé �ï ðñþ�ï áðü áõ�Ü �á äýï óýíïëá, åíþ �ï g(x′) �ï äåý�åñï.Ôþñá åöáñìüæïõìå �çí ¢óêçóç 7.3 ÷ñçóéìïðïéþí�áò áõ�üí �ïí ìïíïìïñöé-óìü.7.6. Áõ�ü åßíáé �å�ñéììÝíï: ï ðåñéïñéóìüò ≤I �çò ≤U ó�ï I êëçñïíïìåß �çíáõ�ïðÜèåéá, �ç ìå�áâá�éêü�ç�á êáé �çí áí�éóõììå�ñéêü�ç�á, êáé êÜèå ìç êåíüX ⊆ I Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï ó�ï U ðïõ åßíáé êáé �ï åëÜ÷éó�ü �ïõ ó�ï I.7.8. Áðü �ïí ïñéóìü, seg(0) = {x ∈ U | x <U 0}, êé Üñá seg(0) = ∅ áöïý�ï 0 åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï.Êáé ðÜëé áðü �ïí ïñéóìü,S(x) = min{y ∈ U |x <U y};êé Ý�óé äåí õðÜñ÷åé z ∈ U ìå x <U z <U S(x)· áõ�ü óçìáßíåé ü�éy <U S(x) ⇐⇒ y <U x ∨ y = x;äçëáäÞ seg(S(x)) = seg(x) ∪ {x}.7.10. Áí V åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí áñ÷éêþí �ìçìÜ�ùí �ïõ U , �ü�åV = Vp ∪ {U};üðïõ �á £ãíÞóéá¤ áñ÷éêÜ �ìÞìá�á ó�ï Vp åßíáé åêåßíá ðïõ ãñÜöïí�áé óáí segU (x)ìå x ∈ U . ÅðéðëÝïí, ç áðåéêüíéóçf(I) = �ï ìïíáäéêü x ∈ U �Ý�ïéï ðïý I = segU (x)äéá�çñåß ðñïöáíþò �ç äéÜ�áîç áðü �ï Vp ó�ï U|óõãêåêñéìÝíá åßíáé ïìïéü-�ç�á, êé Ý�óé ï Vp åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò. Ôþñá, ðñïóèÝ�ïí�áò Ýíá óçìåßï(U) ó�çí êïñõöÞ �ïõ Vp, ðáßñíïõìå �ïí V , êé Üñá åîáêïëïõèåß íá åßíáé êáëÜ
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284 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßáäéá�å�áãìÝíïò|ç ëåð�ïìåñÞò áðüäåéîç ãéá áõ�ü âñßóêå�áé ó�çí ¢óêçóç 7.18ðáñáêÜ�ù.7.12. Áðü �ïí Ïñéóìü 6.18, ìéá áðåéêüíéóç � : P → Q åßíáé ìïíï�ïíéêÞ áíx ≤ y=⇒�(x) ≤ �(y);êé Ý�óé, óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, áí åðéðëÝïí éó÷ýåé êáé �ï áí�ßó�ñïöï,�(x) ≤ �(y)=⇒x ≤ y:¸�óé ïé áðåéêïíßóåéò ðïõ óÝâïí�áé �éò äéá�Üîåéò åßíáé ìïíï�ïíéêÝò. Áí�éðáñÜ-äåéãìá ãéá �ï áí�ßó�ñïöï áðï�åëåß ïðïéáäÞðï�å ó�áèåñÞ áðåéêüíéóç �(t) = 
,åðéëÝãïí�áò �ï P þó�å íá Ý÷åé (�ïõëÜ÷éó�ïí) äýï ìÝëç x 6= y· ïé ó�áèåñÝòáðåéêïíßóåéò åßíáé �å�ñéììÝíá ìïíï�ïíéêÝò, üìùò áõ�Þ äåí ìðïñåß íá óÝâå�áé�éò äéá�Üîåéò, áöïý �(x) = �(y) = 
, áðü �ï ïðïßï Ýðå�áé (áí ç � óÝâå�áé �éòäéá�Üîåéò) ü�é x ≤ y êáé y ≤ x, äçëáäÞ x = y.7.13. ÕðïèÝ�ïõìå (ðñïò Ü�ïðï) ü�é ïé P êáé Q åßíáé ãñáììéêïß, ü�é ç óõ-íÜñ�çóç f : P → Q óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò êáé ü�é x <P y áëëÜ f(x) 6<Q f(y).¸ðå�áé áðü �ç ãñáììéêü�ç�á �ïõ Q ü�é f(y) ≤Q f(x)· üìùò áðü áõ�ü óõíÜ-ãïõìå ü�é y ≤P x, áöïý ç f óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çí õðüèåóç.�éá �ï áí�ßó�ñïöï, äå÷üìáó�å ü�é ïé P êáé Q åßíáé ãñáììéêïß êáé ü�é ç f åßíáéáõó�çñÜ ìïíï�ïíéêÞ, áëëÜ äå óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò. Áðü �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �çf , x ≤P y=⇒ f(x) ≤Q f(y), äéáêñßíïí�áò ðåñéð�þóåéò x = y Þ x <P y, êé Ý�óé,áöïý ç f äå óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, õðÜñ÷ïõí x; y ∈ P ìå f(x) ≤Q f(y) áëëÜx 6≤P y. ¼ìùò �ü�å Ý÷ïõìå y <P x áðü �ç ãñáììéêü�ç�á �ïõ P · Ý�óé, áöïýç f åßíáé áõó�çñÜ ìïíï�ïíéêÞ, óõíÜãïõìå f(y) <Q f(x), åíÜí�éá ó�çí õðüèåóçf(x) ≤Q f(y).7.14. Ç �áõ�ï�éêÞ áðåéêüíéóç �(x) = x ó�ï P åßíáé ïìïéü�ç�á, êé Ý�óéP =o P .�éá �ç óõììå�ñéêü�ç�á, äå÷üìáó�å ü�é ç � : P ֌→ Q åßíáé ïìïéü�ç�á. Ôþñá,áí �−1 : Q֌→ P åßíáé ç áí�ßó�ñïöç áí�éó�ïé÷ßá êáé x; y ∈ Q, Ý÷ïõìå�−1(x) ≤P �−1(y) ⇐⇒ �(�−1(x)) ≤Q �(�−1(y)) ⇐⇒ x ≤P yåöüóïí �(�−1(z)) = z ãéá êÜèå z ∈ Q.�éá �ç ìå�áâá�éêü�ç�á, ðáñá�çñïýìå ü�é ç óýíèåóç áðåéêïíßóåùí ðïõ óÝâï-í�áé �éò äéá�Üîåéò, óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò:x ≤P y ⇐⇒ �(x) ≤Q �(y) ⇐⇒ �(�(x)) ≤R �(�(y)):¼ìùò ç óýíèåóç áí�éó�ïé÷éþí åßíáé áí�éó�ïé÷ßá, Üñá ç óýíèåóç ïìïéï�Þ�ùíåßíáé ïìïéü�ç�á, êé Ý�óé ç =o åßíáé ìå�áâá�éêÞ.7.17. Áí ç � : P ֌→ Q åßíáé ïìïéü�ç�á �ïõ P ìå �ïí Q, �ü�å ç åðÝê�áóÞ �çòp ∪ {(tP ; tQ)} åßíáé åýêïëá ïìïéü�ç�á �ïõ Su

(P ) ìå �ïí Su

(Q).7.18. Ôï ü�é ç ≤Su

(U) åßíáé ãñáììéêÞ äéÜ�áîç �ïõ Field(U) ∪ {tU} åßíáéðñïöáíÝò. Åßíáé êáé êáëÞ äéÜ�áîç, áöïý áí õðïèÝ�ïí�áò ü�é ∅ 6= X ⊆ Field(U)∪
{tU}, áí X = {tU}, �ü�å �ï tU åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ X ó�ïí Su

(U), êé Üí
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 285X ∩ Field(U) 6= ∅, �ü�å �ï ≤U -åëÜ÷éó�ï ìÝëïò �ïõ óõíüëïõ áõ�ïý åßíáé �ï
≤Su

(U)-åëÜ÷éó�ï ìÝëïò �ïõ X.7.28. ¸ó�ù � = �� ç óýíèåóç �ùí � êáé �, Ý�óé þó�å�(x) = �(�(x)) (x ∈ U):�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é ç � : U →W óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, õðïëïãßæïõìå:x ≤U y ⇐⇒ �(x) ≤V �(y)

⇐⇒ �(�(x)) ≤W �(�(x))
⇐⇒ �(x) ≤W �(y):ÔåëéêÜ, ãéá íá äåßîïõìå ü�é �ï �[U ] åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ W , õðïèÝ�ïõìåü�é w ∈ �[U ] = �[�[U ]], Ý�óé ðïõ w = �(v) ãéá êÜðïéï v ∈ �[U ], êáé w′ <W w.¼ìùò ç � åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á, êé Üñá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéï v′ ∈ V ìåw′ = �(v′)· êé áöïý �(v′) <W �(v) êáé ç � óÝâå�áé �éò äéá�Üîåéò, èá ðñÝðåé íáéó÷ýåé v′ <V v. v ∈ �[U ], êé Üñá Ý÷ïõìå êÜðïéï u ∈ U �Ý�ïéï þó�åv = �(u) êáé v′ <V v:¼ìùò ç � åßíáé åðßóçò áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á, êé Üñá (üðùò êáé ðñéí) èá õðÜñ÷åéêÜðïéï u′ <U u ìå v′ = �(u′), áðü �ï ïðïßï óõíÜãïõìå ü�é�(u′) = �(�(u′)) = �(v′) = w′;êáé �åëåéþóáìå.8.3. �éá ìéá ïéêïãÝíåéá E ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï ∅, äåí õðÜñ÷åé äýíïëï åðéëïãÞò,áöïý �ï S ∩ ∅ äåí åßíáé ìïíïóýíïëï. �éá �ï äåý�åñï ðáñÜäåéãìá, áí �ï S åßíáéóýíïëï åðéëïãÞò ãéá �ï E , �ü�å S ∩ {a} = {a} êáé åðßóçò S ∩ {b} = {b}, Ý�óéðïõ {a; b} ⊆ S, êáé �ï S ∩ {a; b} äåí åßíáé ìïíïóýíïëï.8.7. ¸ó�ù (∀x)(∃y)P (x; y) êáé " óõíÜñ�çóç åðéëïãÞò ãéá �ï B, Ý�óé þó�å

[X ⊆ B&X 6= ∅]=⇒ "(X) ∈ X:Ïñßæïõìå f : A→ B ìå f(x) = "({y | P (x; y)}):Áõ�ü Ý÷åé íüçìá, áöïý ãéá êÜèå x ∈ A, {y | P (x; y)} 6= ∅ áðü �çí õðüèåóç.ÅðéðëÝïí, f(x) ∈ {y | P (x; y)} ãéá ïðïéïäÞðï�å x ∈ A, ìéáò êáé ç " åßíáéóõíÜñ�çóç åðéëïãÞò ãéá �ï B, êáé Ý�óé ö�Üíïõìå ó�ï æç�ïýìåíï P (x; f(x)).8.15. ¸ó�ù a ∈ A, P ⊆ A×A, êáé (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y). ÈåùñïýìåP ∗(u; x) ⇐⇒ u ∈ A∗ &x ∈ A
&

[

[u = ∅&x = a] ∨ [lh(u) > 0 &P (u(lh(u)− 1); x)]]:Áí u = ∅, �ü�å P ∗(u; a), êáé áí u = 〈u0; : : : ; un〉 ìå n ≥ 0 êáé P (un; x), �ü�åP ∗(u; x)· Ý�óé ç õðüèåóç ãéá �ï P óõíåðÜãå�áé (∀u)(∃x)P ∗(u; x), êáé ç äïóìÝíç
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286 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßáåêäï÷Þ �ïõDC ìáò äßíåé ìéá óõíÜñ�çóç f : N→ A Ý�óé ðïõ (∀n)P ∗(f(n); f(n))êáé f(0) = a. ÅðéðëÝïí, áí n > 0,P ∗(f(n); f(n)) ⇐⇒ P (f(n− 1); f(n));Ý�óé þó�å (∀n > 0)P (f(n− 1); f(n)), ìå Üëëá ëüãéá (∀n)P (f(n); f(n+ 1)).8.18. ¸ó�ù (P;≤) ãñáììéêÞ êáé åäñáéùìÝíç, êáé X ⊆ P Ýíá ìç êåíü óýíïëïóçìåßùí· Ýðå�áé ü�é õðÜñ÷åé m ∈ X �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèå x ∈ X, x 6< m, �ïïðïßï áðü �ç ãñáììéêü�ç�á �ïõ ≤ óçìáßíåé ü�é m ≤ x, êáé Ý�óé �ï m åßíáé �ïåëÜ÷éó�ï ìÝëïò �ïõ X. Áí�ßó�ñïöá, áí ç (P;≤) åßíáé êáëÞ äéÜ�áîç êáé �ï XÝíá ìç êåíü õðïóýíïëï �ïõ P , �ü�å �ï X Ý÷åé åëÜ÷éó�ï m, ðïõ åßíáé ðñïöáíþòåëá÷éó�éêü ó�ï X.9.4. Áí �ï u åßíáé �åñìá�éêüò êüìâïò, �ü�å u ⊑ w=⇒w = u, Ý�óé ðïõTu = {w ∈ T | w ⊑ u}· áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, �ï äåý�åñï óýíïëï ó�çí (9-2) åßíáéêåíü (åðåéäÞ �ï u äåí Ý÷åé ðáéäéÜ), êáé Ý�óé ç (9-2) áëçèåýåé. Áí �ï u äåí åßíáé�åñìá�éêü, �ü�å ðñïöáíþò, ãéá êÜèå w,u ⊑ w ⇐⇒ (∃v)[�ï v åßíáé ðáéäß �ïõ u& v ⊑ w];áðü �ï ïðïßï êáé ðÜëé Ýðáé�áé ç (9-2).9.5. Áí �ï f : N→ N åßíáé Üðåéñï êëáäß, �ü�åf(0) > f(1) > · · · ;áëëÜ äåí õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò, (ãíÞóéá) öèßíïõóåò áêïëïõèßåò öõóéêþí áñéèìþí.9.12. Ìå üëåò �éò ëåð�ïìÝñåéåò, ãíùñßæïõìå ü�é � <
 2�, êáé Ý�óé �+ ≤
 2�áðü �çí (9-5). Áðü �ï GCH, äåí õðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò áõó�çñÜ áíÜìåóá óåÝíáí Üðåéñï � êáé ó�ïí 2�, Ý�óé ðïõ �+ =
 2�· êáé, áí�ßó�ñïöá, áí �+ =
 2�,�ü�å äåí õðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò áõó�çñÜ áíÜìåóá ó�ïí � êáé ó�ïí 2�, ðÜëé áðü�çí (9-5).9.19. Áí �á �1 êáé �2 éêáíïðïéïýí �éò (1) { (3), �ü�å �1 =
 A ãéá êÜðïéïA ∈ E áðü �ç (2) ãéá �1· Ý�óé Ý÷ïõìå �2 ≤
 A ≤
 �1 áðü �çí (3) ãéá �2.Óõììå�ñéêÜ Ýðå�áé ü�é �1 ≤
 �2.9.22. Áõ�ü åßíáé Üìåóï, áðü �ï èåþñçìá êáé �ï ãåãïíüò ü�é ãéá êÜèå i,
{i} <
 2, áöïý �ï 2 åßíáé óýíïëï ìå äýï ìÝëç.9.24. Áõ�ü åßíáé Üìåóï.10.2. Äå÷üìáó�å ü�é u ⊑ v êáé õðïëïãßæïõìå:x ∈ Nv =⇒ v ⊑ x=⇒u ⊑ x=⇒x ∈ Nu:Ôï áí�ßó�ñïöï åßíáé åîßóïõ ðñïöáíÝò.10.3. Ç ïéêïãÝíåéá �ùí ãåé�ïíéþí åßíáé éóïðëçèéêÞ ìå �ï N∗, êáé N∗ =
 N.10.5. Áí �ï G åßíáé áíïéê�ü êáé x ∈ G, �ü�å áðü �ç (10-6), õðÜñ÷åé u ìåx ∈ Nu ⊆ G· êáé áí êÜèå x ∈ G áíÞêåé óå êÜðïéï Nu ⊆ G, �ü�å ç (10-6) éó÷ýåé�å�ñéììÝíá.
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 28710.9. Åî ïñéóìïý, Nu = [Tu], üðïõ �ï õðüäåí�ñï Tu ïñßæå�áé ó�çí (9-1) êáéåßíáé äéáóðþìåíï, áöïý ãéá êÜèå v ∈ Tu êáé êÜèå n, v ?〈n〉 ∈ Tu.10.13. Áí �ï A åßíáé áíáðáñßèìç�ï êáé A =
⋃ nAn∈N, �ü�å �ïõëÜ÷éó�ïí ÝíáAn ðñÝðåé íá åßíáé áíáðáñßèìç�ï· êáé áí An ∈ Γ, �ü�å �ï An Ý÷åé ìç êåíü,�Ýëåéï õðïóýíïëï P áðü �çí õðüèåóç, êáé Ý�óé P ⊆ A.10.17. Áí ç � : (N * N)→ (N * N) åßíáé óõíå÷Þò êáé x ∈ N , �ü�å�(x) = sup{�(v) | v ∈ N∗; v ⊑ x};êáé Ý�óé áí �(x) ∈ Nu (ðïõ óçìáßíåé ü�é u ⊑ �(x)), èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéïv ⊑ x ìå u ⊑ �(v)· áðï áõ�ü üìùò Ýðå�áé ü�é u ⊑ �(y) ãéá êÜèå y ∈ N ìåv ⊑ y, Ý�óé ðïõ �åëéêÜ, y ∈ Nv =⇒�(y) ∈ Nuãéá áõ�ü �ï v, ãåãïíüò ðïõ öáíåñþíåé �ç óõíÝ÷åéá �çò f = �↾N ó�ï x.10.26. Âáö�ßæïõìå (ðñïóùñéíÜ) êáëÞ ìéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí áð' áõ�Ýò ðïõç �ïìÞ �ïõò êáèïñßæåé �ï B(X), äçëáäÞç E åßíáé êáëÞ ⇐⇒ G ⊆ E

& (∀{An}n)[(∀n)An ∈ E =⇒⋃ nAn ∈ E ]
& (∀A ∈ E)[
A ∈ E ]}:�éá íá äåßîïõìå ü�é �ï B(X) =

⋂{E | ç E åßíáé êáëÞ}, åßíáé �-ðåäßï ðïõ ðå-ñéÝ÷åé üëá �á áíïéê�Ü óýíïëá (äçëáäÞ, êáëü), ðñÝðåé íá åðáëçèåýóïõìå �ïõòáêüëïõèïõò �ñåéò éó÷õñéóìïýò:(1) ÊÜèå áíïéê�ü óýíïëï G ⊆ X áíÞêåé ó�ï B(X)· áõ�ü éó÷ýåé äéü�é G ∈ Eãéá êÜèå êáëÞ E , êáé Ý�óé G ∈ B(X).(2) Áí A ∈ B(X), �ü�å 
A ∈ B(X): áí A ∈ E ãéá êÜèå êáëÞ E , �ü�å 
A ∈ Eãéá êÜèå êáëÞ E , áðü �ïí ïñéóìü �çò £êáëïóýíçò¤, êáé Ý�óé 
A ∈ B(X).(3) Áí An ∈ B(X) ãéá êÜèå n, �ü�å ⋃ nAn ∈ B(X). ¸ó�ù E ìéá êáëÞïéêïãÝíåéá. Áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå ü�é êÜèå An ∈ E , êáé Ý�óé ðÜëé áðü �ïíïñéóìü �çò £êáëïóýíçò¤, ⋃ nAn ∈ E · üìùò ç E åðéëÝ÷�çêå �õ÷áßá, êáé Ý�óé ç
⋃ nAn áíÞêåé óå êÜèå êáëÞ ïéêïãÝíåéá, ðïõ óçìáßíåé ü�é ⋃ nAn ∈ B(X).10.27. Áðü �ï �ñüâëçìá x1.3, ⋂ nAn = 
(⋃ n
An).11.4. Áðü �ï Áîßùìá Áí�éêá�Üó�áóçò, ç åéêüíá F [X] óõíüëïõX åßíáé åðßóçòóýíïëï, êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï w ðïõ éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç

(∀y)[y ∈ w ⇐⇒ (∃x ∈ X)[y = F (x)]]·êáé áðü �ï Áîßùìá ¸ê�áóçò, �ï w åßíáé ìïíáäéêü, Üñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìåG(X) = �ï ìïíáäéêü w �Ý�ïéï þó�å (∀y)[y ∈ w ⇐⇒ (∃x ∈ X)[y = F (x)]]:
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H(w; n) =







a; áí n = 0;F (y); áí n > 0 & (n− 1; y) ∈ w& (∀t 6= y)[(n− 1; t) =∈ w];
∅; áëëéþò:11.9. �éá áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò, åßíáé åõêïëü�åñï íá äåßîïõìå ⋃M ⊆ M ,áöïý ðñþ�á õðïëïãßóïõìå �éò ó÷å�éêÝò åíþóåéò:

⋃ ∅ = ∅;
⋃ {∅; {∅}} = {∅};

⋃{∅; {∅}; {∅; {∅}}} = {∅; {∅}};
⋃

N0 = N0:ÔÝëïò, áí �ï M åßíáé êëÜóç á�üìùí, �ü�å ⋃M = ∅, êáé Ý�óé ⋃M ⊆M .11.11. Áðü �ïí ïñéóìü, A ∈ TC(A) êáé �ï TC(A) åßíáé ìå�áâá�éêü, Ý�óéðïõ A ⊆ TC(A) êáé Üñá A ∪ {A} ⊆ TC(A), ãéá êÜèå A. �éá �çí áí�ßó�ñïöçêá�åýèõíóç, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï A åßíáé ìå�áâá�éêü êáé x ∈ A∪ {A}. Áí x ∈ A,�ü�å x ⊆ A ⊆ A∪{A}, êáé áí x = A, �ü�å êáé ðÜëé x ⊆ A ⊆ A∪{A}· �ï ïðïßïäåß÷íåé ü�é �ï A ∪ {A} åßíáé ìå�áâá�éêÞ, êáé Üñá A ∪ {A} ⊆ TC(A).11.13. Áí äåí õðÜñ÷ïõí Ü�ïìá, �ü�å ç ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á TC(A) êÜèåóõíüëïõ äåí Ý÷åé Ü�ïìá, êáé Ý�óé êÜèå óýíïëï åßíáé áãíü. Áí�ßó�ñïöáì áíõðÜñ÷åé êÜðïéï Ü�ïìï a, �ü�å TC({a}) = {{a}; a}, êáé Ý�óé �ï {a} äåí åßíáéáãíü.11.14. Áí �ï A åßíáé ìå�áâá�éêü, �ü�å TC(A) = A ∪ {A} áðü �çí ¢óêçóç11.11, êáé �ï A∪{A} åßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ áðáñéèìç�ü áêñéâþò ü�áí �ï A åßíáéðåðåñáóìÝíï Þ áðáñéèìç�ü.11.16. ËÜèïò: �ï ìïíïóýíïëï {a} åíüò á�üìïõ åßíáé ìå�áâá�éêü êáé Ý÷åéìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á TC({a}) = {{a}; a}, ÷ùñßò íá åßíáé õðïóýíïëï �ïõäõíáìïóõíüëïõ �ïõ P({a}) = {∅; {a}}, �ïõ ïðïßïõ üëá �á ìÝëç (åî ïñéóìïý)åßíáé óýíïëá.11.17. Ç óõìðåñßëçøç Mn(I) ⊆ Mn(J) áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ìå åðáãùãÞó�ï n, ìå âÜóç �ç óõìðåñßëçøç M0(I) = I ⊆ J = M0(J) ðïõ ìáò äßíåé çõðüèåóç.11.20. Ç êëÜóç W üëùí �ùí áí�éêåéìÝíùí åßíáé ìå�áâá�éêÞ, åðåéäÞ áí �ï yåßíáé Ýíá áí�éêåßìåíï êáé x ∈ y, �ü�å �ï x åßíáé åðßóçò áí�éêåßìåíï|áðëÜ êáéìüíï åðåéäÞ Ý÷ïõìå äå÷èåß áðáñ÷Þò ü�é ç ó÷Ýóç �ïõ £áíÞêåéí¤ ïñßæå�áé áíÜìåóáóå æåýãç áí�éêåéìÝíùí· êáé åßíáé êüóìïò �ïõ Zermelo, áöïý äå÷èÞêáìå ãéá áõ�Þíüëåò �éò óõíèÞêåò ðïõ áðáé�ïýí�áé áðü Ýíá êüóìï �ïõ Zermelo|ü�é ðåñéÝ÷åé �ïäéóýíïëï {x; y} ïðïéùíäÞðï�å áí�éêåéìÝíùí �ïõ x, y, �çí Ýíùóç ⋃X êáé �ïäõíáìïóýíïëï P(X) êÜèå ìÝëïõò �ïõ ðïõ åßíáé óõíüëï, êáèþò åðßóçò êáé Ýíáóýíïëï I ðïõ éêáíïðïéåß �ï Áîßùìá �ïõ Áðåßñïõ, Ý�óé ðïõ �ï N0 ìðïñåß íá
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 289êá�áóêåõáó�åß ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ W , üðùò ó�çíáðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.4.�éá �ï äåý�åñï éó÷õñéóìü, ðáñá�Þñçóå ü�é N0 ⊆M , áöïý �ï M åßíáé ìå�áâá-�éêü êáé ðåñéÝ÷åé �ï N0, êáé �þñá ∅ ∈ M , áöïý ∅ ∈ N0. ÅðéðëÝïí, áí A ∈ M ,�ü�å P(A) ∈ M êáé Ý�óé P(A) ⊆ M , ðïõ óçìáßíåé ü�é êÜèå õðïóýíïëï �ïõ Aåßíáé ó�ï M .11.22. Ôï óýó�çìá Peano ðïõ êá�áóêåõÜó�çêå ó�çí áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá-�ïò 5.4 åßíáé ìÝëïò êÜèå êüóìïõM �ïõ Zermelo, áöïý áðü �çí �ñü�áóç 11.21,�ïM åßíáé êëåéó�ü ãéá üëïõò �ïõò �åëåó�Ýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�çí áðüäåéîçáõ�Þ ãéá �çí êá�áóêåõÞ �ïõ.11.24. Áðü �ï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, ç õðüèåóç �ïõ (11-24) óõíåðÜãå�áé ü�éõðÜñ÷åé êÜðïéá f : A → B �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå x ∈ A, P (x; f(x)). ¼ìùòï óõíáñ�çóéáêüò ÷þñïò (A → B) ∈ M , êáé Ý�óé f ∈ M áöïý ï M åßíáéìå�áâá�éêüò.11.27. Äåí ìðïñåß íá îåêéíÜåé ìéá öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ìå �ï x áí �ï x äåíÝ÷åé ìÝëç, êáé áêñéâþò ãéá áõ�ü �á Ü�ïìá êáé �ï ∅ åßíáé åäñáéùìÝíá. ¼óïíáöïñÜ �ï N0, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï ãåãïíüò ü�é áðï�åëåß óýó�çìá Peano ìå 0 = ∅êáé Sm = {m}, êáé äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ ðùò ãéá êÜèå m ∈ N0, äåí õðÜñ÷åéÜðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ðïõ íá îåêéíÜåé ìå �ï m: áõ�ü åßíáé ðñïöáíÝò áím = 0, åðåéäÞ 0 = ∅, êáé áí áëçèåýåé ãéá �ï m, �ü�å áëçèåýåé êáé ãéá �ïSm = {m}, ãéá �ï ïðïßï ìéá �Ý�ïéá áëõóßäá èá ðñÝðåé íá îåêéíÜåé ìå �ï
{m} ∋ m ∋ · · ·êáé áõ�üìá�á Ý÷ïõìå ìéá áëõóßäá ðïõ áñ÷ßæåé ìå �ï m.Áí �ï A åßíáé åäñáéùìÝíï, �ü�å åäñáéùìÝíï åßíáé êáé êÜèå x ∈ A: åðåéäÞ áíç x ∋ x1 ∋ · · · Þ�áí ìéá Üðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ìå áñ÷Þ êÜðïéï x ∈ A,�ü�å ç A ∋ x ∋ x1 ∋ · · · èá Þ�áí Üðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ìå áñ÷Þ �ï A· êáéáí�ßó�ñïöá, áí êÜèå ìÝëïò �ïõ A åßíáé åäñáéùìÝíï, �ü�å äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åéáëõóßäá A ∋ x1 ∋ · · · , ãéá�ß ç £ïõñÜ¤ �çò x1 ∋ · · · èá öáíáßñùíå ü�é �ï x1 äåíåßíáé åäñáéùìÝíï.Ïìïßùò, áí �ï A åßíáé åäñáéùìÝíï, �ü�å êáé �ï P(A) åßíáé åäñáéùìÝíï: åðåéäÞïðïéáäÞðï�å áëõóßäá P(A) ∋ X ∋ x1 ∋ · · · èá ãåííïýóå ìéá áëõóßäá x1 ∋ · · ·ìå áñ÷Þ x1 ∈ A· êáé áí�ßó�ñïöá, áí �ï P(A) åßíáé åäñáéùìÝíï, �ü�å åäñáéùìÝíïåßíáé êáé �ï A, åðåéäÞ ïðïéáäÞðï�å áëõóßäá A ∋ x1 ∋ · · · ìå áñ÷Þ �ï A èáãåííïýóå ìéá áëõóßäá P(A) ∋ A ∋ x1 ∋ · · · ìå áñ÷Þ �ï P(A).ÔÝëïò, ç êëÜóç üëùí �ùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí åßíáé ìå�áâá�éêÞ, åðåéäÞ êáéðÜëé, üëá �á ó�ïé÷åßá åíüò åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ åßíáé åäñáéùìÝíá.12.2. �éá ïðïéáäÞðï�å óõíÜñ�çóç f : A → B, ç åéêüíá f [∅] �ïõ êåíïýåßíáé êåíÞ· �ï ßäéï êáé ãéá �ç vU : U →→ ord(U), ìéáò êáé �ï 0U äåí Ý÷åéðñïçãïýìåíïõò, vU (0U ) = vU [{y ∈ U | y < 0U}] = vU [∅] = ∅:
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290 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßáÁðü �ïí ïñéóìü �ïõ åðïìÝíïõ U ,y <U S(x) ⇐⇒ y <U x ∨ y = x;êáé ìå áõ�ü õðïëïãßæïõìå:vU (S(x)) = {vU (y) | y <U S(x)}
= {vU (y) | y <U x} ∪ {vU (x)}
= vU (x) ∪ {vU (x)}:12.3. Áí 0U åëÜ÷éó�ï ó�ï U , �ü�å 0U <U x, êáé Ý�óé ∅ = vU (0U ) ∈ vU (x).Áí � ∈ vU (x), �ü�å � = vU (y), ãéá êÜðïéï y <U x· üìùò �ü�å �ï y Ý÷åé åðüìåíïS(y) <U x, áöïý �ï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï, vU (S(y)) ∈ vU (x), áðü �ïí ïñéóìü,êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðñïçãïýìåíç ¢óêçóç 12.2,vU (S(y)) = vU (y) ∪ {vU (y)} = � ∪ {�} ∈ vU (x):12.4. ¸ó�ù G = {X | ∅ ∈ X & (∀� ∈ X)[� ∪ {�} ∈ X]}:Ôï !U åßíáé ïñéáêü, Üñá vU (!U ) ∈ G áðü �çí ¢óêçóç 12.3, êáé åéäéêü�åñá, �ïG åßíáé ìç êåíÞ êëÜóç. �éá �ï áí�ßó�ñïöï, õðïèÝ�ïõìå ðñïò Ü�ïðï ü�é õðÜñ÷åéX ∈ G ìå vU (!U ) 6⊆ X· Ýó�ù y �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ U �Ý�ïéï ðïõ vU (y) =∈ X.Ôþñá, �ï y äåí åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ U , ìéáò êáé vU (0U ) = ∅ ∈ X, áðü �çíõðüèåóç ãéá �ï X. Åðßóçò �ï y äåí åßíáé ïñéáêü óçìåßï �ïõ U , áöïý y < !U ·Üñá y = S(x) ãéá êÜðïéï x ∈ U , vU (x) ∈ X, áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ y, êáévU (y) = vU (x)∪{vU (x)} ∈ X áðü �çí õðüèåóç ãéá �ï X, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çíåðéëïãÞ �ïõ y.12.6. Áí ç � : U ֌ V åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á, �ü�å, áìÝóùò áðü �ïËÞììá 12.5,ord(U) = {vU (x) | x ∈ U} = {vV (�(x)) | x ∈ U} ⊆ ord(V ):12.8. Áí ï U = Su

((N;≤N)) åßíáé ï åðüìåíïò êáëÜ äéá�å�áãìÝíïò ÷þñïò�ïõ (N;≤N) ìå �ï íÝï t ó�çí êïñõöÞ, �ü�å t = !U , N = segU (t) êáé ord(N;≤N

) = vU (t) = !. Ôá õðüëïéðá Ýðïí�áé Üìåóá áðü �çí ¢óêçóç 12.2.12.10. Ï éó÷õñéóìüò åßíáé ü�é ord(�;≤�) = �, êáé ç áðüäåéîç åßíáé ùò åîÞò:áí � = ord(U), �ü�å (�;≤�) =o U áðü �ï ËÞììá 12.9, êáé Ý�óé áðü �çí¢óêçóç 12.6 ord(�) = ord(U) = �:12.13. Áí U =o V , �ü�å ord(U) ⊑ ord(V ) êáé ord(V ) ⊑ ord(U) áðü�çí (12-13), Üñá ord(U) = ord(V ).�éá �ï äåý�åñï éó÷õñéóìü, áí U =o � êáé U =o �, �ü�å � =o �, êáé ìå �çí¢óêçóç 12.10, � = ord(�) = ord(�) = �.
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 29112.16. Áí �ï � åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï ìÝëïò �ïõ E , �ü�å � ≤ �, ãéá êÜèå � ∈ E ,Ý�óé ðïõ áðü �ï ËÞììá 12.9, � ⊆ �· Üñá � ⊆ ⋂E . Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, áí
 ∈ �, �ü�å 
 < �, Üñá 
 < � ãéá êÜèå � ∈ E , äçëáäÞ, 
 ∈ � ãéá êÜèå � ∈ E ,äçëáäÞ 
 ∈ ⋂E · Ýðå�áé ü�é 
 ∈ �=⇒ 
 ∈ ⋂E , äçëáäÞ, � ⊆ ⋂E .12.20. �éá �ïí åðüìåíï ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíï ÷þñï Su

(�) ðñïóèÝ�ïõìåÝíá íÝï ó�ïé÷åßï r =∈ � ó�ï ðåäßï � ðÜíù áðü üëá �á ìÝëç �ïõ �. ¸ó�ù� : �+ 1 = � ∪ {�} → Su

(�) ìå�(x) =

{x; áí x ∈ �;r; áëëéþò (äçëáäÞ áí x = �):¸ðå�áé Üìåóá ü�é ç � åßíáé ïìïéü�ç�á, Ý�óé ðïõ � + 1 =0 Su

(�), êáé Üñá�+ 1 = ord(�+ 1) = ord(Su

(�)).12.21. Áõ�Þ åßíáé ìéá ðáñáëëáãÞ �çò ðñïçãïýìåíçò ¢óêçóçò 12.20. Áðü�ïí ïñéóìü �ïõ áèñïßóìá�ïò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí ó�ï 7.37, Ý÷ïõìå�+o � = ({0} × � ∪ {1} × �;≤);üðïõ ç äéÜ�áîç ≤ ïñßæå�áé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò éäéü�ç�åò �çò äéÜ�áîçò ó�ïõòäéá�áê�éêïýò, ùò åîÞò:
(i; x) ≤ (j; y) ⇐⇒ i < j ∨ [i = j& [x = y ∨ x ∈ y]]:Ó�áèåñïðïéïýìå Ýíá �, êáé ãéá êÜèå �, ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç�� : �+o � → ONìå ��(0; x) = x; ��(1; y) = �+ y·ìå äéá�áê�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï � äåß÷íïõìå ü�é ç �� åßíáé ïìïéü�ç�á �ïõ �+o � ìå�ï �+ �, Ý�óé ðïõ ord(�+o �) = ord(�+ �) = �+ �:Ó�ç âÜóç � = 0, � +o 0 = ({0} × �;≤), Ý�óé ðïõ �0(0; x) = x êáé áõ�Þ åßíáéðñïöáíþò ïìïéü�ç�á �ïõ �+o 0 ìå �ï �+ 0 = �.�éá �ï åðáãùãéêü âÞìá, áí � = 
 + 1, �ü�å Ý÷ïõìå �ï æç�ïýìåíï áðü �çíðñïçãïýìåíç ¢óêçóç 12.20.ÔåëéêÜ, ãéá �ï åðáãùãéêü âÞìá ü�áí ï � åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüò, ç åðáãù-ãéêÞ õðüèåóç ìáò âåâáéþíåé ü�é ãéá êÜèå 
 < �, ç óõíÜñ�çóç �
 åßíáé ïìïéü�ç�á�ïõ �+o
 ìå �ïí �+
. Åßíáé ðñïöáíÝò áðü �ïí ïñéóìü �ùí óõíáñ�Þóåùí áõ�þíü�é 
 < Æ < �=⇒�
 ⊆ �Æ·êáé áðü áõ�ü ðáßñíïõìå åýêïëá ü�é ç Ýíùóç�� =

⋃ 
<��
åßíáé ïìïéü�ç�á �ïõ �+o � ìå �ï �+ �, ðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï.
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292 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßáÔá áðï�åëÝóìá�á ãéá �çí ðñïóå�áéñéó�éêü�ç�á êáé �ç (ìç) ìå�áèå�éêü�ç�áóõíÜãïí�áé áðü �á ðñïâëÞìá�á �ïõ Êåöáëáßïõ 7, êáé éäéáß�åñá áðü �ï �ñü-âëçìá x7.4.ÔÝëïò, ç (12-26) Ýðå�áé åðßóçò áðü �ï âáóéêü ìÝñïò �çò Üóêçóçò, ìéáò êáé áíç � : �֌ 
 åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á �ïõ � åðß êÜðïéïõ áñ÷éêïý �ìÞìá�ïò �ïõ 
,�ü�å ç óõíÜñ�çóç �((i; x)) =

{

(i; x); áí i = 0;
(i; �(x)); áí i = 1åßíáé åýêïëá áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á �ïõ � +o � åðß êÜðïéïõ ãíÞóéïõ, áñ÷éêïý �ìÞ-ìá�ïò �ïõ �+o 
.12.22. Áðü �ïí ïñéóìü, � ·o � = (�× �;≤);üðïõ ≤ ç \áí�ßó�ñïöç ëåîéêïãñáöéêÞ" äéÜ�áîç æåõãþí,

(x1; y1) ≤ (x2; y2) ⇐⇒ y1 < y2 ∨ [y1 = y2 &x1 ≤ x2]:Èá äåßîïõìå ìéá äéáöïñå�éêÞ ìÝèïäï áðü áõ�Þí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�çí ðñïç-ãïýìåíç Üóêçóç: ãéá êÜèå ó�áèåñü �, äåß÷íïõìå ìå äéá�áê�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï �,ü�é � ·0 � =0 � · �;êÜ�é ðïõ ìáò äßíåé áõ�ü ðïõ èÝëïõìå áí ðÜñïõìå äéá�áê�éêïýò êáé ó�éò äýïìåñéÝò.Ó�ç âÜóç � = 0, Ý÷ïõìå ü�é �ï � ·o 0 åßíáé ï êåíüò ÷þñïò, � · 0 = 0 = ∅,ïðü�å Ý÷ïõìå êõñéïëåê�éêÜ éóü�ç�á.�éá �ï åðáãùãéêü âÞìá �ïõ åðïìÝíïõ, � = 
 + 1 = 
 ∪ {
}, Ý�óé ðïõ�× � = (�× 
) ∪ (�× {
}):�áñá�çñïýìå ü�é
(�× 
) ∩ (�× {
}) = ∅;ìéáò êáé �á æåýãç (x; 
) ó�ï äåý�åñï ìÝñïò Ý÷ïõí äåý�åñï ìÝëïò 
, åíþ êÜèåæåýãïò (x; y) ó�ï ðñþ�ï ìÝñïò Ý÷åé äåý�åñï ìÝëïò êÜðïéï y < 
. ÅðéðëÝïí,
({(x; 
) | x ∈ �};≤) =o �áðü �çí �å�ñéììÝíç ïìïéü�ç�á �(x; 
) = x, êáé Ý�óé, áðü �ïí ïñéóìü �çò ðñü-óèåóçò ìåñéêÜ äéá�å�áãìÝíùí ÷þñùí,� ·o � =o � ·o 
 +o �·üìùò áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, �çí ðñïçãïýìåíç ¢óêçóç 12.21 êáé áðü �ïíïñéóìü �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äéá�áê�éêþí óõíÜãïõìå ü�é� ·o � =o � · 
 + � = � · �;áõ�ü ðïõ èÝëáìå.
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Ëýóåéò �ùí áóêÞóåùí ó�á ÊåöÜëáéá 1 - 12 293�éá �çí ïñéáêÞ ðåñßð�ùóç ó�ï åðáãùãéêü âÞìá, ãéá êÜèå 
 < � ç åðáãùãéêÞõðüèåóç ìáò äßíåé ìéá ïìïéü�ç�á�
 : � ·o 
֌→ � · 
;ç ïðïßá åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á �ïõ � ·o 
 ó�ï � · � åðåéäÞ � · 
 ≤ � · �, Ý�óéðïõ �ï � · 
 åßíáé áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ � ·�. ×ñçóéìïðïéïýìå �þñá �ï ãåãïíüò ü�éáí ïé U , V åßíáé êáëÜ äéá�å�áãìÝíïé ÷þñïé ìå U ≤o V , �ü�å õðÜñ÷åé áêñéâþòìéá áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á � : U ֌ V áðü �ï �ñüâëçìá x7.13. Ó�ç óõãêåêñéìÝíçðåñßð�ùóç, áõ�ü óçìáßíåé ü�éÆ < 
 < �=⇒�� ↾
 = �
 ;äçëáäÞ ïé áñ÷éêÝò áõ�Ýò ïìïéü�ç�åò £óõìðßð�ïõí¤, Ý�óé ðïõ ç ÝíùóÞ �ïõò åßíáéáñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á �ïõ � ·o � ìå �ï � · �,
∪{�
 | 
 < �} = � : � ·o �֌ � · �:¼ìùò ç � åßíáé åðß �ïõ � · � áöïý� · � =

⋃ 
<�� · 
áðü �ïí ïñéóìü �ïõ äéá�áê�éêïý ðïëëáðëáóéáóìïý, êáé Üñá ç � åßíáé ïìïéü�ç�áêáé Ý�óé ö�Üíïõìå ó�ï æç�ïýìåíï � ·o � =o � · �.Ôá áðï�åëÝóìá�á ãéá �çí ðñïóå�áéñéó�éêü�ç�á êáé �ç (ìç) ìå�áèå�éêü�ç�áÝðïí�áé ðëÝïí áðü �á �ñïâëÞìá�á x7.9 êáé x7.8.ÔÝëïò, áí ç � : � ֌ 
 åßíáé ãíÞóéá áñ÷éêÞ ïìïéü�ç�á, �ü�å (åýêïëá) �ï ßäéïåßíáé êáé ç óõíÜñ�çóç � : � ·o �֌ � ·o 
 ìå �ýðï�(x; y) = (x; �(y));ðïõ ìáò äßíåé �ï æç�ïýìåíï � ·o � <o � ·o 
.Óçìåßùóç. ¸íáò Üëëïò �ñüðïò íá áðïäåßîïõìå �ï âáóéêü ìÝñïò �çò ¢óêçóçòåßíáé íá äåßîïõìå êá�åõèåßáí ü�é ãéá üëá �á �, �, ç áðåéêüíéóç�(x; y) = x · y ((x; y) ∈ �× �)åßíáé ïìïéü�ç�á �ïõ � ·o � ìå �ï � · �. Ç áðüäåéîç (ìå äéá�áê�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï�) åßíáé ðáñüìïéá ìå áõ�Þ ðïõ ìüëéò äþóáìå, áí êáé ÷ñåéÜæå�áé Ýíá êÜðùò ðéïëåð�ïìåñÝò £êõíÞãé¤ ïìïéï�Þ�ùí.12.23. Äåß÷íïõìå �ï æç�ïýìåíï ìå äéá�áê�éêÞ åðáãùãÞ ó�ï 
, �áõ�ü÷ñïíáãéá üëá �á � êáé �: äçëáäÞ, áðïäåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ï 
 ü�é
(∀�; �)[� · (� + 
) = � · � + � · 
]:Ç âÜóç 
 = 0 åßíáé �å�ñéììÝíç.�éá 
 = Æ + 1, õðïëïãßæïõìå:� · (� + (Æ + 1)) = � · ((� + Æ) + 1)

= � · (� + Æ) + � (ïñéóìüò �ïõ ·)
= � · � + � · Æ + � (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
= � · � + � · (Æ + 1):
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294 Óçìåéþóåéò ó�ç óõíïëïèåùñßáÔÝëïò, ãéá ïñéáêü 
, ðáñá�çñïýìå áñ÷éêÜ ü�éï ⋃ �<
{� + �} åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüò;áöïý ãéá êÜèå � < 
 õðÜñ÷åé � Ý�óé þó�å � < � < 
, êáé �ü�å � + � <� + � áðü �ç (12-26). Ìå áõ�ü äéá÷ùñßæïõìå ðåñéð�þóåéò ó�ïí ïñéóìü �ïõðïëëáðëáóéáóìüõ, êáé õðïëïãßæïõìå:� · (� + 
) = � · (⋃ �<
{� + �})
=

⋃ �<
{� · (� + �)}
=

⋃ �<
{� · � + � · �} (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
= � · � + � · 
 (ïñéóìüò �ïõ +);üðïõ ãéá �ï �åëåõ�áßï ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ç (12-27) ãéá íá óõìðåñÜíïõìå ü�é áí� < � < 
, �ü�å � · � < � · � < � · 
, Ý�óé ðïõ ï � · 
 åßíáé ïñéáêüò äéá�áê�éêüòêáé � · 
 =

⋃ �<
� · �.12.26. Äå÷üìáó�å ü�é � = (�� ∈ ON)[� =
 A], êáé õðïèÝ�ïõìå ðñïò Ü�ïðï,ü�é � =
 � ãéá êÜðïéï � < �· üìùò �ü�å A =
 � < �, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�ïíïñéóìü �ïõ �. �éá �ï áí�ßó�ñïöï (êáé �ïí äåý�åñï éó÷õñéóìü), áí �ï � äåí åßíáééóïðëçèéêü ìå êáíÝíá � < �, �ü�å, � = |�|, áöïý � =
 �, êáé Üñá � ∈ Cardv.12.27. Áí A =
 B, �ü�å, ãéá üëá �á � ∈ ON,A =
 � ⇐⇒ B =
 �;êáé Ý�óé (�� ∈ ON)[A =
 �] = (�� ∈ ON)[B =
 �]. Ç �ñß�ç éäéü�ç�á �ùíéó÷õñþí �åëåó�þí ðëçèéêü�ç�áò åßíáé �å�ñéììÝíç áí äå÷�ïýìå �ï Áîßùìá Áí�é-êá�Üó�áóçò: �ü�å ç {|X| | X ∈ E} åßíáé ç åéêüíá �ïõ E áðü �ïí ïñéó�éêü�åëåó�Þ X 7→ |X|, êáé Üñá åßíáé óýíïëï.12.30. Áí éó÷ýåé �ï AC, �ü�å êÜèå óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéïíäéá�áê�éêü �, êáé �ü�å ï |A| åßíáé åî ïñéóìïý ðëçèÜñéèìïò von Neumann. Áí�ß-ó�ñïöá, áí |A| = ℵ�, �ü�å A =
 ℵ�, êáé Ý�óé �ï A åßíáé êáëÜ äéá�Üîéìï.12.31. Áí äå÷�ïýìå �ï AC, ç �åíéêåõìÝíç Õðüèåóç �ïõ Óõíå÷ïýò åßíáé ïéó÷õñéóìüò ü�é ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �,
|P(�)| = 2� = �+;ðïõ åßíáé áêñéâþò ç åîßóùóç ðïõ èÝëïõìå íá äåßîïõìå áöïý ïé ðëçèÜñéèìïé åßíáéáêñéâþò �á Üëåö êáé ℵ+� = ℵ�+1.
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