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Prìblhma 1: Na exet�sete:

(a) an up�rqoun gnhsÐwc aÔxousec sunart seic f, g : R → R tètoiec ¸ste na isqÔei f(x) −
g(x) = sin(x) gia k�je x ∈ R,

(b) an up�rqoun gnhsÐwc aÔxousec sunart seic f, g : R → (0, +∞) tètoiec ¸ste na isqÔei
f(x)− g(x) = sin(x) gia k�je x ∈ R.

Prìblhma 2: DÐnetai ìti to polu¸numo p(x) = xn +a1x
n−1 + · · ·+an−1x+1 èqei mh arnhtikoÔc

pragmatikoÔc suntelestèc kai n pragmatikèc rÐzec (prosmetr¸ntac tic pollaplìthtec).

(a) DeÐxte ìti a1 ≥ n kai ìti an−1 ≥ n.

(b) DeÐxte ìti a1 + · · ·+ an−1 ≥ 2n − 2. Pìte isqÔei h isìthta?

(g) DeÐxte ìti a2
1 + · · ·+ a2

n−1 ≥
(
2n
n

)
− 2.

Prìblhma 3: An f : [0, +∞) → (0, +∞) eÐnai suneq¸c paragwgÐsimh sun�rthsh, deÐxte ìti∫ ∞

0

√
1 + (f ′(x))2

f(x)
dx = ∞.

Prìblhma 4: Gia touc jetikoÔc akeraÐouc a1, a2, . . . , a2010 isqÔei ai+1 + ai+2 + · · ·+ ai+10 < 20
gia k�je i ∈ {0, 10, 20, . . . , 2000}. DeÐxte ìti up�rqoun jetikoÐ akèraioi n < m tètoioi ¸ste
an + an+1 + · · ·+ am = 201.

Prìblhma 5: Gia èna 2× 2 pÐnaka A me stoiqeÐa akèraiouc arijmoÔc isqÔei

det (A3 + A2 + A + I) = 1.

(a) DeÐxte ìti det (A + I) = 1.

(b) Poiec eÐnai oi dunatèc timèc thc orÐzousac tou A? Poiec eÐnai oi dunatèc timèc tou Ðqnouc
tou A?

H di�rkeia thc exètashc eÐnai 3 ¸rec. KALH EPITUQIA!



LÔseic

Prìblhma 1: (a) Tètoiec sunart seic eÐnai, gia par�deigma, oi f, g : R → R me f(x) = x+sin(x)
kai g(x) = x, gia x ∈ R. (b) Den up�rqoun sunart seic me autèc tic idiìthtec. Pr�gmati, an oi
f, g : R → (0, +∞) eÐnai aÔxousec, tìte ta ìria limx→−∞ f(x) kai limx→−∞ g(x) up�rqoun kai
eÐnai mh arnhtikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ. Epomènwc, up�rqei to ìrio limx→−∞ (f(x) − g(x)) kai
sunep¸c den eÐnai dunatì na isqÔei f(x)− g(x) = sin(x) gia k�je x ∈ R.

Prìblhma 2: Apì thn upìjesh èqoume p(x) = (x + β1)(x + β2) · · · (x + βn), ìpou oi βi eÐnai
pragmatikoÐ arijmoÐ me β1β2 · · · βn = 1. Profan¸c to p(x) den èqei mh arnhtikèc pragmatikèc
rÐzec kai sunep¸c èqoume βi > 0 gia 1 ≤ i ≤ n. Gia touc suntelestèc tou xn−1 kai tou x sto
p(x) èqoume

a1 = β1 + β2 + · · ·+ βn kai an−1 = β1β2 · · · βn

(
1

β1

+
1

β2

+ · · ·+ 1

βn

)
.

Epomènwc, oi proteinìmenec anisìthtec sto (a) prokÔptoun apì thn anisìthta arijmhtikoÔ -
gewmetrikoÔ mèsou kai th sqèsh β1β2 · · · βn = 1. Genikìtera, gia to suntelest  tou xn−k sto
p(x) èqoume

ak =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

βi1βi2 · · · βik

kai sunep¸c h anisìthta arijmhtikoÔ - gewmetrikoÔ mèsou dÐnei

ak ≥
(

n

k

)
(β1β2 · · · βn)

(n−1
k−1)
(n

k) =

(
n

k

)
gia 1 ≤ k ≤ n− 1. Apì tic anisìthtec autèc prokÔptei ìti 2+ a1 + · · ·+ an−1 ≥

∑n
k=0

(
n
k

)
= 2n

kai ìti 2+a2
1 + · · ·+a2

n−1 ≥
∑n

k=0

(
n
k

)2
=

(
2n
n

)
. Mia �llh lÔsh sto (b) prokÔptei parathr¸ntac

ìti

2 + a1 + · · ·+ an−1 = p(1) = (1 + β1)(1 + β2) · · · (1 + βn) ≥ 2
√

β1 · 2
√

β2 · · · 2
√

βn = 2n.

Se ìla ta erwt mata, h isìthta isqÔei mìno an β1 = · · · = βn = 1, dhlad  mìno gia to polu¸numo
p(x) = (x + 1)n.

Prìblhma 3: An f h eÐnai fragmènh �nw sto di�sthma [0, +∞), tìte h
√

1 + (f ′)2/f eÐnai
fragmènh k�tw sto Ðdio di�sthma apì èna jetikì arijmì kai to zhtoÔmeno eÐnai fanerì. Di-
aforetik�, up�rqei akoloujÐa (xn) stoiqeÐwn tou [0, +∞) tètoia ¸ste xn →∞ kai f(xn) →∞
gia n →∞. Sthn perÐptwsh aut  èqoume∫ ∞

0

√
1 + (f ′(x))2

f(x)
dx ≥

∫ xn

0

√
1 + (f ′(x))2

f(x)
dx ≥

∫ xn

0

f ′(x)

f(x)
dx = ln f(xn)− ln f(0) →∞

gia n →∞, apì ìpou prokÔptei kai p�li h zhtoÔmenh isìthta.



Prìblhma 4: Jètoume sr = a1 + a2 + · · ·+ ar gia r ∈ {1, 2, . . . , 2010} kai jewroÔme to sÔnolo
S me stoiqeÐa touc jetikoÔc akeraÐouc s1, s2, . . . , s2010 kai s1 +201, s2 +201, . . . , s2010 +201. Apì
thn upìjesh tou probl matoc brÐskoume ìti s2010 ≤ 19 · 201 kai sunep¸c ta stoiqeÐa tou S den
uperbaÐnoun to 19 · 201 + 201 = 4020. An to S èqei 4020 stoiqeÐa, tìte S = {1, 2, . . . , 4020} kai
epomènwc èqoume sr = 201 gia k�poio deÐkth r, opìte to zhtoÔmeno isqÔei me n = 1 kai m = r.
Diaforetik�, dÔo apì touc akeraÐouc s1 < s2 < · · · < s2010 kai s1 + 201 < s2 + 201 < · · · <
s2010 + 201 eÐnai Ðsoi metaxÔ touc. Kat� sunèpeia èqoume sj = si + 201 gia k�poiouc deÐktec i
kai j kai to zhtoÔmeno isqÔei me n = i + 1 kai m = j.

Prìblhma 5: Parathr¸ntac ìti A3 +A2 +A+ I = (A+ I)(A2 + I), h dosmènh sqèsh gr�fetai
det (A+I) det (A2+I) = 1. AfoÔ ta stoiqeÐa twn pin�kwn A+I kai A2+I eÐnai akèraioi arijmoÐ,
oi orÐzousec twn pin�kwn aut¸n eÐnai epÐshc akèraioi arijmoÐ kai sunep¸c eÐte eÐnai kai oi dÔo Ðsec
me 1, eÐte eÐnai kai oi dÔo Ðsec me −1. 'Estw χA(x) = x2 − px + q to qarakthristikì polu¸numo
tou A, ìpou p = tr (A) kai q = det (A) eÐnai to Ðqnoc kai h orÐzousa tou A, antÐstoiqa. 'Eqoume
det (A + I) = χA(−1) = p + q + 1 kai, gr�fontac A2 + I = (A− iI)(A + iI), brÐskoume ìti

det (A2 + I) = det (A− iI) det (A + iI) = χA(i) χA(−i) = p2 + (q − 1)2.

Apì th deÔterh isìthta prokÔptei ìti det (A2 + I) ≥ 0 kai sunep¸c, apì ta prohgoÔmena
sumperaÐnoume ìti det (A + I) = det (A2 + I) = 1. Epiplèon, apì tic sqèseic autèc paÐrnoume
p + q = 0 kai p2 + (q − 1)2 = 1. AfoÔ oi p kai q eÐnai akèraioi, sumperaÐnoume ìti p ∈ {0,−1}
kai q ∈ {0, 1}. O mhdenikìc pÐnakac kai o pÐnakac(

0 1
−1 −1

)
deÐqnoun ìti oi timèc autèc gia to Ðqnoc kai thn orÐzousa tou A eÐnai efiktèc.


