
Metaptuqiak  An�lush I: Ask seic 5

(Proairetikèc)

1. An (X,S, µ) eÐnai q¸roc mètrou, f ∈ L1(X,µ) kai ν(E) =
∫
E fdµ, tìte ν+(E) =

∫
E f+dµ kai

ν−(E) =
∫
E f−dµ (epomènwc |ν|(E) =

∫
E |f |dµ).

2. An ν eÐnai proshmasmèno mètro ston (X,S) kai E ∈ S, tìte

|ν|(E) = sup{
n∑

k=1

|ν(Ek)| : Ek ∈ S xèna,
n⋃

k=1

Ek = E}

kai to |ν| eÐnai to mikrìtero jetikì mètro µ ston (X,S) me thn idiìthta µ(E) ≥ |ν(E)| gia k�je
E ∈ S.

3. An ν, µ eÐnai proshmasmèna mètra ston (X,S), tìte
(a) 'Ena sÔnolo E ∈ S eÐnai ν-mhdenikì an kai mìnon an |ν|(E) = 0.
(b) ν ⊥ µ⇔ |ν| ⊥ µ⇔ (ν+ ⊥ µ kai ν− ⊥ µ).

4. 'Estw µ jetikì mètro kai ν proshmasmèno mètro ston metr simo q¸ro (X,S). DeÐxte ìti:
(1) An ν � µ tìte k�je E ∈ S me µ(E) = 0 eÐnai ν-mhdenikì.
(2) An k�je E ∈ S me µ(E) = 0 eÐnai ν-mhdenikì tìte ν+ � µ kai ν− � µ.
(3) An ν+ � µ kai ν− � µ tìte |ν| � µ.
(4) An |ν| � µ tìte ν � µ.
Epomènwc ìlec oi sunj kec eÐnai isodÔnamec.

5. An µ, ν eÐnai dÔo σ-peperasmèna (jetik�) mètra ston (X,M), deÐxte ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:
(1) ν � µ kai µ� ν.
(2) Ta µ kai ν èqoun ta Ðdia sÔnola mhdenikoÔ mètrou.
(3) Up�rqei g : X → R metr simh me 0 < g(x) <∞ gia k�je x ∈ X, tètoia ¸ste

ν(A) =
∫
A gdµ gia k�je A ∈M.

6. 'Estw µ èna σ-peperasmèno (jetikì) mètro ston (X,M). DeÐxte ìti up�rqei peperasmèno
mètro ν ston (X,M) tètoio ¸ste ν � µ kai µ� ν.

7. 'Estw µ, ν dÔo mètra ston (X,M) me ν � µ. OrÐzoume λ = µ+ ν. An f = dν/dλ, deÐxte ìti

0 ≤ f < 1 sqedìn pantoÔ wc proc to µ, kai
dν

dµ
=

f

1− f
.

8. 'Estw (X,M, µ) ènac q¸roc σ-peperasmènou mètrou, N mia upo-σ-�lgebra thc M, kai ν =
µ|N . DeÐxte ìti an f ∈ L1(µ), tìte up�rqei g ∈ L1(ν) tètoia ¸ste

∫
E fdµ =

∫
E gdν gia k�je

E ∈ N . DeÐxte epÐshc ìti an g′ eÐnai mia �llh tètoia sun�rthsh, tìte g′ = g sqedìn pantoÔ wc
proc to ν. (H g eÐnai h {desmeumènh mèsh tim } thc f sthn N .)

9. (1) Ston metr simo q¸ro ([0, 1],Mm) ìpou Mm ta Lebesgue metr sima sÔnola, jewroÔme
ta ex c dÔo mètra: m, to mètro Lebesgue kai ν, to mètro aparÐjmhshc. To mètro ν den dèqetai
an�lush Lebesgue wc proc to mètro m. EpÐshc, en¸ to mètro m eÐnai profan¸c apolÔtwc suneqèc
wc proc to ν, den up�rqei f ∈ L1([0, 1], ν) ¸ste m(E) =

∫
E fdν gia k�je E ∈Mm.

(2) Ston (R,M), ìpouM = {E ⊆ R : E arijm simo   Ec arijm simo} onom�zoume µ to mètro
aparÐjmhshc kai ν to mètro pou orÐzetai apì tic sqèseic ν(E) = 0 an E arijm simo kai ν(E) = 1
an E uperarijm simo. Tìte profan¸c ν � µ all� den up�rqei metr simh f ¸ste ν(E) =

∫
E fdµ

gia k�je E ∈M.

10. 'Estw F : R→ R. DeÐxte ìti up�rqei stajer� M > 0 tètoia ¸ste |F (x)−F (y)| ≤M |x− y|
gia k�je x, y ∈ R an kai mìno an h F eÐnai apolÔtwc suneq c kai |F ′| ≤M sqedìn pantoÔ.

11. 'Estw {Fj} mia akoloujÐa mh arnhtik¸n auxous¸n sunart sewn sto [a, b], me thn idiìthta
F (x) =

∑∞
1 Fj(x) < ∞ gia k�je x ∈ [a, b]. DeÐxte ìti F ′(x) =

∑∞
1 F ′j(x) sqedìn pantoÔ sto

[a, b].


