
Metaptuqiak  An�lush I
Duì endiafèronta paradeÐgmata

Sto1 [0, 1] me thn σ-�lgebra Borel kai to mètro Lebesgue, jewroÔme ta diast mata

I0,m = [0,
1

2m
] kai Ij,m = (

j

2m
,
j + 1
2m

] 0 < j < 2m.

Pr¸to Par�deigma JewroÔme thn akoloujÐa (fn) ìpou fn eÐnai h qarakthristik  sun�rthsh
tou diast matoc I0,m = [0, 1

2m ] ìtan n = 2m kai Ij,m = ( j
2m ,

j+1
2m ] ìtan n = 2m + j, 0 < j < 2m.

ParathroÔme ìti h (fn) den sugklÐnei sto 0 µ-sv.p. (m�lista, gia k�je x h akoloujÐa (fn(x))
apoklÐnei2).

'Askhsh 1 KAJE upakoloujÐa (gn) thc (fn) èqei mia upakoloujÐa (gkm) pou sugklÐnei sto 0
sv.p.-µ. M�lista, mporoÔme na epilèxoume thn (gkm) ¸ste na sugklÐnei sto 0 se k�je shmeÐo ektìc
endeqomènwc apì èna (!).

Parat rhsh 1 Ac jumhjoÔme ìti mia akoloujÐa (an) se ènan topologikì   metrikì q¸ro sug-
klÐnei (sto a) an kai mìnon an k�je upakoloujÐa thc èqei mia upakoloujÐa pou sugklÐnei (sto a).
[Apìdeixh?]

Autì shmaÐnei ìti h sÔgklish kat� shmeÐo sqedìn pantoÔ den eÐnai sÔgklish wc proc k�poia
topologÐa! 'Opwc ja doÔme argìtera, h sÔgklish kat� shmeÐo eÐnai sÔgklish wc proc th legìmenh
toplogÐa ginìmeno.

ParadeÐgmata upakolouji¸n: 'Estw gn h qarakthristik  sun�rthsh tou [0, 1
2n ]. Tìte

gn(0) = 1 gia k�je n, opìte h {katakìrufh} (gn) den mporeÐ na èqei upakoloujÐa pou na sugklÐnei
sto 0 pantoÔ.

Apì thn �llh meri�, an (gn) eÐnai h {orizìntia} akoloujÐa pou apoteleÐtai apì tic qarakth-
ristikèc sunart seic twn diasthm�twn [0, 1

2 ], (2
4 ,

3
4 ], ( 6

23 ,
7
23 ], . . . , tìte gia k�je x ∈ [0, 1] èqoume

gn(x) = 0 telik�, dhl. met� apì k�poio n0(x), opìte h (gn) kai �ra ìlec oi upakoloujÐec thc
sugklÐnoun sto 0 pantoÔ.

DeÔtero Par�deigma 'Estw U1 = I1,1 = (1
2 , 1], U2 = I1,2 ∪ I3,2 = (1

4 ,
1
2 ] ∪ (3

4 , 1] kai genik�

Um =
2m−1⋃
i=1

I2i−1,m =
⋃
{Ij,m : j perittìc 0 < j < 2m}

(èna sq ma ja bohj sei). OrÐzoume hm = χUm .

'Askhsh 2 DeÐxte ìti h (hm) den sugklÐnei ston L1.
[Upìdeixh: upologÐste thn ‖hm−1 − hm‖1.]

DeÐxte ìmwc ìti, an jèsoume h(x) = 1
2 gia k�je x, tìte gia k�je fragmènh metr simh sun�r-

thsh g èqoume ∫
hmgdλ→

∫
hgdλ.

Dhlad  hm → h {asjen¸c}.3 ParathreÐste ìti oi hm paÐrnoun mìnon tic timèc 0 kai 1, en¸ h h
mìnon thn tim  1

2 ! Epomènwc apokleÐetai h (hm),   k�poia upakoloujÐa thc, na sugklÐnei sthn h
sqedìn pantoÔ.

Eidikìtera, an A ⊆ [0, 1] eÐnai uposÔnolo Borel, tìte

λ(Um ∩A)→ 1
2
λ(A).
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