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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÉóôïñéêÞ áíáóêüðçóç

¸íá áðü ôá ðéï óçìáíôéêÜ èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá óôç èåùñßá ôùí Ïõñþí ÁíáìïíÞò åßíáé ç äéáðß-

óôùóç üôé êÜèå óýóôçìá ôï ïðïßï Ý÷åé åðáñêÞ äõíáôüôçôá åîõðçñÝôçóçò üëïõ ôïõ Ýñãïõ ðïõ ðåñíÜåé

áðü áõôü ( êáôÜ ìÝóï üñï ) èá åßíáé åõóôáèÝò. Ç áðüäåéîç ôçò åõóôÜèåéáò åîáñôÜôáé êÜèå öïñÜ áðü

ôéò õðïèÝóåéò ðïõ éó÷ýïõí óôï åêÜóôïôå õðü ìåëÝôç ìïíôÝëï. Óôá êëáóóéêÜ ÌáñêïâéáíÜ ìïíôÝëá ç

áðüäåéîç ôçò åõóôÜèåéáò ãßíåôáé ôáõôü÷ñïíá ìå ôçí åýñåóç ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìéá

áäéá÷þñéóôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ Þ ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ åßíáé

åõóôáèÞò ( äçëáäÞ èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé Ýíá èåôéêü äéÜíõóìá ðéèáíüôçôáò ðïõ

éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò êáé ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò êáé Üñá áõôü åßíáé ôï ìïíáäéêü

óôÜóéìï äéÜíõóìá ( êáé ðåñéÝ÷åé ôéò ïñéáêÝò ðéèáíüôçôåò üôáí ôï óýóôçìá åßíáé áðåñéïäéêü ). Óôá ðñþôá

âÞìáôá ôçò èåùñßáò ðéèáíïôÞôùí ïé åñåõíçôÝò äåí Ýäéíáí éäéáßôåñç óçìáóßá óôá áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝ-

óìáôá. Áõôü Þôáí éäéáéôÝñùò áëçèÝò óôçí ðåñßðôùóç ôùí Ïõñþí ÁíáìïíÞò. ¹ôáí óõíÞèçò ðñáêôéêÞ íá

ïëïêëçñþíåôáé ç áíÜëõóç åíüò ìïíôÝëïõ ìå ôïí ôýðï ðïõ äßíåé ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç Þ ôïí

ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò õðü ìåëÝôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôïõ ìÞêïõò ïõñÜò Þ

ôïõ ÷ñüíïõ áíáìïíÞò. ¸íá ó÷üëéï ôïõ êáôÜ ðüóï ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Þôáí äõíáôüí íá áíôéóôñáöåß ìå

ôéò \ãíùóôÝò" ôå÷íéêÝò ìðïñåß íá õðÞñ÷å óôï ôÝëïò ôïõ Üñèñïõ, üìùò óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò äåí õðÞñ÷å

êáíÝíá ó÷üëéï. Ðïëëïß èåùñïýóáí äåäïìÝíï üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôáõôéæüôáí ìå ôçí åýñåóç ôïõ

ìåôáó÷çìáôéóìïý. ×ùñßò íá èÝëïõìå íá õðïôéìÞóïõìå ôç óçìáíôéêüôçôá ôùí áðïôåëåóìÜôùí áõôþí,

èá Þôáí äßêáéï íá áíáöÝñïõìå üôé ç \Laplacian êïõñôßíá" ( âëÝðå Neuts [ 8 - 19 ] ) Ýêñõâå Ýíá óçìá-

íôéêü êïììÜôé ôçò èåùñßáò êáé äåí åðÝôñåðå ôçí åéò âÜèïò êáôáíüçóç ôçò êáé, öõóéêÜ, ôçí åöáñìïãÞ ôçò.
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¸íáò áðü ôïõò ðéï óçìáíôéêïýò åñåõíçôÝò ðïõ Þñèå íá äþóåé ëýóç óôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ï Marcel

Neuts. Óôï óõíÝäñéï Mathematical Methods in Queueing Theory óôï ðáíåðéóôÞìéï ôïõ Michigan ôï

1993 ï Ì. Neuts äéáôýðùóå ôá èåìÝëéá ôçò öéëïóïößáò ôïõ, üóïí áöïñÜ ôçí áíáãêáéüôçôá ãéá Õðïëïãé-

óôéêÞ Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí. Åíäå÷ïìÝíùò ôï ìåãáëýôåñï åðßôåõãìá ôïõ Ì. Neuts íá åßíáé ç êáèéÝñùóç

ôçò ÕðïëïãéóôéêÞò Èåùñßáò ÐéèáíïôÞôùí, êõñßùò óôéò ÏõñÝò ÁíáìïíÞò, ùò èÝìá Ýñåõíáò êáé ùò åñãá-

ëåßï ãéá ðåéñáìáôéóìü óå ìïíôÝëá ðïõ äåí ðáñïõóéÜæïõí áíáëõôéêÞ ëýóç.

ÌÝóá óôï åõñýôåñï ðëáßóéï ôçò èåùñßáò ðïõ åéóÞãáãå ï Ì. Neuts, ðñüôåéíå äõï ìïíôÝëá, ôá ïðïßá

áðïôåëïýí êáé ôï âáóéêü èÝìá ôùí ìïíïãñáöéþí ôïõ. Ôï ðñþôï åðéêåíôñþíåôáé óôéò ÏõñÝò ÁíáìïíÞò

ìå ðéíáêéêÞ äïìÞ ðáñüìïéá ìå áõôÞ ôçò GI=M=1 ïõñÜò. Óôï äåýôåñï âéâëßï áó÷ïëåßôáé ìå ÏõñÝò Áíá-

ìïíÞò ìå ðéíáêéêÞ äïìÞ ðáñüìïéá ìå áõôÞ ôçò M=G=1 ïõñÜò. Ç âáóéêÞ éäÝá êáé óôá äýï âéâëßá - üðùò

åîÜëëïõ êáé óôéò ðåñéóóüôåñåò äçìïóéåýóåéò ôïõ - åßíáé ç ìÝèïäïò ôùí öÜóåùí, üôé äçëáäÞ áíáëýïõìå

èåôéêÝò ìç åêèåôéêÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò óå Üèñïéóìá ìßîåùí åêèåôéêþí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí. Ç éäÝá

- ðïõ îåêßíçóå áðü ôïí Erlang êáé áíáðôý÷èçêå éäéáßôåñá áðü ôïí Cox - ãßíåôáé êáëýôåñá êáôáíïçôÞ

äßíïíôáò ìéá öõóéêÞ åñìçíåßá.

¸óôù Ýíá óýóôçìá óôï ïðïßï ìéá åñãáóßá ãéá íá ïëïêëçñþóåé ôçí åîõðçñÝôçóç ôçò èá ðñÝðåé íá ðåñÜóåé

áðü äéÜöïñïõò êüìâïõò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò. Ï êüìâïò áðü ôïí ïðïßï îåêéíÜåé êáèïñßæåôáé óýìöùíá

ìå ìéá óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò. Óå êÜèå êüìâï ðáñáìÝíåé Ýíáí åêèåôéêü ÷ñüíï, ç ðáñÜìåôñïò ôïõ

ïðïßïõ ìðïñåß íá åîáñôÜôáé áðü ôïí åêÜóôïôå êüìâï. Óôç óõíÝ÷åéá åßôå ïëïêëçñþíåé ôçí åîõðçñÝôçóç

êáé áíá÷ùñåß áðü ôï óýóôçìá, åßôå ìåôáâáßíåé óå êÜðïéï Üëëï êüìâï êáé óõíå÷ßæåé ôçí åîõðçñÝôçóç.

Ï åðüìåíïò êüìâïò åðéëÝãåôáé óýìöùíá ìå Ýíáí ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò. Ç äïìÞ áõôïý ôïõ

ìïíôÝëïõ åßíáé áñêåôÜ ðáñüìïéá ìå áõôÞ ôùí äéêôýùí Jackson, ìå Ýíáí õðçñÝôç óå êÜèå ïõñÜ, ìå ôç

óçìáíôéêÞ äéáöïñïðïßçóç üôé ìüíï ìéá åñãáóßá ìðïñåß íá âñßóêåôáé óôï óýóôçìá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ.

Ï êÜèå êüìâïò êáëåßôáé öÜóç êáé ôüôå ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ðïõ ðåñíÜåé ìéá åñãáóßá óôï äßêôõï áêïëïõèåß

êáôáíïìÞ ôýðïõ öÜóåùí (Phase-type distribution), ðïõ óôï åîÞò èá áíáöÝñåôáé ùò PH êáôáíïìÞ. Ïé

äéÜöïñåò öÜóåéò ìðïñåß íá áíôéóôïé÷ïýí óå äéáöïñåôéêÝò åñãáóßåò ðïõ ðñÝðåé íá åêôåëåóôïýí ùò ìÝñïò

ôçò óõíïëéêÞò åîõðçñÝôçóçò Þ óå åðáíáëÞøåéò ôçò ßäéáò åîõðçñÝôçóçò üôáí ç åñãáóßá äåí Ý÷åé óùóôÜ

ïëïêëçñùèåß ôçí ðñþôç öïñÜ. Åßíáé áðáñáßôçôï íá ôïíßóïõìå üôé ç ðáñáðÜíù öõóéêÞ åñìçíåßá äåí

áíôéóôïé÷åß êáô'áíÜãêç óå êÜðïéï ðñáãìáôéêü óýóôçìá, áëëÜ áðïäåéêíýåôáé åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìç.
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Ïé PH êáôáíïìÝò ðåñéëáìâÜíïõí ùò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôçí Erlang(k; ì) êáôáíïìÞ, ç ïðïßá ìðïñåß

íá èåùñçèåß ùò ç êáôáíïìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò k áíåîÜñôçôùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí ðïõ áêïëïõèïýí ôçí

ÅêèåôéêÞ(ì) êáôáíïìÞ ( óåéñéáêü äßêôõï ) êáé ôçí ÕðåñåêèåôéêÞ êáôáíïìÞ, ç ïðïßá ìðïñåß íá ìïíôåëï-

ðïéçèåß ùò ôï äßêôõï åêåßíï óôï ïðïßï ìéá åñãáóßá êáôÜ ôçí åßóïäü ôçò åðéëÝãåé ôõ÷áßá êÜðïéï êüìâï

åîõðçñÝôçóçò, ïé êüìâïé Ý÷ïõí åêèåôéêïýò ÷ñüíïõò êáé åßíáé ôïðïèåôçìÝíïé ðáñÜëëçëá, êáé ìüëéò ïëï-

êëçñùèåß ç åðéëå÷èåßóá åîõðçñÝôçóç ç åñãáóßá åãêáôáëåßðåé ôï äßêôõï.

Ç êáôáíïìÞ êÜèå ìç-áñíçôéêÞò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß ïóïäÞðïôå êïíôÜ áðü ìéá

PH êáôáíïìÞ. Ãéá íá åöáñìïóôåß áõôÞ ç éäÝá åßíáé óçìáíôéêü íá âñåèåß ìéá ðñïóÝããéóç ìå üóï ôï

äõíáôüí ìéêñüôåñï ðëÞèïò öÜóåùí, ìéáò êáé ç ìåëÝôç ôïõ ìïíôÝëïõ ðïõ ðñïêýðôåé èá Ý÷åé áõîáíüìåíï

äåßêôç äõóêïëßáò áíÜëïãá ìå ôï ðëÞèïò ôùí öÜóåùí. ÌåãÜëï ìÝñïò ôùí ìåëåôþí ðïõ ãßíïíôáé ôá

ôåëåõôáßá ÷ñüíéá ó÷åôßæåôáé ìå áõôü ôï èÝìá.

Ç ðñïóÝããéóç ìç-åêèåôéêþí êáôáíïìþí áðü PH êáôáíïìÝò åðéôñÝðåé ôç ìïíôåëïðïßçóç ìç Ìáñêïâéá-

íþí óõóôçìÜôùí ( êáôÜ ðñïóÝããéóç ) ìå ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ, óôéò ïðïßåò ï ÷þñïò

êáôáóôÜóåùí ôñïðïðïéåßôáé êáôÜëëçëá, Ýôóé þóôå íá ðåñéëáìâÜíåé ðëçñïöïñßá ãéá ôéò äéÜöïñåò öÜóåéò

óôéò ïðïßåò ìðïñåß íá âñåèåß ç åñãáóßá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé åíäéÜìåóïé ÷ñüíïé

áößîåùí äåí áêïëïõèïýí ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ åéóÜãïõìå õðïèåôéêÝò öÜóåéò óôç äéáäéêáóßá áößîåùí,

åíþ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò äåí åßíáé åêèåôéêïß åéóÜãïõìå õðïèåôéêÝò öÜóåéò óôç

äéáäéêáóßá åîõðçñÝôçóçò. Ôá ìïíôÝëá Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ðïõ ðñïêýðôïõí áðü

ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ðáñïõóéÜæïõí ìéá éäéáßôåñç äïìÞ ðïõ ôá êáèéóôÜ áñéèìçôéêÜ åðéëýóéìá ìå Ýíáí

áðïôåëåóìáôéêü ôñüðï, áêüìá êáé óôçí ðåñßðôùóç áðåéñïðëçèïýò ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá

üôáí åöáñìïóôåß ç PH ðñïóÝããéóç óå ìéá GI=M=1 ïõñÜ ôüôå ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ áðïäåéêíýåôáé üôé Ý÷åé

ðéíáêïãåùìåôñéêÞ ìïñöÞ - ìéá ðéíáêéêÞ ãåíßêåõóç ôçò ãåùìåôñéêÞò êáôáíïìÞò ôçò Ì=Ì=1 ïõñÜò. Ôá

áðïôåëÝóìáôá ôïõ M. Neuts óôïí ôïìÝá ôçò ÕðïëïãéóôéêÞò Èåùñßáò ÐéèáíïôÞôùí ïöÝëçóáí ü÷é ìüíï

áõôïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí PH ðñïóÝããéóç, áëëÜ êáé áõôïýò ðïõ áó÷ïëïýíôáé ìå Üëëåò ôå÷íéêÝò, êá-

èþò åðéôñÝðïõí éêáíïðïéçôéêïýò áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò óôçí ÅöáñìïóìÝíç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí.

Èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç PH ðñïóÝããéóç åðéôñÝðåé ôçí ðáñáãùãÞ áñéèìçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí

óå ðñïâëÞìáôá ìå Üðåéñï ðëÞèïò êáôáóôÜóåùí ÷ùñßò íá ðåñéêüðôïõìå ôïí ÷þñï êáôáóôÜóåùí, áñêåß

íá õðÜñ÷åé ìéá êáôÜëëçëç äïìÞ. Áí ðåñéïñéóôïýìå óå áäéá÷þñéóôá ÌáñêïâéáíÜ ìïíôÝëá ( äéáêñéôïý

Þ óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ), ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò êáôáóôÜóåùí, ôüôå åßíáé äõíáôüí íá åðéëõèïýí êáé ìå

Üëëïõò ôñüðïõò. ÓõãêåêñéìÝíá, ôï ðñüâëçìá ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ìåôáôñÝðåôáé
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óå ðñüâëçìá ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò, êáèþò ïé óôÜóéìåò ðéèáíüôçôåò áðïôåëïýí ôç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ

ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò. Óõíåðþò, ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá åðéëýåôáé ìå

ðëÞèïò ôå÷íéêþí ðïõ áðïññÝïõí áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá üðùò ç áðáëïéöÞ ôïõ Gauss, ç LU áíÜëõóç

Þ êáé ìå ðéï Üìåóç ðñïóÝããéóç, üðùò ôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáäï÷éêþí äõíÜìåùí ôïõ ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí

ìåôÜâáóçò ( óôçí ðåñßðôùóç äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ), êáèþò êáé Üëëåò. Ðïëëïß åñåõíçôÝò áðü ôçí ÁñéèìçôéêÞ

ÁíÜëõóç êáé ôçí ÃñáììéêÞ Áëãåâñá Ý÷ïõí áó÷ïëçèåß ìå ôç ìåëÝôç ôùí Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí, êáèþò

áðïôåëåß ðëïýóéá ðçãÞ åöáñìïãþí, ìå áðïôÝëåóìá ôçí åýñåóç ðïëëþí êáé äéáöïñåôéêþí áëãüñéèìùí

ðïõ õðïëïãßæïõí ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ.

ÐïëëÝò êáéíïôüìåò ðñïóåããßóåéò óôçí ÕðïëïãéóôéêÞ Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí Ý÷ïõí ãßíåé ü÷é ìüíï áðü

ôïí M. Neuts áëëÜ êáé áðü ôïõò Grassmann, Taksar êáé Heyman ( ìéá ìÝèïäüò ôïõò áíáðôýóóåôáé

åêôåíþò óôçí ðáñïýóá åñãáóßá êáé áðïôåëåß âåëôßùóç ôçò áðáëïéöÞò ôïõ Gauss ãéá ôçí åýñåóç ôçò

óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ðåðåñáóìÝíçò áëõóßäáò ). ¸íá ðïëý êáëü óýããñáììá óôçí áñéèìçôéêÞ áíÜëõóç

ôùí Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí áðïôåëåß ôï âéâëßï ôïõ Stewart[ 20 - 22 ].

Ðñüóöáôåò äïõëåéÝò óå áðïôåëåóìáôéêÝò áñéèìçôéêÝò ôå÷íéêÝò ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ìåôáó÷çìáôéóìþí

Ýäùóáí íÝá ðíïÞ óôç ÷ñÞóç ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí êáé ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace

óôçí ÅöáñìïóìÝíç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí. ÌåãÜëï ìÝñïò áõôÞò ôçò äïõëåéÜò Ý÷åé ãßíåé áðü ôïõò J.

Abate, G. L. Choudhury, K. K. Leung, D. M. Lucantoni êáé W. Whitt ìå ôç äçìïóßåõóç ðïëëþí åñãá-

óéþí ìå èÝìá ôéò áñéèìçôéêÝò ôå÷íéêÝò ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ìåôáó÷çìáôéóìþí êáé ôçí åöáñìïãÞ áõôþí

ôùí ôå÷íéêþí óå ðëÞèïò óôï÷áóôéêþí ìïíôÝëùí. Ïé åñãáóßåò áõôÝò Ýëáâáí ôçí ôéìçôéêÞ ìíåßá ôïõ âñá-

âåßïõ INFORMS Lancaster ôï 1997. Ãéá ìéá óýíôïìç åðéóêüðçóç áõôþí ôùí ôå÷íéêþí ðáñáðÝìðïõìå

óôçí ðñüóöáôç åñãáóßá ôùí Abate, Choudhury êáé Whitt[ 2 ].

"To do work in computational mathematics is ... a commitment to a more demanding

de�nition of what constitutes the solution to a mathematical problem. When done properly,

it conforms to the highest standard of scienti�c research." Marcel Neuts (1973)
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1.2 Óýíôïìç åðéóêüðçóç ôùí Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí

Åßíáé ðïëëÝò öïñÝò äõíáôÞ ç áíáðáñÜóôáóç ôçò óõìðåñéöïñÜò åíüò óõóôÞìáôïò êáôáãñÜöïíôáò üëåò

ôéò ðéèáíÝò êáôáóôÜóåéò óôéò ïðïßåò ìðïñåß íá âñåèåß ôï óýóôçìá êáé åðéóçìáßíïíôáò ôïí ôñüðï ìå ôïí

ïðïßï ôï óýóôçìá êéíåßôáé ìåôáîý áõôþí ôùí êáôáóôÜóåùí óôï ÷ñüíï. Ç éäéüôçôá ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôá

ÌáñêïâéáíÜ óõóôçìÜôá, ãíùóôÞ ùò ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá, åßíáé üôé ç ìåëëïíôéêÞ åîÝëéîç ôïõ óõóôÞìá-

ôïò åîáñôÜôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôçí ðáñïýóá êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ü÷é áðü ôçí ðáñåëèïýóá

éóôïñßá ôïõ. Ãéá óõóôÞìáôá óå óõíå÷Þ ÷ñüíï, áí ï ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò óå êÜèå ìéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò

áêïëïõèåß ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ôüôå ôï óýóôçìá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ìÝóù ìéáò ÌáñêïâéáíÞò

äéáäéêáóßáò. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôï óýóôçìá äåí äéáèÝôåé áõôÞ ôçí éäéüôçôá åßíáé åýêïëï íá âñå-

èåß êáôÜëëçëç áíáðáñÜóôáóç. ¢ìåóá óõó÷åôéóìÝíï ìå êÜèå ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá åßíáé Ýíá óýíïëï

êáôáóôÜóåùí. Ôï óýóôçìá ìðïñåß êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ íá êáôáëáìâÜíåé ìéá ìüíï áðü ôéò êáôáóôÜóåéò

ôïõ óõíüëïõ.

ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò

Ìéá óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá ïñßæåôáé ùò ç ïéêïãÝíåéá ôùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí {X(t); t ∈ T} ïñéóìÝíåò

óôïí ßäéï ÷þñï ðéèáíïôÞôùí (Ù;F ; P ). Ç ðáñÜìåôñïò t áíáöÝñåôáé ùò ÷ñüíïò êáé ðáßñíåé ôéìÝò åðß ôïõ

ðáñáìåôñéêïý ÷þñïõ Ô. Áí Ô áñéèìÞóéìï óýíïëï ( óõíÞèùò õðïóýíïëï ôïõ Nï ) ç óôï÷áóôéêÞ äéáäé-

êáóßá áíáöÝñåôáé ùò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ êáé óõìâïëßæåôáé ìå {Xn; n ∈ T ⊂ No}. Aí T õðåñáñéèìÞóéìï

óýíïëï ( óõíÞèùò ôï R+
o ) ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá áíáöÝñåôáé ùò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ êáé óõìâïëßæåôáé

ìå {X(t); t ∈ T ⊂ R+
o }. ÊÜèå äõíáôÞ ôéìÞ ôùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí ×(t) ëÝãåôáé êáôÜóôáóç ôçò

äéáäéêáóßáò êáé ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí êáôáóôÜóåùí óôéò ïðïßåò ìðïñåß íá âñåèåß ôï óýóôçìá êáëåßôáé

÷þñïò êáôáóôÜóåùí. O ÷þñïò êáôáóôÜóåùí áíáöÝñåôáé ùò äéáêñéôüò áí åßíáé ðåðåñóìÝíï Þ áñéèìÞóéìï

óýíïëï êáé ùò óõíå÷Þò áí åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï óýíïëï. Óôï åîÞò ôï ÷þñï êáôáóôÜóåùí èá ôïí óõìâï-

ëßæïõìå ìå S. Ìéá óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá êáëåßôáé ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá áí éêáíïðïéåß ôç ÌáñêïâéáíÞ

éäéüôçôá

P [X(t) ≤ x | X(t0) = x0; X(t1) = x1; · · · ; X(tn) = xn] = P [X(t) ≤ x | X(tn) = xn] ;

ãéá êÜèå n ∈ No êáé êÜèå áêïëïõèßá t0; t1; · · · ; tn, ìå t0 < t1 < · · · < tn < t:

Ïé ÌáñêïâéáíÝò äéáäéêáóßåò ìå äéáêñéôü ÷þñï êáôáóôÜóåùí áíáöÝñïíôáé ùò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò.
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ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ

Èá ïñßóïõìå áñ÷éêÜ ôéò ÌáñêïâéáíÝò äéáäéêáóéÝò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí.

Oñéóìüò 1.1 (ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá). Ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá {Xn; n ∈ No} êáëåßôáé ÌáñêïâéáíÞ

áëõóßäá áí êáé ìüíï áí

P [Xn+1 = j | X0; X1; · · · ; Xn = i] = P [Xn+1 = j | Xn = i] ;

ãéá êáôáóôÜóåéò i; j ∈ S êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ∈ No.

Áõôü óçìáßíåé üôé áí ãíùñßæïõìå ôçí êáôÜóôáóç Xn ôïõ óõóôÞìáôïò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n, ôüôå ç ðá-

ñåëèïýóá éóôïñßá X0; X1; · · · ; Xn−1 äåí ðáßæåé êáíÝíá ñüëï óôïí êáèïñéóìü ôçò êáôÜóôáóçò ðïõ èá

åðéóêåöôåß ôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n+ 1.

Oñéóìüò 1.2 (×ñïíéêÞ ïìïãÝíåéá). Ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá {Xn; n ∈ No} êáëåßôáé ÷ñïíéêÜ ïìïãåíÞò

áí êáé ìüíï áí

P [Xn+1 = j | Xn = i] = P [X1 = j | X0 = i] ;

ãéá êáôáóôÜóåéò i; j ∈ S êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ∈ No.

Èá áó÷ïëçèïýìå óôç óõíÝ÷åéá áðïêëåéóôéêÜ ìå ÷ñïíéêÜ ïìïãåíåßò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò, ïé ïðïßåò ãéá

óõíôïìßá èá áíáöÝñïíôáé ùò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò.

Ïñßæïõìå ôïí ðßíáêá Ñ = (pij)i;j∈S , o ïðïßïò êáëåßôáé ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ðñþôçò ôÜîçò,

ìå óôïé÷åßá

pij = P [X1 = j | X0 = i]

üðïõ i; j ∈ S. O Ñ åßíáé Ýíáò óôï÷áóôéêüò ðßíáêáò ( äçëáäÞ ôåôñáãùíéêüò ðßíáêáò ìç-áñíçôéêþí óôïé-

÷åþí, ôïõ ïðïßïõ ôï Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí êÜèå ãñáììÞò éóïýôáé ìå 1 ).

Ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï åöüóïí ç óõìðåñéöïñÜ ìéáò ÌáñêïâéáíÞò

áëõóßäáò ÷áñáêôçñßæåôáé ðëÞñùò áðü ôéò ðéèáíüôçôåò ðñþôçò ôÜîçò êáé ôçí áñ÷éêÞ êáôáíïìÞ.
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Ðñüôáóç 1.1. Ïé ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò k-ôÜîçò äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

p(k)
ij = P [Xn+k = j | Xn = i] = (P k)ij ;

ãéá êáôáóôÜóåéò i; j ∈ S êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ∈ No êáé ãéá üëá ôá ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá

ìÞêïõò k ≥ 1.

¸óôù ð(n) =
�
ð(n)
i

�
i∈S

ôï äéÜíõóìá ðéèáíïôÞôùí n-ôÜîçò ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò, ìå ð(n)
i = P [Xn =

i | X0]. Ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 1.1 Ýðåôáé üôé

ð(n+1)T = ð(n)TP ; n ≥ 0

êáé

ð(n)T = ð(0)TPn ; n ≥ 0 :

Ôï ð(n) èåùñïýìåíï ùò óõíÜñôçóç ôïõ n, äçëáäÞ ç áêïëïõèßá êáôáíïìþí {ð(n) ; n ∈ No}, áíáöÝñåôáé

ùò ç ìåôáâáôéêÞ êáôáíïìÞ ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò {Xn; n ∈ No}.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá {Xn; n ∈ No} åßíáé ðëÞñùò ïñéóìÝíç üôáí äßíåôáé ï

ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ êáé ç áñ÷éêÞ êáôáíïìÞ.

Ðñüôáóç 1.2. Éó÷ýåé üôé

P [Xn+1 = j1; Xn+2 = j2; · · · ; Xn+k = jk | Xn = i]

= P [X1 = j1; X2 = j2; · · · ; Xk = jk | X0 = i]

= pij1pj1j2 · · · pjk−1jk

ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ≥ 0, êáé ãéá üëá ôá ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá ìÞêïõò k ≥ 1, êáèþò êáé ãéá êÜèå

áêïëïõèßá êáôáóôÜóåùí i; j1; · · · ; jk ∈ S.

Èá åéóÜãïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôçí Ýííïéá ôïõ ÷ñüíïõ äéáêïðÞò êáé ôçò Éó÷õñÞò ÌáñêïâéáíÞò éäéüôçôáò.
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Oñéóìüò 1.3. ¸íáò ôõ÷áßïò ÷ñüíïò V ìå ôéìÝò áðü ôï óýíïëï {0; 1; · · · ; N} êáëåßôáé ÷ñüíïò äéáêï-

ðÞò ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò {×0; ×1; ×2; · · · } áí ãéá êÜèå k = 0; 1; · · · ; N ôï åíäå÷üìåíï {V = k}
êáèïñßæåôáé áðü ôçí éóôïñßá ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ k.

Èåþñçìá 1.1 (Éó÷õñÞ ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá). ¸óôù ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá {Xn; n ∈ No} ìå ðß-

íáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ. ¸óôù V ÷ñüíïò äéáêïðÞò ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò. ÊÜôù áðü

ôç äÝóìåõóç V < ∞ êáé XV = i ç äéáäéêáóßá {XV+n; n ≥ 0} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá ìå ðßíáêá

ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ êáé áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç i, êáé åßíáé áíåîÜñôçôç ôùí X0; X1; · · · ; XV .

ÄéÜêñéóç êáôáóôÜóåùí

Ïé êáôáóôÜóåéò ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò ìðïñïýí íá ÷áñáêôçñéóôïýí ùò èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÝò, ìç-

äåíéêÜ åðáíáëçðôéêÝò Þ ðáñïäéêÝò, åíþ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí óýíïëá êáôáóôÜóåùí ìÝóá óôá ïðïßá ïé

êáôáóôÜóåéò åßíáé ôïõ ßäéïõ ôýðïõ. Ç äéÜêñéóç ôùí êáôáóôÜóåùí âáóßæåôáé óôéò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ðïõ

ìåôñïýí ôï ðëÞèïò ôùí åðéóêÝøåùí óå êÜèå ìéá êáôÜóôáóç êáé óôéò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ðïõ ìåôñÜíå ôï

÷ñïíéêü äéÜóôçìá ðïõ ìåóïëáâåß ìåôáîý äéáäï÷éêþí åðéóêÝøåùí óôçí ßäéá êáôÜóôáóç.

Èá åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ÷ñüíïõ ðñþôïõ ðåñÜóìáôïò áðü ôçí êáôÜóôáóç j, êáé èá ôïí óõìâïëßæïõìå

ìå #j . Åßíáé

#j = inf{n ≥ 0 : Xn = j} :

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ìáò åíäéáöÝñåé ï ÷ñüíïò ðñþôçò åðßóêåøçò óôçí êáôÜóôáóç j, ÷ùñßò üìùò íá

ëáìâÜíïõìå õðüøç ôçí êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 0. Ïñßæïõìå

ôïí ÷ñüíï ðñþôçò åðáíüäïõ óôçí êáôÜóôáóç j, êáé èá ôïí óõìâïëßæïõìå ìå "j . Åßíáé

"j = inf{n ≥ 1 : Xn = j} :

Ï ïñéóìüò ôïõ ÷ñüíïõ ðñþôçò åðáíüäïõ äéáöÝñåé áðü áõôüí ôïõ ÷ñüíïõ ðñþôïõ ðåñÜóìáôïò ìüíï óôçí

ðåñßðôùóç ðïõ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 0 ôï óýóôçìá âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç j.

Ïñßæïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ðñþôçò åðßóêåøçò óôçí êáôÜóôáóç j, óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, îåêéíþíôáò áðü

ôçí êáôÜóôáóç i, êáé èá ôçí óõìâïëßæïõìå ìå fij . Åßíáé

fij = P ["j <∞ | X0 = i] :
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Èåìåëéþäïõò óçìáóßáò åßíáé ç ðáñáôÞñçóç üôé ìå êÜèå åðßóêåøç óôçí êáôÜóôáóç j ç ÌáñêïâéáíÞ áëõ-

óßäá ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé îåêéíÜåé ðÜëé áðü ôçí áñ÷Þ, ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí j, êáé áíåîÜñôçôá áðü

ôçí ðáñåëèïýóá éóôïñßá ôçò. Áõôü åßíáé áðïôÝëåóìá ôçò ÌáñêïâéáíÞò éäéüôçôáò óå óõíäõáóìü ìå ôçí

÷ñïíéêÞ ïìïãÝíåéá, äçëáäÞ ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé ìå êÜèå åðßóêåøç óôçí j, ç ìåëëïíôéêÞ åîÝëéîç

ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò êáèïñßæåôáé áðü ôïí ßäéï ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò êáé áíåîÜñôçôá áðü

ôçí óõãêåêñéìÝíç ðáñåëèïýóá éóôïñßá ôçò.

Ïñßæïõìå Nj íá åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí åðéóêÝøåùí ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò óôçí êáôÜóôáóç j, ìå

Nj =
∞X
n=0

I(j)
n ; j ∈ S ;

üðïõ I(j)
n äåßêôñéá óõíÜñôçóç ìå

I(j)
n =

8>>><>>>: 1, áí {×n = j}

0, äéáöïñåôéêÜ .

Èåþñçìá 1.2. Ç äåóìåõìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò Nj, äåäïìÝíïõ üôé X0 =

j, äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P [Nj = n | X0 = j] = fn−1
jj (1− fjj) ; n ≥ 1 :

Åíþ ç äåóìåõìÝíç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò Nj, äåäïìÝíïõ üôé X0 = i 6= j,

äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P [Nj = n | X0 = i] =

8<: 1− fij ; n = 0

fijfn−1
jj (1− fjj); n ≥ 1 :

Oñéóìüò 1.4. Ç êáôÜóôáóç j êáëåßôáé åðáíáëçðôéêÞ áí fjj = 1, êáé ðáñïäéêÞ áí fjj < 1. ÅðéðëÝïí

ç åðáíáëçðôéêÞ êáôÜóôáóç j ëÝãåôáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ áí E["j | X0 = j] < ∞, êáé ìçäåíéêÜ åðá-

íáëçðôéêÞ áí E["j | X0 = j] = ∞.
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Ïñßæïõìå rij = E[Nj | X0 = i]. Ôüôå, áöïý ç Íj áêïëïõèåß ãåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ, Ý÷ïõìå üôé

rij =

8<: fij(1− fjj)−1; i 6= j

(1− fjj)−1; i = j :

ËÞììá 1.1. Ôï ìÝóï ðëÞèïò ôùí åðéóêÝøåùí ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò óôçí êáôÜóôáóç j, îåêéíþ-

íôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 0, äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

E[Nj | X0 = i] =
X
n≥0

(Pn)ij = rij :

Áí ç êáôÜóôáóç j åßíáé ðáñïäéêÞ ôüôå rij ≤ rjj <∞ ãéá êÜèå i. Áí ç êáôÜóôáóç j åßíáé åðáíáëçðôéêÞ

ôüôå rjj = ∞ êáé rij = ∞ Þ 0 ãéá i 6= j.

Åðéêïéíùíßá ôùí êáôáóôÜóåùí

ÊÜèå äéáäï÷Þ ìåôáâÜóåùí ìå áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí i êáé ôåëéêÞ êáôÜóôáóç ôçí j, ôçò ìïñöÞò i →
i1 → i2 → · · · → in−1 → j, êáëåßôáé ìïíïðÜôé ìÞêïõò n. Èá ëÝìå üôé ç êáôÜóôáóç j åßíáé ðñïóéôÞ áðü

ôçí i áí õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï ìïíïðÜôé èåôéêÞò ðéèáíüôçôáò ðïõ íá ïäçãåß áðü ôçí i óôçí j. Èá ëÝìå

üôé ïé êáôáóôÜóåéò i êáé j åðéêïéíùíïýí áí ç j åßíáé ðñïóéôÞ áðü ôçí i êáé áí ç i åßíáé ðñïóéôÞ áðü ôçí

j.

Ç åðéêïéíùíßá åßíáé ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç êáôáóôÜóåùí, äéáèÝôåé ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò

(i) i↔ i (áíôáíáêëáóôéêÞ)

(ii) i↔ j ⇒ j ↔ i (óõììåôñéêÞ)

(iii) i↔ j ; j ↔ k ⇒ i↔ k (ìåôáâáôéêÞ)

êáé åðïìÝíùò åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï ÷þñï êáôáóôÜóåùí. ¸ôóé ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí äéá-

ìåñßæåôáé óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, üðïõ ïé êáôáóôÜóåéò êÜèå êëÜóçò åßíáé åêåßíåò ðïõ åðéêïéíùíïýí

ìåôáîý ôïõò. Ïé êëÜóåéò áõôÝò áíáöÝñïíôáé ùò êëÜóåéò åðéêïéíùíßáò. Ìå Üëëá ëüãéá, áí èåùñÞóïõìå

Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëï, Ýóôù C, ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S, ôüôå ãéá êÜèå êáôÜóôáóç i ∈ C, áí áõôÞ

åðéêïéíùíåß ìå êÜðïéá Üëëç êáôÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S, Ýóôù j ∈ S, ôüôå Ýðåôáé üôé j ∈ C.
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Oñéóìüò 1.5. Ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá ëÝãåôáé áäéá÷þñéóôç áí êáé ìüíï áí üëåò ïé êáôáóôÜóåéò

åðéêïéíùíïýí ìåôáîý ôïõò, äçëáäÞ áí üëåò ïé êáôáóôÜóåéò áíÞêïõí óå ìéá ìüíï êëÜóç åðéêïéíùíßáò.

Ìéá êëÜóç åðéêïéíùíßáò èá êáëåßôáé êëåéóôÞ áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ðïõ íá ïäçãåß åêôüò áõôÞò, äçëáäÞ

áí ãéá êÜèå êáôÜóôáóç i ðïõ áíÞêåé óôçí êëÜóç åðéêïéíùíßáò, Ýóôù C, äåí õðÜñ÷åé êáôÜóôáóç j =∈ C

ôÝôïéá þóôå ç j íá åßíáé ðñïóéôÞ áðü ôçí i. Áí õðÜñ÷åé êÜðïéá êáôÜóôáóç ôçò êëÜóçò åðéêïéíùíßáò,

Ýóôù C, ðïõ íá ïäçãåß óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ SrC, ôüôå ç êëÜóç åðéêïéíùíßáò C êáëåßôáé

áíïé÷ôÞ.

Óôçí ðåñßðôùóç êëåéóôïý ìïíïóõíüëïõ C = {i}, ç êáôÜóôáóç i áíáöÝñåôáé ùò êáôÜóôáóç áðïññüöçóçò.

Ôá åðüìåíá èåùñÞìáôá åßíáé ÷ñÞóéìá ãéá ôçí ôáîéíüìçóç ôùí êáôáóôÜóåùí ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò.

Èåþñçìá 1.3. Áí äýï êáôáóôÜóåéò åðéêïéíùíïýí ôüôå áõôÝò åßíáé ôïõ ßäéïõ ôýðïõ, äçëáäÞ êáé ïé äýï

åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÝò Þ ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÝò Þ ðáñïäéêÝò.

Óõìðåñáßíïõìå üôé üëåò ïé êáôáóôÜóåéò ìéáò êëÜóçò åðéêïéíùíßáò åßíáé ôïõ ßäéïõ ôýðïõ. ÅéäéêÜ üëåò ïé

êáôáóôÜóåéò ìéáò áäéá÷þñéóôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò åßíáé ôïõ ßäéïõ ôýðïõ.

Èåþñçìá 1.4. ¼ëåò ïé êáôáóôÜóåéò åíüò áíïé÷ôïý óõíüëïõ åßíáé ðáñïäéêÝò. Óå Ýíá êëåéóôü óýíïëï,

ïé êáôáóôÜóåéò åßíáé åßôå üëåò èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÝò, åßôå ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÝò, åßôå ðáñïäéêÝò.

Óõíåðþò ìéá êëÜóç åðéêïéíùíßáò áíáöÝñåôáé ùò èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ, ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÞ Þ ðáñïäéêÞ

áíÜëïãá ìå ôï áí ìéá êáôÜóôáóç ôçò ( êáé åðïìÝíùò üëåò ) åßíáé ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôýðïõ.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ìéá êëåéóôÞ êëÜóç åðéêïéíùíßáò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êáôáóôÜóåùí éó÷ýïõí

ôá åðüìåíá.

Èåþñçìá 1.5. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç êëåéóôÞ êëÜóç åðéêïéíùíßáò åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ.
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Èåþñçìá 1.6. ÊÜèå åðáíáëçðôéêÞ êëÜóç åðéêïéíùíßáò åßíáé êëåéóôü óýíïëï. ÅðéðëÝïí fij = 1 ãéá

ïðïéåóäÞðïôå êáôáóôÜóåéò i; j áõôÞò.

ÓôÜóéìç êáôáíïìÞ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá åìâáèýíïõìå óôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôçò ìåôáâáôéêÞò êáôáíïìÞò ôçò

×n, Þ éóïäýíáìá, ôçò áêïëïõèßáò Pn, üðïõ Ñ ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò ÌáñêïâéáíÞò áëõ-

óéäáò, êáèþò ôï n→∞. Èá ðñÝðåé üìùò ðñþôá íá áíáðôýîïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ðåñéïäéêüôçôáò.

Èá ëÝìå üôé ç êáôÜóôáóç i åßíáé ðåñéïäéêÞ, ðåñéüäïõ ä > 1, áí üëá ôá ìïíïðÜôéá ìå áñ÷Þ êáé ðÝñáò ôçí

êáôÜóôáóç i åßíáé ìïíïðÜôéá ìÞêïõò kä; k ∈ N. Áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï üôé P [Xn = i | X0 = i] > 0

áí êáé ìüíï áí n = 0modä. Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, ðïõ ä = 1, ç êáôÜóôáóç èá ÷áñáêôçñßæåôáé

ùò áðåñéïäéêÞ. Óå ìéá êëÜóç åðéêïéíùíßáò üëåò ïé êáôáóôÜóåéò åßíáé áðåñéïäéêÝò Þ ðåñéïäéêÝò ìå ôçí

ßäéá ðåñßïäï. Áí ðåñéïñéóôïýìå ìüíï óå áäéá÷þñéóôåò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò ôüôå üëåò ïé êáôáóôÜóåéò

åßíáé åßôå áðåñéïäéêÝò, åßôå ðåñéïäéêÝò ìå ôçí ßäéá ðåñßïäï ä, ç ïðïßá èá åßíáé êáé ç ðåñßïäïò ôçò áëõóßäáò.

Áí ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé áäéá÷þñéóôç êáé áðåñéïäéêÞ ôüôå áðïäåéêíýåôáé, åýêïëá, üôé ãéá üëá ôá

i êáé j, õðÜñ÷åé n0 ôÝôïéï ðïõ P [Xn = j | X0 = i] > 0 ãéá êÜèå n ≥ n0. Áõôü óçìáßíåé üôé, ãéá êÜèå

áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç i êáé êÜèå ôåëéêÞ êáôÜóôáóç j, õðÜñ÷åé èåôéêÞ ðéèáíüôçôá ôï óýóôçìá íá âñåèåß óôçí

êáôÜóôáóç j óå ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, áñêåß íá Ý÷ïõìå áöÞóåé ôï óýóôçìá íá åîåëé÷èåß ãéá Ýíá

åðáñêÝò ÷ñïíéêü äéÜóôçìá. Ðñïöáíþò ï ðáñáðÜíù éó÷õñéóìüò äåí åõóôáèåß áí ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá

åßíáé ðåñéïäéêÞ, åöüóïí ôï äéÜóôçìá ðïõ ìåóïëáâåß ìÝ÷ñé íá åðéóôñÝøåé ôï óýóôçìá óôçí êáôÜóôáóç j

èá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôçò ðåñéüäïõ ôïõ óõóôÞìáôïò.

Èá áó÷ïëçèïýìå óôç óõíÝ÷åéá ìå ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ.

Èåþñçìá 1.7. ¸óôù ìéá áäéá÷þñéóôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá. Áí ïé êáôáóôÜóåéò åßíáé ðáñïäéêÝò ôüôå

lim
n→∞P [Xn = j | X0 = i] = 0 ãéá êÜèå i; j :
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Èá áíáëýóïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôçí ðåñßðôùóç èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò.

Èåþñçìá 1.8. ¸óôù ìéá áäéá÷þñéóôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá. H ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé èåôéêÜ

åðáíáëçðôéêÞ áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ãíÞóéá èåôéêü äéÜíõóìá ðéèáíüôçôáò, Ýóôù ð = (ði)i∈S, ôÝôïéï

ðïõ ði > 0 ãéá êÜèå i, ìå

ðTP = ðT êáé ð1 = 1 :

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ,

(i) áí ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé áðåñéïäéêÞ, ôüôå

lim
n→∞P [Xn = j | X0 = i] = ðj

ãéá êÜèå j, áíåîÜñôçôá ôïõ i,

(ii) áí ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé ðåñéïäéêÞ, ìå ðåñßïäï ä, ôüôå

lim
n→∞P [Xnä = j | X0 = j] = äðj

ãéá êÜèå j.

(iii) Ïé ìç áñíçôéêÝò ëýóåéò ôçò xTP = xT åßíáé âáèìùôÜ ðïëëáðëÜóéá ôçò ð.

Ðáñáôçñïýìå, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç áëõóßäá åßíáé áðåñéïäéêÞ, üôé ôï 1=ði åêöñÜæåé ôïí ìÝóï ÷ñüíï

åðáíüäïõ óôçí êáôÜóôáóç i.

Èåþñçìá 1.9. ¸óôù ìéá áäéá÷þñéóôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá. Áí ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé ìçäåíéêÜ

åðáíáëçðôéêÞ ôüôå

lim
n→∞P [Xn = j | X0 = i] = 0 ãéá êÜèå i; j :
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ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ

Óôçí ðåñßðôùóç óôï÷áóôéêþí äéáäéêáóéþí óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå äéáêñéôü ÷þñï êáôáóôÜóåùí, ç Ìáñêï-

âéáíÞ éäéüôçôá åêöñÜæåôáé áðü ôïí åðüìåíï ïñéóìü.

Oñéóìüò 1.6. Ìéá óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá {X(t); t ≥ 0}, ìå äéáêñéôü ÷þñï êáôáóôÜóåùí S, ëÝãåôáé

ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá áí êáé ìüíï áí áõôÞ Ý÷åé ôçí ÌáñêïâéáíÞ éäéüôçôá

P [X(s+ t) = j | X(u); 0 ≤ u < s;×(s) = i] = P [X(s+ t) = j | X(s) = i] s; t ≥ 0; j; i ∈ S :

Éóïäýíáìá, ç {X(t)} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá áí êáé ìüíï áí äåäïìÝíçò ôçò ôéìÞò ôçò ôõ÷áßáò ìåôá-

âëçôÞò X(t), ïé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò {X(u); u < t} êáé {X(v); v > t} åßíáé óôï÷áóéêÜ áíåîÜñôçôåò êáé

áõôü éó÷ýåé ãéá êÜèå t > 0.

Oñéóìüò 1.7. Ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá {X(t); t ≥ 0} êáëåßôáé ÷ñïíéêÜ ïìïãåíÞò áí êáé ìüíï áí

pij(t) = P [X(s+ t) = j | X(s) = i] = P [X(t) = j | X(0) = i] ;

ãéá êÜèå êáôÜóôáóç i; j ∈ S êáé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t > 0.

Ãéá äåäïìÝíá i; j ∈ S, ç pij(t) èåùñïýìåíç ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t ≥ 0, ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ðéèáíü-

ôçôáò ìåôÜâáóçò. Ïé pij(t), i; j ∈ S ãñÜöïíôáé óå óõìðáãÞ ìïñöÞ ùò óôïé÷åßá åíüò ðßíáêá

Ñ(t) = (pij(t))i;j∈S =

266666664 p00(t) p01(t) p02(t) · · ·
p10(t) p11(t) p12(t) · · ·
p20(t) p21(t) p22(t) · · ·

...
...

... . . .

377777775 :

Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìüíï ìå êáíïíéêÝò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò, óôéò ïðïßåò éó÷ýåé üôéX
j∈S

pij(t) = 1 ; ãéá êÜèå t ≥ 0 :

Åíþ ïé ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ áíáðáñßóôáíôáé ìÝóù ôïõ ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâá-

óçò, Ñ, ïé ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ áíáðáñßóôáíôáé ìÝóù ôïõ ðßíáêá ñõèìþí ìåôÜâáóçò.

Èá áíáöÝñïõìå ôç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý ôùí ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò êáé ôùí ñõèìþí ìåôÜâáóçò.
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Áðïäåéêíýåôáé üôé ïé óõíáñôÞóåéò pij(t), t ≥ 0, åßíáé ðáñáãùãßóéìåò óôï äéÜóôçìá [0;∞) êáé åðéðëÝïí

üôé õðÜñ÷åé ç äåîéÜ ðáñÜãùãïò ôïõò óôï 0, êáé Ýóôù qij = p′ij(0). ÁíáëõôéêÜ

qij = p
′
ij(0) = lim

h→0+

pij(h)
h

; i; j ∈ S; i 6= j

qii = p
′
ii(0) = lim

h→0+

pii(h)− 1
h

; i ∈ S :

ÈÝôïõìå qi = −qii.

Ïé ðïóüôçôåò áõôÝò éêáíïðïéïýí ôéò ó÷Ýóåéò

0 ≤ qij <∞; 0 ≤ qi ≤ ∞; qi ≥
X
j 6=i

qij :

Óå üôé áêïëïõèåß èá áó÷ïëçèïýìå üðùò åßðáìå áðïêëåéóôéêÜ ìå êáíïíéêÝò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò ãéá

ôéò ïðïßåò åðéðëÝïí éó÷ýåé üôé

qi =
X
j 6=i

qij :

Ôá óôïé÷åßá qij êáëïýíôáé ñõèìïß ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç j êáé Ý÷ïõí ôéò

ðáñáêÜôù éäéüôçôåò

(i) Ãéá i 6= j ôï óôïé÷åßï qij åêöñÜæåé ôïí ñõèìü ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç j,

äçëáäÞ pij(h) = qijh+o(h), üðïõ o(h) åßíáé Ýíáò ðáñÜãïíôáò äéüñèùóçò ìå ôçí éäéüôçôá o(h) → 0

êáèþò h → 0. Óõíåðþò ôá qij åßíáé ðÜíôá ìç áñíçôéêÜ, êáé åßíáé èåôéêÜ üôáí åßíáé äõíáôÞ ç

ìåôÜâáóç áðåõèåßáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç j.

(ii) Ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç qii = − P
i 6=j; i∈S

qij = −qi. Ç åñìçíåßá ôïõò äßíåôáé

áðü ôï ãåãïíüò üôé ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá ðáñáìÝíåé óôçí êáôÜóôáóç i Ýíá åêèåôéêü ÷ñïíéêü

äéÜóôçìá, ìå ðáñÜìåôñï qi = −qii, ãéá êÜèå êáôÜóôáóç i ∈ S, ìÝ÷ñé íá ðåñÜóåé óôçí åðüìåíç

êáôÜóôáóç j ìå ðéèáíüôçôá qij
qi . Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ qii = 0, Ýðåôáé Üìåóá üôé qij = 0 êáé Üñá ç

êáôÜóôáóç i åßíáé áðïññïöçôéêÞ.
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Ïé ñõèìïß ìåôÜâáóçò ãñÜöïíôáé óõíïðôéêÜ ìå ôç ìïñöÞ åíüò ðßíáêá

Q = (qij(t))i;j∈S =

266666664 −q0 q01 q02 · · ·
q10 −q1 q12 · · ·
q20 q21 −q2 · · ·
...

...
... . . .

377777775 :

Ï ðßíáêáò ðñïóäéïñßæåé ðëÞñùò ôïõò ðßíáêåò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò P (t), t ≥ 0 ðïõ äßíïíôáé ùò ç

åëÜ÷éóôç ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò

dP (t)
dt

= P (t)Q ;

ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç P (0) = I.

Ï ðßíáêáò Q ðáßæåé ôïí ßäéï ñüëï ãéá ôçí ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ðïõ ðáßæåé ï ðßíáêáò

Ñ − É ãéá ôçí ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ. Ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß åßíáé éóïäýíáìï ôïõ

èåùñÞìáôïò 1.8.

Èåþñçìá 1.10. ¸óôù ìéá áäéá÷þñéóôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá. Ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé èåôéêÜ

åðáíáëçðôéêÞ áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé äéÜíõóìá ðéèáíüôçôáò p = (pi)i∈S, ôÝôïéï ðïõ pi > 0 ãéá êÜèå i

ìå

pÔQ = 0 êáé pÔ1 = 1 :

Ôüôå éó÷ýåé üôé

lim
t→∞P [X(t) = j | X(0) = i] = pj

ãéá êÜèå j, áíåîÜñôçôá ôïõ i.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðßíáêåò Q êáé P − I Ý÷ïõí êïéíÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ. Èá äåßîïõìå óôçí åðüìåíç

ðáñÜãñáöï ôçí ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý ôùí Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ êáé ôùí Ìáñ-

êïâéáíþí áëõóßäùí äéáêñéôïý ÷ñüíïõ.
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Ïìïéïìïñöïðïßçóç

¸óôù {X(t); t ≥ 0} ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí S êáé ðßíáêá

ñõèìþí ìåôÜâáóçò Q. ¸óôù üôé ç {X(t); t ≥ 0} åßíáé áäéá÷þñéóôç êáé Ýóôù p ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ.

Ç {X(t); t ≥ 0} èá êáëåßôáé ïìïéïìïñöïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé Ë ôÝôïéï ðïõ qi ≤ Ë < ∞
ãéá êÜèå êáôÜóôáóç i ∈ S. Ôüôå êáôáóêåõÜæïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïéïìïñöïðïéçìÝíç ÌáñêïâéáíÞ

áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ {Xn; n ∈ No} ìå ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

P = I +
1
Ë
Q :

Ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò ïìïéïìïñöïðïéçìÝíçò {Xn; n ∈ No} åßíáé åðßóçò ç p.

Äïèåßóçò ôçò {×(t); t ≥ 0}, ç {Xn} åßíáé ç äéáäéêáóßá ðïõ ðñïêýðôåß êáôáãñÜöïíôáò ôçí êáôÜóôáóç

ôçò {×(t)} ôéò óôéãìÝò ôùí ãåãïíüôùí ìéáò Poisson äéáäéêáóßáò ìå ñõèìü Ë.

Áíôßóôñïöá, ìðïñïýìå íá óêåöôüìáóôå üôé ç áñ÷éêÞ äéáäéêáóßá {X(t)} äçìéïõñãåßôáé ùò åîÞò.

¸óôù ìéá äéáäéêáóßá Poisson ìå ñõèìü Ë êáé Ýóôù t0 = 0; t1; t2; · · · íá åßíáé ïé ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò

ôùí äéáäï÷éêþí ãåãïíüôùí. Èåùñïýìå ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ {×n} ìå ðßíáêá

ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ, áíåîÜñôçôç ôçò äéáäéêáóßáò Poisson. Ïñßæïõìå ôç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá

{X(t)} ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå X(t) = ×n üôáí tn ≤ t < tn+1 êáé n > 0. Ôüôå X(t) åßíáé ÌáñêïâéáíÞ

äéáäéêáóßá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå ðßíáêá ñõèìþí Q ôÝôïéï þóôå

P = I +
1
Ë
Q :

PH ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò

Ïñßæïõìå ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí {0; 1; :::; n}, ìå äéÜíõóìá

áñ÷éêþí ðéèáíïôÞôùí (ôï; ô) êáé ðßíáêá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

Q =

264 0 0

t T

375 ;

üðïõ ô åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ãñáììÞ (1× n), Ô åßíáé Ýíáò (n× n) ðßíáêáò êáé t åßíáé Ýíá äéÜíõóìá óôÞëç

(n× 1). Åöüóïí Q åßíáé ï ðßíáêáò ñõèìþí ìåôÜâáóçò èá éó÷ýåé üôé

Tij ≥ 0 ∀ i 6= j; Tii < 0; ti ≥ 0 ;
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åðéðëÝïí

T1 + t = 0 ;

üðïõ 1 = [1; :::; 1]′ êáé üôé

ôï + ô1 = 1 :

Oñéóìüò 1.8. Ç êáôáíïìÞ ôïõ ÷ñüíïõ × ðïõ áðáéôåßôáé ìÝ÷ñé ôçí áðïññüöçóç óôçí êáôÜóôáóç 0

êáëåßôáé óõíå÷Þò PH êáôáíïìÞ ìå ðáñÜóôáóç (ô; Ô) êáé èá ôçí óõìâïëßæïõìå ìå PH(ô; T ).

ÐáñáêÜôù óõíïøßæïõìå ìåñéêÜ âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò PH êáôáíïìÝò. Ãéá ëåðôïìåñåßò áðïäåßîåéò

êáé Üëëá áðïôåëÝóìáôá ðáñáðÝìðïõìå óôï óýããñáììá ôùí Latouche êáé Ramaswami[ 7 ].

Èåþñçìá 1.11. ¸óôù × ìéá ô.ì. ìå êáôáíïìÞ PH(ô; T ). Ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò äßíåôáé áðü ôçí

F (x) = 1− ôexp{Tx}1 ; x ≥ 0 ;

êáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò áðü ôç ó÷Ýóç

f(x) = ôexp{Tx}t ; x > 0 :

Èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç ðáñÜóôáóç (ô; T ) äåí åßíáé ìïíáäéêÞ, áíôßèåôá ãéá êÜèå PH êáôáíïìÞ

õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò ôï ðëÞèïò äéáöïñåôéêÝò áðåéêïíßóåéò.

Ç êáôáíïìÞ PH(ô; T ) åßíáé ãíÞóéá áíí F (∞) = 1, äçëáäÞ ç áðïññüöçóç óôç êáôÜóôáóç 0 ãßíåôáé óå

ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï ó÷åäüí âÝâáéá.

Èåþñçìá 1.12. Ãéá êÜèå ãíÞóéá PH êáôáíïìÞ õðÜñ÷åé ìéá áíáðáñÜóôáóç (ô; T ) ðïõ éêáíïðïéåß ôçí

åðéðëÝïí õðüèåóç üôé îåêéíþíôáò áðü ïðïéáäÞðïôå öÜóç {1; :::; n} ç áðïññüöçóç óôçí êáôÜóôáóç 0

óõìâáßíåé ìå ðéèáíüôçôá 1.

Áðü ôï äéÜãñáììá ìåôáâÜóåùí ìðïñïýìå Üìåóá íá áðïöáíèïýìå áí ç ÑÇ êáôáíïìÞ åßíáé ãíÞóéá. Áñ-

êåß ãéá êÜèå êáôÜóôáóç ãéá ôçí ïðïßá ôi > 0, üëá ôá ðéèáíÜ ìïíïðÜôéá íá ïäçãïýí óôçí êáôÜóôáóç

áðïññüöçóçò. Ç áëãåâñéêÞ óõíèÞêç êÜôù áðü ôçí ïðïßá ìéá ÑÇ -êáôáíïìÞ åßíáé ãíÞóéá äßíåôáé óôï

åðüìåíï Èåþñçìá.
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Èåþñçìá 1.13. ¸óôù PH(ô; T ) êáôáíïìÞ. Áðïññüöçóç óôçí êáôÜóôáóç 0 óõìâáßíåé ìå ðéèáíüôçôá

1 áðü êÜèå öÜóç i ôïõ óõíüëïõ {1; :::; n} áíí ï ðßíáêáò Ô åßíáé áíôéóôñÝøéìïò. ÅðéðëÝïí ôï óôïé÷åßï

(−Ô−1)ij åßíáé ï óõíïëéêüò áíáìåíüìåíïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò óôç öÜóç j ìÝóá óå Ýíá ÷ñüíï áðïññü-

öçóçò äåäïìÝíïõ üôé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç åßíáé ç i.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå äéáêñéôÝò PH êáôáíïìÝò.

¼ðùò ïñßóáìå ôéò óõíå÷åßò PH êáôáíïìÝò èá ïñßóïõìå ôéò äéáêñéôÝò PH êáôáíïìÝò, ôéò ïðïßåò èá

óõìâïëßóïõìå ìå PHd(ô; Ô), èåùñþíôáò ôåò ùò ôçí êáôáíïìÞ ôïõ ÷ñüíïõ áðïññüöçóçò óôç êáôÜóôáóç

0 ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ìå äéÜíõóìá áñ÷éêþí ðéèáíïôÞôùí (ôï; ô) êáé ðßíáêá

ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

Ñ =

264 1 0

t T

375 ;

üðïõ ô åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ãñáììÞ (1× n), Ô åßíáé Ýíáò (n× n) ðßíáêáò êáé t åßíáé Ýíá äéÜíõóìá óôÞëç

(n× 1). Èá Ý÷ïõìå üôé

Tij ≥ 0 ∀ 1 ≤ i; j ≤ n; ti ≥ 0 ;

åðéðëÝïí

Ô1 + t = 1 ;

üðïõ 1 = [1; :::; 1]′ êáé üôé

ôï + ô1 = 1 :

Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß üôé Ñk =

264 1 0

1− T k1 T k

375 êáé ôüôå ðáßñíïõìå ôç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò

êáé ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò üðùò öáßíåôáé óôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Èåþñçìá 1.14. ¸óôù üôé × åßíáé ìéá PHd(ô; Ô). Ôüôå éó÷ýåé üôé

P [X = 0] = ôï

P [X = k] = ôÔk−1t ; ãéá k ≥ 1 ;

P [X ≤ k] = 1− ôÔk1 ; ãéá k ≥ 0 :
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×ñçóéìïðïéþíôáò åðé÷åéñÞìáôá áíÜëïãá ìå ôç óõíå÷Þ ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ãéá ãíÞóéåò

äéáêñéôÝò PH êáôáíïìÝò õðÜñ÷åé êáôÜëëçëç áíáðáñÜóôáóç Ýôóé þóôå ï ðßíáêáò É − Ô íá åßíáé áíôé-

óôñÝøéìïò, ôï ïðïßï åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï üôé ç áðïññüöçóç óõìâáßíåé ó÷åäüí âÝâáéá áðü êÜèå öÜóç.

Èá Ý÷ïõìå ôüôå üôé ôï (É − Ô)−1
ij åßíáé ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò âçìÜôùí óôç öÜóç j ðñéí íá óõìâåß ç

áðïññüöçóç, äåäïìÝíïõ üôé ôï óýóôçìá îåêßíçóå áðü ôç öÜóç i.
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1.3 Óêïðüò êáé äïìÞ ôçò åñãáóßáò

Ïé ÐéíáêïáíáëõôéêÝò ÌÝèïäïé Ý÷ïõí êåñäßóåé ôçí åêôßìçóç êáé ôï åíäéáöÝñïí ðïëëþí åñåõíçôþí ùò

åñãáëåßï ãéá ôçí áêñéâÞ áíÜëõóç ðëÞèïõò ïõñþí áíáìïíÞò. Ïé ìÝèïäïé áõôïß ÷ñçóéìïðïéïýíôáé éäéáé-

ôÝñùò óôçí ìïíôåëïðïßçóç êáé ôçí áíÜëõóç ôçò áðüäïóçò õðïëïãéóôþí, óõóôçìÜôùí ôçëåðéêïéíùíßùí,

êáèþò êáé Üëëùí óôï÷áóôéêþí óõóôçìÜôùí. Ï ëüãïò ðïõ ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá áõôÝò ïé ìÝèïäïé ãßíïíôáé

üëï êáé ðéï äçìïöéëåßò ïöåßëåôáé óôçí ýðáñîç ðïëëáðëþí áëãüñéèìùí ðïõ ðñïóåããßæïõí éêáíïðïéçôéêÜ

ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ.

Óêïðüò ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò åßíáé íá áíáðôýîåé êáé íá ðáñïõóéÜóåé ôï èåùñçôéêü õðüâáèñï ðïõ ðëáé-

óéþíåé ôçí åýñåóç ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò êáé ôçí ðñïóÝããéóç áõôÞò áëãïñéèìéêÜ. Ç åñãáóßá áõôÞ

ðáñïõóéÜæåé êÜðïéåò áðü ôéò âáóéêÝò ìáèçìáôéêÝò éäÝåò êáé ôïõò áëãüñéèìïõò ôçò ÐéíáêïáíáëõôéêÞò

èåùñßáò. Ç ðñïóÝããéóç ìáò ÷ñçóéìïðïéåß êõñßùò ðéèáíïèåùñçôéêïýò éó÷õñéóìïýò êáé áíáëõôéêÝò áðï-

äåßîåéò, ìå ôïí ôñüðï áõôü áíáãþìáóôå óå êÜèå âÞìá óå ìéá ðéèáíïèåùñçôéêÞ åñìçíåßá ôçò ìåèïäïëïãßáò

ðïõ áíáðôýóóåôáé. Âáóéêü åñãáëåßï óôçí áðüäåéîç ôçò ìåèïäïëïãßáò áðïôÝëåóáí ïé ÌáñêïâéáíÝò áëõ-

óßäåò ôýðïõ QBD. Ïé áëõóßäåò áõôÝò ïñßæïíôáé óå äõï äéáóôÜóåéò, åðßðåäï êáé öÜóç, åíþ ç áëõóßäá äåí

åßíáé äõíáôü íá äéáó÷ßóåé ðïëëÜ åðßðåäá óå ìéá ìåôÜâáóç.

Óôï ðñþôï êåöÜëáéï óõíïøßóôçêáí êÜðïéåò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé áðïôåëÝóìáôá ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôéò

ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò.

Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï áñ÷éêÜ åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôùí ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò áëõóßäáò óå Ýíá

óýíïëï Â õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí îåêéíþíôáò áðü Ýíá óýíïëï Á, åðßóçò õðïóýíïëï ôïõ

÷þñïõ êáôáóôÜóåùí, ÷ùñßò íá åðéóôñÝøåé óôï Á ( ðéèáíüôçôåò taboo ). ÌÝóù ôùí ðéèáíïôÞôùí áõôþí

ïñßæïõìå ôïí ðßíáêá ôùí ìÝóùí ÷ñüíùí ðáñáìïíÞò ôçò áëõóßäáò óå êáôáóôÜóåéò ôïõ óýíïëïõ Â, îåêé-

íþíôáò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óýíïëïõ Á êáé ðñéí åðéóôñÝøåé óå áõôü. Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå üôé

ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò áëõóßäáò ðåñéïñéóìÝíç óôï óýíïëï Â ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß óõíáñôÞóåé ôçò

óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ðåñéïñéóìÝíç óôï óýíïëï Á êáé ôïõ ðßíáêá ôùí ìÝóùí ÷ñüíùí ðáñáìïíÞò ôçò áëõ-

óßäáò óå êáôáóôÜóåéò ôïõ óýíïëïõ Â, îåêéíþíôáò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óýíïëïõ Á êáé ðñéí åðéóôñÝøåé

óå áõôü. Óõíåðþò áí ãíùñßæïõìå ôçí óôÜóéìç êáôáíïìÞ ðåñéïñéóìÝíç óôï óýíïëï Á åßìáóôå ðëÝïí óå

èÝóç íá ãíùñßæïõìå ôçí óôÜóéìç êáôáíïìÞ óôï óýíïëï Â ãéá äýï ôõ÷üíôá óýíïëá Á êáé Â õðïóýíïëá

ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí. ¸ðåéôá áíáëýïõìå ðùò âñßóêåôáé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ óå ïðïéïäÞðïôå õðï-

óýíïëï ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí ìÝóù ôùí ëïãïêñéìÝíùí Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí. ×ñçóéìïðïéþíôáò
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üëá ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáôáëÞãïõìå óôçí åýñåóç åíüò áëãüñéèìïõ õðïëïãéóìïý ôçò óôÜóéìçò

êáôáíïìÞò Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí ðåðåñáóìÝíïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí ( áëãüñéèìïò GTH ).

Óôï ôñßôï êåöÜëáéï áðïäåéêíýïõìå áñ÷éêÜ üôé ãéá ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ôýðïõ QBD

ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ åßíáé ðéíáêïãåùìåôñéêÞ, äçëáäÞ ðTn = ðT1Rn−1; n ≥ 1, üðïõ ï ðßíáêáò R, ðïõ

ðñïóäéïñßæåé ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, åêöñÜæåé ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôï áìÝóùò ðáñáðÜíù åðß-

ðåäï, ðñéí ç áëõóßäá åðéóôñÝøåé óôï åðßðåäï áðü ôï ïðïßï îåêßíçóå. Óôç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå äõï íÝïõò

ðßíáêåò ôïõò G êáé U , ïé ïðïßïé åßíáé Üññçêôá óõíäåäåìÝíïé ìå ôïí ðßíáêá R. Ïé ðßíáêåò áõôïß Ý÷ïõí

óçìáíôéêÞ ðéèáíïèåùñçôéêÞ åñìçíåßá, ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ïðïßáò èåìåëéþíïíôáé ïé ìåôáîý ôïõò ó÷Ýóåéò.

Ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá åðåêôåßíïíôáé óå ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ôýðïõ QBD.

Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï áíáðôýóóïõìå õðïëïãéóôéêÝò ôå÷íéêÝò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ðßíáêá G. Áñ-

÷éêÜ äßíåôáé Ýíáò âáóéêüò áëãüñéèìïò ðïõ õðïëïãßæåé ôïí ðßíáêá G, åíþ óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïíôáé

êÜðïéåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò. ÔÝëïò ðáñáôßèåíôáé êÜðïéïé áðü ôïõò ðéï ãíùóôïýò áëãüñéèìïõò ðñïóäéï-

ñéóìïý ôïõ ðßíáêá R.
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ÊåöÜëáéï 2

Ðéèáíüôçôåò êÜôù áðü Ýíá óýíïëï taboo

¸óôù {Xn; n ≥ 0} ìéá áäéá÷þñéóôç, áðåñéïäéêÞ ÌáñêïâéáíÞ Áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ìå ÷þñï

êáôáóôÜóåùí S êáé ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò P .

Èåùñïýìå Á Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S. Èá åîåôÜóïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôç óõ-

ìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò êáèþò êéíåßôáé óôï óýíïëï Ac = S rA áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï A.

Ïñßæïõìå "A = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ A} íá åßíáé ï ÷ñüíïò ðñþôçò åéóüäïõ óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò

ôïõ óõíüëïõ A. ÃåíéêÜ ïñßæïõìå "(k)A íá åßíáé ï ÷ñüíïò k-ïóôÞò åéóüäïõ óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò

ôïõ óõíüëïõ A. Åßíáé

"(1)
A = "A

"(k)A = inf{n ≥ 1 : "(k−1)
A < n; Xn−1 ∈ Ac; Xn ∈ A}; k ≥ 2 :

2.1 Ðéèáíüôçôåò taboo êáé õðïëïãéóìïß

¸óôù A $ S êáé Ýóôù PÁÁ = {Pij : i; j ∈ Á} íá åßíáé ï õðïðßíáêáò ôïõ ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜ-

âáóçò ðïõ áíáöÝñåôáé, üìùò, ìüíï óôéò ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò ìåôáîý ôùí êáôáóôÜóåùí ðïõ áíÞêïõí

óôï óýíïëï Á, êáé Ýóôù NÁ íá åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ áðåéêïíßæåé ôïõò ìÝóïõò ÷ñüíïõò ðáñáìïíÞò óå êá-

ôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á, îåêéíþíôáò áð' ôï Á, ðñßí ç áëõóßäá ìåôáâåß ãéá ðñþôç öïñÜ óå êáôáóôÜóåéò

åêôüò ôïõ Á. Ãéá ôçí åýñåóç ôçò áêñéâïýò ìïñöÞò ôùí óôïé÷åßùí (NÁ)ij ôïõ ðßíáêá NÁ èá ïñßóïõìå

ôç äåßêôñéá óõíÜñôçóç

ÁcI(j)
n =

8<: 1, áí {×n = j; "Ác ≥ n+ 1}
0, äéáöïñåôéêÜ .
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Ôüôå ôï
P
n≥0 ÁcI

(j)
n åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ Á ðñéí ôçí ðñþôç åßóïäï

óôï óýíïëï Ác êáé ôï óõìâïëßæïõìå ìå ÁcNj . Ôüôå

(NÁ)ij = E [ÁcÍj | ×0 = i] = E[
X
n≥0

ÁcI(j)
n | ×0 = i] =

X
n≥0

P [×n = j; "Ác ≥ n+ 1| X0 = i] :

ËÞììá 2.1. Ï ðßíáêáò NÁ ôùí ìÝóùí ÷ñüíùí ðáñáìïíÞò óå êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á îåêéíþíôáò

áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ Á, ðñéí ç áëõóßäá ìåôáâåß ãéá ðñþôç öïñÜ óå êáôáóôÜóåéò åêôüò ôïõ Á, äßíåôáé

áðü ôçí ó÷Ýóç

NÁ = (I − PÁA)−1; (2.1)

üðïõ

(I − PÁA)−1 =
X
n≥0

PnÁA (2.2)

åßíáé ç åëÜ÷éóôç ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò (É − ÑÁA)X = I êáé X(É − ÑÁA) = I.

Áðüäåéîç

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï åíäå÷üìåíï {"Ác ≥ n + 1 | X0 = i} åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï åíäå÷üìåíï {Xk ∈
Á ∀k ∈ {0; 1; :::; n} | X0 = i}. Óõíåðþò

(NÁ)ij =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Á ∀k ∈ {0; 1; :::; n} | X0 = i] =
X
n≥0

(PnÁA)ij :

Óå åðßðåäï ðéíÜêùí ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé

NÁ =
X
n≥0

PnÁA :

Ðñïöáíþò, ÍÁ = É + ÑÁAÍÁ, êáé Üñá ï ðßíáêáò ÍÁ åßíáé ìéá ìç-áñíçôéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò (É −
ÑÁA)X = I. ÅðéðëÝïí ãéá êÜèå ìç áñíçôéêü ðßíáêá × ðïõ åßíáé ëýóç ôçò åîßóùóçò áõôÞò Ý÷ïõìå üôé

X = I + ÑÁA×

= I + ÑÁA + Ñ2
ÁÁ×

= I + ÑÁA + Ñ2
ÁA + : : :+ ÑnÁA + Ñn+1

ÁA ×

≥ I + ÑÁA + Ñ2
ÁA + : : :+ ÑnÁA

ãéá êÜèå n, Üñá × ≥ lim
n→∞

nP
i=0

P iAA = NA, áöïý ïé åìðëåêüìåíïé ðßíáêåò åßíáé ìç-áñíçôéêïß. 2
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Èá åíáëëÜóïõìå óõ÷íÜ ôéò åêöñÜóåéò (É − ÑÁÁ)−1 êáé
P
n≥0

PnÁÁ, êáé èá åñìçíåýïõìå êáé ôéò äýï ùò

ðßíáêåò ôùí ìÝóùí ÷ñüíùí ðáñáìïíÞò.

ÐáñÜäåéãìá 2.1.

¸óôù {Xn; n ≥ 0} ìéá ÌáñêïâéáíÞ Áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí S = {0; 1; · · · ; 6}

êáé ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò P =

266666664 p q 0 · · · 0

0 p q · · · 0
...

...
... · · · ...

q 0 0 · · · p

377777775, üðïõ p+ q = 1.

?>=<89:;0p
(( q

** ?>=<89:;1

p
 q

** ?>=<89:;2

p
 q

** ?>=<89:;3

p
 q

** ?>=<89:;4

p
 q

** ?>=<89:;5

p
 q

** ?>=<89:;6 p
hh

q

ii

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï óõíå÷üìåíùí êáôáóôÜóåùí Á, Á $ S éó÷ýåé

P [×n = j; Xk ∈ Á ∀k ∈ {0; 1; :::; n} | X0 = i] = qj−i
�

n
j − i

�
pn−(j−i) ; i ≤ j:

¸óôù Á = {0; 1; 2}. Ôüôå ãéá i, j ôõ÷áßåò êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á áðïäåéêíýåôáé üôé

(NÁ)ij =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Á ∀k ∈ {0; 1; :::; n} | X0 = i]

= qj−i
X
n≥j−i

�
n

j − i

�
pn−(j−i)

= qj−i
X
m≥0

�
m+ j − i
j − i

�
pm =

1
q
; üôáí i < j

= qj−i
X
m≥0

264 j − i+ 1

m

375 pm
= qj−i(1− p)−(j−i+1)

=
1
q
; üôáí i ≤ j

(NÁ)ij = 0; üôáí i > j.
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Óõíåðþò NÁ =

266664 1
q

1
q

1
q

0 1
q

1
q

0 0 1
q

377775 :

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé NÁc =

266666664
1
q

1
q

1
q

1
q

0 1
q

1
q

1
q

0 0 1
q

1
q

0 0 0 1
q

377777775 : 2

Óôç óõíÝ÷åéá èá åéóÜãïõìå äéÜöïñïõò óõìâïëéóìïýò. Ïñßæïõìå Pij(k) íá åßíáé ç ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò

áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí j ìåôÜ áðü k âÞìáôá, Pij(k) = P [Xk = j | X0 = i], êáé ìå PÁÂ(k) ôïí ðßíáêá

ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò k−ôÜîçò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á óôï óýíïëï Â, üðïõ Á êáé Â åßíáé

äõï îÝíá óýíïëá êáôáóôÜóåùí, êáé PÁÂ(k) = {Pij(k) : i ∈ Á; j ∈ Â}.

ÅðéðëÝïí èá ïñßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ÁPij(k) ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí j ìåôÜ áðü k âÞìáôá

áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á,

ÁPij(k) = P [Xk = j & Xí ∈ Ác ∀ í ∈ {1; :::; k − 1} | X0 = i] = P [Xk = j & "Á ≥ k | X0 = i] :

Ôüôå ïé ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò Pij(k), äåóìåýïíôáò óôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ ç áëõóßäá âñÝèçêå ãéá

ôåëåõôáßá öïñÜ óôï óýíïëï A, ðñéí ôçí óôéãìÞ k, êáèþò êáé óôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõíüëïõ A ðïõ

âñÝèçêå, ìðïñïýí íá ãñáöôïýí óõíáñôÞóåé ôùí ðéèáíïôÞôùí APij(k). ¸÷ïõìå, ãéá êÜèå k ≥ 0, üôé

Pij(k) =
X

0≤v≤k

X
i′∈A

Pii′(k − v)APi′j(v)

Þ éóïäýíáìá ìå ìïñöÞ ðéíÜêùí

PAB(k) =
X

0≤v≤k
PAA(k − v)APAB(v) :

¸óôù äýï îÝíá óýíïëá, Á êáé Â, õðïóýíïëá ôïõ ÷þñïõ êáôÜóôáóåùí S, êáé Ýóôù i ∈ A êáé j ∈ B.

Ïñßæïõìå ARij ôïí ìÝóï áñéèìü åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç

i ∈ A, ðñßí åðéóôñÝøåé óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á.

Ç áêñéâÞò ìïñöÞ ôùí óôïé÷åßùí ÁRij ôïõ ðßíáêá ÁRÁÂ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

ÁRij = E [ÁÍj | X0 = i] =
X
n≥0

P [×n = j; "A ≥ n+ 1 | X0 = i] :
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Ðáñáôçñïýìå üôé ôï åíäå÷üìåíï {"A ≥ n + 1 | X0 = i} åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï åíäå÷üìåíï {Xk ∈
Ac ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i}. Óõíåðþò

ÁRij =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i] :

¸óôù ÁRÁÂ íá åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ áðåéêïíßæåé ôïõò ìÝóïõò ÷ñüíïõò ðáñáìïíÞò óå êáôáóôÜóåéò ôïõ

óõíüëïõ Â, îåêéíþíôáò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á, ðñßí ç áëõóßäá åðéóôñÝøåé ãéá ðñþôç öïñÜ óå

êáôáóôÜóåéò ôïõ Á.

Èåþñçìá 2.1. Ïé ó÷Ýóåéò ðïõ áêïëïõèïýí éó÷ýïõí ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï îÝíá õðïóýíïëá, Ýóôù Á êáé

Â, ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S,

ARAB = PAAc ARAcB = PAAc( ARAcAc)AcB ; (2.3)

ARAAc = PAAc ARAcAc = PAAc(I − PAcAc)−1 ; (2.4)

üðïõ ìå ( ARAcAc)AcB óõìâïëßæïõìå ôïí õðïðßíáêá ôïõ ARAcAc ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïõò ìÝóïõò ÷ñüíïõò

ðáñáìïíÞò óå êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Â, îåêéíþíôáò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Ác, ðñßí ç áëõóßäá

ìåôáâåß ãéá ðñþôç öïñÜ óå êáôáóôÜóåéò ôïõ Á.

Áðüäåéîç

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ìÝóïõ áñéèìü åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç

i ∈ A, ðñßí åðéóôñÝøåé óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á, Ý÷ïõìå üôé

ÁRij =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i] :

¼ìùò ôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 0 âñßóêåôáé óôï óýíïëï Á êáé Üñá Ý÷ïõìå üôé

ÁRij =
X
n≥1

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i] :

Äåóìåýïíôáò óôçí êáôÜóôáóç ðïõ åðéóêÝðôåôáé ôï óýóôçìá ìåôÜ áðü Ýíá âÞìá Ý÷ïõìå üôé

ÁRij =
X
n≥1

X
l∈Ac

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::; n}| X1 = l; X0 = i]P [X1 = l | X0 = i]

=
X
n≥1

X
l∈Ac

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {2; :::; n}| X1 = l]Pil

=
X
l∈Ac

Pil
X
n≥1

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {2; :::; n}| X1 = l]

=
X
l∈Ac

Pil
X
m≥0

P [×m = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::;m}| X0 = l]

=
X
l∈Ac

Pil ARlj :
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Óõíåðþò óå åðßðåäï ðéíÜêùí ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé

ARAB = PAAc ARAcB :

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ B = Ac Ý÷ïõìå üôé

ARAÁc = PAAc ARAcAc :

¼ìùò ARAcAc åßíáé ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óå êáôÜóôáóåéò ôïõ óõíüëïõ Ac, îåêéíþíôáò áðü ôï

óýíïëï Ac, ðñßí ðåñÜóåé óå êáôÜóôáóç åêôüò ôïõ óõíüëïõ áõôïý, Üñá

ARAcAc = ÍAc :

Óõíåðþò óå åðßðåäï ðéíÜêùí ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé

ARAAc = PAAcNAc :

¢ðï ôï ëÞììá 2.1 Ý÷ïõìå üôé

ARAAc = PAAcNAc = PAAc(É − PAcAc)−1 : 2

ÐáñÜäåéãìá 2.2. (ÓõíÝ÷åéá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.1 )

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï Á = {i+ 1; i+ 2; · · · ; j} $ S éó÷ýåé

P [×n = j; Xk ∈ Á ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i] = qj−i
�

n− 1
j − i− 1

�
pn−(j−i) :

¸óôù Á = {0; 1; 2}. Ôüôå ãéá j ∈ Ac áðïäåéêíýåôáé üôé

(ÁRAAc)2j =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Ác ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = 2]

= qj−2
X

n≥j−2

�
n− 1
j − 3

�
pn−(j−2) = 1

ÁRAAc)ij = 0 üôáí i=0, 1 :

Óõíåðþò ÁRAAc =

266664 0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1

377775 :
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¸óôù i ∈ Â j Ác êáé j ∈ Ac. Ôüôå éó÷ýåé üôé

P [×n = j; Xk ∈ Ác ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i] = qj−i
�

n
j − i

�
pn−(j−i) ; i ≤ j

êáé áðïäåéêíýåôáé üôé

(ÁRÂAc)ij =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Ác ∀k ∈ {1; :::; n} | X0 = i]

= qj−i
X
n≥j−i

�
n

j − i

�
pn−(j−i)

=
1
q
; üôáí i ≤ j

(ÁRAAc)ij = 0 ; üôáí i > j :

Óõíåðþò ãéá Â = {3; 4} éó÷ýåé üôé ÁRÂAc =

264 1
q

1
q

1
q

1
q

0 1
q

1
q

1
q

375 : 2

ÐáñáôÞñçóç 2.1. ¼ðùò öÜíçêå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1 ARAcAc = ÍAc. ×ñçóéìïðïéþ-

íôáò ôï ëÞììá 2.1 Ý÷ïõìå üôé ARAcAc = ÍAc = (É − PAcAc)−1:

ÅðéðëÝïí, åðåéäÞ ï ðßíáêáò ARÂÂ åßíáé õðïðßíáêáò ôïõ ARAcÁc ðåñéïñéóìÝíïò óôï óýíïëï B ⊂ Ac $ S,

èá éó÷ýåé üôé

ARÂÂ = (ARAcÁc)ÂÂ = (ÍAc)ÂÂ = ((É − PAcAc)−1)ÂÂ :

Èá öáíåß îåêÜèáñá ç ÷ñÞóç ôùí ðáñáðÜíù åííïéþí êáé áðïäåßîåùí êáèþò èá äåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá Ýíá

áðü ôá âáóéêüôåñá èåùñÞìáôá ôùí ðéíáêïãåùìåôñéêþí ìåèüäùí.

Èåþñçìá 2.2. ¸óôù {Xn n ≥ 0} ìéá áäéá÷þñéóôç, áðåñéïäéêÞ ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñü-

íïõ, ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí S êáé ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò P êáé Ýóôù ð ç áíôßóôïé÷ç ïñéáêÞ

êáôáíïìÞ. ¸óôù äýï îÝíá óýíïëá Á êáé Â, õðïóýíïëá ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S êáé ðÁ, ðÂ ôá

äéáíýóìáôá óôÜóéìùí ðéèáíïôÞôùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá Á, Â áíôßóôïé÷á. Ôüôå

ðÔÂ = ðÔÁ ÁRAB; (2.5)
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üðïõ ÁRÁÂ åßíáé ï ðßíáêáò ðïõ áðåéêïíßæåé ôïõò ìÝóïõò ÷ñüíïõò ðáñáìïíÞò óå êáôáóôÜóåéò ôïõ óõ-

íüëïõ Â, îåêéíþíôáò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á, ðñßí ç áëõóßäá åðéóôñÝøåé ãéá ðñþôç öïñÜ óå

êáôáóôÜóåéò ôïõ Á.

Áðüäåéîç

Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò ìáò äßíïõí ðÔÑ = ðÔ ⇒
�

ðÔÁ ðÔAc
�� PAA PAAc

PAcA PAcAc

�
=
�

ðÔÁ ðÔAc
�

ðÔÁPAA + ðÔÁcPAcA = ðÔÁ (2.6)

ðÔÁPAAc + ðÔÁcPAcAc = ðÔÁc (2.7)

Áðü ôçí åîßóùóç (2:7) Ýðåôáé üôé ðÔÁPAAc + ðÔÁc(PAcAc − É) = 0 ⇒ ðÔÁPAAc = ðÔÁc (É − PAcAc)

⇒ ðÔÁc = ðÔÁ PAAc (É − PAcAc)−1 :

Áðü ôï èåþñçìá 2.1 êáé óõãêåêñéìÝíá áðü ôçí ó÷Ýóç ( 2.4 ) Ýðåôáé üôé

ðÔÁc = ðÔÁ PAAc (É − PAcAc)−1 = ðÔÁ ÁRAAc : (2.8)

ÅðéðëÝïí

ðÔÂ = (ðÔÁc)Â = (ðÔÁ ÁRAAc)Â = ðÔÁ ÁRAÂ : 2

ÐñïêåéìÝíïõ íá êÜíïõìå Üìåóç ÷ñÞóç ôçò èåìåëéþäïõò óçìáóßáò ó÷Ýóçò ( 2.5 ) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.2 ,

èá ðñÝðåé íá åßìáóôå óå èÝóç íá õðïëïãßóïõìå ôïí ðßíáêá ÁRAÂ ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Á êáé Â.

¸óôù äýï îÝíá óýíïëá Á êáé Â, õðïóýíïëá ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí. Ãéá êáèïñéóìÝíç êáôÜóôáóç

j ∈ B èá ïñßóïõìå ùò AFij ôçí ðéèáíüôçôá ç áëõóßäá íá åéóÝëèåé óôï óýíïëï Â óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï

êáé ç ðñþôç åßóïäïò íá ãßíåé óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i êáé ðñéí ðåñÜóåé

ãéá ðñþôç öïñÜ óôï óýíïëï Á. Ôüôå

AFij = P
�
"B = "{j}; "B <∞; "B < "A | X0 = i

�
:
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Èåþñçìá 2.3. Ïé ó÷Ýóåéò ðïõ áêïëïõèïýí éó÷ýïõí ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï îÝíá õðïóýíïëá, Ýóôù Á êáé

Â, ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S.

ARAB = AFAB ARBB (2.9)

ARBB =
X
n≥0

(AFBB)n = (I −A FBB)−1 (2.10)

Áðüäåéîç

Ç ðñþôç åîßóùóç åêöñÜæåé üôé ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò (ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí) óå êáôáóôÜóåéò

ôïõ óõíüëïõ B, îåêéíþíôáò áðü êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á êáé ðñßí ç áëõóßäá åðéóôñÝøåé ãéá ðñþôç

öïñÜ óå êáôáóôÜóåéò ôïõ Á èá éóïýôáé ìå ôçí ðéèáíüôçôá óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï íá öýãåé áðü ôï óýíïëï

Á êáé íá åéóÝëèåé ôï óýóôçìá óå êÜðïéá êáôÜóôáóç ôïõ óõíüëïõ Â åðß ôïí ìÝóï ÷ñüíï ðáñáìïíÞò óå

êáôáóôÜóåéò ìÝóá óôï óýíïëï B, áðïöåýãïíôáò ôï Á.

Èá áðïäåßîïõìå ôçí åîßóùóç óå åðßðåäï óôïé÷åßùí.

¸óôù i ∈ A êáé j ∈ B ôüôå ç ðñþôç åîßóùóç éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

ARij =
X
k∈B

AFik ARkj (2.11)

Ðáñáôçñïýìå üôé ï äåéãìáôéêüò ÷þñïò Ù ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

Ù =
S
k∈B

�
{"B = "{k}; "B ≤ ∞; "B < "A} ∪ {"B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A}

�
=

=
S
k∈B

��
{"B = "{k}; "B <∞; "B < "A} ∪ {"B = "{k}; "B = ∞; "B < "A}

�
∪

∪{"B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A}
�
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ÅðïìÝíùò

ARij =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::; n} |X0 = i]

= E [ÁNj | X0 = i]

=
X
k∈B

�
E
�
ÁNj | X0 = i; "B = "{k}; "B <∞; "B < "A

�
· P

�
"B = "{k}; "B <∞; "B < "A | X0 = i

��
+
X
k∈B

�
E
�
ÁNj | X0 = i; "B = "{k}; "B = ∞; "B < "A

�
· P

�
"B = "{k}; "B = ∞; "B < "A | X0 = i

��
+
X
k∈B

�
E
�
ÁNj | X0 = i; "B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A

�
· P

�
"B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A | X0 = i

��
=

X
k∈B

E [ÁNj | X0 = k]P
�
"B = "{k}; "B <∞; "B < "A | X0 = i

�
=

X
k∈B

AFik ARkj :

Åöüóïí

- E
�
ÁNj | X0 = i; "B = "{k}; "B <∞; "B < "A

�
= E [ÁNj | X0 = k], äçëáäÞ ôï ìÝóï ðëÞèïò åðé-

óêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á, äåäïìÝíïõ üôé ç ðñþôç åßóïäïò óôï

óýíïëï Â èá åßíáé óôçí êáôÜóôáóç k, éóïýôáé ìå ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç

j ∈ B, áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á, îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç k ∈ B.

- E
�
ÁNj | X0 = i; "B = "{k}; "B = ∞; "B < "A

�
= 0, åöüóïí ç ðñþôç åßóïäïò óôï óýíïëï Â äåí

ãßíåôáé óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåýãïíôáò

ôï óýíïëï Á, èá åßíáé 0.

- E
�
ÁNj | X0 = i; "B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A

�
= 0, åöüóïí ç ðñþôç åßóïäïò óôï óýíïëï Â ãß-

íåôáé óå ìåãáëýôåñï ÷ñüíï áðü ôçí ðñþôç åßóïäï óôï óýíïëï Á, ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôçí

êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á, èá åßíáé 0.

Ç äåýôåñç åîßóùóç ARBB =
P
n≥0(AFBB)n = (I −A FBB)−1 éóïäýíáìá ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

ARBB = É + ÁFBB ARBB :

Èá ôçí áðïäåßîïõìå óå åðßðåäï óôïé÷åßùí äéáêñßíïíôáò üìùò äýï ðåñéðôþóåéò, üôáí i = j êáé üôáí i 6= j.
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Óôç ðåñßðôùóç ðïõ i = j áñêåß íá äåßîïõìå üôé

ARjj = 1 +
X
k∈B

ÁFjk ARkj :

¸÷ïõìå üôé

ARjj =
X
n≥0

P [×n = j; Xk ∈ Ac ∀k ∈ {1; :::; n} |X0 = j]

= E [ÁNj | X0 = j]

=
X
k∈B

�
E
�
ÁNj | X0 = j; "B = "{k}; "B <∞; "B < "A

�
· P

�
"B = "{k}; "B <∞; "B < "A | X0 = j

��
+
X
k∈B

�
E
�
ÁNj | X0 = j; "B = "{k}; "B = ∞; "B < "A

�
· P

�
"B = "{k}; "B = ∞; "B < "A | X0 = j

��
+
X
k∈B

�
E
�
ÁNj | X0 = j; "B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A

�
· P

�
"B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A | X0 = j

��
= 1 +

X
k∈B

E [ÁNj | X0 = k]P
�
"B = "{k}; "B <∞; "B < "A | X0 = i

�
= 1 +

X
k∈B

AFik ARkj :

Åöüóïí

- E
�
ÁNj | X0 = j; "B = "{k}; "B <∞; "B < "A

�
= 1+E [ÁNj | X0 = k], äçëáäÞ ôï ìÝóï ðëÞèïò

åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á, äåäïìÝíïõ üôé ç ðñþôç åðÜíïäïò

óôï óýíïëï Â èá åßíáé óôçí êáôÜóôáóç k, éóïýôáé ìå ôç ìéá åðßóêåøç ðïõ êáôáãñÜöåôáé ôç ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ 0 óõí ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á,

îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç k ∈ B.

- E
�
ÁNj | X0 = j; "B = "{k}; "B = ∞; "B < "A

�
= 1, åöüóïí ç ðñþôç åðÜíïäïò óôï óýíïëï Â

äåí ãßíåôáé óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåý-

ãïíôáò ôï óýíïëï Á, èá åßíáé 1.

- E
�
ÁNj | X0 = j; "B = "{k}; "B ≤ ∞; "B ≥ "A

�
= 1, åöüóïí ç ðñþôç åðÜíïäïò óôï óýíïëï Â

ãßíåôáé óå ìåãáëýôåñï ÷ñüíï áðü ôçí ðñþôç åßóïäï óôï óýíïëï Á, ôï ìÝóï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí

óôçí êáôÜóôáóç j ∈ B, áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï Á, èá åßíáé 1.
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Óôç ðåñßðôùóç ðïõ i 6= j áñêåß íá äåßîïõìå üôé ARij =
P
k∈B ÁFik ARkj , ôï ïðïßï üìùò áðïäåéêíýåôáé

ðñïöáíþò áðü ôçí ó÷Ýóç ( 2.11 ). 2

ÐáñÜäåéãìá 2.3. (ÓõíÝ÷åéá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.2 )

(ÁFÁAc)ij = P{"Ac = "{j}; "Ac <∞; "Ac < "A | X0 = i} = q ; üôáí i = 2 êáé j = 3

(ÁFÁAc)ij = P{"Ac = "{j}; "Ac <∞; "Ac < "A | X0 = i} = 0 ; äéáöïñåôéêÜ :

Óõíåðþò AFAÁc =

266664 0 0 0 0

0 0 0 0

q 0 0 0

377775 :

¸óôù B ⊂ Ac,

(ÁFBB)ij = P{"B = "{j}; "B <∞; "B < "A | X0 = i} = p ; üôáí i = j

(ÁFBB)ij = P{"B = "{j}; "B <∞; "B < "A | X0 = i} = q ; üôáí j = i+ 1

(ÁFBB)ij = P{"B = "{j}; "B <∞; "B < "A | X0 = i} = 0 ; äéáöïñåôéêÜ :

Óõíåðþò ãéá Â = Ác èá éó÷ýåé üôé

AFÁcÁc =

266666664 p q 0 0

0 p q 0

0 0 p q

0 0 0 p

377777775 : 2

ÐáñáôÞñçóç 2.2. Áðïäåßîáìå óôï èåþñçìá 2.3 üôé ï ðßíáêáò ARÁÂ äßíåôáé óõíáñôÞóåé ôïõ ðßíáêá

ARÂÂ, ãéá ôïí ïðïßï ãíùñßæïõìå áðü ôçí ðáñáôÞñçóç 2.1 êáé ôï ëÞììá 2.1 , üôé

ARÂÂ = (ARAcÁc)ÂÂ = (ÍAc)ÂÂ = ((É − PAcAc)−1)ÂÂ =
X
n≥0

(PnAcAc)ÂÂ :

ÅðéðëÝïí, óôï èåþñçìá 2.3 äåßîáìå üôé ARBB =
P
n≥0(AFBB)n óõíäõÜæïíôáò ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò

ãßíåôáé óáöÝò üôé

(PnAcAc)BB = (AFBB)n ; ∀ n ∈ No:

Åðßóçò ðñïöáíþò éó÷ýåé üôé PAAc = AFAAc :
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¸íá áêüìç áðïôÝëåóìá ðïõ èá öáíåß éäéáéôÝñùò ÷ñÞóéìï óôç óõíÝ÷åéá åßíáé ôï åîÞò. ¸óôù A Ýíá

õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S, èá ïñßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ç áëõóßäá íá åéóÝëèåé ãéá ðñþôç

öïñÜ óôï óýíïëï Á óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, óôçí êáôÜóôáóç j ∈ A, îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i,

êáé èá ôçí óõìâïëßóïõìå ìå Fij . Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðéèáíüôçôá Fij åîáñôÜôáé áðü ôçí êáôÜóôáóç i êáé

óõíåðþò åîáñôÜôáé áðü ôï óýíïëï óôï ïðïßï áíÞêåé ç êáôÜóôáóç áõôÞ. Ïé ðéèáíüôçôåò ðñþôçò åéóüäïõ

äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

Fij = P
�
"A = "{j}; "A <∞ | X0 = i

�
:

Èá õðïëïãßóïõìå, óôç óõíÝ÷åéá, ôéò ðïóüôçôåò áõôÝò ãéá ôéò äéÜöïñåò êáôáóôÜóåéò i.

ËÞììá 2.2. Ïé ó÷Ýóåéò ðïõ áêïëïõèïýí éó÷ýïõí ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï îÝíá õðïóýíïëá, Ýóôù Á êáé Â,

ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S,

FBA = (I − AFBB)−1
BFBA = ARBB BFBA ; (2.12)

FAcA = (I − PAcAc)−1 PAcA = NAc PAcA ; (2.13)

üðïõ ï ðßíáêáò FBA ðåñéÝ÷åé ôéò ðéèáíüôçôåò ðñþôçò åéóüäïõ óôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á, îåêé-

íþíôáò áðü ôï óýíïëï Â.

Áðüäåéîç

Ç ó÷Ýóç ( 2.12 ) éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

FBA = (I − AFBB)−1
BFBA ⇔ FBA = ÂFBA + AFBB FBA :

ÅêöñÜæåé üôé îåêéíþíôáò áðü ìéá êáôÜóôáóç ôïõ óõíüëïõ Â ìðïñïýí íá óõìâïýí äýï áêñéâþò ðñÜãìáôá.

Åßôå ç áëõóßäá åéóÝñ÷åôáé óôï óýíïëï Á ðñßí åðéóôñÝøåé óôï óýíïëï Â, åßôå ðáñáìÝíåé óôï óýíïëï Â,

ðñßí åéóÝëèåé óôï Á, óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ðñÝðåé ðÜëé íá åéóÝëèåé óôï óýíïëï Á áðü ôï óýíïëï Â.

Èá áðïäåßîïõìå ôçí åîßóùóç ( 2.12 ) óå åðßðåäï óôïé÷åßùí.

¸óôù i ∈ Â êáé j ∈ Á ôüôå ç ó÷Ýóç ( 2.12 ) éóïäýíáìá ãñÜöåôáé Fij = BFij +
P
k∈B AFik Fkj .

¸÷ïõìå üôé
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Fij = P
�
"A = "{j}; "A <∞ | X0 = i

�
= P

�
"A = "{j}; "A <∞; "A < "B | X0 = i

�
+P

�
"A = "{j}; "A <∞; "A ≥ "B | X0 = i

�
= BFij + P

�
"A = "{j}; "A <∞; "A ≥ "B | X0 = i

�
= BFij +

X
k∈B

P
�
"A = "{j}; "A <∞; "A > "B; "B = "{k} | X0 = i

�
= BFij +

X
k∈B

P
�
"B = "{k}; "B <∞; "B < "A | X0 = i

�
·

·P
�
"A = "{j}; "A <∞ | X0 = k

�
= BFij +

X
k∈B

AFik Fkj :

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ Â = Ác ç ó÷Ýóç ( 2.12 ) ãßíåôáé

FÁcA = (I − AFÁcÁc)−1
ÁcFÁcA

üìùò áðü ôçí ðáñáôÞñçóç 2.2 éó÷ýåé üôé ÁFÁcÁc = ÑÁcÁc , åðéðëÝïí éó÷ýåé üôé ÁcFÁcÁ = ÑÁcÁ óõíåðþò

FÁcA = (I − ÑÁcÁc)−1 ÑÁcÁ = ÍÁc ÑÁcÁ : 2

ÐáñÜäåéãìá 2.4. (ÓõíÝ÷åéá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.3 )

¸óôù i ∈ A ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé

(FÁAc)i3 = P ["Ac = "{3}; "Ac <∞ | X0 = i]

= q3−i + (3− i)pq3−i +
(3− i)(4− i)

2
p2q3−i + · · ·

= q3−i
X
n≥3−i

�
n− 1
2− i

�
pn−(3−i) = 1

(FÁAc)ij = 0 ; ∀ j 6= 3

Óõíåðþò FAÁc =

266664 1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

377775 : 2
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Ôï èåþñçìá 2.2 ìáò ëÝåé ðùò íá õðïëïãßóïõìå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ð óõíáñôÞóåé ôçò óôÜóéìçò êáôá-

íïìÞò ðÁ óå Ýíá óýíïëï Á, õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S. Èá äïýìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï

ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí ðÁ.
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2.2 ËïãïêñéìÝíåò ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò

Ïñßæïõìå ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò ðïõ ïñéïèåôïýí äéáäï÷éêÝò åðéóêÝøåéò óôï óýíïëï Á ùò ôçí áêïëïõèßá

{�0; �1; �2; : : :}, üðïõ �n åßíáé ç n-ïóôÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ ç áëõóßäá âñßóêåôáé óå êÜðïéá áðü ôéò

êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ Á.

ÓõãêåêñéìÝíá

�0 = inf {i ≥ 0 : Xi ∈ A}

�n+1 = inf {i ≥ �n + 1 : Xi ∈ A}; n ≥ 0 :

Oñéóìüò 2.1. ¸óôù {Xn; n ∈ No} ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí

S, ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ êáé Ýóôù Á $ S. Ç Á-ëïãïêñéìÝíç äéáäéêáóßá ôçò Xn, ôçí ïðïßá

óõìâïëßæïõìå ìå {XÁ
n ; n ∈ No}, ïñßæåôáé ùò :

XÁ
n = X�n ; ãéá n ≥ 0

Ýôóé þóôå ç XA
n íá åêöñÜæåé ôçí êáôÜóôáóç ðïõ âñßóêåôáé ç ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá êáôÜ ôç n-ïóôÞ

åðßóêåøç óôï óýíïëï Á.

Èåþñçìá 2.4. ¸óôù {Xn; n ∈ No} ìéá áäéá÷þñéóôç, ïìïãåíÞò, èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ÌáñêïâéáíÞ

áëõóßäá ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí S, ìå ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ êáé óôÜóéìç êáôáíïìÞ ð. ¸óôù

Á $ S. Ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí S äéáìåñßæåôáé óôá äýï îÝíá óýíïëá Á êáé Ác. Ôüôå ç Á-ëïãïêñéìÝíç

äéáäéêáóßá {XÁ
n ; n ∈ No} åßíáé áäéá÷þñéóôç, ïìïãåíÞò, èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óôï

óýíïëï Á, ìå ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

P (A) = PAA + PAAc(I − PAcAc)−1PAcA

êáé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò åßíáé ç ðÁ êáíïíéêïðïéçìÝíç óôï Á, äçëáäÞ

ðÔÁ = ðÔÁÑ(Á) :

Áðüäåéîç

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äéáäï÷éêïß ÷ñüíïé {�n; n ≥ 0} åßíáé ÷ñüíïé äéáêïðÞò, åöüóïí ôï åíäå÷üìåíï {�n =

í}, üðïõ í ∈ No, êáèïñßæåôáé ðëÞñùò áðü ôçí éóôïñßá ôïõ óõóôÞìáôïò ìÝ÷ñé ôç óôéãìÞ í, êáé äåí

áðáéôåßôáé ðñüãíùóç ôïõ ìÝëëïíôïò. Áðü ôï óõìðÝñáóìá áõôü, óå óõíäõáóìü ìå ôçí éó÷õñÞ ÌáñêïâéáíÞ

éäéüôçôá, Ýðåôáé Üìåóá üôé ç Á-ëïãïêñéìÝíç äéáäéêáóßá {XÁ
n ; n ∈ No} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá.
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¸óôù i; j ∈ Á ôüôå

(P (A))ij = P [X�1 = j |X0 = i] = P
�
"A = "{j}; "A <∞ |X0 = i

�
= P

�
"A = "{j}; "A <∞; "A < "Ac | X0 = i

�
+P

�
"A = "{j}; "A <∞; "A ≥ "Ac | X0 = i

�
= AcFij + P

�
"A = "{j}; "A <∞; "A ≥ "Ac | X0 = i

�
= AcFij +

X
l∈Ac

P
�
"A = "{j}; "A <∞; "A > "Ac ; "Ac = "{l} | X0 = i

�
= AcFij +

X
l∈Ac

�
P
�
"Ac = "{l}; "Ac <∞; "Ac < "A | X0 = i

�
· P

�
"A = "{j}; "A <∞ | X0 = l

��
= AcFij +

X
l∈Ac

AFil Flj ;

äçëáäÞ, ç ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç j, êïéôþíôáò ìüíï ôï óýíïëï Á,

õðïëïãßæåôáé áí ëÜâïõìå õðüøç ìáò üôé åßôå ç áëõóßäá ìðïñåß íá ìåôáâåß áðåõèåßáò áðü ôçí i óôçí j,

åßôå ìðïñåß íá ìåôáâåß óå ïðïéáäÞðïôå êáôÜóôáóç åêôüò ôïõ Á êáé óôç óõíÝ÷åéá ç ðñþôç åßóïäïò óôï

óýíïëï áõôü íá ãßíåé óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï êáé óôçí êáôÜóôáóç j. Óå åðßðåäï ðéíÜêùí ç ôåëåõôáßá

ó÷Ýóç ãñÜöåôáé

P (A) = AcFÁÁ + AFÁÁc FAcA

Þ éóïäýíáìá

P (A) = PAA + PAAcFAcA :

Áðü ôï ËÞììá 2.2 , êáé óõãêåêñéìÝíá áðü ôçí ó÷Ýóç ( 2.13 ), Ý÷ïõìå üôé

FAcA = (I − PAcAc)−1 PAcA = NAc PAcA :

¸ðåôáé Üìåóá, ëïéðüí, üôé

P (A) = PAA + PAAc(I − PAcAc)−1ÑAcA :

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜëëçëá ôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç ìå ôï äéÜíõóìá ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ðÁ

ðñïêýðôåé üôé

ðTÁP (A) = ðTÁ
�
PAA + PAAc(I − PAcAc)−1ÑAcA

�
= ðTÁPAA + ðTÁPAAc(I − PAcAc)−1ÑAcA :
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Áðü ôçí ó÷Ýóç ( 2.8 ), ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2 , äçëáäÞ üôé ðÔÁc = ðÔÁ PAAc (É − PAcAc)−1

Ý÷ïõìå üôé

ðTÁP (A) = ðTÁPAA + ðTÁPAAc(I − PAcAc)−1ÑAcA = ðTÁPAA + ðTÁcÑAcA

êáé Üñá óõíäõÜæïíôáò ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç ìå ôçí ó÷Ýóç ( 2.6 ), ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2 ,

äçëáäÞ üôé ðTÁPAA + ðTÁcÑAcA = ðTÁ Ýðåôáé Üìåóá ôï æçôïýìåíï. 2

To ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß ùò åîÞò.

Èåþñçìá 2.5. Èåùñïýìå äõï îÝíá óýíïëá, Á êáé Â, õðïóýíïëá ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S. Ï ðßíáêáò

ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò Á-ëïãïêñéìÝíç ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

P (A) = BFAA + AFAB
P
í≥0(AFBB)í BFBA

= BFAA + AFAB(É −A FBB)−1
BFBA

= BFAA + AFAB ARBB BFBA

= BFAA + AFAB FBA :
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2.3 O áëãüñéèìïò GTÇ

Ç ðáñÜãñáöïò áõôÞ áíáöÝñåôáé óôçí åýñåóç ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò, áäéá÷þñéóôçò

ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ. ¸óôù üôé ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí åßíáé S = {0; 1; · · · ; N}.
Áñ÷éêÜ äéáìåñßæïõìå ôïí ÷þñï êáôáóôÜóåùí èåùñþíôáò ôï óýíïëï Á0 = {0} êáé ôï óõìðëçñùìáôéêü

ôïõ Ac0 = {1; 2; · · · ; N}, êáèþò êáé ôïí ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò óå ôÝóóåñá ìðëüê ðéíÜêùí

P = (pij)i;j∈S =

264 PA0A0 PA0Ac0

PAc0A0 PAc0Ac0

375 :

ÁíÜëïãá, ôï äéÜíõóìá ð ãñÜöåôáé óáí ðÔ =
�

ðTÁ0
ðTÁc0

�
.

Ôüôå áðü ôï èåþñçìá 2.2 êáé óõãêåêñéìÝíá áðü ôç ó÷Ýóç ( 2.5 ) Ýðåôáé üôé ðTÁ0
= ðTÁc0 Ac0RAc0A0 , üìùò

Ac0RAc0A0 = PAc0A0 (I − PA0A0)
−1 áðü ôç ó÷Ýóç ( 2.4 ) ôïõ èåùñÞìáôïò 2.1 , ïðüôå ôåëéêÜ Ý÷ïõìå üôé

ðT0 = ðTÁ0
= ðTÁc0PAc0A0 (I − PA0A0)

−1

óõíåðþò ôï äéÜíõóìá ðTÁ0
ðïõ áíáöÝñåôáé óôçí êáôÜóôáóç 0, åêöñÜæåôáé óõíáñôÞóåé ôïõ äéáíýóìáôïò

ðTÁc0 , ðïõ áíáöÝñåôáé óôéò êáôáóôÜóåéò {1; 2; · · · ; N}.

Áðü ôï èåþñçìá 2.4 Ýðåôáé üôé ôï äéÜíõóìá ðTÁc0 âñßóêåôáé ùò

ðTÁc0 = ðTÁc0Ñ(Ác0) ;

üðïõ Ñ(Ác0) = ÑÁc0Ác0+ÑÁc0Á0(É−ÑÁ0Á0)
−1ÑÁ0Ác0 åßíáé ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò ËïãïêñéìÝ-

íçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò åðß ôïõ óõíüëïõ {1; 2; · · · ; N} êáé áðïôåëåß áäéá÷þñéóôï óôï÷áóôéêü ðßíáêá.

Ìðïñïýìå óôç óõíÝ÷åéá íá äéáìåñßóïõìå ôï óýíïëï {1; 2; · · · ; N} óôá åðéìÝñïõò óýíïëá Á1 = {1} êáé

Ác1 = {2; · · · ; N} êáé åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá íá âñïýìå ìéá ó÷Ýóç ãéá ôï äéÜ-

íõóìá ðTÁ1
, ðïõ áíáöÝñåôáé óôçí êáôÜóôáóç 1, óõíáñôÞóåé ôïõ äéáíýóìáôïò ðTÁc1 , ðïõ áíáöÝñåôáé óôéò

êáôáóôÜóåéò {2; · · · ; N}, ê.ï.ê..

Ìéá éóïäýíáìç ôå÷íéêÞ ðñïêýðôåé ëýíïíôáò ôï óýóôçìá

ðÔ(Ñ − É) = 0 êáé

ðÔ1 = 1
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ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò ôïõ Gauss. O ðßíáêáò Ñ− É áíáëýåôáé óå ãéíüìåíï äýï ðéíÜêùí LU , üðïõ

ï ðßíáêáò U åßíáé áíôéóôñÝøéìïò Üíù ôñéãùíéêüò êáé ï L ôçò ìïñöÞò

L =

264 L∗ 0

ë 0

375 ;

êáé L∗ Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò êÜôù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò. Åöüóïí ï ðßíáêáò U åßíáé áíôéóôñÝøéìïò ôï

ðáñáðÜíù óýóôçìá ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ðÔL = 0

ðÔ1 = 1 :

Äéáìåñßæïõìå üðùò ðñßí ôïí ðßíáêá Ñ − É óå ôÝóóåñá ìðëüê ðéíÜêùí

P − É =

264 PA0A0 − 1 PA0Ac0

PAc0A0 PAc0Ac0 − É

375 ;

üðïõ Á0 = {0} êáé Ac0 = {1; 2; · · · ; N}. Ðáñáôçñïýìå üôé PA0A0 − 1 6= 0 åöüóïí ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá

åßíáé áäéá÷þñéóôç êáé Üñá ôï óôïé÷åßï áõôü ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò ðéëüôïò ãéá íá ìçäåíßóïõìå ôá

õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò ðñþôçò ãñáììÞò. ÌåôÜ áðü ðñÜîåéò ï ðßíáêáò ðïõ èá ðñïêýøåé èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ264 PA0A0 − 1 0

PAc0A0 P (Ac0)− É

375 ;

üðïõ ç ðñþôç óôÞëç ôïõ ðßíáêá èá åßíáé ßóç ìå ôçí ðñþôç óôÞëç ôïõ ðßíáêá L.

ÁíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò üôé ï ðßíáêáò P (Ac0) åßíáé áäéá÷þñéóôïò êáé Üñá ôï óôïé÷åßï (P (Ac0))11 èá

åßíáé äéÜöïñï ôçò ìïíÜäáò êáé óõíåðþò ìðïñåß íá áðïôåëÝóåé ðéëüôï ðñïêåéìÝíïõ ôçí åðáíÜëçøç ôçò

ðñïçãïýìåíçò äéáäéêáóßáò. Ïñßæïõìå ôá óýíïëá Á1 = {1} êáé Ác1 = {2; 3; · · · ; N} êáé áíáëýïõìå ôïí

ðßíáêá P (Ac0)− É óå ôÝóóåñá ìðëüê ðéíÜêùí. Ôüôå Ý÷ïõìå ôïí (3× 3) ìðëïê ðßíáêá266664 PA0A0 − 1 0 0

PA1A0 (P (Ac0))A1A1
− 1 (P (Ac0))A1Ac1

PAc1A0 (P (Ac0))Ac1A1
(P (Ac0))Ac1Ac1 − I

377775 :
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ÌåôÜ áðü ðñÜîåéò ï ðßíáêáò ðïõ èá ðñïêýøåé èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ266664 PA0A0 − 1 0 0

PA1A0 (P (Ac0))A1A1
− 1 0

PAc1A0 (P (Ac0))Ac1A1
P (Ac1)− I

377775 ;

üðïõ Ñ(Ác1) = (Ñ(Ác0))Ác1Ác1 + (Ñ(Ác0))Ác1Á1

�
É − (Ñ(Ác0))Á1Á1

�−1
(Ñ(Ác0))Á1Ác1

åßíáé ï ðßíáêáò ðéèáíï-

ôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò ËïãïêñéìÝíçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò åðß ôïõ óõíüëïõ {2; 3; · · · ; N} êáé áðïôåëåß

áäéá÷þñéóôï óôï÷áóôéêü ðßíáêá.

ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêÜóßá óôï i+1-ïóôü âÞìá èá ðñïêýøåé Ýíáò ðßíáêáò ôçò ìïñöÞò26666666666666664
PA0A0 − 1 0 0 · · · 0 0

PA1A0 (P (Ac0))A1A1
− 1 0 · · · 0 0

PA2A0 (P (Ac0))A2A1
(P (Ac1))A2A2

− 1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

PAiA0 (P (Ac0))AiA1
(P (Ac1))AiA2

· · ·
�
P (Aci−1)

�
AiAi

− 1 0

PAciA0 (P (Ac0))AciA1
(P (Ac1))AciA2

· · ·
�
P (Aci−1)

�
AciAi

P (Aci )− I

37777777777777775 ;

üðïõ Ñ(Áci ) =
�
Ñ(Áci−1)

�
ÁciÁ

c
i
+
�
Ñ(Áci−1)

�
ÁciÁi

�
É −

�
Ñ(Áci−1)

�
ÁiÁi

�−1 �
Ñ(Áci−1)

�
ÁiÁci

åßíáé ï ðßíáêáò

ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò ËïãïêñéìÝíçò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò åðß ôïõ óõíüëïõ {i+1; i+2; · · · ; N}
êáé áðïôåëåß áäéá÷þñéóôï óôï÷áóôéêü ðßíáêá. Ïé i + 1 ðñþôåò óôÞëåò ôïõ ðßíáêá èá åßíáé ßóåò ìå ôéò

i+ 1 ðñþôåò óôÞëåò ôïõ ðßíáêá L = (`ij)i;j∈{0;1;··· ;N} .

ÈÝôïõìå

`i0 = PAiA0 − äi0 ; 0 ≤ i ≤ N;

`ij =
�
P (Acj−1)

�
AiAj

− äij ; 1 ≤ j < N; j ≤ i ≤ N;

`ij = 0 ; 1 ≤ j ≤ N; 0 ≤ i < j; i = j = N;
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üðïõ

äij =

8<: 1 ; üôáí i = j

0 ; üôáí i 6= j:

Ôï óýóôçìá ðÔL = 0 éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

ðÍ−1 = −ðÍ
`N;N−1

`N−1;N−1

ðÍ−2 = −ðÍ−1
`N−1;N−2

`N−2;N−2
− ðÍ

`N;N−2

`N−2;N−2

ðÍ−3 = −ðN−2
`N−2;N−3

`N−3;N−3
− ðÍ−1

`N−1;N−3

`N−3;N−3
− ðÍ

`N;N−3

`N−3;N−3

...

ði = −
NX

j=i+1

ðj
`ji
`ii

; 0 ≤ i ≤ N − 1:

Ôï ìüíï ðïõ õðïëåßðåôáé åßíáé ç åõñåóç ôçò áêñéâïýò ìïñöÞò ôùí óôïé÷åßùí

`ij =
�
P (Acj−1)

�
AiAj

− äij ; 1 ≤ j < N ; j ≤ i ≤ N :

Áðü ôçí ó÷Ýóç Ñ(Ác0) = ÑÁc0Ác0 + ÑÁc0Á0(1− ÑÁ0Á0)
−1ÑÁ0Ác0 åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß üôé

(P (Ac0))ij = p(0)
ij = pij +

1
1− p00

pi0p0j ; i; j ∈ Ác0 :

Áðü ôçí ó÷Ýóç Ñ(Ác1) = (Ñ(Ác0))Ác1Ác1 + (Ñ(Ác0))Ác1Á1

�
1− (Ñ(Ác0))Á1Á1

�−1
(Ñ(Ác0))Á1Ác1

åßíáé åýêïëï

íá äåé÷èåß üôé

(P (Ac1))ij = p(1)
ij = p(0)

ij +
1

1− p11

p(0)
i1
p(0)

1j
; i; j ∈ Ác1 :

ÅðáãùãéêÜ áðïäåéêíýåôáé üôé

(P (Acn))ij = p(n)
ij = p(n−1)

ij +
1

1− pnn
p(n−1)
in

p(n−1)
nj

; 1 ≤ n < N − 1; i; j ∈ Ácn :
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Áëãüñéèìïò GTH

1o âÞìá : Õðïëïãéóìüò ôùí 1− pii =
P
j 6=i

pij ; 0 ≤ i ≤ N :

2o âÞìá : Õðïëïãéóìüò ôùí p(n)
ij =

8>>><>>>: p(n−1)
ij + 1

1−pnn p
(n−1)
in

p(n−1)
nj

; 1 ≤ n < N − 1, i; j ∈ Acn

pij + 1
1−p00 pi0p0j ; 0 ≤ i ≤ N ; n = 0, i; j ∈ Ac0

3o âÞìá : ÈÝôïõìå `ij =

8>>><>>>: pi0 − äi0 ; j = 0; 0 ≤ i ≤ N

p(j−1)
ij − äij ; 1 ≤ j < N ; j ≤ i ≤ N

0 ; 1 ≤ j ≤ N; 0 ≤ i < j; i = j = N

4o âÞìá : ÈÝôïõìå ðÍ = 1 :

5o âÞìá : Õðïëïãéóìüò ôùí ði = −
NP

j=i+1
ðj

`ji
`ii ; i = N − 1; N − 2; · · · ; 1; 0 :

6o âÞìá : Êáíïíéêïðïéïýìå ôá ði ; 0 ≤ i ≤ N :
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ÐáñÜäåéãìá 2.5. (ÓõíÝ÷åéá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.4 )

?>=<89:;0p
(( q

** ?>=<89:;1

p
 q

** ?>=<89:;2

p
 q

** ?>=<89:;3

p
 q

** ?>=<89:;4

p
 q

** ?>=<89:;5

p
 q

** ?>=<89:;6 p
hh

q

ii

Ðáñáôçñïýìå üôé

pj;j = p ; 0 ≤ j ≤ N

pj−1;j = q ; 1 ≤ j ≤ N

p60 = q :

Èá õðïëïãßóïõìå ôéò ðïóüôçôåò p(n)
ij = p(n−1)

ij + 1
1−pnn p

(n−1)
in

p(n−1)
nj

; 1 ≤ n ≤ N − 2; n ≤ i; j ≤ N :

Ðáñáôçñïýìå üôé

p(0)
ij = pij +

1
1− p00

pi0p0j =

8<: pij ; i 6= 6; j 6= 1; 1 ≤ i; j ≤ 6

q ; i = 6; j = 1
:

p(1)
ij = p(0)

ij +
1

1− p11

p(0)
i1
p(0)

1j
=

8<: pij ; i 6= 6; j 6= 2; 2 ≤ i; j ≤ 6

q ; i = 6; j = 2
:

...

p(4)
ij = p(3)

ij +
1

1− p44

p(3)
i4
p(3)

4j
=

8<: pij ; i 6= 6; j 6= 5; 5 ≤ i; j ≤ 6

q ; i = 6; j = 5
:

ÈÝôïõìå

`ij =

8>>><>>>: pi0 − äi0 ; j = 0; 0 ≤ i ≤ 6

p(j−1)
ij − äij ; 1 ≤ j < 6 ; j ≤ i ≤ 6

0 ; 1 ≤ j ≤ 6; 0 ≤ i < j; i = j = 6

Þ éóïäýíáìá

L =

2666666666666664
p− 1 0 0 0 0 0 0

0 p− 1 0 0 0 0 0

0 0 p− 1 0 0 0 0

0 0 0 p− 1 0 0 0

0 0 0 0 p− 1 0 0

0 0 0 0 0 p− 1 0
q q q q q q 0

3777777777777775
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Åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß üôé ði = ði+1 ãéá êÜèå 0 ≤ i < 6. ÈÝôïõìå ð6 = 1 êáé Üñá ði = 1 ãéá êÜèå

0 ≤ i ≤ 6. Áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò ðñïöáíþò Ýðåôáé üôé ði = 1
7 ãéá êÜèå 0 ≤ i ≤ 6.
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ÊåöÜëáéï 3

Ïìïãåíåßò áëõóßäåò ôýðïõ QBD

Èá áíáëýóïõìå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ìéáò åñãïäéêÞò áëõóßäáò ôýðïõ QBD êáé èá áðïäåßîïõìå, ÷ñç-

óéìïðïéþíôáò ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ åîÞ÷èåéóáí óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, üôé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ

åßíáé ðéíáêïãåùìåôñéêÞ, ãéá ôçí áêñßâåéá èá äåßîïõìå üôé åßíáé ôçò ìïñöÞò ðTn = ðTn−1R, üðïõ ðn−1 êáé

ðn åßíáé ôá äéáíýóìáôá ôùí óôÜóéìùí êáôáíïìþí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá åðßðåäá n êáé n−1, áíôßóôïé÷á,

êáé R åßíáé ï ðßíáêáò taboo ôùí ìÝóùí áñéèìþí åðéóêÝøåùí óôéò äéÜöïñåò êáôáóôÜóåéò åíüò åðéðÝäïõ,

îåêéíþíôáò áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ áìÝóùò ÷áìçëüôåñïõ åðéðÝäïõ ìÝ÷ñé ôçí åðéóôñïöÞ óå áõôü.

¸óôù {Xn; n ≥ 0} ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ìå äéäéÜóôáôï ÷þñï êáôáóôÜóåùí

S = {(n; i) : n ≥ 0; 1 ≤ i ≤ m} ôïí ïðïßï èá äéáìåñßóïõìå ùò S =
S
n≥0

`(n), üðïõ `(n) =

{(n; 1); (n; 2); :::; (n;m)}; n ≥ 0. H ðñþôç óõíôåôáãìÝíç n èá áíáöÝñåôáé ùò åðßðåäï, åíþ ç äåýôåñç

óõíôåôáãìÝíç j èá áíáöÝñåôáé ùò öÜóç ôçò êáôÜóôáóçò (n; j). Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò èá êáëïýìå ôï

óýíïëï `(n) ùò åðßðåäï. Ôï ðëÞèïò m ôùí öÜóåùí êÜèå åðéðÝäïõ ìðïñåß íá åßíáé åßôå ðåðåñáóìÝíï, åßôå

Üðåéñï.

Ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá êáëåßôáé ôýðïõ QBD üôáí åßíáé äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò ìüíï áðü Ýíá åðßðåäï óôá

ãåéôïíéêÜ ôïõ Þ ìÝóá óôï ßäéï åðßðåäï, äçëáäÞ áðü ìéá êáôÜóôáóç (n; j) ìåôáâÜóåéò åßíáé äõíáôÝò óôéò

êáôáóôÜóåéò (n; j′), (n+ 1; j′) Þ (n− 1; j′), óôçí ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç èá ðñÝðåé ðñïöáíþò n ≥ 1.

Ðåñéïñéæüìáóôå óôç ìåëÝôç ( ÷ùñéêÜ ) ïìïãåíþí QBD, äçëáäÞ õðïèÝôïõìå üôé ïé ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò

åßíáé áíåîÜñôçôåò ôïõ åðéðÝäïõ. Ãéá ôçí áêñßâåéá, Ýóôù äýï åðßðåäá n êáé n′ ìåãáëýôåñá Þ ßóá ôïõ 1.

Ôüôå ç ðéèáíüôçôá P [X1 = (n′; j′) | X0 = (n; j)] åîáñôÜôáé áðü ôá i, j êáé n′ − n, áëëÜ ü÷é áðü ôéò

óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôùí n′ êáé n. Óõíåðþò ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò èá áðïôåëåßôáé áðü ìðëïê
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ðéíÜêùí óå ôñéäéáãþíéá ìïñöÞ êáé èá åßíáé

Ñ =

2666666666664
B A0 0 0 · · ·
A2 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 ;

üðïõ ïé ðßíáêåò A0, A1, A2 êáé Â èá åßíáé ôåôñáãùíéêïß (m×m).

Óå üôé áêïëïõèåß õðïèÝôïõìå üôé ç äéáäéêáóßá åßíáé áäéá÷þñéóôç êáé Üñá áíÜ äõï üëåò ïé êáôáóôÜóåéò

åðéêïéíùíïýí.

3.1 Ïñéóìïß êáé óôÜóéìç êáôáíïìÞ QBD áëõóßäùí

Èá õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ üôé ç äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD åßíáé áðåñéïäéêÞ êáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ. ¸óôù

ð ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò äéáäéêáóßáò, ðïõ ðñïêýðôåé ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ðT = ðTÑ,

ðT1 = 1.

Äéáìåñßæïõìå ôï äéÜíõóìá ðT , ùò ðñüò ôá äéÜöïñá åðßðåäá, óôá äéáíýóìáôá ðTn ; n ≥ 0, üðïõ ôï êÜèå

äéÜíõóìá ðTn Ý÷åé m óõíôåôáãìÝíåò. Óõíåðþò ôï óýóôçìá ðT = ðTÑ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

ðT0 (B − I) + ðT1A2 = 0

ðTn−1A0 + ðTn (A1 − I) + ðTn+1A2 = 0 ; n ≥ 1

åíþ ç åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò ðT1 = 1 ãñÜöåôáé ùòX
n≥0

ðTn1 = 1 :

Èåþñçìá 3.1. ¸óôù ìéá èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò ìç áñíçôéêüò

ðßíáêáò Í ôåôñáãùíéêüò (m×m) ôÝôïéïò þóôå

ðTn+1 = ðTnA0N; n ≥ 0:

Ôï óôïé÷åßï Íij ôïõ ðßíáêá Í , üðïõ 1 ≤ i; j ≤ m, áðåéêïíßæåé ôïí áíáìåíüìåíï áñéèìü åðéóêÝøåùí

óôçí êáôÜóôáóç (n; j), îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç (n; i), ðñßí ç áëõóßäá åðéóêåöôåß ãéá ðñþôç öïñÜ
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êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ åðéðÝäïõ `(n− 1) êáé åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôï n ≥ 1.

Åðßóçò éó÷ýåé

ðTn = ðT0R
n n ≥ 0 (3.1)

üðïõ R = A0N êáé ôï óôïé÷åßï Rij ôïõ ðßíáêá R, üðïõ 1 ≤ i; j ≤ m, åßíáé ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò

åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç (n+ 1; j), ðñßí ç áëõóßäá åðéóêåöôåß ãéá ðñþôç öïñÜ êÜðïéá áðü ôéò êá-

ôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ `(0) ∪ · · · ∪ `(n), äåäïìÝíïõ üôé îåêéíÜåé áðü ôçí êáôÜóôáóç (n; i).

Áðüäåéîç

Ãéá óôáèåñü áëëÜ áõèáßñåôï n äéáìåñßæïõìå ôïí ÷þñï êáôáóôÜóåùí óå äýï óýíïëá, Ýóôù S = A ∪ Ac,
üðïõ A = `(0) ∪ · · · ∪ `(n) êáé Ac = `(n + 1) ∪ `(n + 2) ∪ · · · . Ðáñáôçñïýìå, áêïëïõèþíôáò ôïí

óõìâïëéóìü ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ, üôé

ÑAcAc =

2666666666664
A1 A0 0 0 · · ·
A2 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 êáé ÑAAc =

266666664 0 0 0 0 · · ·
...

...
...

... · · ·
0 0 0 0 · · ·
Á0 0 0 0 · · ·

377777775 :
Áðü ôï èåþñçìá 2.2 Ý÷ïõìå üôé ðTAc = ðTA ARAAc . Óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá 2.3 , áðü ôï ïðïßï

Ý÷ïõìå üôé ARAAc = FAAc ARAcAc = PAAcÍAc = PAAc
P
n≥0

(PAcAc)n = PAAc(I −PAcAc)−1, Ýðåôáé üôé

ðTAc = ðTAPAAc(I − PAcAc)−1

éóïäýíáìá óå áíáëõôéêÞ ìïñöÞ Ý÷ïõìå üôé

(ðTn+1; ðTn+2; : : :) = (ðT0 ; : : : ; ðTn )PAAc(I − PAcAc)−1

üðïõ ç óåéñÜ
P
n≥0

(PAcAc)n = (I − PAcAc)−1 = ÍAc óõãêëßíåé, åöüóïí Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé ç áëõóßäá

ôýðïõ QBD åßíáé áäéá÷þñéóôç.

ÓðÜæïíôáò ôïí ðßíáêá NAc = (É −PAcAc)−1 óå ìðëïê ðéíÜêùí ôçò ìïñöÞò {Nkk′ : k; k′ ≥ 1}, äçëáäÞ

ÍAc =

266664 N11 N12 · · ·
N21 N22 · · ·

...
... . . .

377775 ;
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üðïõ {Nkk′} åßíáé ï ðßíáêáò ôïõ áíáìåíüìåíïõ ðëÞèïõò åðéóêÝøåùí óôéò äéÜöïñåò êáôáóôÜóåéò ôïõ

åðéðÝäïõ `(n + k′), îåêéíþíôáò áðü ôï åðßðåäï `(n + k), ðñéí ç áëõóßäá ìåôáâåß óå êáôáóôÜóåéò ôïõ

óõíüëïõ A = `(0) ∪ · · · `(n).

Óõíåðþò

PAAc(É − PAcAc)−1 = PAAcNAc =

266666664 0 0 0 · · ·
...

...
... · · ·

0 0 0 · · ·
A0 0 0 · · ·

377777775
266664 N11 N12 · · ·
N21 N22 · · ·

...
... . . .

377775
=

266666664 0 0 0 · · ·
...

...
... · · ·

0 0 0 · · ·
A0N11 A0N12 A0N13 · · ·

377777775
êáé

(ðTn+1; ðTn+2; · · · ) = (ðT0 ; · · · ; ðTn )

266666664 0 0 0 · · ·
...

...
... · · ·

0 0 0 · · ·
A0N11 A0N12 A0N13 · · ·

377777775
(ðTn+1; ðTn+2; · · · ) = (ðTnA0N11; ðTnA0N12; · · · )

ÓõãêåêñéìÝíá, Ý÷ïõìå ðTn+1 = ðTnA0N11 = ðTnA0N , üðïõ ïñßæïõìå Í = N11.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç äïìÞ ôïõ ðßíáêá PAcAc åßíáé áíåîÜñôçôç ôçò ôéìÞò ôïõ n, ðïõ êáèïñßæåé ôïí äéáìåñé-

óìü ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí S = A∪Ac, êáé áõôü ïöåßëåôáé óôçí ïìïéïãÝíåéá ôçò áëõóßäáò. Óõíåðþò,

ï ðßíáêáò Í = N11 èá åßíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ n, êáé èá åêöñÜæåé ôï áíáìåíüìåíï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí

óôéò äéÜöïñåò êáôáóôÜóåéò ôïõ åðéðÝäïõ `(n + 1), îåêéíþíôáò áðü ôï åðßðåäï `(n + 1), ðñéí ç áëõóßäá

ìåôáâåß óå êáôáóôÜóåéò ôïõ óõíüëïõ A = `(0) ∪ · · · `(n), ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ n ≥ 0. ÅðéðëÝïí

ðáñáôçñïýìå üôé ç äïìÞ ôïõ ðßíáêá PAAc ðáñáìÝíåé ç ßäéá áíåîÜñôçôá ôçò ôéìÞò ôïõ n. Êáé Üñá ç

ó÷Ýóç ðTn+1 = ðTnA0N éó÷ýåé ãéá üëá ôá åðßðåäá n ≥ 0. Ïñßæïíôáò R = A0N Ýðåôáé åðáãùãéêÜ üôé

ðTn = ðTn−1R = ðT0Rn; ∀n ≥ 0. Ï ðßíáêáò A0N = R ðåñéÝ÷åé ôï áíáìåíüìåíï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôï

åðßðåäï `(n+ 1), îåêéíþíôáò áðü ôï åðßðåäï `(n) êáé áðïöåýãïíôáò ôï óýíïëï
S

0≤k≤n
`(k). 2
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ËÞììá 3.1. Áí ç áëõóßäá ôýðïõ QBD åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ êáé ï áñéèìüò ôùí öÜóåùí m åßíáé

ðåðåñáóìÝíïò ôüôå ç áêôßíá óýãêëéóçò (spectral radius) sp(R) èá åßíáé ãíçóßùò ìéêñüôåñç ôçò 1.

ÐñïêåéìÝíïõ ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò õðïëåßðåôáé ç åýñåóç ôïõ äéáíýóìáôïò

ð0. Áðü ôçí ó÷Ýóç ðÔÑ = ðÔ Ýðåôáé Üìåóá üôé ôï äéÜíõóìá ð0 éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

ðÔ0 Â + ðÔ1 Á2 = ðÔ0 :

¼ìùò áðü ôï èåþñçìá 3.1 Ýðåôáé üôé ðÔ1 = ðÔ0 R êáé Üñá ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãßíåôáé

ðÔ0 Â + ðÔ0 RÁ2 = ðÔ0 :

H ðáñáðÜíù åîßóùóç óå óõíäõáóìü ìå ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò

ðÔ1 = 1 ⇒
X
n≥0

ðTn1 = 1 ⇒
X
n≥0

ðT0R
n1 = 1 ⇒ ðT0

X
n≥0

Rn1 = 1

⇒ ðT0 (I −R)−11 = 1

ìáò ðñïóäéïñßæåé ôï äéÜíõóìá ð0. ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôï åðüìåíï.

Èåþñçìá 3.2. To äéÜíõóìá ð0 âñßóêåôáé ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò

ðÔ0 Â + ðÔ0 RÁ2 = ðÔ0 (3.2)

ðT0 (I −R)−11 = 1 : (3.3)

Ç ðéíáêï-ãåùìåôñéêÞ éäéüôçôá

ðTn = ðT0R
n ; n ≥ 0 (ó÷Ýóç (3.1))

ïäçãåß óå éäéáéôÝñùò áðëïõóôåõìÝíåò åêöñÜóåéò ãéá ðëÞèïò ïñéáêþí êáôáíïìþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï

äéÜíõóìá ö =
P
n≥0

ðTn = ðT0 (I − R)−1 åßíáé ç ðåñéèþñéá óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ùò ðñïò ôéò äéÜöïñåò

öÜóåéò. Ç ðåñéèþñéá óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò {pn; n ≥ 0} ôùí äéáöüñùí åðéðÝäùí äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

pn = ðTn1 = ðT0R
n1 ; ãéá n ≥ 0;

êáé áêïëïõèåß PH êáôáíïìÞ üðùò áðïäåéêíýåôáé óôç óõíÝ÷åéá.

ËÞììá 3.2. Ç ðåñéèþñéá óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò {pn; n ≥ 0} ùò ðñïò ôá äéÜöïñá åðßðåäá áêïëïõèåß

PH êáôáíïìÞ ìå áíáðáñÜóôáóç (î; V ) ìå m öÜóåéò, î = ðT0R(I − R)−1 êáé V = Ä−1RTÄ, üðïõ Ä

åßíáé Ýíáò äéáãþíéïò ðßíáêáò ìå óôïé÷åßá Äii = îi êáé RT åßíáé ï áíÜóôñïöïò ðßíáêáò ôïõ R.
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Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ìéá ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ åðß ôùí êáôáóôÜóåùí {0; 1; · · · ; m} ìå áñ÷éêü

äéÜíõóìá ðéèáíïôÞôùí (1− î1; î) êáé ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

P =

264 1 0

1− V 1 V

375 :

Èá ðñÝðåé 0 ≤ îi ≤ 1 êáé 0 ≤ (1 − î1)i ≤ 1 ãéá i ∈ {1; · · · ; m}. Åðßóçò èá ðñÝðåé 0 ≤ Vij ≤ 1 êáé

0 ≤ (1 − V 1)i ≤ 1 ãéá i; j ∈ {1; · · · ; m}. Ôüôå ï ÷ñüíïò áðïññüöçóçò, Ýóôù × , óôçí êáôÜóôáóç 0

áêïëïõèåß ÑÇ êáôáíïìÞ ìå áíáðáñÜóôáóç (î; V ). Èá éó÷ýïõí, ôüôå, ôá åîÞò

p0 = P [X = 0] = 1− î1

êáé

pn = P [X = n] = îV n−1(1− V 1) :

Ôï äéÜíõóìá î éóïäýíáìá ìðïñåß íá ãñáöôåß þò î = ðT0R
P
n≥0

Rn êáé óõíåðþò ôá óôïé÷åßá ôïõ èá åßíáé

áõóôçñþò èåôéêÜ. ÅðéðëÝïí

î1 = ðT0R(I −R)−11

= ðT0 (I − I +R)(I −R)−11

=
�
ðT0 (I −R)−1 − ðT0

�
1

= (ðT0
X
n≥0

Rn − ðT0 )1

= (
X
n≥0

ðT0R
n − ðT0 )1

= (
X
n≥0

ðTn − ðT0 )1

=
X
n≥0

ðTn1− ðT0 1

= 1− ðT0 1 < 1 :

Óõíåðþò ôï äéÜíõóìá î éêáíïðïéåß ôéò õðïèÝóåéò ôïõ áñ÷éêïý äéáíýóìáôïò óå ìéá PH áíáðáñÜóôáóç.
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ÅðéðëÝïí ï ðßíáêáò V , áðü ôïí ïñéóìü ôïõ, åßíáé Ýíáò ìç áñíçôéêüò ðßíáêáò êáé

1− V 1 = 1−Ä−1RTÄ1

= (É −Ä−1RTÄ)1

= (Ä−1Ä−Ä−1RTÄ)1

= Ä−1(É −RT )Ä1

= Ä−1(É −RT )îÔ

= Ä−1(É −RT )(ðT0R(I −R)−1)Ô

= Ä−1(É −R)T (ðT0R(I −R)−1)Ô

= Ä−1RTð0 > 0 :

Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé pn = îV n−1(1−V 1) êáé ç áðüäåéîç èá Ý÷åé ïëïêëçñùèåß. Áðü ôïí ïñéóìü

ôïõ ðßíáêá V = Ä−1RTÄ Ýðåôáé Üìåóá üôé RT = ÄVÄ−1. ÅðéðëÝïí

pn = ðT0Rn1

= e(RT )nð0

= e(ÄVÄ−1)nð0

= eÄV nÄ−1ð0

= îV n−1(V Ä−1)ð0

= îV n−1(Ä−1RT )ð0

= îV n−1(1− V 1) ;

üðïõ ìå e óõìâïëßóáìå ôï äéÜíõóìá (1; 1; · · · ; 1). 2

Óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1 äåßîáìå üôé (ðTn+1; ðTn+2; · · · ) = (ðTnA0N11; ðTnA0N12; · · · ) Þ

éóïäýíáìá üôé ðTn+k = ðTnA0N1k . ¼ìùò áðü ôçí ó÷Ýóç ( 3.1 ) ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1 Ýðåôáé üôé

ðTn+k = ðT0R
n+k = ðT0R

nRk = ðTnR
k

üðïõ R = A0N = A0N11. Ïé äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò õðïäçëþíïõí üôé õðÜñ÷åé ìéá ó÷Ýóç ìåôáîÞ ôùí ðéíÜ-

êùí Í1k, k > 1, êáé ôïõ Í11. H áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù éó÷õñéóìïý èá äïèåß óôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Èåþñçìá 3.3. Ïé ðßíáêåò N1k; k ≥ 1 éêáíïðïéïýí ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç

Í1k+1 = N11A0N1k ; ãéá k ≥ 1:
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Óõíåðþò

Í1k = N11(A0N11)k−1 = N11Rk−1 ; ãéá k ≥ 1:

Áðüäåéîç

¸óôù óôáèåñü áëëÜ áõèáßñåôï n ≥ 0 êáé Ýóôù üôé ç áëõóßäá îåêéíÜåé óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò

ôïõ åðéðÝäïõ `(n + 1). Ïñßæïõìå Ôc = `(n + 1) ∪ `(n + 2) ∪ · · · êáé Ác = `(n + 2) ∪ `(n + 3) ∪ · · · .
Óýìöùíá ìå ôïõò ïñéóìïýò ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ èá éó÷ýåé üôé

(Í1k+1)ij =
X
í≥0

P [Xí = (n+ 1 + k; j); Xê ∈ Ôc ∀ê ∈ {0; 1; :::; í} | X0 = (n+ 1; i) ] :

Äåóìåýïíôáò óôçí ôåëåõôáßá öïñÜ ðïõ åðéóêÝöôçêå ôï åðßðåäï `(n+ 1) Ýðåôáé üôé

(Í1k+1)ij =
P
í≥0

íP
l=0

mP
s=1

P [Xl = (n+ 1; s); Xê ∈ Ôc ∀ê ∈ {0; 1; :::; l} | X0 = (n+ 1; i) ] ·

·P [Xí = (n+ 1 + k; j); Xê ∈ Ác ∀ê ∈ {l + 1; :::; í} | Xl = (n+ 1; s) ]

=
mP
s=1

P
l≥0

P [Xl = (n+ 1; s); Xê ∈ Ôc ∀ê ∈ {0; 1; :::; l} | X0 = (n+ 1; i) ] ·

· P
í≥l

P [Xí = (n+ 1 + k; j); Xê ∈ Ác ∀ê ∈ {l + 1; :::; í} | Xl = (n+ 1; s) ]

=
mP
s=1

(N11)is
P
í≥l

P [Xí = (n+ 1 + k; j); Xê ∈ Ác ∀ê ∈ {l + 1; :::; í} | Xl = (n+ 1; s) ] :

¼ìùò éó÷ýåé üôéX
í≥l

P [Xí = (n+ 1 + k; j); Xê ∈ Ác ∀ê ∈ {l + 1; :::; í} | Xl = (n+ 1; s) ] =

=
X
í≥l

mX
b=1

P [Xl+1 = (n+ 2; b) | Xl = (n+ 1; s)] ·

·P [Xí = (n+ 1 + k; j); Xê ∈ Ác ∀ê ∈ {l + 1; :::; í} | Xl+1 = (n+ 2; b) ]

=
mX
b=1

(Á0)sb(N1k)bj = (Á0N1k)sj :

Óõíåðþò

(Í1k+1)ij =
mX
s=1

(N11)is(Á0N1k)sj : 2

ÐáñáôÞñçóç 3.1. Óôï èåþñçìá 3.1 äþóáìå ìéá åñìçíåßá ôïõ ðßíáêá R. Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå

n ≥ 0, k ≥ 1, 1 ≤ i; j ≤ m ôï óôïé÷åßï (Rk)ij, ôïõ ðßíáêá Rk, åêöñÜæåé ôï áíáìåíüìåíï ðëÞèïò

åðéóêÝøåùí óôçí êáôÜóôáóç (n + k; j) îåêéíþíôáò áðï ôçí (n; i), ìÝ÷ñé ôçí åðéóôñïöÞ óôï åðßðåäï

`(n).
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Èåþñçìá 3.4. ¸óôù ìéá èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD ìå ðßíáêá ðéèáíï-

ôÞôùí ìåôÜâáóçò

Ñ =

2666666666664
B00 Â01 0 0 · · ·
Â10 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 ;

üðïõ ïé ðßíáêåò A0, A1, A2 èá åßíáé ôåôñáãùíéêïß (m ×m) êáé ï ðßíáêáò Â00 èá åßíáé ôåôñáãùíéêüò

(í × í).

Ôüôå ðñïêýðôåé üôé

ðÔn = ðÔ1 R
n−1; n ≥ 1 : (3.4)

Ôá äéáíýóìáôá ð0 êáé ð1 èá âñåèïýí ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí�
ðÔ0 ðÔ1

�264 B00 B01

B10 A1 +RA2

375 =
�

ðÔ0 ðÔ1
�

(3.5)

ðÔ0 1 + ðÔ1 (I −R)−11 = 1 : (3.6)

Áðüäåéîç

Äéáìåñßæïõìå ôïí ÷þñï êáôáóôÜóåùí óôá óýíïëá `(0), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï åðßðåäï 0, êáé óôï óý-

íïëï Á =
S
n≥1

`(n), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôá õðüëïéðá åðßðåäá. Èåùñïýìå ôçí Á-ëïãïêñéìÝíç ÌáñêïâéáíÞ

äéáäéêáóßá ãéá ôçí ïðïßá áðü ôï èåþñçìá 2.4 Ýðåôáé üôé

P (A) = PAA + PAAc(I − PAcAc)−1PAcA ;

êáé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò åßíáé êáíïíéêïðïéçìÝíç óôï Á, äçëáäÞ

ðÔÁ = ðÔÁÑ(Á) :

Ðáñáôçñïýìå üôé
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ÑÁÁ =

2666666666664
A1 A0 0 · · ·
A2 A1 A0 · · ·
0 A2 A1 · · ·
0 0 A2 · · ·
...

...
... . . .

3777777777775 ; ÑAAc =

266666664 Â10

0
...

0

377777775 ; PAcA =
�
Â01 0 · · · 0

�
êáé PAcAc = Â00

êáé Üñá èá éó÷ýåé üôé

PAAc(I − PAcAc)−1PAcA =

266666664 Â10

0
...

0

377777775 (É − Â00)−1
�
Â01 0 · · · 0

�
=

266666664 Â10(É − Â00)−1

0
...

0

377777775 � Â01 0 · · · 0
�

=

266664 Â10(É − Â00)−1Â01 0 · · ·
0 0 · · ·
...

... . . .

377775 :

ÔåëéêÜ

P (A) = PAA + PAAc(I − PAcAc)−1PAcA =

266666664 A1 + Â10(É − Â00)−1Â01 A0 0 · · ·
A2 A1 A0 · · ·
0 A2 A1 · · ·
...

...
... . . .

377777775 :

Óõíåðþò ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ôçò Á-ëïãïêñéìÝíçò ÌáñêïâéáíÞò äéáäéêáóßáò åßíáé ôýðïõ

QBD ôçò ìïñöÞò
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Ñ =

2666666666664
B A0 0 0 · · ·
A2 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 ; üðïõ Â = A1 + Â10(É − Â00)−1Â01 :

¢ñá áðü ôï èåþñçìá 3.1 Ýðåôáé üôé ðTn = ðT1Rn−1 ; n ≥ 1.

ÐñïêåéìÝíïõ ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò õðïëåßðåôáé ç åýñåóç ôùí äéáíýóìáôùí

ð0 êáé ð1. Áðü ôçí ó÷Ýóç ðÔÑ = ðÔ Ýðåôáé Üìåóá üôé

ðÔ0 Â00 + ðÔ1 B10 = ðÔ0

ðÔ0 Â01 + ðÔ1 A1 + ðÔ2 A2 = ðÔ1

¼ìùò Ý÷ïõìå äåßîåé üôé ðÔ2 = ðÔ1 R êáé Üñá ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ãßíïíôáé

ðÔ0 Â00 + ðÔ1 B10 = ðÔ0

ðÔ0 Â01 + ðÔ1 (A1 +RA2) = ðÔ1

Ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò óå óõíäõáóìü ìå ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò

ðÔ1 = 1 ⇒
X
n≥0

ðTn1 = 1 ⇒ ðT0 1 +
X
n≥1

ðTn1 = 1 ⇒ ðT0 1 +
X
n≥1

ðT1R
n−11 = 1

⇒ ðT0 1 + ðT1 (I −R)−11 = 1

ðñïóäéïñßæïõí ðëÞñùò ôá äéáíýóìáôá ð0 êáé ð1. 2

69



3.2 Ïé âáóéêïß ðßíáêåò G, U êáé R

Ðáñüôé Ý÷ïõìå êáôáëÞîåé óôï óçìáíôéêü èåùñçôéêü áðïôÝëåóìá üôé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ åßíáé ðéíáêï-

ãåùìåôñéêÞò ìïñöÞò, áðü õðïëïãéóôéêÞò óêïðéÜò äåí åßíáé áêüìç åöéêôÞ ç åýñåóç ôçò óôÜóéìçò êáôá-

íïìÞò ð. ÌÝ÷ñé áõôïý ôïõ óçìåßïõ ç åýñåóç ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò áíÜãåôáé óôïí õðïëïãéóìü åíüò

ðßíáêá Í = Í11, ðïõ åßíáé õðïðßíáêáò ôïõ ÍÁc , üðïõ Ac = `(n+1)∪ `(n+1)∪ · · · , ï ïðïßïò ðñïêýðôåé

ùò ç åëÜ÷éóôç ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò X(É −ÑÁcAc) = I êáé (É −ÑÁcAc)× = I. ÄåäïìÝíïõ

üôé ï ÑÁcÁc åßíáé Üðåéñçò äéÜóôáóçò, ï ÍÁc äåí åßíáé åýêïëá õðïëïãßóéìïò, ãéáõôü áíáæçôïýìå Üëëåò

õðïëïãéóôéêÝò ðñïóåããßóåéò ôïõ ðßíáêá R = A0N , êÜôé ðïõ èá áíáðôõ÷èåß óôï åðüìåíï êåöÜëáéï. Ç

áíáãêáéüôçôá áõôÞ ìáò ïäçãåß óôçí åéóáãùãÞ äýï íÝùí ðéíÜêùí, ôïõò ïðïßïõò êáëïýìå U êáé G.

Óôç óõæÞôçóç ðïõ èá áêïëïõèÞóåé èá åìâáèýíïõìå óôï ãåãïíüò üôé ï ðßíáêáò R êáé ïé äýï íÝïé ðßíá-

êåò U êáé G, äåí áðïôåëïýí ìüíï ìáèçìáôéêÜ åñãáëåßá, áëëÜ ó÷åôßæïíôáé ìå èåìåëéþäç ôñüðï ìå ôç

äõíáìéêÞ ôùí QBDs êáé ìÜëéóôá Ý÷ïõí ðïëý ÷ñÞóéìåò ðéèáíïèåùñçôéêÝò åñìçíåßåò.

¸óôù üôé ç äéáäéêáóßá îåêéíÜåé áðü ôï åðßðåäï `(n). Ïñßæïõìå �`(i) íá åßíáé ï ÷ñüíïò ðñþôçò åéóüäïõ

Þ åðáíüäïõ óôï åðßðåäï `(i). Ï ðßíáêáò U ïñßæåôáé êáôÜ óôïé÷åßï ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

Uij = P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j) | X0 = (n:i)
�
:

Ï ðßíáêáò U ðåñéÝ÷åé ôéò ðéèáíüôçôåò îåêéíþíôáò áðü ìéá êáôÜóôáóç i ôïõ åðéðÝäïõ `(n), íá åðé-

óôñÝøïõìå óå áõôü óôçí êáôÜóôáóç j, ðñéí åðéóêåöôïýìå ôï åðßðåäï `(n − 1), ãéá üëåò ôéò äõíáôÝò

êáôáóôÜóåéò i; j.

Ï ðßíáêáò G ïñßæåôáé êáôÜ óôïé÷åßï ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

Gij = P
�
�`(n−1) <∞; X�`(n−1)

= (n− 1; j) | X0 = (n:i)
�

êáé ðåñéÝ÷åé ôéò ðéèáíüôçôåò îåêéíþíôáò áðü ìéá êáôÜóôáóç i ôïõ åðéðÝäïõ `(n), íá åðéóêåöôïýìå ôï

`(n− 1) óôçí êáôÜóôáóç j, óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, ãéá üëåò ôéò äõíáôÝò êáôáóôÜóåéò i; j.

Ëüãù ôçò ïìïéïãÝíåéáò ôïõ ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ, ïé ôéìÝò ôùí óôïé÷åßùí ôùí ðéíÜêùí U

êáé G äåí åîáñôþíôáé áðü ôï n ≥ 1.
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Ïé ôñåßò ðßíáêåò G, U êáé R óõíäÝïíôáé ìÝóá áðü äéÜöïñåò ó÷Ýóåéò, üðùò èá äåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá.

Ãéá ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå üôé

Íij = (N11)ij =
X
í≥0

P [Xí = (n+ 1; j); Xk ∈ Ac ∀k ∈ {0; 1; · · · ; í} | ×0 = (n+ 1; i)]

=
X
í≥0

P
�
Xí = (n+ 1; j); �`(n) > í | ×0 = (n+ 1; i)

�
:

ÅðåéäÞ ï ðßíáêáò Í = Í11 åßíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ n ìðïñïýìå éóïäýíáìá íá ãñÜøïõìå üôé

Íij = (N11)ij =
X
í≥0

P
�
Xí = (n; j); �`(n−1) > í | ×0 = (n; i)

�
=

X
í≥0

P
�
�`(n−1) > � (í)

`(n); X� (í)
`(n)

= (n; j) | ×0 = (n; i)
�

=
X
í≥0

(Uí)ij :

Óõíåðþò

Í =
X
í≥0

Uí = (É − U)−1 ⇒ R = A0(É − U)−1:

¸÷ïõìå üôé

Gij = P
�
�`(n−1) <∞; X�`(n−1)

= (n− 1; j); | ×0 = (n; i)
�
:

Äåóìåýïíôáò ùò ðñüò ôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôçí áêñéâþò ðñïçãïýìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ, ðñéí

ôçí åßóïäï óôï åðßðåäï `(n− 1), èá éó÷ýåé üôé

Gij =
mX
l=1

P
�
�`(n−1) <∞; X�`(n−1)

= (n− 1; j); | ×�`(n−1)−1 = (n; l)
�
·

·P
�
�`(n−1) <∞; ×�`(n−1)−1 = (n; l) | ×0 = (n; i)

�
=

mX
l=1

(A2)ljP
�
�`(n−1) <∞; ×�`(n−1)−1 = (n; l) | ×0 = (n; i)

�
=

mX
l=1

(A2)lj
X
í≥0

P
�
�`(n−1) > � (í)

`(n); X� (í)
`(n)

= (n; l) | ×0 = (n; i)
�

=
X
í≥0

mX
l=1

(Uí)il (A2)lj :
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Óõíåðþò

G =
X
í≥0

UíÁ2 = (É − U)−1A2 :

Äåóìåýïíôáò óôç ðñþôç ìåôÜâáóç èá äåßîïõìå üôé

U = A1 +A0G :

Ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôï åðßðåäï `(n), êáé áðïöåýãïíôáò ôï åðßðåäï `(n − 1), ìðïñïýìå íá ìåôáâïýìå

óôï `(n+ 1) óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí Á0, êáé óôç óõíÝ÷åéá íá åðéóôñÝøïõìå êÜðïéá óôéãìÞ

óôï åðßðåäï `(n) óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá G, Þ íá ðáñáìåßíïõìå óôï åðßðåäï `(n) óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá

ðéèáíïôÞôùí Á1. Ðéï áíáëõôéêÜ Ý÷ïõìå üôé

Uij = P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j); | ×0 = (n; i)
�

=

=
mX
l=1

n+1X
y=n

P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j); | ×1 = (y; l)
�
·

·P [X1 = (y; l) | X0 = (n; i)]

=
mX
l=1

P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j); | ×1 = (n; l)
�
·

·P [X1 = (n; l) | X0 = (n; i)] +

+
mX
l=1

P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j); | ×1 = (n+ 1; l)
�
·

·P [X1 = (n+ 1; l) | X0 = (n; i)]

= (A1)ij +
mX
l=1

P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j); | ×1 = (n+ 1; l)
�
(A0)il

= (A1)ij +
mX
l=1

(A0)ilGlj :

Äåßîáìå üôé

G = (I − U)−1A2

U = A1 +A0G

R = A0(I − U)−1

9>>>>>>>=>>>>>>>; =⇒ U = A1 +A0(I − U)−1A2 =⇒ U = A1 +RA2 :

Óõíåðþò áí åßíáé ãíùóôüò êÜðïéïò áðü ôïõò ðßíáêåò U , G Þ R ôüôå ìÝóù ôùí ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùí åßíáé

åýêïëïò ï õðïëïãéóìüò ôùí õðïëïßðùí. Ôá ðáñáðÜíù óõíïøßæïíôáé óôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.
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Èåþñçìá 3.5. Áí êÜðïéïò áðü ôïõò ðßíáêåò U , G Þ R åßíáé ãíùóôüò, ôüôå åöáñìüæïíôáò êÜðïéá áðü

ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ áêïëïõèïýí, ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóôïýí êáé ïé Üëëïé äýï.

N = (I − U)−1 (3.7)

R = A0(I − U)−1 (3.8)

G = (I − U)−1A2 (3.9)

U = A1 +A0G (3.10)

U = A1 +A0(I − U)−1A2 (3.11)

U = A1 +RA2 : (3.12)

ÐáñáôÞñçóç 3.2. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ó÷Ýóç ( 3.11 ) ðåñéÝ÷åé ìüíï ôïí ðßíáêá U êáé ìðïñåß íá ÷ñç-

óéìïðïéçèåß ùò âÜóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðßíáêá U , êáé ìÝóù áõôïý âñßóêåôáé ï ðßíáêáò R áðü

ôçí ó÷Ýóç ( 3.8 ). ÁíÜëïãåò ó÷Ýóåéò ìðïñïýí íá âñåèïýí ãéá ôïõò ðßíáêåò R êáé G.

Èåþñçìá 3.6. Ïé ðßíáêåò U , R êáé G éêáíïðïéïýí ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò.

U = A1 +A0(I − U)−1A2

G = A2 +A1G+A0G2 (3.13)

R = A0 +RA1 +R2A2 : (3.14)

Áðüäåéîç

H ðñþôç ó÷Ýóç Ý÷åé ðëÞñùò áðïäåé÷èåß. ÐïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí åîßóùóç ( 3.8 ) êáôÜëëçëá ìå ôïí

ðßíáêá (I − U) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ó÷Ýóç ( 3.12 ) ðñïêýðôåé üôé

R = A0(I − U)−1 ⇒ R(I − U) = A0 ⇒ R = A0 +RU = A0 +RA1 +R2A2 :

ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé ç ó÷Ýóç ( 3.13 ) :

G = (I − U)−1A2 ⇒ G(I − U) = A2 ⇒ G = A2 +GU = A2 +A1G+A0G2 : 2
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ÐáñáôÞñçóç 3.3. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò äåí åßíáé ìüíï õðïëïãéóôéêÜ ÷ñÞóéìåò áëëÜ åêöñÜæïõí åíäéá-

öÝñïõóåò ðéèáíïèåùñçôéêÝò éäéüôçôåò. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò åîßóùóçò G = A2 + A1G + A0G2 ç ðéèá-

íïèåùñçôéêÞ åñìçíåßá åßíáé ðñïöáíÞò. Ç ðéèáíüôçôá íá ìåôáâåß ç áëõóßäá óå Ýíá ÷áìçëüôåñï åðßðåäï

óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï áíáëýåôáé óôéò ðéèáíüôçôåò íá ãßíåé Üìåóá ç ìåôÜâáóç óôï áìÝóùò ÷áìçëüôåñï

åðßðåäï óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá Á2 Þ íá ðáñáìåßíåé óôï ßäéï åðßðåäï óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá Á1 êáé

óôç óõíÝ÷åéá íá ìåôáâåß óôï ÷áìçëüôåñï åðßðåäï óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï Þ ôÝëïò ìðïñåß íá áíÝâåé êáôÜ

Ýíá åðßðåäï óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá Á0 êáé ìåôÜ óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï íá êáôÝâåé äýï åðßðåäá.

Ç åñìçíåßá ôçò åîßóùóçò R = A0 +RA1 +R2A2 åßíáé åðßóçò áðëÞ. Ï ðßíáêáò R ðåñéÝ÷åé ôï áíáìåíü-

ìåíï ðëÞèïò åðéóêÝøåùí óôï åðßðåäï `(n), îåêéíþíôáò áðü ôï åðßðåäï `(n− 1) êáé ðñéí åðéóôñÝøåé óå

áõôü. H äåîéÜ ðëåõñÜ ôçò éóüôçôáò áíáëýåôáé óå ôñåßò ðñïóèåôÝïõò áíÜëïãá ôï åðßðåäï áðü ôï ïðïßï

ãßíåôáé ç ìåôÜâáóç óôïí `(n). Áñ÷éêÜ èá åðéóêåöôåß ôï åðßðåäï `(n) îåêéíþíôáò áðü ôï `(n− 1) óýì-

öùíá ìå ôïí ðßíáêá Á0. Óôç óõíÝ÷åéá êÜèå åðßóêåøç óôï åðßðåäï `(n) - ôï áíáìåíüìåíï ðëÞèïò ôùí

ïðïßùí ðåñéãñÜöåé ï ðßíáêáò R - ìðïñåß íá áêïëïõèçèåß êáé áðü Üëëç ìéá åðßóêåøç óôï åðßðåäï `(n)

ìå ðéèáíüôçôá Á1. ÔÝëïò êÜèå åðßóêåøç óôï åðßðåäï `(n + 1) - ôï áíáìåíüìåíï ðëÞèïò ôùí ïðïßùí

êáôáãñÜöåé ï ðßíáêáò R2 - ìðïñåß íá áêïëïõèçèåß êáé áðü Üëëç ìéá åðßóêåøç óôï åðßðåäï `(n) ìå

ðéèáíüôçôá Á2.

ÔÝëïò ç åñìçíåßá ôçò ó÷Ýóçò U = A1 + A0(I − U)−1A2 ãßíåôáé Üìåóá áí ôçí ãñÜøïõìå óôç ìïñöÞ

U = A1 +A0
P
í≥0 UíA2. Ï ðßíáêáò U êáôáãñÜöåé ôçí ðéèáíüôçôá íá åðéóôñÝøïõìå óôï åðßðåäï `(n),

ðñéí ìåôáâïýìå óôï `(n − 1). Ï üñïò Á1 ðåñéãñÜöåé ôçí ðéèáíüôçôá íá åðéóôñÝøïõìå óôï åðßðåäï

`(n) óå Ýíá âÞìá, åíþ ï üñïò A0UíA2 ðåñéãñÜöåé ôçí ðéèáíüôçôá íá áíÝâåé óôï åðßðåäï `(n+ 1), íá

êéíçèåß óôï óýíïëï `(n+ 1)∪ `(n+ 2)∪ · · · , êáé íá åðéóôñÝøåé óôï `(n+ 1) óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï êáé

ìåôÜ íá ìåôáâåß óôï `(n) óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá Á2. Ï üñïò A0UíA2 êáôáãñÜöåé ôçí ðéèáíüôçôá íá

åðéóôñÝøåé óôï åðßðåäï `(n) ìåôÜ áðü áêñéâþò í + 1 åðéóêÝøåéò óôï åðßðåäï `(n+ 1).
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3.3 QBD áëõóßäåò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ

Èåùñïýìå ìéá ÌáñêïâéáíÞ Äéáäéêáóßá {X(t); t ∈ R+} óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ, ôýðïõ QBD, ìå ÷þñï êáôá-

óôÜóåùí S = ∪n≥0`(n) êáé ðßíáêá ñõèìþí ìåôÜâáóçò ôçò ìïñöÞò

Q =

2666666666664
B00 Â01 0 0 · · ·
Â10 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 ;

üðïõ ïé ðßíáêåò A0, A2 êáé Â01, Â10 åßíáé ìç áñíçôéêïß ðßíáêåò, åíþ ïé A1 êáé Â00 Ý÷ïõí áñíçôéêÜ ôá

äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõò êáé ìç áñíçôéêÜ ôá õðüëïéðá. Ôï Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí ôùí ãñáììþí ôïõ

ðßíáêá Q åßíáé ßóï ìå ìçäÝí :

(Â00 + Â01)1 = 0 ;

(B10 +A1 +A0)1 = 0 ;

(A2 +A1 +A0)1 = 0 :

ÕðïèÝôïõìå üôé ç äéáäéêáóßá åßíáé áäéá÷þñéóôç êáé êáíïíéêÞ.

Oñéóìüò 3.1. Ïñßæïõìå äýï ñïëüãéá. Ôï ðñþôï êáôáãñÜöåé ôïí ÷ñüíï ãéá ôçí óõíå÷Þ äéáäéêáóßá

{X(t); t ∈ R+} êáé êáëåßôáé êáèïëéêüò ÷ñüíïò. Ôï äåýôåñï ñïëüé ìåôñÜåé ôïí ÷ñüíï ðïõ ðåñíÜåé ç

äéáäéêáóßá óå Ýíá óýíïëï Á $ S êáé áõîÜíåé óýìöùíá ìå ôïí êáèïëéêü ÷ñüíï ãéá üóï äéÜóôçìá ôï

óýóôçìá âñßóêåôáé ìÝóá óôï óýíïëï Á, îåêéíþíôáò áðü ôï ìçäÝí ôç óôéãìÞ ôçò ðñþôçò åéóüäïõ óôï

óýíïëï Á, êáé óôáìáôÜåé ìüëéò ôï óýóôçìá ìåôáâåß óå êÜðïéá êáôÜóôáóç åêôüò áõôïý. Ï ÷ñüíïò áõôüò

êáëåßôáé ôïðéêüò ÷ñüíïò.

Èåþñçìá 3.7. ¸óôù üôé ç óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD åßíáé èåôéêÜ åðáíá-

ëçðôéêÞ. Ôüôå ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

ðÔn = ðÔ1 R
n−1; ∀ n ≥ 1 ; (3.15)

üðïõ ï ðßíáêáò R êáôáãñÜöåé ôïí ñõèìü ðáñáìïíÞò óôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ åðéðÝäïõ `(n+1) áíÜ ìïíÜäá

ôïðéêïý ÷ñüíïõ ôïõ åðéðÝäïõ `(n), êáé âñßóêåôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

A0 +XA1 +X2A2 = 0 : (3.16)
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ÅðéðëÝïí, Ý÷ïõìå üôé R = A0N , üðïõ ï ðßíáêáò Í êáôáãñÜöåé ôïí áíáìåíüìåíï ÷ñüíï ðáñáìïíÞò óôéò

êáôáóôÜóåéò ôïõ åðéðÝäïõ `(n), îåêéíþíôáò áðü ôï `(n), ðñéí åðéóêåöôåß ãéá ðñþôç öïñÜ ôï åðßðåäï

`(n− 1). Ôá äéáíýóìáôá ð0 êáé ð1 èá âñåèïýí ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí�
ðÔ0 ðÔ1

�264 B00 B01

B10 A1 +RA2

375 = 0 ; (3.17)

ðÔ0 1 + ðÔ1 (I −R)−11 = 1 : (3.18)

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôçí ïìïéïìïñöïðïéçìÝíç áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ, Ýóôù {Xn; n ∈ No}, åðéëÝãïíôáò Ë =

sup{qi; i ∈ S} <∞. Ôüôå ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò åßíáé

P = I+
1
Ë
Q =

2666666666666664
I + 1

ËB00
1
ËÂ01 0 0 · · ·

1
ËÂ10 I + 1

ËA1
1
ËA0 0 · · ·

0 1
ËA2 I + 1

ËA1
1
ËA0 · · ·

0 0 1
ËA2 I + 1

ËA1 · · ·
0 0 0 1

ËA2 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777777775 =

2666666666666664
ÞB00

ÞÂ01 0 0 · · ·ÞÂ10
ÝA1

ÝA0 0 · · ·
0 ÝA2

ÝA1
ÝA0 · · ·

0 0 ÝA2
ÝA1 · · ·

0 0 0 ÝA2 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777777775 :

Èá óõìâïëßæïõìå ìå eðn ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò ïìïéïìïñöïðïéçìÝíçò, ðáñ'üëï ðïõ eðn = ðn. Ôüôå

áðü ôï èåþñçìá 3.4 Ýðåôáé üôé eðTn = eðT1Rn−1; ∀ n ≥ 1

üðïõ ï ðßíáêáò R, áðü ôçí ó÷Ýóç ( 3.14 ), âñßóêåôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

R = ÝA0 +RÝA1 +R2ÝA2 ⇔ R =
1
Ë
A0 +R(I +

1
Ë
A1) +

1
Ë
R2A2 ⇔ A0 +RA1 +R2A2 = 0 :

Tá äéáíýóìáôá eð0 êáé eð1 èá âñåèïýí ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí� eðÔ0 eðÔ1 �264 ÞB00
ÞB01ÞB10

ÝA1 +RÝA2

375 =
� eðÔ0 eðÔ1 �

;eðÔ0 1 + eðÔ1 (I −R)−11 = 1 ;
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éóïäýíáìá, ëüãù ôçò óõãêåêñéìÝíçò ìïñöÞò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðßíáêá Ñ Ý÷ïõìå üôé� eðÔ0 eðÔ1 �264 É + 1
ËB00

1
ËB01

1
ËB10 I + 1

ËA1 + 1
ËRA2

375 =
� eðÔ0 eðÔ1 �

;eðÔ0 1 + eðÔ1 (I −R)−11 = 1

⇐⇒� eðÔ0 eðÔ1 �264 B00 B01

B10 A1 +RA2

375 = 0 ;eðÔ0 1 + eðÔ1 (I −R)−11 = 1 :

Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò âáóßóôçêå óôçí ýðáñîç åíüò Ë < ∞. Óôç ðåñßðôùóç ðïõ ôá

äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá Q äåí öñÜóóïíôáé áðü êÜðïéïí áñéèìü Ë ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ôçí ËïãïêñéìÝíç ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá ãéá ôçí åõèåßá áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. Åíþ, ôÝëïò, êÜðïéïò

èá ìðïñïýóå íá ìåëåôÞóåé ôçí óõíå÷Þ ðåñßðôùóç áðåõèåßáò. 2

ÐáñáôÞñçóç 3.4. ¼ðùò êáé óôïí äéáêñéôü ÷ñüíï, Ýôóé êáé åäþ, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå äýï ðßíáêåò

U êáé G ìå

Uij = P
�
�`(n) < �`(n−1); X�`(n)

= (n; j) | X0 = (n:i)
�

üðïõ ï ðßíáêáò U ðåñéÝ÷åé ôéò ðéèáíüôçôåò îåêéíþíôáò áðü ôï åðßðåäï `(n), íá åðéóôñÝøïõìå óå áõôü,

ðñéí åðéóêåöôïýìå ôï åðßðåäï `(n− 1) êáé èá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç U = A1 +A0G, êáé

Gij = P [ô <∞; Xô = (n− 1; j) | X0 = (n:i)]

üðïõ ô åßíáé ï ÷ñüíïò ðñþôïõ ðåñÜóìáôïò áðü ôï åðßðåäï `(n) óôï åðßðåäï `(n− 1), êáé áðïäåéêíýåôáé

üôé éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç Á2 +Á1G+A0G2 = 0.
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ÊåöÜëáéï 4

ÁëãïñéèìéêÝò ôå÷íéêÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü

ôïõ ðßíáêá R

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï áíáöåñèÞêáìå óôéò óõíèÞêåò ýðáñîçò ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò ìéáò Ìáñ-

êïâéáíÞò äéáäéêáóßáò ôýðïõ QBD êáèþò êáé óôç ìïñöÞ áõôÞò. Åßäáìå üôé êÜèå ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá

ôýðïõ QBD ìå ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

Ñ =

2666666666664
B00 Â01 0 0 · · ·
Â10 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 ; (4.1)

üðïõ ïé ðßíáêåò A0, A1, A2 åßíáé ôåôñáãùíéêïß (m×m) êáé ï ðßíáêáò Â00 åßíáé ôåôñáãùíéêüò (í × í),

Ý÷åé óôÜóéìç êáôáíïìÞ ðÔ =
�

ð0 ð1 ð2 · · ·
�

, üðïõ ôá ð2; ð3; : : : õðïëïãßæïíôáé áíáäñïìéêÜ

áðü ôç ó÷Ýóç

ðÔn = ðÔ1 R
n−1; n ≥ 1 :

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áñéèìçôéêÞ ðñïóÝããéóç ôïõ ðßíáêá R.

Áðïäåßîáìå üôé

R = A0(I −A1 −A0G)−1 :

Óõíåðþò ï õðïëïãéóìüò ôïõ ðßíáêá R åßíáé Üìåóïò áí ãíùñßæïõìå ôïí ðßíáêá G. Èá äþóïõìå óôç
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óõíÝ÷åéá äõï áëãüñéèìïõò ðïõ õðïëïãßæïõí ôïí ðßíáêá G ìå ôçí õðüèåóç üôé ï ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí

ìåôÜâáóçò åßíáé ôçò ìïñöÞò ðïõ äßíåôáé óôç ó÷Ýóç ( 4.1 ) êáé üôé ç áëõóßäá åßíáé áäéá÷þñéóôç.

4.1 ¸íáò âáóéêüò áëãüñéèìïò

¸óôù {Xt : t ≥ 0} ìéá ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD ìå ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

Ñ =

2666666666664
B A0 0 0 · · ·
A2 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 :

Ïñßæïõìå ôïõò ÷ñüíïõò ðñþôçò åéóüäïõ óôï åðßðåäï `(i), i ∈ No ùò

�`(i) = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ `(i)} :

Ëüãù ôçò ïìïéïãÝíåéáò ôïõ ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò Ñ, ïé ôéìÝò ôùí óôïé÷åßùí ôùí ðéíÜêùí U

êáé G äåí åîáñôþíôáé áðü ôï n ≥ 1, êáé Üñá ïé ðßíáêåò U êáé G èá ïñßæïíôáé ùò

Uij = P
�
�`(1) < �`(0); X�`(1) = (1; j) | X0 = (1; i)

�
Gij = P

�
�`(0) <∞; X�`(0) = (0; j) | X0 = (1; i)

�
; 1 ≤ i; j ≤ m :

Ãéá ëüãïõò áðëïýóôåõóçò ïé ðßíáêåò U êáé G èá áíáðáñßóôáíôáé ùò

U = P
�
�`(1) < �`(0); X�`(1) | X0 ∈ `(1)

�
(4.2)

G = P
�
�`(0) <∞; X�`(0) | X0 ∈ `(1)

�
: (4.3)

¸íáò áðëüò êáé óõ÷íÜ áðïôåëåóìáôéêüò áëãüñéèìïò âáóßæåôáé óôéò ó÷Ýóåéò ( 3.9 ) êáé ( 3.10 )

G = (I − U)−1A2 (3:9)

U = A1 +A0G : (3:10)
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Èåþñçìá 4.1. Ïé áêïëïõèßåò {U(k); k ≥ 1} êáé {G(k); k ≥ 1} ðïõ ïñßæïíôáé ùò

U(k) = P
�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) | X0 ∈ `(1)

�
(4.4)

G(k) = P
�
�`(0) < �`(k+1); X�`(0) | X0 ∈ `(1)

�
; (4.5)

ãéá k ≥ 1, éêáíïðïéïýí ôéò ó÷Ýóåéò

G(0) = 0 (4.6)

U(k) = A1 +A0G(k − 1) (4.7)

G(k) = (I − U(k))−1A2 k ≥ 1 : (4.8)

Ïé äõï áêïëïõèßåò åßíáé ãíçóéþò áýîïõóåò êáé óõãêëßíïõí óôïõò ðßíáêåò U êáé G, áíôßóôïé÷á.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå üôé

G(k)ij = P
�
�`(0) < �`(k+1); X�`(0) = (0; j) | ×0 = (1; i)

�
:

Ç G(k)ij åêöñÜæåé ôçí ðéèáíüôçôá ôï óýóôçìá íá ìåôáâåß óôï åðßðåäï `(0) ãéá ðñþôç öïñÜ óôçí êá-

ôÜóôáóç (0; j), ÷ùñßò íá ðåñÜóåé áðü ôï åðßðåäï `(k + 1), îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç (1; i), ôçí

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 0.

Äåóìåýïíôáò ùò ðñüò ôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôçí áêñéâþò ðñïçãïýìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðñéí

ôçí åßóïäï óôï åðßðåäï `(0), ðñïêýðôåé üôé

G(k)ij =
mX
l=1

P
�
�`(0) < �`(k+1); X�`(0) = (0; j) | ×�`(0)−1 = (1; l)

�
·

·P
�
�`(0) < �`(k+1); ×�`(0)−1 = (1; l) | ×0 = (1; i)

�
=

mX
l=1

(A2)ljP
�
�`(0) < �`(k+1); ×�`(0)−1 = (1; l) | ×0 = (1; i)

�
=

mX
l=1

(A2)lj
X
í≥0

P
�
�`(0) > � (í)

`(1); �`(0) < �`(k+1); X� (í)
`(1)

= (1; l) | ×0 = (1; i)
�

=
X
í≥0

mX
l=1

(U(k)í)il (A2)lj :
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Óõíåðþò

G(k) =
X
í≥0

U(k)íÁ2 = (É − U(k))−1A2 :

¸÷ïõìå üôé

U(k)ij = P
�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×0 = (1; i)

�
:

Ç U(k)ij åêöñÜæåé ôçí ðéèáíüôçôá ôï óýóôçìá íá åðéóôñÝøåé óôï åðßðåäï `(1) êáé óõãêåêñéìÝíá óôçí

êáôÜóôáóç (1; j), îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç (1; i) ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 0, ÷ùñßò íá ðåñÜóåé áðü ôá

åðßðåäá `(k + 1) êáé `(0).

Äåóìåýïíôáò óôç ðñþôç ìåôÜâáóç èá äåßîïõìå üôé

U(k) = A1 +A0G(k − 1) :

Ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôï åðßðåäï `(1), êáé áðïöåýãïíôáò ôï åðßðåäï `(0), ìðïñïýìå íá ìåôáâïýìå óôï

`(2) óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí Á0, êáé óôç óõíÝ÷åéá íá åðéóôñÝøïõìå êÜðïéá óôéãìÞ óôï

åðßðåäï `(1) óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá G(k − 1), Þ íá ðáñáìåßíïõìå óôï åðßðåäï `(n) óýìöùíá ìå ôïí

ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí Á1. Ðéï áíáëõôéêÜ Ý÷ïõìå üôé

U(k)ij = P
�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×0 = (1; i)

�
=

Pm
l=1

P2
y=1 P

�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(n)

= (n; j) | ×1 = (y; l)
�
·

·P [X1 = (y; l) | X0 = (1; i)]

=
Pm
l=1 P

�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×1 = (1; l)

�
·

·P [X1 = (1; l) | X0 = (1; i)] +

+
Pm
l=1 P

�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×1 = (2; l)

�
·

·P [X1 = (2; l) | X0 = (1; i)]

= (A1)ij +
Pm
l=1 P

�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×1 = (2; l)

�
(A0)il

= (A1)ij +
Pm
l=1 P

�
�`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×1 = (2; l)

�
(A0)il

= (A1)ij +
Pm
l=1(A0)ilG(k − 1)lj ;
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åöüóïí G(k)ij = P
�
�`(n−1) < �`(n+k); X�`(n−1)

= (n− 1; j) | ×0 = (n; i)
�
:

Ïé áêïëïõèßåò {U(k); k ≥ 1} êáé {G(k); k ≥ 1} åßíáé ãíçóßùò áýîïõóåò åöüóïí

0 = �`(1) < �`(2) < �`(3) < · · · üôáí X0 ∈ `(1)

ìéáò êáé ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá êéíåßôáé êáôÜ Ýíá åðßðåäï êÜèå öïñÜ. Ïäçãïýìáóôå, ëïéðüí, óôï óõ-

ìðÝñáóìá üôé �`(k) ≥ k − 1. Óõíåðþò lim
k→∞

�`(k) = ∞.

¢ñá

lim
k→∞

G(k)ij = lim
k→∞

P
�
�`(0) < �`(k+1); X�`(0) = (0; j) | ×0 = (1; i)

�
= P

�
�`(0) <∞; X�`(0) = (0; j) | ×0 = (1; i)

�
= G

lim
k→∞

U(k)ij = lim
k→∞

P
�
�`(1) < �`(0); �`(1) < �`(k+1); X�`(1) = (1; j) | ×0 = (1; i)

�
= P

�
�`(1) < �`(0); �`(1) <∞; X�`(1) = (1; j) | ×0 = (1; i)

�
= P

�
�`(1) < �`(0); X�`(1) = (1; j) | ×0 = (1; i)

�
= U :

2

Èá ïñßóïõìå ãéá ôïí áëãüñéèìï

G(0) = 0

U(k) = A1 +A0G(k − 1)

G(k) = (I − U(k))−1A2 ; k ≥ 1

Ýíá êñéôÞñéï óôáìáôÞìáôïò. ¼ôáí ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ, ç áêïëïõèßá

{G(k); k ≥ 1} óõãêëßíåé óôïí ðßíáêá G áí

∀ å > 0 ∃ no(å) ∈ N : ‖G(k)−G‖∞ < å ∀ k ≥ no(å) ;

üðïõ ‖Á‖∞ = sup{ |Aij |; A ∈ Rn×m; n;m ∈ N}.
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Éóïäýíáìá ç {G(k); k ≥ 1} óõãêëßíåé óôïí ðßíáêá G áí

∀ å > 0 ∃ no(å) ∈ N : ‖G(k)1− 1‖∞ < å ∀ k ≥ no(å) :

Ìå âÜóç ôï ðáñáðÜíù êñéôÞñéï ï áëãüñéèìïò èá óôáìáôÞóåé óôï âÞìá no(å) ãéá ôï ïðïßï ãéá êÜèå i

éó÷ýåé

(G(no(å))1)i =
X
j≥0

G(no(å))ij = P
�
�`(0) < �`(no(å)+1) | ×0 = (1; i)

�
> 1− å :

ÐáñáôÞñçóç 4.1. Ôï ðëÞèïò ôùí åðáíáëÞøåùí no(å) Ý÷åé ðéèáíïèåùñçôéêÞ åñìçíåßá. Ç P [ ï ìÝãéóôïò

áñéèìüò ðåëáôþí óôï óýóôçìá óå Ýíá êýêëï óõíå÷ïýò ëåéôïõñãßáò ≤ no(å) | ×0 = (1; i)] åßíáé ßóç ìå

P
�
�`(0) < �`(no(å)+1) | ×0 = (1; i)

�
= (G(no(å))1)i :

¼ìùò Ý÷ïõìå ïñßóåé ôï no(å) ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò (G(no(å))1)i > 1 − å, ïðüôå ôï no(å), åêöñÜæåé ôï

(1− å)-ðïóïóôçìüñéï ôïõ ìÝãéóôïõ áñéèìïý ðåëáôþí óôï óýóôçìá óå Ýíá êýêëï óõíå÷ïýò ëåéôïõñãßáò.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1 åßíáé üôé ïé ðßíáêåò U êáé G ðñïêýðôïõí ùò ç åëÜ÷éóôç

ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí ( 3.9 ) êáé ( 3.10 )

G = (I − U)−1A2 (3:9)

U = A1 +A0G (3:10)

üðùò áðïäåéêíýåôáé óôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Èåþñçìá 4.2. Ïé ðßíáêåò U êáé G ðñïêýðôïõí ùò ç åëÜ÷éóôç ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí

X = A1 +A0Y (4.9)

Y =
X
n≥0

XnA2 (4.10)

óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ðéíáêþí ìå óõãêëßíïõóåò óåéñÝò.
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Áðüäåéîç ¸÷ïõìå Þäç äåßîåé üôé ïé ðßíáêåò U êáé G éêáíïðïéïýí ôéò åîéóþóåéò X = A1 + A0Y êáé

Y =
P
n≥0

XnA2, áíôßóôïé÷á. ¸óôù X∗ êáé Õ ∗ ôõ÷ïýóåò ëýóåéò ôùí ó÷Ýóåùí ( 4.9 ) êáé ( 4.10 ),

áíôßóôïé÷á. Ôüôå èá äåßîïõìå üôé X∗ ≥ U êáé Õ ∗ ≥ G, éóïäýíáìá èá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ üôé

X∗ ≥ U(k) êáé Y ∗ ≥ G(k) ãéá êÜèå k ≥ 1.

U(1) = A1 ≤ A1 +A0Y ∗ = X∗ ⇒ U(1) ≤ X∗

G(1) =
X
n≥0

(U(1))nA2 ≤
X
n≥0

(X∗)nA2 = Y ∗ ⇒ G(1) ≤ Y ∗ :

¸óôù U(k) ≤ X∗ êáé G(k) ≤ Y ∗. Èá äåßîïõìå üôé U(k + 1) ≤ X∗ êáé G(k + 1) ≤ Y ∗. ¸÷ïõìå üôé

U(k + 1) = A1 +A0G(k) ≤ A1 +A0Y ∗ = X∗ ⇒ U(k + 1) ≤ X∗

G(k + 1) =
X
n≥0

(U(k))nA2 ≤
X
n≥0

(X∗)nA2 = Y ∗ ⇒ G(k + 1) ≤ Y ∗ :

Ç åðáãùãÞ âáóßóôçêå óôçí åîÞò éäéüôçôá. ¸óôùÁ = (áij); Â = (âij); Ã = (ãij); Ä = (äij) ôåôñáãùíéêïß

ðßíáêåò ôÝôïéïé ðïõ 0 ≤ áij ≤ âij ⇒ Á ≤ B êáé 0 ≤ ãij ≤ äij ⇒ Ã ≤ Ä ôüôå áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé

ÁÃ ≤ BÄ. 2

Ïé ðßíáêåò R êáé U ðñïêýðôïõí ùò ç åëÜ÷éóôç ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôùí åîéóþóåùí ( 3.8 ) êáé ( 3.12 )

R = A0(I − U)−1 (3:8)

U = A1 +RA2 (3:12)

üðùò áðïäåéêíýåôáé óôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Èåþñçìá 4.3. Ïé ðßíáêåò U êáé R ðñïêýðôïõí ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôùí åîéóþóåùí

X = A1 + ZA2 (4.11)

Z = A0

X
n≥0

Xn (4.12)

óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ðéíÜêùí ìå óõãêëßíïõóåò óåéñÝò.

Áðüäåéîç

Ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá {R(k); k ≥ 1} ùò R(k) = A0
P
n≥0(U(k))n :
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Áðïäåéêíýåôáé üôé lim
k→∞

R(k) = A0
P
n≥0

�
lim
k→∞

(U(k))n
�

= A0
P
n≥0

Un = A0(É − U)−1 = R. ÅðéðëÝïí ç

áêïëïõèßá {R(k)} åßíáé áýîïõóá ìéáò êáé ç áêïëïõèßá {U(k)} åßíáé áýîïõóá.

Ç áðüäåéîç üôé ïé ðßíáêåò U êáé R åßíáé ç åëÜ÷éóôç ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí

( 4.11 ) êáé ( 4.11 ) åßíáé üìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.2 . 2

Èåþñçìá 4.4. Ï ðßíáêáò U ðñïêýðôåé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

X = A1 +A0

X
n≥0

XnA2 (4.13)

óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ðéíÜêùí ìå óõãêëéíïõóåò óåéñÝò.

Ï ðßíáêáò G ðñïêýðôåé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

Y = A2 +A1Y +A0Y 2 (4.14)

óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ðéíÜêùí.

Ï ðßíáêáò R ðñïêýðôåé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

Z = A0 + ZA1 + Z2A2 (4.15)

óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ðéíÜêùí.

Áðüäåéîç

¸óôù ×∗ ìéá ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò ( 4.13 ) êáé Ýóôù Õ ∗ =
P
n≥0

(X∗)nA2. Åöüóïí ×∗ åßíáé

ìç áñíçôéêüò Ýðåôáé üôé
P
n≥0

(X∗)n ≥ 0 êáé

×∗ = Á1 +Á0

X
n≥0

(X∗)nÁ2 ≥ A1 = U(1) ;

ÁíÜëïãá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.2 áðïäåéêíýåôáé üôé U(k) ≤ X∗, G(k) ≤ Y ∗ ãéá êÜèå k ≥ 1.

H áðüäåéîç ôçò åîßóùóçò ( 4.14 ) èá äïèåß ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï. ¸óôù Õ ∗ ìéá ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôçò

åîßóùóçò ( 4.14 ) êáé Ýóôù Õ ∗ ≤ G, Y ∗ 6= G. Ïñßæïõìå ×∗ = Á1 + Á0Õ ∗. Åöüóïí Õ ∗ ëýóç ôçò

åîßóùóçò ( 4.14 ), Ýðåôáé üôé
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Y ∗ = A2 + (A1 +A0Y ∗)Y ∗

= A2 +X∗Y ∗

= A2 +X∗(A2 +X∗Y ∗)

= A2 +X∗A2 + (X∗)2Y ∗

= A2 +X∗A2 + (X∗)2(A2 +X∗Y ∗)

= A2 +X∗A2 + (X∗)2A2 + (X∗)3Y ∗ + · · ·

=
X
n≥0

(X∗)nA2 :

Ðáñáôçñïýìå üôé ×∗ = Á1 + Á0Õ ∗ ≤ Á1 + Á0G = U , óõíåðþò ç óåéñÜ
P
n≥0

(X∗)n èá óõãêëßíåé áðü

ôï êñéôÞñéï óýãêëéóçò, åöüóïí ç óåéñÜ
P
n≥0

Un óõãêëßíåé. ¸÷ïõìå äåßîåé üôé ôï æåýãïò (×∗; Õ ∗) åßíáé

ëýóç ôùí åîéóþóåùí ( 4.9 ) êáé ( 4.10 ), åðéðëÝïí ×∗ ≤ U êáé Õ ∗ ≤ G, ðïõ Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôï

Èåþñçìá 4.2 .

¸óôù Æ∗ ìéá ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò ( 4.15 ). Ïñßæïõìå ×∗ = Á1 + Æ∗Á2. èá áðïäåßîïõìå üôé

Æ∗ ≥ R êáé X∗ ≥ U , éóïäýíáìá èá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ üôé Z∗ ≥ R(k) êáé X∗ ≥ U(k) ãéá êÜèå

k ≥ 1. Åöüóïí Z∗ ≥ 0, Ýðåôáé üôé

Z∗ = A0 + Z∗A1 + (Z∗)2A2

≥ A0 + Z∗A1

= A0 + (A0 + Z∗A1)A1

= A0 +A0A1 + Z∗(A1)2

= A0 +A0A1 + (A0 + Z∗A1)(A1)2

= A0 +A0A1 +A0A2
1 +A0A3

1 + · · ·

= A0

X
n≥0

(A1)n

= A0(I −A1)−1

= A0(I − U1)−1

= R(1) :
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¸óôù R(k) ≤ Z∗. Èá äåßîïõìå üôé R(k + 1) ≤ Z∗. ¸÷ïõìå üôé

U(k + 1) = A1 +A0G(k)

= A1 +A0(I − U(k))−1A2

= A1 +R(k)A2

≤ A1 + Z∗A2

= X∗ :

ÅðéðëÝïí éó÷ýåé üôé

Æ∗ = A0 + Z∗A1 + (Z∗)2A2

= A0 + Z∗(A1 + Z∗A2)

= A0 + Z∗×∗

≥ A0 + Z∗U(k + 1)

= A0 + (A0 + Z∗U(k + 1))U(k + 1)

= A0 +A0U(k + 1) + Z∗(U(k + 1))2

≥ A0 +A0U(k + 1) +A0(U(k + 1))2 + · · ·

= A0

X
n≥0

(U(k + 1))n

= A0(I − U(k + 1))−1

= R(k + 1) :

ÔåëéêÜ R = lim
k→∞

R(k) ≤ Z∗. 2

Ïé åîéóþóåéò ( 4.12 ) - ( 4.15 ) ïäçãïýí Üìåóá óôçí åýñåóç áëãüñéèìùí. Ïé Wallace êáé Neuts áñ÷éêÜ

÷ñçóéìïðïßçóáí ôçí åîßóùóç ( 4.15 ) ìÝóù ôçò ïðïßáò ïäçãÞèçêáí óôïí áëãüñéèìï

R(0) = 0

R(k + 1) = A0 +R(k)A1 +R2(k)A2 :
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4.2 Áêñéâåßò õðïëïãéóìïß ôùí ðéíÜêùí G, R óå åéäéêÝò ìïñöÝò

Ïé áëãüñéèìïé ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ìðïñïýí íá åöáñìïóôïýí áíåîÜñôçôá ôçò

ìïñöÞò ôïõ ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò. Èá áíáðôýîïõìå óôç óõíÝ÷åéá êÜðïéïõò áëãüñéèìïõò ðïõ

åöáñìüæïíôáé üôáí ðëçñïýíôáé êÜðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ãéá ôá ìðëïê Á0, Á1 êáé Á2.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï ðßíáêáò Á2 Ý÷åé ôÜîç 1, ïðüôå áíáðôýóóåôáé ùò Á2 = c · r, ãéíüìåíï äõï

äéáíõóìÜôùí, ôüôå ï ðßíáêáò G õðïëïãßæåôáé Üìåóá, üðùò ðñïêýðôåé áðü ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Èåþñçìá 4.5. ¸óôù ìéá èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD, üðïõ ï ðßíáêáò Á2 áíáðôýóóå-

ôáé ùò Á2 = c · r ãéíüìåíï äõï äéáíõóìÜôùí, üðïõ c Ýíá äéÜíõóìá óôÞëç êáé r Ýíá êáíïíéêïðïéçìÝíï

äéÜíõóìá ãñáììÞ, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé r1 = 1. Ôüôå ï ðßíáêáò G äßíåôáé ùò G = 1 · r.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå áðïäåßîåé óôçí åîßóùóç ( 3.9 ) üôé G = (I − U)−1A2 = (I − U)−1c · r = c∗ · r, ãéá êÜðïéï

äéÜíõóìá óôÞëç c∗ = (I − U)−1c. ¼ìùò ï ðßíáêáò G åßíáé óôï÷áóôéêüò, äçëáäÞ G1 = 1, óõíåðþò

1 = G1 = (c∗ · r) · 1 = c∗. 2

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ðßíáêáò R èá äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

R = A0(I −A1 −A0 · 1 · r)−1 :

Óôç óõììåôñéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ï ðßíáêáò Á0 Ý÷åé ôÜîç 1, ïðüôå áíáðôýóóåôáé ùò Á0 = c · r, ãéíüìåíï

äõï äéáíõóìÜôùí, ôüôå ï ðßíáêáò R õðïëïãßæåôáé Üìåóá, üðùò ðñïêýðôåé áðü ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß.

Èåþñçìá 4.6. ¸óôù ìéá èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD, üðïõ ï ðßíáêáò Á0 áíáðôýóóå-

ôáé ùò Á0 = c · r ãéíüìåíï äõï äéáíõóìÜôùí, üðïõ c Ýíá äéÜíõóìá óôÞëç êáé r Ýíá êáíïíéêïðïéçìÝíï

äéÜíõóìá ãñáììÞ, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé r1 = 1. Ôüôå ï ðßíáêáò R äßíåôáé ùò R = c · î, üðïõ

î = r(I −A1 − �A2)−1

êáé � = îc, üðïõ � = sp(R), üôáí m <∞.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå áðïäåßîåé óôçí åîßóùóç ( 3.8 ) üôé R = A0(I − U)−1 = (c · r)(I − U)−1 = c · î, ãéá êÜðïéï

äéÜíõóìá ãñáììÞ î = r(I − U)−1.

Ïñßæïõìå � = îc ôüôå R2 = (c · î) · (c · î) = c · � · î = �(c · î). ÅðáãùãéêÜ áðïäåéêíýåôáé üôé

Rí = �í−1(c · î), ãéá êÜèå í ≥ 1. Áðáéôïýìå ç óåéñÜ
P
í≥1

Rí íá óõãêëßíåé, éóïäýíáìá áðáéôïýìå ç óåéñÜP
í≥0

�í íá óõãêëßíåé, êáé Üñá èá ðñÝðåé � < 1. ( ËÞììá 3.1 )
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¸÷ïõìå áðïäåßîåé üôé ï ðßíáêáò R éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç ( 4.15 ), Ýðåôáé ëïéðüí üôé

c · î = A0 + c · îA1 + (c · î)2A2

c · î = c · r + c · îA1 + �c · îA2

c · r = c · î(É −A1 − �A2)

r = î(É −A1 − �A2)

Èá äåßîïõìå ìÝóá áðü ëïãéêïýò éó÷õñéóìïýò üôé ï ðßíáêáò É −A1 − �A2 åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé Üñá

î = r(É −A1 − �A2)−1 :

Ïñßæïõìå ìéá íÝá äéáäéêáóßá ôýðïõ QBD ìå ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò

Ñ =

2666666666666664
B A0 0 0 · · ·

(1− �)A2 A1 + �A2 A0 0 · · ·
0 (1− �)A2 A1 + �A2 A0 · · ·
0 0 (1− �)A2 A1 + �A2 · · ·
0 0 0 (1− �)A2 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777777775 :

ÅðåéäÞ ç áñ÷éêÞ äéáäéêáóßá åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ, Ýðåôáé üôé êáé ç íÝá äéáäéêáóßá åßíáé èåôéêÜ

åðáíáëçðôéêÞ êáé ìÜëéóôá ïé áíáìåíüìåíïé ÷ñüíïé ðáñáìïíÞò óå êÜèå åðßðåäï, ðñéí ç áëõóßäá ìåôáâåß

óå êÜðïéï Üëëï åðßðåäï, åßíáé ðåðåñáóìÝíïé êáé Üñá ïñßæåôáé ï áíôßóôñïöïò ôïõ ðßíáêá É−A1−�A2. 2

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá äåí ðáñÝ÷åé ìéá áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç ãéá ôïí ðßíáêá R, ìéáò êáé

ç åîßóùóç õðïëïãéóìïý ôïõ ðßíáêá R = c · î = c · r(É −A1 − �A2)−1 åîáñôÜôáé áðü ôï �. Ç ðïóüôçôá

�, ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðåõèåßáò áðü ôçí åîßóùóç

z = r(I −A1 − zA2)−1c

ãéá z ∈ (0; 1). Ï áëãüñéèìïò áõôüò áíáðôý÷èçêå áðü ôïõò Ramaswami êáé Latouche [ 6 ].

Óáí ìéá áêüìá åéäéêÞ ðåñßðôùóç èá äþóïõìå Ýíáí áëãüñéèìï õðïëïãéóìïý ôïõ ðßíáêáG, óôçí ðåñßðôùóç

ðïõ ïé ðßíáêåò Á0, Á1 êáé Á2 åßíáé ôñéãùíéêïß.
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×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èá õðïèÝóïõìå üôé ïé ðßíáêåò Á0 = (a(0)
ij )i≤j , Á1 = (a(1)

ij )i≤j êáé Á2 =

(a(2)
ij )i≤j åßíáé Üíù ôñéãùíéêïß. Èá áðïäåßîïõìå ôüôå üôé êáé ï ðßíáêáò G åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò. ÁíÜ-

ëïãá áðïäåéêíýåôáé üôé ï ðßíáêáò G åßíáé êÜôù ôñéãùíéêüò, üôáí ïé ðßíáêåò Á0, Á1 êáé Á2 åßíáé êÜôù

ôñéãùíéêïß.

Èåþñçìá 4.7. ¸óôù ìéá èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá äéáêñéôïý ÷ñüíïõ ôýðïõ QBD,

üðïõ ïé ðßíáêåò Á0, Á1 êáé Á2 åßíáé Üíù ôñéãùíéêïß. Ôüôå ï ðßíáêáò G åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò êáé ôá

óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí áíáäñïìéêÜ.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå áðïäåßîåé óôï èåþñçìá 4.1 üôé o ðáñáêÜôù áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé ìÝóá áðü ôéò ó÷Ýóåéò

( 4.6 ) - ( 4.8 ) óõãêëßíåé óôïí ðßíáêá G

G(0) = 0

G(k) = (I −A1 +A0G(k − 1))−1A2 ; k ≥ 1 :

Èá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ üôé ïé ðßíáêåò G(k) åßíáé Üíù ôñéãùíéêïß, ãéá êÜèå k ≥ 1.

Ðñïöáíþò ï ðßíáêáò G(1), ðïõ äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

G(1) = (I −A1)
−1A2 ;

åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò, åöüóïí ïé ðßíáêåò Á0, Á1 êáé Á2 åßíáé Üíù ôñéãùíéêïß. ¸óôù üôé ï ðßíáêáò

G(k − 1) åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò. Èá áðïäåßîïõìå üôé ï G(k) åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò. Ðáñáôçñïýìå üôé

G(k) = (I −A1 +A0G(k − 1))−1A2 :

¼ìùò ðñÜîåéò ìåôáîý Üíù ôñéãùíéêþí ðéíÜêùí äßíïõí ôñéãùíéêü ðßíáêá, åßôå ðñüêåéôáé ãéá ðñüóèåóç,

åßôå ãéá ðïëëáðëáóéáóìü. Åðßóçò ï áíôßóôñïöïò Üíù ôñéãùíéêïý ðßíáêá, ìå ôçí õðüèåóç ôçò ìç ìçäå-

íéêÞò ïñßæïõóáò, åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò. ÌÝóá áðü áõôïýò ôïõò éó÷õñéóìïýò Ýðåôáé Üìåóá üôé ï ðßíáêáò

G(k) åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò, ãéá êÜèå k ≥ 1. ÔåëéêÜ ï ðßíáêáò G = lim
k→∞

G(k) åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò.

¸÷ïõìå áðïäåßîåé üôé ï ðßíáêáò G = (gij)i≤j éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç ( 4.14 ), Ý÷ïõìå ëïéðüí üôé

G = A2 +A1G+A0G2 :
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Óå åðßðåäï óôïé÷åßùí ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç áíáëýåôáé ùò

gij =

8><>: a(2)
ij +

jP
k=i

a(1)
ik gkj +

jP
t=i

a(0)
it

jP
k=t

gtkgkj ; i ≤ j

0 ; i > j :

Ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá, ëáìâÜíïíôáò õðüøçí üôé ï G åßíáé ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò ( 4.14 ),

éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

gii = a(2)
ii + a(1)

ii gii + a(0)
ii g

2
ii

=
1− a(1)

ii −
q

(1− a(1)
ii )2 − 4a(0)

ii a
(2)
ii

2a(0)
ii

gi;i+1 = a(2)
i;i+1 +

i+1X
k=i

a(1)
ik gk;i+1 +

i+1X
t=i

a(0)
it

i+1X
k=t

gtkgk;i+1

= a(2)
i;i+1 + a(1)

ii gi;i+1 + a(1)
i;i+1gi+1;i+1

+a(0)
ii (giigi;i+1 + gi;i+1gi+1;i+1) + a(0)

i;i+1g
2
i+1;i+1

=
a(2)
i;i+1 + a(1)

i;i+1gi+1;i+1 + a(0)
i;i+1g2

i+1;i+1

1− a(1)
ii − a(0)

ii (gii + gi+1;i+1)

gi;i+í = a(2)
i;i+í +

i+íX
k=i

a(1)
ik gk;i+í +

i+íX
t=i

a(0)
it

i+íX
k=t

gtkgk;i+í

= a(2)
i;i+í + a(1)

ii gi;i+í +
i+íX
k=i+1

a(1)
ik gk;i+í

+a(0)
ii

i+íX
k=i

gikgk;i+í +
i+íX
t=i+1

a(0)
it

i+íX
k=t

gtkgk;i+í

=
a(2)
i;i+í +

i+íP
k=i+1

a(1)
ik gk;i+í + a(0)

ii

i+í−1P
k=i+1

gikgk;i+í +
i+íP
t=i+1

a(0)
it

i+íP
k=t

gtkgk;i+í

1− a(1)
ii − a(0)

ii (gii + gi+í;i+í)

Óôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù áëãüñéèìïõ äåí ìáò áðáó÷üëçóå áí ïé ðßíáêåò Á0, Á1 êáé Á2 åßíáé ðåðå-

ñáóìÝíïé Þ ü÷é. 2
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Ç ìåèïäïëïãßá ôïõ ðáñáðÜíù áëãüñéèìïõ, ãéá ôçí åýñåóç ôïõ óôïé÷åßïõ gij ; j ≥ i, ôïõ ðßíáêá G,

óõíïøßæåôáé óôï ó÷Þìá ðïõ áêïëïõèåß.26666666666666666666666666666666666666666664

g11 g12 ··· g1i g1i+1 ··· g1j ···

0 g22 ··· g2i g2i+1 ··· g2j ···

...
... . . . ...

... ··· ... ···

0 0 ··· gii

HHHHHHH
HH

// gii+1 // ::: // gij ···

0 0 ··· 0 gi+1i+1 //

OO

EEEEEEEEE ···

OO

// gi+1j

OO

···

...
...

...
...

... . . . //

OO

CC
CC

CC
CC

C
...

OO

···

0 0 ··· 0 0 ··· gjj

OO

···

...
...

...
...

... ··· ... . . .

37777777777777777777777777777777777777777775
Åíþ ï ðßíáêáò G èá õðïëïãéóôåß ìÝóù ôùí åðÜëëçëùí ìðëïê ðéíÜêùí üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá ðïõ

áêïëïõèåß. 266666666666666666666664

g11

DD
DD

DD
DD

// g12 g13 g14 ···

0 g22

OO

g23 g24 ···

0 0 g33 g34 ···

0 0 0 g44 ···

...
...

...
... . . .

377777777777777777777775
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4.3 Ç ðåñßðôùóç ôïõ óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ

Èá äåßîïõìå óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ðùò ôñïðïðïéïýíôáé ïé áëãüñéèìïé åýñåóçò ôïõ ðßíáêá G üôáí áíá-

öåñüìáóôå óå áëõóßäåò ôýðïõ QBD óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ.

Èåþñçìá 4.8. Ïé áêïëïõèßåò {U(k); k ≥ 1} êáé {G(k); k ≥ 1} ïñéæüìåíåò ùò

U(1) = A1

G(k) = (−U(k))−1A2

U(k + 1) = A1 +A0G(k) ;

ãéá k ≥ 1, óõãêëßíïõí óôïõò ðßíáêåò U êáé G, áíôßóôïé÷á. Ç áêïëïõèßá {G(k); k ≥ 1} åßíáé ìïíüôïíç.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.8 åßíáé áíÜëïãç ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1, üðïõ G(k) åßíáé ï

ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò áðü ôï åðßðåäï `(n) óôï `(n + 1), ÷ùñßò íá ðåñÜóåé áðü ôï åðßðåäï

`(n+ k), ãéá êÜèå n ≥ 1.
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4.4 ¢ëëïé áëãüñéèìïé õðïëïãéóìïý ôïõ ðßíáêá R

Áíáðôýîáìå óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò üôé ïé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÝò äéáäéêáóßåò ôýðïõ QBD Ý÷ïõí

ðéíáêï-ãåùìåôñéêÞ óôÜóéìç êáôáíïìÞ, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïðïßáò åßíáé áðáñáßôçôïò ï ðñïóäéïñéóìüò

ôïõ ðßíáêá R Þ ôïõ ðßíáêáG. Ï ðßíáêáò R, ãéá áëõóßäåò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ, ðñïóäéïñßæåôáé ùò ç åëÜ÷éóôç

ìç áñíçôéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò

R = A0 +RA1 +R2A2 : (3:14)

Ìüëéò õðïëïãéóôåß ï ðßíáêáò R, üëá ôá õðüëïéðá ìÝôñá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí õðïëïãßæïíôáé óõíáñôÞóåé

áõôïý. Óå êÜðïéåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò áðïäåßîáìå üôé ï õðïëüãéóìüò ôïõ ðßíáêá ãßíåôáé Üìåóá. ¼ìùò

ïé ðåñéðôþóåéò áõôÝò åßíáé áñêåôÜ óðÜíéåò, êáé óôçí ïõóßá ç ðñïóÝããéóç ôïõ ðßíáêá ãßíåôáé áëãïñéè-

ìéêÜ. ÎåêéíÜìå áðü ìéá ïñéóìÝíç ðñïóÝããéóç ôïõ ðßíáêá R, Ýóôù ôçí R(0) êáé ôçí âåëôéþíïõìå ìÝóù

ìéáò êáëÜ ïñéóìÝíçò áêïëïõèßáò R(k). Ç ìÝèïäïò ðïõ óõíÞèùò ðñïôéìÜôáé åßíáé áõôÞ ôçò äéáäï÷éêÞò

áíôéêáôÜóôáóçò. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ôñïðïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç R = A0 +A1R+A2R2 ùò

R(k + 1) = A0 +R(k)A1 +R2(k)A2 :

ÓõíÞèùò èÝôïõìå R(0) = 0 Þ éóïäýíáìá R(1) = A0. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ïíïìÜóôçêå áðü ôïí Latouche

ùò \öõóéêüò" áëãüñéèìïò. ÈÝôïíôáò ùò áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçí R(0) = 0 åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß üôé

ç áêïëïõèßá {R(k); k ≥ 0} åßíáé áýîïõóá êáé óõãêëßíåé óå Ýíáí ìç áñíçôéêü ðßíáêá, Ýóôù X. Áðï-

äåß÷èçêå áðü ôïí Neuts üôé ï ðßíáêáò × áðïôåëåß ëýóç ôçò åîßóùóçò ( 3.14 ) êáé ìÜëéóôá åëÜ÷éóôç,

óõíåðþò X = R.

Ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜöôçêå ðáñáðÜíù ìðïñåß íá âåëôéùèåß, åöüóïí ï ðßíáêáò I − A1 åßíáé áíôé-

óôñÝøéìïò.

R = A0 +RA1 +R2A2

R(É −Á1) = A0 +R2A2

R = (A0 +R2A2)(É −Á1)−1

Ï íÝïò áëãüñéèìïò

R(k + 1) = (A0 +R2(k)A2)(É −Á1)−1
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áðïäåß÷èçêå áðü ôïí Latouche üôé áðáéôåß ìéêñüôåñï ðëÞèïò åðáíáëÞøåùí ðñïêåéìÝíïõ íá åðéôý÷åé óý-

ãêëéóç. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ïíïìÜóôçêå áðü ôïí Latouche \ðáñáäïóéáêüò" áëãüñéèìïò. Óå áíôßèåóç

ìå ôïí \öõóéêü" áëãüñéèìï ï íÝïò áëãüñéèìïò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé óå ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò

óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ðñÝðåé ï ðßíáêáò I − A1 íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôïí ðßíáêá

−A1.

ÐñïôÜèçêå áðü ôïí Latouche Ýíáò áêüìç áëãüñéèìïò. Áðü ôçí ó÷Ýóç ( 3.14 ) Ýðåôáé üôé

R = A0 +RA1 +R2A2

R = A0 +R(A1 +RA2)

R = A0 +RU ;

üðïõ U = A1 +RA2. Åöüóïí R = A0 +RU , Ýðåôáé üôé

R(I − U) = A0 ⇒ R = A0(I − U)−1 :

Ç áêüëïõèç êáôáóêåõáóôéêÞ ìÝèïäïò óõãêëßíåé óôïõò ðßíáêåò U êáé R.

U(k) = A1 +R(k − 1)A2

R(k) = A0(I − U(k))−1

ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçí R(0) = 0. ÏõóéáóôéêÜ ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ ãéá ôçí

åýñåóç ôïõ R(k + 1) åßíáé ç

R(k + 1) = A0(I −A1 +R(k)A2)−1 :

O Latouche áðÝäåéîå ìå èåùñçôéêÞ áíÜëõóç êáé ìå áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò üôé ï áëãüñéèìïò ðïõ

âáóßæåôáé óôïí ðßíáêá U åßíáé êáëýôåñïò êáé áðü ôïí \öõóéêü" êáé ôïí \ðáñáäïóéáêü" áëãüñéèìï.

Ôï ðëÞèïò ôùí åðáíáëÞøåùí ðïõ áðáéôïýíôáé, óôïõò áëãüñéèìïõò ðïõ Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, ðñïêåéìÝíïõ

íá åðéôý÷ïõìå óýãêëéóç åßíáé éäéáßôåñùò ìåãÜëï êáé ãéá ôïí ëüãï áõôü Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ôå÷íéêÝò ðïõ

ìåéþíïõí ôï ðëÞèïò ôùí áðáéôïýìåíùí åðáíáëÞøåùí. Óôá ðëáßóéá áõôÜ Ý÷åé áíáðôõ÷èåß ìéá ìÝèïäïò

áðü ôïõò Latouche êáé Ramaswami [4].
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ÊåöÜëáéï 5

ÅöáñìïãÝò

5.1 ÏõñÜ ìå ðïëëïýò õðçñÝôåò êáé ÷ñüíïõò åíåñãïðïßçóçò

Èåùñïýìå ìéá Ì=Ì=c ïõñÜ áíáìïíÞò óôçí ïðïßá ïé ðåëÜôåò öôÜíïõí óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêáóßá

Poisson ìå ñõèìü ë. Ïé ðåëÜôåò åîõðçñåôïýíôáé áðü c õðçñÝôåò, ï êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïßïõò åîõðçñåôåß

óå åêèåôéêü ÷ñüíï ðáñáìÝôñïõ ì áíåîÜñôçôá áðü ôïõò õðüëïéðïõò. Ïé ðëåïíÜæïíôåò õðçñÝôåò ìüëéò

áäåéÜóåé ç ïõñÜ áðåíåñãïðïéïýíôáé áêáñéáßá. ¼ôáí áößêíõôáé Ýíáò ðåëÜôçò êáé âñßóêåé ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíá Üäåéï õðçñÝôç áðåíåñãïðïéçìÝíï, ôüôå ï äéá÷åéñéóôÞò ôïõ óõóôÞìáôïò åíåñãïðïéåß ôïí õðçñÝôç

ðïõ üìùò ÷ñåéÜæåôáé åêèåôéêü ÷ñüíï åíåñãïðïßçóçò ðáñáìÝôñïõ è. Ï äéá÷åéñéóôÞò ôïõ óõóôÞìáôïò

åíåñãïðïéåß Ýíáí Ýíáí ôïõò õðçñÝôåò ìÝ÷ñé ôç óôéãìÞ ðïõ ôï óýóôçìá èá áäåéÜóåé. Óôç ðåñßðôùóç

ðïõ ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç ìéáò åîõðçñÝôçóçò õðÜñ÷åé Ýíáò ðåëÜôçò óå áíáìïíÞ ôüôå äéáêüðôåôáé ç

äéáäéêáóßá åíåñãïðïßçóçò êáé ï ðåëÜôçò óå áíáìïíÞ ðñï÷ùñÜåé óå åîõðçñÝôçóç óôïí åëåýèåñï õðçñÝôç.

Èåùñïýìå üôé ïé åíäéÜìåóïé ÷ñüíïé áößîåùí, åîõðçñåôÞóåùí êáé åíåñãïðïéÞóåùí åßíáé áíåîÜñôçôïé.

Ïñßæïõìå Q(t) íá åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t êáé Í(t) íá åßíáé

ôï ðëÞèïò ôùí åíåñãïðïéÞìåíùí õðçñåôþí ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, t ≥ 0. Ôüôå ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá

Q(t) = {(Q(t); N(t)) ; t ≥ 0} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ. ¸óôù Q ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá, Q ∈ No
êáé N ôï ðëÞèïò ôùí åíåñãïðïéçìÝíùí õðçñåôþí Í ∈ {0; 1; : : : ; c}. Èá áðïêáëïýìå ôç ìåôáâëçôÞ Q

åðßðåäï êáé ôç ìåôáâëçôÞ Í öÜóç. Óôü÷ïò ìáò åßíáé ç åýñåóç ôïõ äéáíýóìáôïò ð = (ð0; ð1; : : :), üðïõ

ði = (ði0; ði1; : : : ; ðic) êáé ðij = P [Q = i; N = j]; i ∈ No; j ∈ {0; 1; : : : ; c}. ÕðïèÝôïõìå üôé ç

áëõóßäá ìáò åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ. Ç óõíèÞêç èåôéêÞò åðáíáëçðôéêüôçôáò èá äïèåß óôç óõíÝ÷åéá.

Ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé ôýðïõ QBD, êáèþò åßíáé äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò ìüíï áðü Ýíá åðßðåäï óå

ãåéôïíéêÜ åðßðåäá Þ ìÝóá óôï ßäéï åðßðåäï. Ôï äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò äßíåôáé óôç óõíÝ÷åéá.
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c;c
cì

yyssssssss
ë // c+1;ccì

oo ë // ···cì
oo

c−1;c−1

(c−1)ì

{{www
ww

ww
w

ë // c;c−1
(c−1)ì

oo
è

OO

ë // c+1;c−1
(c−1)ì
oo

è
OO

ë // ···
(c−1)ì

oo

. ..

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
...

è

OO

...

è

OO

...

è

OO

···

3;3
3ì

}}{{
{{

{{
ë // ···
3ì

oo ë // c−1;3

è
OO

3ì
oo ë // c;3

è
OO

3ì
oo ë // c+1;3

è
OO

3ì
oo ë // ···

3ì
oo

2;2
2ì

}}{{
{{

{{
ë // 3;2
2ì

oo
è

OO

ë // ···
2ì

oo ë // c−1;2
2ì

oo
è

OO

ë // c;2
2ì

oo
è

OO

ë // c+1;2
2ì

oo
è

OO

ë // ···
2ì

oo

1;1
ì

}}{{
{{

{{
ë // 2;1ì

oo
è

OO

ë // 3;1ì
oo

è
OO

ë // ···ì
oo ë // c−1;1ì

oo
è

OO

ë // c;1ì
oo

è
OO

ë // c+1;1ì
oo

è
OO

ë // ···ì
oo

0;0 ë // 1;0

è
OO

ë // 2;0

è
OO

ë // 3;0

è
OO

ë // ··· ë // c−1;0

è
OO

ë // c;0

è
OO

ë // c+1;0

è
OO

ë // ···

Ï ðßíáêáò ñõèìþí ìåôÜâáóçò Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ

Q =

2666666666664
B00 B01 0 0 · · ·
Â10 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 :

Ï ðßíáêáò Á0 ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ñõèìïýò ìåôÜâáóçò ðñüò ôï áìÝóùò áíþôåñï åðßðåäï, äåäïìÝíïõ

üôé Q > c. Ïé ìüíåò äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò åßíáé ôçò ìïñöÞò (i; j) → (i + 1; j), üôáí ãßíåôáé ìéá Üöéîç.

ÓõíïðôéêÜ

Á0 =

2666666666664
ë 0 · · · 0 0

0 ë · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · ë 0

0 0 · · · 0 ë

3777777777775 = ëÉ :

Ï ðßíáêáò Á2 ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ñõèìïýò ìåôÜâáóçò ðñüò ôï áìÝóùò êáôþôåñï åðßðåäï, äåäïìÝíïõ

üôé Q > c. Ïé ìüíåò äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò åßíáé ôçò ìïñöÞò (i; j) → (i − 1; j), üôáí ïëïêëçñþíåôáé ìéá

åîõðçñÝôçóç ìå ñõèìü jì, j > 0. Óôç ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷ïõí áêüìá åíåñãïðïéçèåß õðçñÝôåò äåí åßíáé

äõíáôü íá ãßíïõí áíá÷ùñÞóåéò. ÓõíïðôéêÜ

98



Á2 =

2666666666664
0 0 · · · 0 0

0 ì · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · (c− 1)ì 0

0 0 · · · 0 cì

3777777777775 :

ÔÝëïò ï ðßíáêáò Á1 ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ñõèìïýò ðáñáìïíÞò óôï ßäéï åðßðåäï, äåäïìÝíïõ üôé Q > c.

Ïé ìüíåò äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò åßíáé ôçò ìïñöÞò (i; j) → (i; j + 1), üôáí åíåñãïðïéåßôáé Ýíáò õðçñÝôçò ìå

ñõèìü è. ÓõíïðôéêÜ

Á1 =

2666666666664
−(ë+ è) è · · · 0 0

0 −(ë+ ì + è) · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · −(ë+ (c− 1)ì + è) è

0 0 · · · 0 −(ë+ cì)

3777777777775 :

Ôüôå áðü ôï èåþñçìá 3.7 Ýðåôáé üôé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

ðÔn = ðÔc+1R
n−(c+1); ∀ n ≥ c+ 1 (3:15)

üðïõ ï ðßíáêáò R õðïëïãßæåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò ( 3.8 ) êáé ( 3.10 ), ùò R = Á0(−Á1 − Á0G)−1 êáé ï

ðßíáêáò G âñßóêåôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

A2 +A1X +A0X2 = 0 :

Ôá äéáíýóìáôá ð?T = (ðT0 ðT1 : : : ðTc ) êáé ðTc+1 èá âñåèïýí ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí

åîéóþóåùí �
ð?Ô ðÔc+1

�264 B00 B01

Â10 A1 +RA2

375 = 0 ;

ð?Ô1 + ðÔc+1(I −R)−11 = 1 :

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðßíáêåò Á0, Á1 êáé Á2 åßíáé ôñéãùíéêïß, óõíåðþò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí

áëãüñéèìï åýñåóçò ôïõ ðßíáêá G ðïõ áíáðôý÷èçêå óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.7. Áñ÷éêÜ õðïëï-
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ãßæïõìå ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá G.

Óôç ðåñßðôùóç ðïõ i = c Ý÷ïõìå üôé

gcc =
−a(1)

ii −
q

(a(1)
ii )2 − 4a(0)

ii a
(2)
ii

2a(0)
ii

=
ë+ cì −

È
(ë+ cì)2 − 4ëì
2cì

=
ë+ cì − |ë− cì|

2cì
= min{ ë

cì
; 1} :

Ãéá i = 0 Ý÷ïõìå áðü ôç ó÷Ýóç A2 +A1G+A0G2 = 0 üôé

0 = a(2)
00 + a(1)

00 g00 + a(0)
00 g

2
00

0 = −(ë+ è)g00 + ëg2
00

g00 =
ë

ë+ è
:

ÔÝëïò, ãéá i = 1; 2; : : : ; c− 1 Ý÷ïõìå üôé

gii =
−a(1)

ii −
q

(a(1)
ii )2 − 4a(0)

ii a
(2)
ii

2a(0)
ii

=
ë+ iì + è −

È
(ë+ iì + è)2 − 4ëiì
2iì

:

Ï ðßíáêáò G ðñïêýðôåé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò A2 + A1G + A0G2 = 0 óôï óýíïëï ôùí ìç

áñíçôéêþí ðéíÜêùí, ùò åê ôïýôïõ èåùñïýìå üôé gcc = ë
cì áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáßñíïõìå ôç óõíèÞêç

åõóôÜèåéáò ôïõ óõóôÞìáôïò, ë < cì. ÅðéðëÝïí ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá G åêöñÜæïõí ðéèáíüôçôåò êáé

Üñá áðáéôïýìå 0 ≤ gij ≤ 1. Ðáñáôçñïýìå üôé

ë+ iì + è −
È

(ë+ iì + è)2 − 4ëiì
2iì

< 1È
(ë+ iì + è)2 − 4ëiì > −2iì + ë+ iì + è

(ë+ iì + è)2 − 4ëiì > (ë− iì + è)2

(ë− iì + è)2 + 4ëiì + 4èiì − 4ëiì > (ë− iì + è)2

èiì > 0
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ôï ïðïßï éó÷ýåé ðÜíôá. Ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá G èá õðïëïãéóôïýí óõíáñôÞóåé ôùí äéáãþíéùí

óôïé÷åßùí. Å÷ïõìå üôé

gi;i+1 =
a(2)
i;i+1 + a(1)

i;i+1gi+1;i+1 + a(0)
i;i+1g2

i+1;i+1

−a(1)
ii − a(0)

ii (gii + gi+1;i+1)

=
ègi+1;i+1

ë+ iì + è − ë(gii + gi+1;i+1)
; i = 0; 1; : : : ; c− 1

gi;i+í =
a(2)
i;i+í +

i+íP
k=i+1

a(1)
ik gk;i+í + a(0)

ii
i+í−1P
k=i+1

gikgk;i+í +
i+íP
t=i+1

a(0)
it

i+íP
k=t

gtkgk;i+í

−a(1)
ii − a(0)

ii (gii + gi+í;i+í)

=
ègi+1;i+í + ë

i+í−1P
k=i+1

gikgk;i+í

ë+ iì + è − ë(gii + gi+í;i+í)
:

Ìå ôïí ôñüðï áõôü áíáäñïìéêÜ õðïëïãßæïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá G. Õðïëïãßæïõìå ôÝëïò ôïí ðßíáêá

R ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò R = Á0(−Á1 −Á0G)−1 = ë(−Á1 − ëG)−1. 2
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5.2 Äßêôõï äõï óôáèìþí ìå êéíïýìåíïõò õðçñÝôåò, ðáñåìðüäéóç êáé áðþ-

ëåéåò ðåëáôþí

Èåùñïýìå äõï óôáèìïýò, óôïí êáèÝíá áðü ôïõò ïðïßïõò ïé åîõðçñåôÞóåéò ãßíïíôáé óå åêèåôéêü ÷ñüíï.

ÊÜèå óôáèìüò Ý÷åé ôïí äéêü ôïõ ÷þñï áíáìïíÞò, ç ïõñÜ 1 åßíáé Üðåéñçò ÷ùñéôéêüôçôáò åíþ ç ïõñÜ ôïõ

óôáèìïý 2 åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé ìüíï Í − 1 ðåëÜôåò ìðïñïýí íá âñßóêïíôáé óôï ÷þñï áíáìïíÞò êáé

ôï ÷þñï åîõðçñÝôçóçò. Ïé áößîåéò óôï äßêôõï åßíáé Poisson êáé ïé ñõèìïß áößîåùí åßíáé ëi ãéá êÜèå

óôáèìü i = 1; 2. Ìüëéò ïëïêëçñùèåß ç åîõðçñÝôçóç óôï óôáèìü 1 ï ðåëÜôçò áíá÷ùñåß áðü ôï äßêôõï ìå

ðéèáíüôçôá p Þ óõíå÷ßæåé óôï óôáèìü 2 ìå ðéèáíüôçôá 1 − p. ÁíÜëïãá ï ðåëÜôçò ïëïêëçñþíïíôáò ôçí

åîõðçñÝôçóç ôïõ óôï óôáèìü 2 åßôå áíá÷ùñåß áðü ôï äßêôõï ìå ðéèáíüôçôá u åßôå óõíå÷ßæåé óôï óôáèìü

1 ìå ðéèáíüôçôá 1− u. Ïé ñõèìïß åîõðçñÝôçóçò åßíáé ìi ãéá ôïí óôáèìü i = 1; 2. ¼ìùò áí ï õðçñÝôçò

1 åßíáé åëåýèåñïò Þ ìðëïêáñéóìÝíïò âïçèÜåé ôïí õðçñÝôç 2 áíåâÜæïíôáò ôïí ñõèìü óå ì4. ÁíÜëïãá áí

ï õðçñÝôçò 2 åßíáé åëåýèåñïò âïçèÜåé ôïí õðçñÝôç 1 áíåâÜæïíôáò ôïí ñõèìü óå ì3. Óôç ðåñßðôùóç ðïõ

ïé Í − 1 èÝóåéò ôçò äåýôåñçò ïõñÜò åßíáé êáôåéëçììÝíåò äåí åßíáé äõíáôü íá ãßíïõí Üëëåò áößîåéò áðü ôï

åîùôåñéêü, üìùò åßíáé äõíáôü êÜðïéïò ðåëÜôçò ïëïêëçñþíïíôáò ôçí åîõðçñÝôçóç ôïõ óôï óôáèìü 1 íá

óõíå÷ßóåé íá ðáñáìÝíåé óôï óýóôçìá ÷ùñßò íá ìðïñåß íá ìåôáâåß óôï äåýôåñï óôáèìü, óõíåðþò ï ðåëÜôçò

áõôüò èá ðáñáìÝíåé óôï ðñþôï óôáèìü ðáñåìðïäßæïíôáò ôéò õðüëïéðåò åîõðçñåôÞóåéò. ÄåäïìÝíïõ üôé

êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé åðéèõìçôü èåùñïýìå üôé, üôáí óôï äåõôåñü óôáèìü âñßóêïíôáé Í − 1 ðåëÜôåò, ç

ðéèáíüôçôá íá áíá÷ùñÞóåé Ýíáò ðåëÜôçò áðü ôï äßêôõï ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò åîõðçñÝôçóçò ôïõ

óôï óôáèìü 1 ìåôáâÜëëåôáé áðü p óå r, üðïõ r > p. Ãéá ëüãïõò äéåõêüëõíóçò èá ïñßóïõìå üôé ï

ìðëïêáñéóìÝíïò ðåëÜôçò áíÞêåé óôá Üôïìá ôïõ äåýôåñïõ óôáèìïý. Óõíåðþò ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí èá

åßíáé ôçò ìïñöÞò

S = {(`;m) : ` ∈ No; m ∈ {0; 1; : : : ; N}} :

Ó÷çìáôéêÜ ôï ìïíôÝëï ìáò ðåñéãñÜöåôáé ùò:

ë1 // ì1 (ì3) //

p(r)
²²Â
Â
Â

1−p
(1−r)

//_______ ì2 (ì4) // u //____

1−u

Â
Â
Â

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

²²Â
Â
Â

ë2(0)

OO

Ïñßæïõìå Qi(t) íá åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðåëáôþí óôï óôáèìü i = 1; 2 ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t; t ≥ 0. Ôüôå

ç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá Q(t) = {(Q1(t); Q2(t)) ; t ≥ 0} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ. ¸óôù Qi ôï ðëÞèïò ôùí
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ðåëáôþí óôï óôáèìü i = 1; 2, Q1 ∈ No êáé Q2 ∈ {0; 1; : : : ; N}. Èá áðïêáëïýìå ôç ìåôáâëçôÞ Q1

åðßðåäï êáé ôç ìåôáâëçôÞ Q2 öÜóç. Óôü÷ïò ìáò åßíáé ç åýñåóç ôïõ äéáíýóìáôïò ð = (ð0; ð1; : : :), üðïõ

ði = (ði0; ði1; : : : ; ðiN ) êáé ðij = P [Q1 = i; Q2 = j]; i ∈ No; j ∈ {0; 1; : : : ; N}. ÕðïèÝôïõìå üôé ç

áëõóßäá ìáò åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ. Ç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá åßíáé ôýðïõ QBD, êáèþò åßíáé äõíáôÝò

ìåôáâÜóåéò ìüíï áðü Ýíá åðßðåäï óå ãåéôïíéêÜ åðßðåäá Þ ìÝóá óôï ßäéï åðßðåäï. Ï ðßíáêáò ñõèìþí

ìåôÜâáóçò Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ

Q =

2666666666664
B00 B01 0 0 · · ·
A2 A1 A0 0 · · ·
0 A2 A1 A0 · · ·
0 0 A2 A1 · · ·
...

...
...

... . . .

3777777777775 :

Ï ðßíáêáò Á0 ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ñõèìïýò ìåôÜâáóçò ðñüò ôï áìÝóùò áíþôåñï åðßðåäï, äåäïìÝíïõ üôé

Q1 > 0. Ïé äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò åßíáé åßôå ôçò ìïñöÞò (`;m) → (`+ 1;m− 1), üôáí ïëïêëçñþíåôáé ìéá

åîõðçñÝôçóç óôï óôáèìü 2 (0 < Q2 < N) ìå ñõèìü ì2 êáé ï åîõðçñåôïýìåíïò ðåëÜôçò ìå ðéèáíüôçôá

1 − u óõíå÷ßæåé óôï óôáèìü 1, åßôå ôçò ìïñöÞò (`;m) → (` + 1;m) üôáí ãßíåôáé ìéá åîùôåñéêÞ Üöéîç

óôï óôáèìü 1 (0 ≤ Q2 ≤ N). ¼ôáí Q2 = N ôüôå ï óôáèìüò 1 åßíáé ìðëïêáñéóìÝíïò êáé ï õðçñÝôçò

1 âïçèÜåé ôïí õðçñÝôç 2 óõíåðþò ï ñõèìüò åîõðçñÝôçóçò åßíáé ì4 êáé Üñá ìåôáâÜóåéò ôçò ìïñöÞò

(`; Í) → (`− 1; Í) ãßíïíôáé ìå ñõèìü (1− u)ì4. ÓõíïðôéêÜ

Á0 =

26666666666666666664
ë1 0 0 · · · 0 0 0

(1− u)ì2 ë1 0 · · · 0 0 0

0 (1− u)ì2 ë1 · · · 0 0 0

0 0 (1− u)ì2 : : : 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · (1− u)ì2 ë1 0

0 0 0 · · · 0 (1− u)ì4 ë1

37777777777777777775
:

Ï ðßíáêáò Â01 âñßóêåôáé áíÜëïãá êáé ìÜëéóôá ðñïêýðôåé üôé Ý÷åé ôçí ßäéá äïìÞ ìå ôïí Á0 áí áíôéêáôá-

óôÞóïõìå ôïõò ñõèìïýò ì2 áðü ôïõò ñõèìïýò ì4.

Ï ðßíáêáò Á2 ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ñõèìïýò ìåôÜâáóçò ðñüò ôï áìÝóùò êáôþôåñï åðßðåäï, äåäïìÝíïõ
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üôé Q1 > 0. Ïé äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò åßíáé åßôå ôçò ìïñöÞò (`;m) → (` − 1;m), üôáí ïëïêëçñþíåôáé

ìéá åîõðçñÝôçóç óôï óôáèìü 1 (0 < Q2 < N − 1) ìå ñõèìü ì1 êáé ï åîõðçñåôïýìåíïò ðåëÜôçò ìå

ðéèáíüôçôá p áíá÷ùñåß áðü ôï óýóôçìá, üôáí Q2 = N − 1 ìå ñõèìü ì1 êáé ï åîõðçñåôïýìåíïò ðåëÜôçò

ìå ðéèáíüôçôá r áíá÷ùñåß áðü ôï óýóôçìá, åßôå ôçò ìïñöÞò (`;m) → (`−1;m+1) , üôáí ïëïêëçñþíåôáé

ìéá åîõðçñÝôçóç óôï óôáèìü 1 (0 < Q2 < N) ìå ñõèìü ì1 êáé ï åîõðçñåôïýìåíïò ðåëÜôçò ìå ðéèáíüôçôá

1−p óõíå÷ßæåé óôï óôáèìü 2, üôáí Q2 = N−1 ìå ñõèìü ì1 êáé ï åîõðçñåôïýìåíïò ðåëÜôçò ìå ðéèáíüôçôá

1 − r óõíå÷ßæåé óôï óôáèìü 2. ¼ôáí Q2 = N ôüôå ï óôáèìüò 1 åßíáé ìðëïêáñéóìÝíïò êáé ï õðçñÝôçò

1 âïçèÜåé ôïí õðçñÝôç 2 óõíåðþò ïé ìåôáâÜóåéò ôçò ìïñöÞò (`; Í) → (`− 1; Í(−1)) ãßíïíôáé ìå ñõèìü

0. ¼ôáí Q2 = 0 ôüôå ï óôáèìüò 2 åßíáé Üäåéïò êáé ï õðçñÝôçò 2 âïçèÜåé ôïí õðçñÝôç 1 óõíåðþò

ïé ìåôáâÜóåéò ôçò ìïñöÞò (`; 0) → (` − 1; 0) ãßíïíôáé ìå ñõèìü pì3, åíþ ïé ìåôáâÜóåéò ôçò ìïñöÞò

(`; 0) → (`− 1; 1) ãßíïíôáé ìå ñõèìü qì3. ÓõíïðôéêÜ

Á2 =

2666666666666664
pì3 (1− p)ì3 0 · · · 0 0 0

0 pì1 (1− p)ì1 · · · 0 0 0

0 0 pì1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 0 rì1 (1− r)ì1

0 0 0 · · · 0 0 0

3777777777777775 :

Ôüôå áðü ôï èåþñçìá 3.7 Ýðåôáé üôé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

ðÔn = ðÔ1 R
n−1; ∀ n ≥ 1 (3:15)

üðïõ ï ðßíáêáò R õðïëïãßæåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò ( 3.8 ) êáé ( 3.10 ), R = Á0(−Á1 − Á0G)−1 êáé ï

ðßíáêáò G âñßóêåôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò åîßóùóçò

A2 +A1X +A0X2 = 0 :

Ôá äéáíýóìáôá ð0 êáé ð1 èá âñåèïýí ùò ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí�
ðÔ0 ðÔ1

�264 B00 B01

A2 A1 +RA2

375 = 0 ;

ðÔ0 1 + ðÔ1 (I −R)−11 = 1 :
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Ï ðßíáêáò G èá õðïëïãéóôåß ìÝóù ôïõ áëãüñéèìïõ

G(0) = 0

G(k + 1) = (−A1 −A0G(k))−1A2 :

2
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