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1. (a) 'Estw H q¸roc Hilbert kai èstw xn, yn sth monadiaÐa mp�la tou H me thn idiìthta
〈xn, yn〉 → 1. DeÐxte ìti ‖xn − yn‖ → 0.
(b) 'Estw H q¸roc Hilbert, kai xn, x ∈ H me tic idiìthtec: ‖xn‖ → ‖x‖, kai, gia k�je y ∈ H,
〈xn, y〉 → 〈x, y〉. DeÐxte ìti ‖xn − x‖ → 0.

2. 'Estw X q¸roc me eswterikì ginìmeno, kai x1, . . . , xn ∈ X. DeÐxte ìti
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An ‖xi − xj‖ ≥ 2 gia i 6= j, deÐxte ìti an mia mp�la perièqei ìla ta xi, prèpei na èqei aktÐna
toul�qiston

√
2(n− 1)/n.

3. D¸ste par�deigma q¸rou Hilbert H kai grammikoÔ upìqwrou F tou H me thn idiìthta H 6=
F + F⊥.

4. 'Estw H q¸roc Hilbert kai èstw W,Z kleistoÐ upìqwroi tou H me thn idiìthta: an w ∈ W
kai z ∈ Z, tìte w ⊥ z (oi W kai Z eÐnai k�jetoi). DeÐxte ìti o W + Z eÐnai kleistìc upìqwroc
tou H.

5. Sto q¸ro C[−1, 1] jewroÔme to eswterikì ginìmeno 〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(t)g(t)dt.

(a) An F = {f ∈ C[−1, 1] :
∫ 1

−1
f(t)dt = 0}, breÐte ton F⊥.

(b) An G = {f ∈ C[−1, 1] :
∫ 1

0
f(t)dt = 0}, breÐte ton G⊥ kai apodeÐxte ìti G⊥⊥ 6= G.

6. Se ènan q¸ro Hilbert H dÐnetai ènac grammikìc telest c T : H → H me tic idiìthtec: T 2 = T ,
‖T‖ ≤ 1. An F = KerT , deÐxte ìti:

(a) T (H) ⊆ F⊥.
(b) O T eÐnai h orjog¸nia probol  ston F⊥.

7. 'Estw H diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert, (em) orjokanonik  b�sh tou H, kai (xn) akoloujÐa
stoiqeÐwn tou H. DeÐxte ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:

(a) Gia k�je x ∈ H, 〈x, xn〉 → 0 kaj¸c n →∞.
(b) H (xn) eÐnai fragmènh kai, gia k�je m ∈ N, 〈em, xn〉 → 0 kaj¸c n →∞.

8. 'Estw H q¸roc Hilbert kai èstw (xn) orjog¸nia akoloujÐa ston H (dhlad , an n 6= m, tìte
xn ⊥ xm.) DeÐxte ìti h

∑
n xn sugklÐnei an kai mìno an h

∑
n ‖xn‖2 sugklÐnei.


