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Οριακή συμπεριφορά αδιαχώριστων

Μαρκοβιανών αλυσίδων συνεχούς χρόνου
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Κατανομή ισορροπίας

{X(t)} Μ.α.σ.χ. με χ.κ. X και πίνακα ρυθμών
Q = (qij).

p = (pj) κατανομή ισορροπίας της {X(t)}

⇕

p = (pj) μη-αρνητική λύση του συστήματος των
εξισώσεων ισορροπίας

pjqj =
∑
i ̸=j

piqij, j ∈ X ,

που ικανοποιεί και την εξίσωση κανονικοποίησης∑
j∈S

pj = 1.
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Εργοδικό Θεώρημα Μ.α.σ.χ. Ι

{X(t)} αδιαχώριστη Μ.α.σ.χ., με χ.κ. X και πίνακα
ρυθμών μετάβασης Q = (qij).

{X(t)} θετικά επαναληπτική ⇔ {X(t)} έχει μια στάσιμη
κατανομή p = (pj).

Αν υπάρχει στάσιμη κατανομή, τότε είναι μοναδική.

Κάθε άλλη λύση x = (xj) του συστήματος των
εξισώσεων ισορροπίας είναι πολλαπλάσιό της: x = cp,
για κάποιο c ∈ R.
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Εργοδικό Θεώρημα Μ.α.σ.χ. ΙΙ

pj: μακροπρόθεσμο ποσοστό του χρόνου που η
Μαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στην κατάσταση j:

lim
t→∞

∫ t

0
1{X(u)=j}du

t
= pj, με πιθανότητα 1, j ∈ X .

(p οριακή δειγματική κατανομή της {X(t)}).
pj: μακροπρόθεσμο μέσο ποσοστό του χρόνου που η
Μαρκοβιανή αλυσίδα περνάει στην κατάσταση j:

lim
t→∞

E[
∫ t

0
1{X(u)=j}du]

t
= pj, j ∈ X .

pj: αντίστροφος του γινομένου του μέσου χρόνου
επανόδου στην κατάσταση j με τον ρυθμό εξόδου qj:

pj =
1

qjmj

, j ∈ X .
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Εργοδικό Θεώρημα Μ.α.σ.χ. ΙΙΙ

pj: C-οριακή πιθανότητα (Cesaro οριακή πιθανότητα)
της κατάστασης j:

lim
t→∞

∫ t

0
pj(u)du

t
= pj, j ∈ X .

(p είναι η C-οριακή κατανομή της {X(t)}).
pj: οριακή πιθανότητα της κατάστασης j:

lim
t→∞

pj(t) = pj, j ∈ X .

(p είναι η οριακή κατανομή της {X(t)}).
Αν η Μ.α.σ.χ. έχει αρχική κατανομή την p, τότε κάθε
μεταβατική κατανομή της δίνεται πάλι από την p:

p(0) = p ⇒ p(t) = p, t ≥ 0.

(p είναι η στάσιμη κατανομή της {X(t)}).
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Υπολογισμοί με την κατανομή ισορροπίας

{X(t)} Μ.α.σ.χ., αδιαχώριστη, θετικά επαναληπτική με
χ.κ. X , πίνακα ρυθμών μετάβασης Q = (qij).

p = (pj : j ∈ X ) η κατανομή ισορροπίας της.

Τότε:

1 pj : μακροπρόθεσμο ποσοστό χρόνου που η {X(t)}
περνάει στην j.

2 pjqji: μακροπρόθεσμος ρυθμός μεταβάσεων τύπου
j → i.

3 qji: μακροπρόθεσμος ρυθμός μεταβάσεων προς την i,
ανά χρονική μονάδα παραμονής στην j.
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Αιτιολογήσεις

Εργοδικό θεώρημα Μ.α.σ.χ. ⇒
pj= μακροπρόθεσμο ποσοστό χρόνου που η {X(t)}
περνάει στην j.

Ο μακροπρόθεσμος ρυθμός μεταβάσεων j → i
υπολογίζεται με το ΣΑΘΚ.

{X(t)}: Αναγεννητική με σημεία αναγέννησης τις
επισκέψεις στην j ∈ X .
{N(t)}: Ανανεωτική διαδικασία επισκέψεων στην j.
{C(t)}: Διαδικασία κόστους με

C(t) = πλήθος μεταβάσεων j → i στο [(0, t].
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Αιτιολογήσεις (συνέχεια)

ΣΑΘΚ ⇒
lim
t→∞

E[C(t)]

t︸ ︷︷ ︸
Ρυθμός μεταβ. j→i

=
E[C]

E[X]
,

με

E[C] = pji =
qji
qj
: μέσο αριθμό μεταβάσεων j → i μεταξύ

δυο διαδοχικών επισκέψεων στην j,
E[X] = mj =

1
qjpj
: μέσο χρόνο επανόδου στην j.

΄Αρα:

Ρυθμός μεταβ. j → i =

qji
qj
1

qjpj

= pjqji.
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Αιτιολογήσεις (συνέχεια)

Τέλος, για τον μακροπρόθεσμο ρυθμό μεταβάσεων προς

την i, ανά χρονική μονάδα παραμονής στην j:

lim
t→∞

Πλήθος μεταβάσεων j → i στο (0, t]

Χρόνος παραμονής στην j στο (0, t]

=
limt→∞(Πλήθος μεταβάσεων j → i στο (0, t])/t

limt→∞(Χρόνος παραμονής στην j στο (0, t])/t

=
pjqji
pj

= qji.
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Ερμηνεία εξισώσεων ισορροπίας

Εξίσωση ισορροπίας για την κατάσταση j:

pj
∑
i ̸=j

qji =
∑
i ̸=j

piqij.

pj
∑

i ̸=j qji: Μακροπρόθεσμο ποσοστό μεταβάσεων από
την j προς άλλες καταστάσεις.∑

i ̸=j piqij: Μακροπρόθεσμο ποσοστό μεταβάσεων προς
την j από άλλες καταστάσεις.

Εξίσωση ισορροπίας: Τα δυο μακροπρόθεσμα ποσοστά

μεταβάσεων, από και προς την j είναι ίσα.
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Εξισώσεις γενικευμένης ισορροπίας

΄Ιδια ιδέα με εξισώσεις ισορροπίας, αλλά αντί για

κατάσταση j έχουμε σύνολο A.

Εξίσωση γενικευμένης ισορροπίας για σύνολο

καταστάσεων A ⊆ X : Τα δυο μακροπρόθεσμα ποσοστά
μεταβάσεων, από και προς το A είναι ίσα.∑

j∈A
∑

i∈Ac pjqji: Μακροπρόθεσμο ποσοστό
μεταβάσεων από το A προς άλλες καταστάσεις.∑

j∈A
∑

i∈Ac piqij: Μακροπρόθεσμο ποσοστό
μεταβάσεων προς το A από άλλες καταστάσεις.

Εξίσωση γενικευμένης ισορροπίας για το σύνολο A:∑
j∈A

∑
i∈Ac

pjqji =
∑
j∈A

∑
i∈Ac

piqij.
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Μ.α.σ.χ. γέννησης-θανάτου

{X(t)} Μ.α.σ.χ. τύπου γέννησης θανάτου ⇔

qij =


λi αν i = 0, 1, 2, . . . , j = i+ 1,
µi αν i = 1, 2, 3, . . . , j = i− 1,
0 διαφορετικά.

Εξισώσεις γενικ. ισορ. για A = {0, 1, . . . , i− 1}, i ≥ 1
⇒ pi−1λi−1 = piµi, i = 1, 2, . . . .
΄Αρα

pi = p0
λ0λ1 · · ·λi−1

µ1µ2 · · ·µi

, i ≥ 1.

Εξίσωση κανονικοποίησης
∑∞

j=0 pj = 1 ⇒

p0 =

(
1 +

∞∑
j=1

λ0λ1 · · ·λi−1

µ1µ2 · · ·µi

)−1

.
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Μαρκοβιανές αλυσίδες συνεχούς χρόνου με

κόστη

Α. Οικονόμου - aeconom@math.uoa.gr Στοχ. Μοντέλα ΕΕ



Εισαγωγή Αναν Θεωρία ΑνανΚοστ Μαδχ Μασχ Μαθ09 Μαθ10

Δομές κόστους

{X(t) : t ≥ 0} Μ.α.σ.χ., με χ.κ. X και πίνακα ρυθμών
μετάβασης Q = (qij).
1 c : X → R: δομή (συνάρτηση) κόστους παραμονής

c(j): κόστος ανά χρονική μονάδα παραμονής στην j της
{X(t)}.

2 d : X × X → R: δομή (συνάρτηση) κόστους μετάβασης
d(i, j): κόστος μιας μετάβασης i → j της {X(t)}.
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Ρυθμοί κόστους

Κόστος μέχρι την χρονική στιγμή t:

C(t) =

∫ t

0

c(X(u))du+

N(t)∑
k=0

d(Xk, Xk+1), t ≥ 0,

X0 = X(0),
{N(t)} η απαριθμήτρια μεταβάσεων της {X(t)},
{Xn} η Μ.α.δ.χ. των μεταβάσεων της {X(t)}.
Μακροπρόθεσμος ρυθμός κόστους:

lim
t→∞

C(t)

t
.

Μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους:

lim
t→∞

E[C(t)]

t
.
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Υπολογισμός ρυθμού κόστους

{X(t)} αδιαχώριστη με στάσιμη κατανομή (pj) και

∑
j∈X

pj

(
|cj|+

∑
k ̸=j

qjk|d(j, k)|

)
< ∞.

⇒
1 Μακροπρόθεσμος ρυθμός κόστους:

lim
t→∞

C(t)

t
=
∑
j∈X

pjc(j) +
∑
j∈X

∑
k ̸=j

pjqjkd(j, k), με πιθ. 1.

2 Μακροπρόθεσμος μέσος ρυθμός κόστους:

lim
t→∞

E[C(t)]

t
=
∑
j∈X

pjc(j) +
∑
j∈X

∑
k ̸=j

pjqjkd(j, k).
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Παράδειγμα: Αποδοχή πελατών στην M/M/1

ουρά - Περιγραφή

Poisson διαδικασία αφίξεων ρυθμού λ.

Exp(µ) χρόνοι εξυπηρέτησης.

1 υπηρέτης.

∞ χωρητικότητα.
FCFS πειθαρχία ουράς.

r: κέρδος ανά εξυπηρετούμενο πελάτη.

c: κόστος ανά χρονική μονάδα για κάθε πελάτη.

q: μεταβλητή απόφασης → πιθανότητα αποδοχής πελάτη.
b(q): αντικειμενική συνάρτηση προς μεγιστοποίηση →
μακροπρόθεσμος ρυθμός κέρδους.
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Παράδειγμα: Αποδοχή πελατών στην M/M/1

ουρά - Λύση

Μακροπρόθεσμος ρυθμός κέρδους:

b(q) =
∑
j∈X

pjc(j) +
∑
j∈X

∑
k ̸=j

pjqjkd(j, k),

με

c(j) = −cj, d(j, k) =

{
r j = 0, 1, 2, . . . , k = j + 1,
0 διαφορετικά,

και (pj) την κατανομή ισορροπίας:

pj = (1− ρ)ρn, n ≥ 0, με ρ =
λq

µ
,

(όταν το σύστημα είναι ευσταθές (ρ < 1).
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Παράδειγμα: Αποδοχή πελατών στην M/M/1

ουρά - Λύση (συνέχεια)

Μακροπρόθεσμος ρυθμός κέρδους:

b(q) = −
∞∑
j=0

(1− ρ)ρjcj +
∞∑
j=0

(1− ρ)ρjλqr

= −c
λq

µ− λq
+ λqr,

b′(q) = − cλµ

(µ− λq)2
+ λr,

b′′(q) = =
−2cλ2µ

(µ− λq)3
< 0.
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Παράδειγμα: Αποδοχή πελατών στην M/M/1

ουρά - Λύση (συνέχεια)

b(q) κοίλη.

b′(q) = − cλµ

(µ− λq)2
+ λr = 0

⇔ q =
1

λ

(
µ−

√
cµ

r

)
ορσ
= q∗.

Βέλτιστη πιθανότητα αποδοχής:

qsoc =


0 αν q∗ ≤ 0,
q∗ αν q∗ ∈ (0, 1),
1 αν q∗ ≥ 1.
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