
ΘΕΩΡΙΑ ΤΕΛΕΣΤΩΝ (Θ.13)
Για τις ΑΣΚΗΣΕΙΣ V

Ορισμός 1. Έστω H1,H2 χώροι Hilbert. Στον H1 d H2 θέτω

xx1 b y1, x2 b y2yhs = xx1, x2yH1 ¨ xy1, y2yH2 .

Δηλαδή αν u =
ř

i xi b yi και v =
ř

i x
1
i b y1

i τότε

xu, vyhs =
ÿ

i,j

xxi, x
1
jyH1 ¨ xyi, y

1
jyH2 .

Ονομάζουμε H1 b H2 την πλήρωση του χώρου (H1 d H2, }¨}hs) όπου }u}hs :=
a

xu, uyhs.

Άσκηση 1. Δείξτε ότι το x¨, ¨yhs είναι καλά ορισμένο εσωτερικό γινόμενο στον H1 d H2.

Σχέδιο λύσης: Α’ μέθοδος Πρώτα σταθεροποιούμε ένα (x2, y2) P H1 ˆ H2 και παρατηρούμε ότι, από
την Καθολική Ιδιότητα, η

B : H1 d H2 Ñ C : x1 b y1 ÞÑ xx1, x2yH1xy1, y2yH2

επάγει μια καλά ορισμένη γραμμική μορφή, διότι η H1 ˆ H2 Ñ C : (x1, y1) ÞÑ xx1, x2yH1xy1, y2yH2

είναι διγραμμική. Έχουμε λοιπόν, αν u =
ř

i xi b yi P H1 d H2,

B(u) =
ÿ

i

xxi, x2yH1xyi, y2yH2

ανεξάρτητα από την παράσταση του u P H1 d H2 ως u =
ř

i xi b yi. Έτσι έχουμε μια καλά ορισμένη
γραμμική απεικόνιση

u =
ÿ

i

xi b yi ÞÑ xu, vyhs = B

(
ÿ

i

xi b yi

)
=

ÿ

i

xxi, x2yH1xyi, y2yH2 όταν v = x2 b y2 .

Στη συνέχεια σταθεροποιούμε ένα u =
ř

i xi b yi P H1 d H2 και θεωρούμε την

c : H1 ˆ H2 Ñ C : (x2, y2) ÞÑ
ÿ

i

xxi, x2yH1xyi, y2yH2

η οποία είναι διγραμμική (γιαυτό πήραμε μιγαδικό συζυγή), άρα, πάλι απ’ την Καθολική Ιδιότητα,
επάγει μια γραμμική

C : H1 d H2 Ñ C : x2 b y2 ÞÑ
ÿ

i

xxi, x2yH1xyi, y2yH2 .

Δηλαδή για κάθε v =
ř

j x
1
j b y1

j η

C(v) =
ÿ

i,j

xxi, x1
jyH1xyi, y1

jyH2

είναι καλά ορισμένη και η v Ñ C(v) είναι γραμμική. Επομένως για κάθε u =
ř

i xi b yi P H1 d H2 η

v =
ÿ

j

x1
j b y1

j ÞÑ xu,
ÿ

j

x1
j b y1

jyhs =
ÿ

i,j

xxi, x
1
jyH1xyi, y

1
jyH2

είναι αντιγραμμική. Παρατηρούμε τέλος ότι για κάθε v =
ř

j x
1
j b y1

j P H1 d H2 η απεικόνιση

u =
ÿ

i

xi b yi ÞÑ x
ÿ

i

xi b yi, vyhs =
ÿ

j

(
ÿ

i

xxi, x
1
jyH1xyi, y

1
jyH2

)
=

ÿ

j

xu, x1
j b y1

jyhs :=
ÿ

j

Bj(u)



είναι γραμμική, γιατί είναι άθροισμα των απεικονίσεων Bj που είναι γραμμικές (από το πρώτο βήμα).
Αποδείξαμε λοιπόν ότι η (u, v) ÞÑ xu, vyhs είναι μια καλά ορισμένη sesquilinear μορφή στο H1 d H2.
Είναι προφανές απ’ τον ορισμό της ότι xv, uyhs = xu, vyhs για κάθε u, v.
Δείχνουμε ότι xu, uyhs ě 0: Αν u =

řn
i=1 xi byi θεωρούμε μια ορθοκανονική βάση tek : k = 1, . . . ,mu

του υποχώρου spantyi : i = 1, . . . , nu Ď H2. Ξέρουμε ότι υπάρχουν (μάλιστα, μοναδικά) tξku Ď H1

ώστε u =
řm

k=1 ξk b ek οπότε (αφού το xu, uyhs είναι ανεξάρτητο της παράστασης του u),

xu, uyhs =
ÿ

k,l

xξk, ξlyH1xek, elyH2

=
ÿ

k,l

xξk, ξlyH1δk,l

=
ÿ

k

xξk, ξkyH1 =
ÿ

k

}ξk}
2
H1

ě 0 .

Με τον ίδιο υπολογισμό, αν xu, uyhs = 0 τότε κάθε }ξk}
2
H1

μηδενίζεται, οπότε u =
řm

k=1 0 b ek = 0.

Β’ μέθοδος Ξέρουμε ότι η απεικόνιση Φ : H˚
1 d H2 Ñ FB(H1,H2) : x˚ b y ÞÑ yx˚ επάγει καλά

ορισμένο ισομορφισμό γραμμικών χώρων. Τροποποιούμε λίγο την κατασκευή:
Μέσω της επιλογής μιας ορθοκανονικής βάσης teju, ταυτίζουμε τον H1 με τον ℓ2(J) και για κάθε
x = (x(j)) P H1 θεωρούμε (αντί της x˚) τη συνεχή γραμμική μορφή x̂ : z Ñ

ř

j x(j)z(j) και τον
τελεστή πρώτης τάξης yx̂ : H1 Ñ H2 : z ÞÑ x̂(z)y. ¹ Το πλεονέκτημα είναι ότι τώρα η απεικόνιση
(x, y) ÞÑ yx̂ είναι διγραμμική.
Αποδεικνύεται, ακριβώς όπως στην περίπτωση της Φ : H˚

1 d H2 Ñ FB(H1,H2), ότι η απεικόνιση

Φ̃ : H1 d H2 Ñ FB(H1,H2) : u =
ÿ

i

xi b yi Ñ
ÿ

i

yix̂i

είναι καλά ορισμένος ισομορφισμός γραμμικών χώρων.
Όμως ο γραμμικός χώρος FB(H1,H2) είναι εφοδιασμένος με ένα εσωτερικό γινόμενο:

xS, T yHS := tr(T ˚S), S, T P FB(H1,H2)

(έχουμε T ˚ P FB(H2,H1), άρα T ˚S P FB(H1,H1) και το ίχνος υπολογίζεται στον FB(H1,H1)).
Επομένως μπορούμε να “μεταφέρουμε” το εσωτερικό γινόμενο x¨, ¨yHS του FB(H1,H2) μέσω της Φ̃ σε
μια απεικόνιση x¨, ¨yhs : H1 d H2 Ñ C η οποία είναι εσωτερικό γινόμενο! Το μόνο που χρειάζεται να
επιβεβαιώσουμε είναι ότι το εσωτερικό αυτό γινόμενο ικανοποιεί

xx1 b y1, x2 b y2yhs = xx1, x2yH1xy1, y2yH2 .

Πράγματι: Αν u = x1 b y1 και v = x2 b y2 έχουμε Φ̃(u) = y1x̂1 και Φ̃(v) = y2x̂2 οπότε

xΦ̃(u), Φ̃(v)yHS = tr(Φ̃(v)˚Φ̃(u))

=
ÿ

j

xΦ̃(v)˚(Φ̃(u)(ej), ejyH1 =
ÿ

j

xΦ̃(u)(ej), Φ̃(v)(ej)yH2

=
ÿ

j

xy1x̂1(ej), y2x̂2(ej)yH2 =
ÿ

j

xy1x1(j), y2x2(j)yH2

=
ÿ

j

x1(j)x2(j)xy1, y2yH2 = xx1, x2yH1xy1, y2yH2

όπως θέλαμε!

¹“Γινόμενο πινάκων”: yx̂ : [z(j)]t ÞÑ [y(j)]t[x(j)][z(j)]t όπου [w(j)]t διάνυσμα-στήλη.



Άσκηση 5. Αν : H1 Ñ K1 καιB : H2 Ñ K2 είναι φραγμένοι τελεστές μεταξύ χώρωνHilbert, δείξτε ότι
ορίζεται μοναδικός φραγμένος τελεστής C : H1 bH2 Ñ K1 bK2 που ικανοποιεί C(ξ bη) = Aξ bBη
για κάθε ξ P H1, η P H2. O τελεστής C ονομάζεται A b B.

Σχέδιο λύσης Παρατηρούμε πρώτα ότι η απεικόνιση H1 ˆ H2 Ñ K1 d K2 : (ξ, η) ÞÑ Aξ b Bη είναι
διγραμμική (γιατί;). Συνεπώς ορίζεται μια μοναδική γραμμική απεικόνιση C0 : H1 d H2 Ñ K1 d K2

που ικανοποιεί
C0(ξ b η) = Aξ b Bη @ξ P H1, η P H2 .

Το “μόνο” ζήτημα είναι να δείξουμε ότι η απεικόνιση C0 είναι φραγμένη ως προς τη νόρμα }¨}hs του
χώρου H1 d H2 οπότε θα έχει μοναδική γραμμική επέκταση σε φραγμένο τελεστή C : H1 b H2 Ñ

K1 b K2.

Εμφυτεύοντας (ισομετρικά) τουςH2 καιK2 στον χώροH := H2 ‘K2 και επεκτείνοντας τονB κατάλ-
ληλα,² μπορούμε να υποθέσουμε ότι B P B(H).
A’ μέθοδος. Θα δείξουμε ότι

}C0u}hs ď }A} }B} }u}hs @u P H1 d H

δηλαδή ότι η C0 είναι φραγμένη και μάλιστα }C0} ď }A} }B}. ³
Έστω u =

řn
i=1 ξi b ηi P H1 b H . Θεωρούμε τον υπόχωρο πεπερασμένης διάστασης

L := spantηi, Bηi : i = 1, . . . , nu Ď H,

ονομάζουμε P την ορθή προβολή στον L και θέτουμε D := PBP . Τότε ο D˚D = PB˚PBP εί-
ναι θετικός τελεστής και αφήνει τον υπόχωρο L αναλλοίωτο: D˚D(L) Ď L. Παρατηρούμε ότι ο τε-
λεστής D˚D|L είναι θετικός τελεστής σε χώρο πεπερασμένης διάστασης. Συνεπώς, από το Φασμα-
τικό Θεώρημα για χώρους πεπερασμένης διάστασης, διαγωνοποιείται: υπάρχει ορθοκανονική βάση
tej : j = 1, . . . ,mu του L και αριθμοί λj ě 0 ώστε

D˚Dej = λjej , j = 1, . . . ,m .

Εφόσον κάθε ηi ανήκει στον L = spanteju, μπορώ (όπως έχουμε δείξει) να γράψω

u =
m
ÿ

j=1

xj b ej

για κατάλληλα xj P H1, j = 1, . . . ,m. Παρατηρώ ότι, εφόσον τα teju είναι ορθοκανονικά, έχουμε

}u}
2
hs =

m
ÿ

j=1

}xj}
2
H1

.

Έχουμε τώρα C0u = C0

(
ř

j xj b ej

)
=

ř

j Axj b Bej οπότε

}C0u}
2
hs = x

m
ÿ

j=1

Axj b Bej ,
m
ÿ

k=1

Axk b Beky

=
ÿ

j,k

xAxj b Bej , Axk b Beky =
ÿ

j,k

xAxj , AxkyxBej , Beky .

Αλλά Bej = PBPej = Dej αφού ej P L και Bej P L, άρα

xBej , Beky = xDej , Deky = xD˚Dej , eky = xλjej , eky = λjδj,k

²δηλ. θέτοντας B̃ = [ 0 0
B 0 ]

³Επιλέγοντας, για κάθε ϵ ą 0, μοναδιαία ξ και η ώστε }A} ă }Aξ} + ϵ και }B} ă }Bη} + ϵ βλέπουμε εύκολα ότι
}C0} ě }A} }B}, οπότε θα έχουμε δείξει την ισότητα }C0} = }A} }B}.



και επομένως το προηγούμενο διπλό άθροισμα γίνεται
ÿ

j,k

xAxj , AxkyxBej , Beky =
ÿ

j,k

xAxj , Axkyλjδj,k =
ÿ

j

xAxj , Axjyλj

οπότε, εφόσον λj ď }D˚D|L} ď }B˚B} = }B}
2,

}C0u}
2
hs =

ÿ

j

}Axj}
2 λj ď

ÿ

j

}A}
2

}xj}
2 λj ď }A}

2
}B}

2
ÿ

j

}xj}
2 = }A}

2
}B}

2
}u}

2
hs

όπως θέλαμε!

Β’ μέθοδος. Θέτοντας A1(ξ b η) = Aξ b η και B1(ξ b η) = ξ bBη, έχουμε καλά ορισμένες γραμμικές
απεικονίσειςA1 καιB1 ορισμένες στοH1 dH που ικανοποιούν C0 = A1B1. Αρκεί λοιπόν να δείξουμε
ότι οι δυο αυτές απεικονίσεις είναι φραγμένες ως προς τη νόρμα }¨}hs.
Αποδεικνύουμε ότι η B1 είναι φραγμένη (η απόδειξη για την A1 είναι όμοια).
Ας υποθέσουμε προς στιγμήν ότι ο τελεστής B P B(H) είναι unitary. Τότε για κάθε ξi P H1 και ηi P H
έχουμε xBη1, η2y = xη1, η2y και συνεπώς

xξ1 b η1, B1(ξ2 b η2)y = xξ1 b η1, ξ2 b Bη2y = xξ1, ξ2yxη1, Bη2y = xξ1, ξ2yxη1, η2y

= xξ1 b η1, ξ2 b η2y

οπότε, λόγω γραμμικότητας, έχουμε xu,B1vy = xu, vy για κάθε u, v P H1bH και ειδικότερα }B1v}hs =
}v}hs. Δείξαμε δηλαδή ότι η B1 είναι φραγμένη και μάλιστα }B1} = 1.
Όμως γνωρίζουμε ότι κάθε στοιχείο μιας C* άλγεβρας (εδώ της B(H)) είναι γραμμικός συνδυασμός
το πολύ τεσσάρων unitary τελεστών! Συνεπώς στη γενική περίπτωση, αν B P B(H) τότε ο τελεστής B1

θα είναι φραγμένος (όπως θέλαμε) και μάλιστα }B1} ď 4.

Σχόλιο. Η δεύτερη μέθοδος αποδεικνύει το ζητούμενο, ότι ο τελεστής C0 είναι φραγμένος, αλλά δεν
δίνει, όπως η πρώτη, την βέλτιστη εκτίμηση }C0} = }A} }B}.
Αυτή η εκτίμηση μπορεί όμως να προκύψει και με τη μέθοδο αυτή, αν χρησιμοποιήσει κανείς το γεγονός
(Θεώρημα Russo-Dye) ότι κάθε B P B(H) με }B} ă 1 είναι, όχι απλώς γραμμικός συνδυασμός, αλλά
μέσος όρος unitary τελεστών. ⁴

⁴Δες πχ. L.T. Gardner, An elementary proof of the Russo-Dye theorem, Proc. AMS Volume 90. Number I, January 1984. Πιό
συγκεκριμένα, μπορεί να αποδειχθεί ότι αν }B} ă 1− 2

n
για κάποιο n ą 2, τότε ο B είναι μέσος όρος n unitary τελεστών.


