
Κεφάλαιο 6

Το Φασµατικό Θεώρηµα

για αυτοσυζυγείς τελεστές

Στόχος του Κεφαλαίου αυτού είναι να αποδείξουµε ότι κάθε αυτοσυζυγής τε-

λεστής είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος (unitarily equivalent) µε έναν πολ-

λαπλασιαστικό τελεστή. Ο τελεστής αυτός όµως δεν δρα κατ’ ανάγκη στον

L2([a, b]), αλλά σε έναν γενικότερο χώρο µέτρου. Εποµένως είναι αναγκαίο

στο Κεφάλαιο αυτό να ϑεωρήσουµε γνωστές ορισµένες ϐασικές έννοιες και

αποτελέσµατα της Θεωρίας Μέτρου.

Ο χώρος µέτρου που ϑα χρησιµοποιήσουµε δηµιουργείται ξεκινώντας από

το ϕάσµα του τελεστή, που αποτελεί µία αναγκαία γενίκευση του συνόλου των

ιδιοτιµών.

6.1 Το Φάσµα

Σε χώρους πεπερασµένης διάστασης, το σύνολο σp(T ) των ιδιοτιµών ενός τε-

λεστή T συµπίπτει µε το σύνολο σ(T ) όλων των µιγαδικών αριθµών λ ∈ C για

τους οποίους ο τελεστής T − λI δεν έχει αντίστροφο. Το σύνολο των ιδιοτιµών

είναι πάντα µη κενό, γιατί το σώµα C είναι αλγεβρικά κλειστό.
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Το γεγονός αυτό έπαιξε κρίσιµο ϱόλο στην απόδειξη του Φασµατικού Θε-

ωρήµατος (Θεώρηµα 4.2.7). ΄Οµως, σε απειροδιάστατους χώρους υπάρχουν

αυτοσυζυγείς τελεστές χωρίς ιδιοτιµές.

Παράδειγµα 6.1.1 Ο τελεστής Mf στον L2([0,1]), όπου f (t) = t, δεν έχει

ιδιοτιµές.

Απόδειξη ΄Ασκηση 4.6.

Ορισµός 6.1.1 Το ϕάσµα (spectrum) ενός ϕραγµένου τελεστή T σ’ έναν χώρο

Banach X είναι το σύνολο

σ(T ) = {λ ∈ C : ο τελεστής T − λI δεν έχει αντίστροφο }.

∆εν είναι δύσκολο να δείξει κανείς ότι το ϕάσµα του τελεστή του τελευταίου

παραδείγµατος είναι ακριβώς το [0,1].

Παράδειγµα: Πολλαπλασιαστικοί τελεστές

Υπενθύµιση:

΄Εστω (X, µ) χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου. Ο χώρος L2(X, µ) είναι ο χώ-

ϱος των κλάσεων ισοδυναµίας, modulo ισότητα µ-σχεδόν παντού, µετρησίµων

συναρτήσεων f : X → C που είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες, δηλαδή ικα-

νοποιούν
∫

X
|f |2dµ < ∞. Η παράσταση

〈f, g〉 =
∫

X

f ḡdµ

είναι εσωτερικό γινόµενο στον L2(X, µ) (εφόσον 〈f, f 〉 = 0 αν και µόνον αν

f = 0 µ-σχεδόν παντού). Ως προς αυτό το εσωτερικό γινόµενο ο L2(X, µ) είναι

πλήρης (Θεώρηµα Riesz-Fisher, ϐλ. [9], Θεώρηµα 11.17), άρα χώρος Hilbert.

Μια µετρήσιµη συνάρτηση f : X → C λέγεται ουσιωδώς ϕραγµένη (es-

sentially bounded) αν υπάρχει A ∈ R+ ώστε µ({x ∈ X : |f (x)| > A}) = 0. Κάθε

τέτοιος αριθµός A λέγεται ουσιώδες ϕράγµα της f .
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Ο χώρος L∞(X, µ) είναι ο χώρος των κλάσεων ισοδυναµίας, modulo ισότητα

µ-σχεδόν παντού, µετρησίµων συναρτήσεων f : X → C που είναι ουσιωδώς

ϕραγµένες. Αν ορίσουµε

‖f ‖∞ = inf{A : A ουσιώδες ϕράγµα της f }

τότε η ‖ · ‖∞ ορίζει νόρµα στον L∞(X, µ) ως προς την οποία γίνεται άλγεβρα

Banach, αν οι πράξεις ορισθούν κατά σηµείο.

Θα δείξουµε ότι κάθε f ∈ L∞(X, µ) ορίζει έναν ϕραγµένο τελεστή Mf ∈
B(L2(X, µ)) από την σχέση Mf (g) = fg και ισχύει ‖Mf ‖ = ‖f ‖∞.

Αν η f είναι ουσιωδώς ϕραγµένη και |f (x)| ≤ A, µ-σχεδόν για κάθε x ∈ X
τότε για κάθε g ∈ L2(X, µ),

∫

|fg|2dµ ≤ A2

∫

|g|2dµ

άρα fg ∈ L2(X, µ). Εποµένως η γραµµική απεικόνιση

Mf : L2(X, µ)→ L2(X, µ) : g → fg

ορίζεται και είναι ϕραγµένη µε ‖Mf ‖ ≤ A. Εφόσον αυτό ισχύει για κάθε

ουσιώδες ϕράγµα A της f , έπεται ότι ‖Mf ‖ ≤ ‖f ‖∞.

Αντίστροφα, ισχυρίζοµαι ότι αν ο Mf είναι ϕραγµένος τελεστής τότε η f

είναι ουσιωδώς ϕραγµένη και µάλιστα

|f (x)| ≤ ‖Mf ‖ µ-σχεδόν για κάθε x ∈ X. (6.1)

Πράγµατι, αρκεί να δείξω ότι για κάθε n ∈ N το σύνολο

Xn = {x ∈ X : |f (x)| > ‖Mf ‖ +
1

n
}

έχει µέτρο µηδέν (γιατί {x ∈ X : |f (x)| > ‖Mf ‖} = ∪nXn).

΄Οµως αν κάποιο Xn είχε ϑετικό µέτρο τότε ϑα περιείχε ένα υποσύνολο Yn

µε µη µηδενικό πεπερασµένο µέτρο (αφού το µ είναι σ-πεπερασµένο). Τότε,

ονοµάζοντας ξn την χαρακτηριστική συνάρτηση του Yn έχουµε ξn ∈ L2(X, µ)

και

|(fξn)(x)| ≥
(

‖Mf ‖ +
1

n

)

ξn(x)
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για κάθε x ∈ X άρα
(

‖Mf ‖ +
1

n

)

‖ξn‖2 ≤ ‖fξn‖2 ≤ ‖Mf ‖‖ξn‖2

άτοπο.

Παρατηρούµε ότι Mf = Mf ′ αν και µόνον αν f = f ′ µ-σχεδόν παντού.

Εποµένως ο τελεστήςMf εξαρτάται µόνον από την κλάση της f ως προς ισότητα

µ-σχεδόν παντού. ∆είξαµε δηλαδή ότι

Λήµµα 6.1.2 Κάθε f ∈ L∞(X, µ) ορίζει έναν ϕραγµένο τελεστή

Mf : L2(X, µ) → L2(X, µ) : g → fg

και ισχύει η ισότητα

‖Mf ‖ = ‖f ‖∞.

Αντίστροφα αν µια µετρήσιµη συνάρτηση f : X → C ορίζει ϕραγµένο πολλα-

πλασιαστικό τελεστή στον L2(X, µ) τότε η f είναι ουσιωδώς ϕραγµένη.

Παρατηρούµε ότι ένας διαγώνιος τελεστής (Παράδειγµα 2.1.8) είναι πολλα-

πλασιαστικός (στον χώρο L2(X, µ) = `2 όπου X = N και µ(A) = #A, ο πληθά-

ϱιθµος ενός συνόλου A).

Θα εξετάσουµε το ϕάσµα ενός πολλαπλασιαστικού τελεστή Mf .

Συµβολίζουµε

Mµ = {Mf ∈ B(L2(X, µ)) : f ∈ L∞(X, µ)}

την πολλαπλασιαστική άλγεβρα του χώρου (X, µ). Ελέγχεται άµεσα ότι η απει-

κόνιση

f → Mf : L∞(X, µ)→Mµ ⊆ B(L2(X, µ))

είναι µορφισµός αλγεβρών που διατηρεί την ενέλιξη και τη µονάδα, δηλαδή

Mf +g = Mf +Mg, Mfg = MfMg, M∗f = Mf̄ , M1 = I.

Συνεπώς, αν η f είναι αντιστρέψιµο στοιχείο της άλγεβρας L∞(X, µ), τότε ο

Mf είναι αντιστρέψιµο στοιχείο1 της άλγεβραςMµ , άρα και της B(L2(X, µ)).

1Αν fg = 1 τότε MfMg = MgMf = Mfg = M1 = I.
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Αν αντίστροφα ο τελεστής Mf είναι αντιστρέψιµος, είναι αλήθεια ότι ο αν-

τίστροφός του, έστω T , είναι και αυτός πολλαπλασιαστικός τελεστής ; Η απάν-

τηση είναι ϑετική. Πράγµατι, παρατήρησε κατ’ αρχήν ότι η f είναι µ-σχεδόν

παντού διάφορη του µηδενός. Γιατί αν υπήρχε Y ⊆ X ϑετικού µέτρου ώστε

f |Y = 0, τότε, ϑεωρώντας την χαρακτηριστική συνάρτηση χ ενός υποσυνόλου

του Y µε πεπερασµένο µη µηδενικό µέτρο, ϑα είχαµε χ ∈ L2(X, µ), χ , 0 και

Mf χ = fχ = 0, πράγµα που αποκλείεται, αφού ο Mf είναι 1-1. Εποµένως η

συνάρτηση g = 1/f ορίζεται µ-σχεδόν παντού και είναι ϐεβαίως µετρήσιµη.

Ισχυρίζοµαι ότι είναι ουσιωδώς ϕραγµένη. Πράγµατι, η σχέση Mf Th = h για

κάθε h ∈ L2(X, µ) δίνει Th = 1
f h = gh. Εποµένως η απεικόνιση h → gh ορίζει

ϕραγµένο τελεστή του L2(X, µ) πράγµα που σηµαίνει (όπως είδαµε στο Λήµµα

6.1.2) ότι η g είναι ουσιωδώς ϕραγµένη. Συµπέρασµα:

Πρόταση 6.1.3 Αν f ∈ L∞(X, µ), ο τελεστής Mf είναι αντιστρέψιµος αν και

µόνον αν η f είναι αντιστρέψιµο στοιχείο της άλγεβρας L∞(X, µ), αν δηλαδή η
1
f (ορίζεται µ-σχεδόν παντού και) είναι ουσιωδώς ϕραγµένη. Ο αντίστροφός του

(αν υπάρχει) είναι ο Mg ∈ Mµ , όπου g = 1
f .

Αντικαθιστώντας την f µε την συνάρτηση f − λ, συµπεραίνουµε ότι ένας µι-

γαδικός αριθµός λ ικανοποιεί λ < σ(Mf ) αν και µόνον αν η
1

f − λ ορίζεται

(µ-σχεδόν παντού) και είναι ουσιωδώς ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχει M < ∞ ώ-

στε
1

|f − λ| ≤ M µ-σχεδόν παντού, δηλαδή το σύνολο {t ∈ X : |f (t) − λ| < 1
M }

έχει µέτρο µηδέν. Γράφοντας δ αντί για 1
M

, έχουµε ισοδύναµα

λ < σ(Mf ) ⇐⇒ ∃δ > 0 : µ({t ∈ X : |f (t) − λ| < δ}) = 0.

Εποµένως δείξαµε ότι

Πρόταση 6.1.4 Αν f ∈ L∞(X, µ), το ϕάσµα του τελεστή Mf είναι το σύνολο των

λ ∈ C ώστε για κάθε δ > 0 το σύνολο {t ∈ X : |f (t) − λ| < δ} να έχει ϑετικό

µέτρο. Το σύνολο αυτό το ονοµάζεται ουσιώδες σύνολο τιµών (essential range)

της f .
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6.1.1 Το ϕάσµα σε άλγεβρες Banach

Ορισµός 6.1.2 ΄Εστω A άλγεβρα Banach (ϐλ. Πρόταση 2.2.3) µε µονάδα I .

΄Ενα στοιχείο A ∈ A λέγεται αντιστρέψιµο (invertible) αν υπάρχει B ∈ A
ώστε AB = BA = I . Το σύνολο των αντιστρεψίµων στοιχείων τηςA συµβολίζεται

Inv(A) ή A−1. Το ϕάσµα (spectrum) ενός στοιχείου A ∈ A είναι το σύνολο

σ(A) = {λ ∈ C : A − λI < Inv(A)}.

Αποδεικνύεται (δες π.χ. [1], Θεώρηµα VII.3.6) ότι

Το ϕάσµα σ(A) ενός στοιχείου A µιας άλγεβρας Banach µε µονάδα

είναι συµπαγές µη κενό υποσύνολο του C.

Θα δείξουµε µόνον ότι το σ(A) είναι συµπαγές.

Θεώρηµα 6.1.5 ΄Εστω A άλγεβρα Banach µε µονάδα I . Κάθε A ∈ A µε

‖I − A‖ < 1 είναι αντιστρέψιµο και µάλιστα

A−1
=

∞
∑

n=0

(I − A)n .

Η απόδειξη είναι ακριβώς η ίδια µε την απόδειξη του Λήµµατος 5.2.2 (που

αφορούσε την ειδική περίπτωση A = B(E)).

Πόρισµα 6.1.6 Το σύνολο Inv(A) των αντιστρεψίµων στοιχείων της A είναι

ανοικτό.

Απόδειξη ΄Εστω Ao ∈ Inv(A) και m =
∥

∥

∥A−1
o

∥

∥

∥. Για κάθε A ∈ A µε ‖A − Ao‖ < 1
m

έχουµε
∥

∥

∥A−1
0 A − I

∥

∥

∥ =

∥

∥

∥A−1
0 (A − Ao)

∥

∥

∥ ≤ ‖A−1
0 ‖A − Ao‖ < 1

άρα A−1
0 A ∈ Inv(A), συνεπώς και A ∈ Inv(A). �

Πόρισµα 6.1.7 Αν A ∈ A, το σύνολο σ(A) είναι ϕραγµένο. Μάλιστα, αν

ρ(A) = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)}

είναι η ϕασµατική ακτίνα (spectral radius) του A, τότε ρ(A) ≤ ‖A‖.
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Απόδειξη Αν |λ| > ‖A‖, τότε ‖Aλ ‖ < 1 οπότε από το Θεώρηµα προκύπτει ότι

I − A
λ ∈ Inv(A) άρα λI − A ∈ Inv(A). �

Πόρισµα 6.1.8 Αν A ∈ A, το σύνολο σ(A) είναι κλειστό (άρα συµπαγές, αφού

είναι και ϕραγµένο).

Απόδειξη ∆είχνουµε ότι το C\σ(A) είναι ανοικτό. Πράγµατι, το C\σ(A) είναι

η αντίστροφη εικόνα του ανοικτού συνόλου Inv(A) µέσω της απεικόνισης FA :

C→A µε FA(λ) = A − λI , που είναι συνεχής. �

6.1.2 Το ϕάσµα ενός τελεστή

Αν X είναι χώρος Banach, ένα στοιχείο T της άλγεβρας Banach B(X) είναι

αντιστρέψιµο αν και µόνον αν είναι 1-1 και επί (γιατί ο αντίστροφός του είναι

αυτοµάτως ϕραγµένος από το Θεώρηµα Ανοικτής Απεικόνισης (7.3.12)).

Παρατήρηση 6.1.9 ΄Ενας τελεστής T ∈ B(X) είναι αντιστρέψιµος αν και µό-

νον αν είναι κάτω ϕραγµένος (δηλαδή υπάρχει δ > 0 ώστε ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ για κάθε

x ∈ X) και έχει πυκνό σύνολο τιµών.

Απόδειξη Είναι σαφές ότι ένας αντιστρέψιµος τελεστής ικανοποιεί τις δύο

αυτές συνθήκες (µε δ = ‖T−1‖−1).

Αντίστροφα, αν Y = T (X), η ανισότητα ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ δείχνει ότι η απει-

κόνιση So : Y → X : Tx → x είναι καλά ορισµένη (γιατί ο T είναι 1-1) και

ϕραγµένη (από 1
δ
). Προφανώς η So είναι γραµµική. Συνεπώς, ο So επεκτείνε-

ται σε ϕραγµένο τελεστή S : Y → X µε STx = x για κάθε x ∈ X και TSy = y

για κάθε y ∈ Y (γιατί ;). Εποµένως, αν Y = X, τότε ο T είναι αντιστρέψιµος

και S = T−1. �

Από την Παρατήρηση αυτή προκύπτει ότι το ϕάσµα ενός τελεστή A µπορεί

να αναλυθεί σε περισσότερα κοµµάτια (που δεν έχουν έννοια για ένα στοιχείο

µιας αυθαίρετης άλγεβρας Banach): Αν λ ∈ σ(A), µπορεί ο A−λI να µην είναι

κάτω ϕραγµένος (ειδικότερα, να µην είναι 1-1) ή να µην έχει πυκνό σύνολο

τιµών (ή και τα δύο). Αυτό οδηγεί στους ακόλουθους ορισµούς :
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Ορισµός 6.1.3 ΄Εστω A ∈ B(X). Το σηµειακό ϕάσµα (point spectrum)

σp(A) του A είναι το σύνολο των ιδιοτιµών του :

σp(A) = {λ ∈ C : ker(A − λI) , {0}}.

Το προσεγγιστικά σηµειακό ϕάσµα (approximate point spectrum) σa(A) του

A είναι το σύνολο των προσεγγιστικών ιδιοτιµών (approximate eigenvalues),

δηλαδή το σύνολο των λ ώστε ο A − λI να µην είναι κάτω ϕραγµένος :

σa(A) = {λ ∈ C : ∀ε > 0 ∃xε ∈ X : ‖(A − λI)xε‖ < ε‖xε‖}.

Το ϕάσµα συµπίεσης (compression spectrum) σc(A) του A είναι το σύνολο

σc(A) = {λ ∈ C : (A − λI)(X) , X}.

΄Ενα λ ∈ C είναι προσεγγιστική ιδιοτιµή του A αν και µόνον αν υπάρχει

ακολουθία (xn) ⊆ X µε ‖xn‖ = 1 ώστε ‖(A − λI)xn‖ → 0.

Τα σύνολα σa(A) και σc(A) δεν είναι ξένα εν γένει. Σε χώρους πεπερασµέ-

νης διάστασης είναι ίσα και ταυτίζονται µε το (σηµειακό) ϕάσµα. Σε απειροδιά-

στατους χώρους µπορεί να µην ταυτίζονται.2 Πάντοτε όµως, όπως προκύπτει

από την παρατήρηση 6.1.9,

Πρόταση 6.1.10 Η ένωση σa(A) ∪ σc(A) ισούται µε σ(A).

Το ϕάσµα συµπίεσης είναι κατά κάποιον τρόπο δυϊκό προς το σηµειακό

ϕάσµα. Αυτό ϕαίνεται πιο εύκολα σε χώρους Hilbert. Θα χρειασθεί ένα

Λήµµα:

Λήµµα 6.1.11 ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H). Τότε

ker T = (T ∗(H))⊥ και T (H) = (ker T ∗)⊥.

Εποµένως ο T είναι 1-1 αν και µόνον αν το σύνολο τιµών του T ∗ είναι πυκνό.

2Για παράδειγµα, όπως ϑα δούµε στο 6.1.13, για τον τελεστή της µετατόπισης S, το σa(S)

είναι η µοναδιαία περιφέρεια T, ενώ το σc(S) είναι ο ανοικτός µοναδιαίος δίσκος D, οπότε

σc(S) ∩ σa(S) = ∅.
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Απόδειξη ΄Ασκηση 2.28.

Λήµµα 6.1.12 ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H). Τότε

(i) σ(T ∗) = {λ̄ : λ ∈ σ(T )}
(ii) σp(T ) = {λ̄ : λ ∈ σc(T ∗)} και σc(T ) = {λ̄ : λ ∈ σp(T ∗)}.

Απόδειξη Οι σχέσεις AB = I = BA και B∗A∗ = I = A∗B∗ είναι ισοδύναµες.

Εποµένως ο A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ο A∗ είναι αντιστρέψιµος

και µάλιστα (A∗)−1
= (A−1)∗. Η (i) έπεται ϑέτοντας A = T − λI .

Για την (ii), εφαρµόζουµε το προηγούµενο Λήµµα: έχουµε ker(T−λI) , {0}
αν και µόνον αν το (T ∗ − λ̄I)(H) δεν είναι πυκνό. �

Παράδειγµα 6.1.13 Αν S ∈ B(`2(N)) είναι ο τελεστής της µετατόπισης Sen =

en+1 (Παράδειγµα 2.1.10), τότε

σp(S) = ∅, σa(S) = T, σc(S) = D και άρα σ(S) = D

(όπου D ο ανοικτός µοναδιαίος δίσκος και T η µοναδιαία περιφέρεια).

Απόδειξη (i) Η σχέση ‖Sx‖ = ‖x‖ για κάθε x ∈ `2 δείχνει ότι ‖S‖ = 1, άρα

σ(S) ⊆ D (Πόρισµα 6.1.7).

(ii) ΄Εστω λ ∈ C και x = (xn) ∈ `2 ώστε Sx = λx, δηλαδή

(0, x1, x2, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Αν λ = 0 τότε η σχέση αυτή δείχνει ότι x = 0. Αν λ , 0 τότε από την σχέση

λx1 = 0 έχουµε x1 = 0, από την σχέση λx2 = x1 έχουµε x2 = 0 και ούτω

καθεξής, άρα πάλι x = 0. Εποµένως σp(S) = ∅.
(iii) Ισχυρίζοµαι ότι σp(S∗) = D. Τότε (από το Λήµµα 6.1.12) ϑα έχουµε

σc(S) = D, οπότε D ⊆ σ(S) ⊆ D, άρα σ(S) = D εφόσον το σ(S) είναι κλειστό.

Πράγµατι, έστω λ ∈ C και x = (xn) ∈ `2, x , 0 τέτοιο ώστε S∗x = λx,

δηλαδή

(x2, x3, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Τότε x2 = λx1, x3 = λx2 = λ
2x1 και γενικά xn+1 = λ

nx1. Επειδή x ∈ `2, έπεται

ότι
∑

n |λ|2n < ∞ (διότι x1 , 0 αφού x , 0) άρα |λ| < 1.
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Αντίστροφα αν λ ∈ D τότε το διάνυσµα x = (1, λ, λ2, . . .) είναι µη µηδενικό

στοιχείο του `2 και ικανοποιεί S∗x = λx, άρα λ ∈ σp(S∗).

(iv) Εφόσον σa(S) ⊆ σ(S) = D, για να δείξουµε ότι σa(S) = T, µένει να

δειχθεί ότι αν λ ∈ D τότε λ < σa(S), δηλαδή ότι ο S−λI είναι κάτω ϕραγµένος.

Πράγµατι για κάθε x ∈ `2 έχουµε

‖(S − λI)x‖ ≥ |‖Sx‖ − ‖λx‖| = |‖x‖ − ‖λx‖| = (1 − |λ|) ‖x‖ .

Παράδειγµα 6.1.14 Ορίζουµε την απεικόνιση T : coo → coo (ϐλ. Παράδειγµα

1.1 (iii)) από την σχέση Ten =
1
nen+1 (και επεκτείνουµε γραµµικά). Ελέγχεται

εύκολα ότι ο ‖Tx‖2 ≤ ‖x‖2 για κάθε x ∈ coo, άρα ο T επεκτείνεται σε ϕραγµένο

τελεστή από τον `2 στον εαυτό του (που συµβολίζουµε επίσης µε T ). Σηµείωσε

ότι T = SD όπου S είναι ο τελεστής της µετατόπισης και Den =
1
n
en.

Τότε σ(T ) = {0}. Μάλιστα σp(T ) = ∅ και σa(T ) = σc(T ) = {0}.
Εφόσον σ(D) = { 1

n
: n ∈ N} ∪ {0} και σ(S) = D, το παράδειγµα αυτό δείχνει

ότι το σ δεν συµπεριφέρεται καλά ως προς την σύνθεση τελεστών.

Απόδειξη (i) Κατ’ αρχήν ισχύει ότι 0 ∈ σa(T ) γιατί ‖(T −0)en‖ = 1
n → 0. ΄Οµως

0 < σp(T ) διότι οι S και D είναι 1-1, άρα και ο T = SD είναι 1-1. Επίσης

0 ∈ σc(T ) διότι 〈Ten , e1〉 = 0 για κάθε n ∈ N, άρα 〈Tx, e1〉 = 0 για κάθε x ∈ `2,

άρα e1⊥(T − 0)(`2).

(ii) ΄Εστω λ , 0. Θα δείξουµε ότι ο Tλ = λI − T = λ(I − T
λ

) είναι αντιστρέ-

ψιµος, οπότε ϑα έχουµε σ(T ) = {0} και σp(T ) = ∅.
Παρατηρούµε ότι ‖Tk‖ ≤ 1

k!
γιατί

Tk














∞
∑

n=1

xnen















=

∞
∑

n=1

xn

n(n + 1) . . . (n + k − 1)
en+k

άρα
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Tk














∞
∑

n=1

xnen















∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

=

∞
∑

n=1

|xn |2
(n(n + 1) . . . (n + k − 1))2

≤ 1

(k!)2

∞
∑

n=1

|xn |2 .

Εποµένως
∥

∥

∥

∥

(

T
λ

)k
∥

∥

∥

∥

≤ 1
k!|λ|k , άρα
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∞
∑

k=0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

T

λ

)k
∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤
∞
∑

k=0

1

k!

1

|λ|k = exp
1

|λ|

πράγµα που δείχνει ότι αν Sn =
1
λ

∑n
k=0(T

λ
)k τότε η (Sn) συγκλίνει ως προς τη

νόρµα τελεστή. ΄Εστω Sλ = limn Sn . Εφόσον

TλSn = SnTλ =
(

I − T
λ

)















n
∑

k=0

(

T

λ

)k














= I −
(

T

λ

)n+1

−→
n→∞

I

έπεται ότι TλSλ = SλTλ = I. �

6.1.3 Το ϕάσµα αυτοσυζυγούς τελεστή

Στην Πρόταση 4.2.4 είχαµε δείξει ότι κάθε αυτοσυζυγής συµπαγής τελεστής A

έχει το ‖A‖ ή το −‖A‖ ως ιδιοτιµή. ΄Ενας µη συµπαγής αυτοσυζυγής τελεστής

είναι δυνατόν να µην έχει καθόλου ιδιοτιµές (ένα παράδειγµα είναι το 6.1.1).

Θα δείξουµε όµως ότι έχει προσεγγιστικές ιδιοτιµές, και µάλιστα το ‖A‖ ή το

−‖A‖.

Πρόταση 6.1.15 ΄Εστω A ∈ B(H) ϕυσιολογικός τελεστής. Τότε σ(A) = σa (A).

Απόδειξη ΄Εστω λ < σa(A). Αρκεί να δειχθεί ότι λ < σc(A), δηλαδή ότι το

(A − λI)H είναι πυκνό στον H . Αν x⊥(A − λI)H , τότε (A∗ − λ̄I)x = 0. Αλλά

ο A − λI είναι κάτω ϕραγµένος, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε ‖(A − λI)x‖ ≥ δ‖x‖
για κάθε x ∈ H . Επειδή ο A − λI είναι ϕυσιολογικός, από την Πρόταση 2.4.5

έχουµε ‖(A∗ − λ̄I)x‖ = ‖(A − λI)x‖ ≥ δ‖x‖, και συνεπώς x = 0. Εποµένως το

(A − λI)H είναι πυκνό στον H .

Πρόταση 6.1.16 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Τότε σ(A) ⊆ R.

Απόδειξη Αν λ ∈ C\R, τότε, για κάθε x ∈ H\{0},

0 < |λ − λ̄|.‖x‖2 = |〈(A − λI)x, x〉 − 〈(A − λ̄I)x, x〉|
= |〈(A − λI)x, x〉 − 〈x, (A − λI)x〉| ≤ 2‖(A − λI)x‖‖x‖

οπότε ‖(A − λI)x‖ ≥ |λ − λ̄|
2
‖x‖.

Εποµένως λ < σa(A). Αλλά σa(A) = σ(A) διότι ο A είναι ϕυσιολογικός. �
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Πρόταση 6.1.17 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Τότε ένας από τους αριθµούς ‖A‖ ή

−‖A‖ ανήκει στο σ(A). Ειδικότερα,3

(α) σ(A) , ∅ και (ϐ) ρ(A) = ‖A‖.

Απόδειξη Θα δείξουµε ότι ο αριθµός ‖A‖2 ανήκει στο σ(A2). Τότε το γινόµενο

(A−‖A‖I)(A+ ‖A‖I) = (A2−‖A‖2I) δεν ϑα είναι αντιστρέψιµο, οπότε οι τελεστές

(A − ‖A‖I) και (A + ‖A‖I) δεν µπορεί και οι δύο να είναι αντιστρέψιµοι.

Για κάθε λ ∈ R και x ∈ H έχουµε (εφόσον 〈A2x, λ2x〉 ∈ R)

‖A2x − λ2x‖2= 〈A2x − λ2x, A2x − λ2x〉=‖A2x‖2− 2〈A2x, λ2x〉 + ‖λ2x‖2

=‖A2x‖2 − 2λ2‖Ax‖2 + λ4‖x‖2.

Αλλά ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ = 1}, άρα υπάρχει ακολουθία (xn) µε ‖xn‖ = 1 και

‖Axn‖ → ‖A‖. Θέτοντας λ = ‖A‖ και x = xn στην προηγούµενη ταυτότητα,

έχουµε λοιπόν

‖A2xn − λ2xn‖2 = ‖A2xn‖2 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4

≤ (‖A‖‖Axn‖)2 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4
= λ4 − λ2‖Axn‖2 → 0.

Εποµένως ο αριθµός λ2
= ‖A‖2 είναι προσεγγιστική ιδιοτιµή του A2. �

6.2 Συνεχείς συναρτήσεις ενός αυτοσυζυγούς

τελεστή

Σταθεροποιούµε έναν τελεστή A ∈ B(H). Για κάθε µιγαδικό πολυώνυµο p της

µορφής p(t) =
∑n
k=0 akt

k, ϑέτουµε p(A) =
∑n
k=0 akA

k (όπου A0
= I ).

Στόχος µας είναι να ορίσουµε τελεστές της µορφής f (A) για άλλες κλάσεις

συναρτήσεων f .

Πρόταση 6.2.1 Αν A ∈ B(H) και p είναι πολυώνυµο, τότε

σ(p(A)) = {p(λ) : λ ∈ σ(A)}.
3Υπενθυµίζω ότι (όπως αποδεικνύεται µε µεθόδους Μιγαδικής Ανάλυσης) το ϕάσµα οποιου-

δήποτε τελεστή σε ένα χώρο Banach είναι µη κενό. Η ισότητα ρ(A) = ‖A‖ δεν ισχύει όµως εν

γένει για µη ϕυσιολογικούς τελεστές (παράδειγµα A =
( 0 1

0 1

)

).
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Απόδειξη Αν το p είναι σταθερό, ο p(A) είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού

τελεστή, οπότε το συµπέρασµα αληθεύει. Υποθέτω λοιπόν ότι το p δεν είναι

σταθερό.

Αν µ ∈ C, το πολυώνυµο q(z) ≡ p(z) − µ παραγοντοποιείται :

q(z) = c(z − λ1)(z − λ2) . . . (z − λn) (όπου c , 0). Τότε

p(A) − µI = c(A − λ1I)(A − λ2I) . . . (A − λnI).

Αν κάθε A − λkI είναι αντιστρέψιµος, τότε ϐέβαια το γινόµενό τους, άρα και

το p(A) − µI , είναι αντιστρέψιµο. Αντίστροφα αν το q(A) = p(A) − µI είναι

αντιστρέψιµο, επειδή οι A − λkI µετατίθενται, ϑα είναι όλοι αντιστρέψιµοι.4

Εποµένως µ ∈ σ(p(A)) αν και µόνον αν λk ∈ σ(A) για κάποιο k = 1, . . . , n.

Αλλά τα λk είναι οι ϱίζες του q, δηλαδή είναι ακριβώς οι µιγαδικοί αριθµοί λ

που ικανοποιούν p(λ) = µ.

∆είξαµε λοιπόν ότι µ ∈ σ(p(A)) αν και µόνον αν µ = p(λ) για κάποιο

λ ∈ σ(A), δηλαδή αν και µόνον αν µ ∈ {p(λ) : λ ∈ σ(A)}. �

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι το κρίσιµο ϐήµα για να επεκτείνουµε την

απεικόνιση p → p(A) από τα πολυώνυµα σε συναρτήσεις που είναι κατάλληλα

όρια πολυωνύµων. Ας σηµειώσουµε µόνο ότι (σε αντίθεση µε την προηγούµενη

Πρόταση) το Θεώρηµα δεν ισχύει για µη ϕυσιολογικούς τελεστές. Αν για

παράδειγµα A =
( 1 1

0 1

)

και p(t) = t2, τότε σ(A) = {0,1} οπότε ‖p‖σ(A) = 1 ενώ

‖p(A)‖ > 2 γιατί π.χ.
∥

∥

∥p(A)
( 0

1

)

∥

∥

∥ =
√

5.

Θεώρηµα 6.2.2 Αν A ∈ B(H) και A = A∗ τότε

‖p(A)‖ = sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(A)} ≡ ‖p‖σ(A).

Απόδειξη Ας υποθέσουµε πρώτα ότι το p έχει πραγµατικούς συντελεστές. Τότε

ο τελεστής p(A) είναι αυτοσυζυγής, άρα από την Πρόταση 6.1.17 η νόρµα του

ισούται µε την ϕασµατική ακτίνα, εποµένως

‖p(A)‖ = sup{|µ| : µ ∈ σ(p(A))}.
4Το q(A) µπορεί να γραφεί q(A) = (A − λk I)B = B(A − λk I). Πολλαπλασιάζοντας δεξιά και

αριστερά µε (q(A))−1, συµπεραίνουµε ότι το A−λkI έχει αριστερό και δεξί αντίστροφο, άρα είναι

αντιστρέψιµο.
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Αλλά σ(p(A)) = p(σ(A)) από την Πρόταση 6.2.1, και η Ϲητούµενη ισότητα

έπεται.

Για την γενική περίπτωση, παρατήρησε ότι αν p(t) =
∑n
k=0 akt

k, τότε

p(A)∗p(A) =















n
∑

k=0

akA
k















∗ 












n
∑

r=0

arA
r















=















n
∑

k=0

ākA
k





























n
∑

r=0

arA
r















= q(A)

(εφόσον A = A∗) όπου q είναι το πολυώνυµο q(t) = p̄(t)p(t) που έχει πραγµα-

τικούς συντελεστές. Από την προηγούµενη παράγραφο λοιπόν έχουµε

‖q(A)‖ = sup{|q(λ)| : λ ∈ σ(A)}.

΄Οµως ‖p(A)‖2 = ‖p(A)∗p(A)‖ = ‖q(A)‖ από την ιδιότητα C∗ και εποµένως

‖p(A)‖2 = ‖q(A)‖ = sup{|q(λ)| : λ ∈ σ(A)}
= sup{|p̄(λ)p(λ)| : λ ∈ σ(A)} = (sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(A)})2.

Η απόδειξη είναι πλήρης. �

Θα επεκτείνουµε την απεικόνιση p → p(A) από τα πολυώνυµα στις συ-

νεχείς συναρτήσεις. Ας ϑυµηθούµε ότι η υπάλγεβρα P(σ(A)) ⊆ C(σ(A)) των

πολυωνυµικών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το σ(A) είναι πυκνή στην άλγε-

ϐρα C(σ(A)) των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων στο σ(A) ως προς την νόρµα

supremum. Αυτό έπεται είτε απευθείας από το Θεώρηµα Stone-Weierstrass

(7.3.15), είτε από το ϐασικό Θεώρηµα Weierstrass (7.3.14), αν παρατηρή-

σει κανείς ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : σ(A) → C, επεκτείνεται µε την

ίδια νόρµα σε µιά συνεχή συνάρτηση ορισµένη π.χ. στο [−‖A‖, ‖A‖], η οποία

προσεγγίζεται από πολυώνυµα οµοιόµορφα στο [−‖A‖, ‖A‖], άρα και στο σ(A).

Θεώρηµα 6.2.3 (Συναρτησιακός λογισµός (functional calculus))

Αν A = A∗ ∈ B(H), υπάρχει µοναδικός συνεχής αλγεβρικός *-µορφισµός

Φc : (C(σ(A)), ‖ · ‖σ(A))→ (B(H), ‖ · ‖) : f → f (A)

που απεικονίζει το σταθερό πολυώνυµο p0(t) = 1 στον ταυτοτικό τελεστή και το

ταυτοτικό πολυώνυµο p1(t) = t στον τελεστή A.

Επιλέον, ο Φc είναι ισοµετρία και ικανοποιεί Φc(p) = p(A) για κάθε πολυώ-

νυµο p.
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Απόδειξη ΄Υπαρξη : Από το προηγούµενο Θεώρηµα έπεται ότι αν δύο πο-

λυώνυµα p, q ταυτίζονται στο σ(A), τότε p(A) = q(A) (πράγµατι, ‖p(A)−q(A)‖ =
sup{|p(λ) − q(λ)| : λ ∈ σ(A)} = 0). Εποµένως το p(A) εξαρτάται µόνον από τις

τιµές του p στο σ(A). ∆ηλαδή η απεικόνιση

Φo : (P(σ(A)), ‖‖̇σ(A))→ (B(H), ‖‖̇) : p → p(A)

είναι καλά ορισµένη. Είναι ϕανερό ότι είναι µορφισµός αλγεβρών :

(p + q)(A) = p(A) + q(A) και (pq)(A) = p(A)q(A)

όταν τα p και q είναι πολυώνυµα, και ότι διατηρεί την ενέλιξη :

Αν p(t) =
∑n
k=0 akt

k, τότε

(p(A))∗ =















n
∑

k=0

akA
k















∗

=

n
∑

k=0

akA
k
= p(A)

(αφού A = A∗). Αλλά από το προηγούµενο Θεώρηµα προκύπτει ότι η Φo

είναι επίσης ισοµετρία χώρων µε νόρµα. Εφόσον η P(σ(A)) είναι πυκνή στην

C(σ(A)), έπεται ότι η Φo έχει µοναδική συνεχή επέκταση (η οποία ϑα είναι

ισοµετρική) Φc : C(σ(A)) → B(H).

Μοναδικότητα : Αν Ψ είναι ένας συνεχής *-µορφισµός C(σ(A)) → B(H)

που ταυτίζεται µε τον Φc στα p0 και p1 τότε, αφού και οι δύο είναι µορφι-

σµοί, ϑα ταυτίζονται σε δυνάµεις και γραµµικούς συνδυασµούς, δηλαδή σε

κάθε πολυώνυµο. Εφόσον οι Φc και Ψ είναι συνεχείς, ϑα ταυτίζονται και στα

(οµοιόµορφα) όρια πολυωνύµων, δηλαδή σε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις.

�

Ορισµός 6.2.1 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Ο συναρτησιακός λογισµός για συ-

νεχείς συναρτήσεις (continuous functional calculus) είναι η απεικόνιση

Φc : C(σ(A)) → B(H). Συνήθως γράφουµε f (A) αντί για Φc(f ).

∆ηλαδή αν η f είναι συνεχής στο σ(A), ο τελεστής f (A) ∈ B(H) ορίζεται

µοναδικά από το όριο

f (A) = lim pn(A) όπου (pn) πολυώνυµα µε ‖pn − f ‖σ(A) → 0.
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Παρατηρήσεις 6.2.4 (i) Ο ορισµός του συναρτησιακού λογισµού για συνε-

χείς συναρτήσεις Φc είναι αλγεβρο-τοπολογικός και στηρίζεται στο Θεώρηµα

6.2.2. Εποµένως ο Φc δεν ορίζεται για οποιονδήποτε τελεστή A.

Παραδείγµατος χάριν, αν A =
( 0 1

0 0

)

, τότε σ(A) = {0} (ο A είναι µηδενο-

δύναµος) αλλά, παρόλο που η συνάρτηση f (t) =
√
t είναι συνεχής στο σ(A),

δεν ορίζεται τελεστής f (A). Μάλιστα, δεν υπάρχει τελεστής B ώστε B2
= A

(απόδειξη : άσκηση !).

Αποδεικνύεται ότι ο συναρτησιακός λογισµός ορίζεται και όταν ο A είναι

ϕυσιολογικός τελεστής. ∆ες π.χ. [1, VIII.2] ή [7].

(ii) Αν K είναι συµπαγής χώρος Hausdorff (π.χ. συµπαγής µετρικός χώρος),

κάθε αλγεβρικός *-µορφισµός Φ : C(K)→ B(H) είναι αυτοµάτως συνεχής.

[Απόδειξη Πρώτα παρατηρούµε ότι αν f ≥ 0 τότε Φ(f ) ≥ 0. Πράγµατι, αν g =
√
f

έχουµε Φ(f ) = Φ(g∗g) = (Φ(g))∗Φ(g) ≥ 0.

Εποµένως, για κάθε f ∈ C(K), η σχέση f ∗f ≤ ‖f ‖2 δηλαδή ‖f ‖2po − f ∗f ≥ 0 (όπου

po(t) = 1) δείχνει ότι Φ(‖f ‖2po − f ∗f ) ≥ 0, δηλαδή Φ(f ∗f ) ≤ Φ(‖f ‖2po) = ‖f ‖2I, άρα

0 ≤ Φ(f ∗f ) ≤ ‖f ‖2I και συνεπώς ‖Φ(f )‖2 = ‖Φ(f )∗Φ(f )‖ ≤ ‖f ‖2.]

Εποµένως, ο Φc είναι ο µοναδικός *-µορφισµός C(σ(A)) → B(H) που

στέλνει την µονάδα στον I και το ταυτοτικό πολυώνυµο στον A.

(iii) ΄Εχουµε ήδη συναντήσει τον συναρτησιακό λογισµό, στην ειδική περί-

πτωση που ο A είναι συµπαγής (΄Ασκηση 4.7).

Είναι ϕανερό ότι για κάθε πολυώνυµο p ο τελεστής p(A) µετατίθεται µε τον

A. Το ίδιο εποµένως ισχύει και για τον f (A), αν f ∈ C(σ(A)).

Πιο ενδιαφέρον όµως, όπως ϑα δούµε, είναι το γεγονός ότι ο f (A) µετα-

τίθεται µε κάθε τελεστή που µετατίθεται µε τον A. Πράγµατι, αν AT = TA

τότε A2T = ATA = TA2 και επαγωγικά AnT = TAn για κάθε n ∈ N. Εποµέ-

νως p(A)T = Tp(A) για κάθε πολυώνυµο p, άρα και f (A)T = Tf (A) για κάθε

f ∈ C(σ(A)), λόγω συνέχειας. ∆είξαµε λοιπόν ότι

Παρατήρηση 6.2.5 Αν f ∈ C(σ(A)), ο f (A) µετατίθεται µε κάθε τελεστή που

µετατίθεται µε τον A. ∆ηλαδή ο συναρτησιακός λογισµός παίρνει τιµές στον

δεύτερο µεταθέτη {A}′′ του A, όπου
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Ο µεταθέτης (commutant) S′ ενός υποσυνόλου S ⊆ B(H) είναι το σύνολο

των τελεστών που µετατίθενται µε κάθε στοιχείο του S:

S′ = {T ∈ B(H) : TS = ST για κάθε S ∈ S}.

Θεώρηµα 6.2.6 (Θεώρηµα Φασµατικής Απεικόνισης) Αν A ∈ B(H) είναι

αυτοσυζυγής τελεστής και f ∈ C(σ(A)),

σ(f (A)) = {f (λ) : λ ∈ σ(A)}.

Απόδειξη Αν µ < {f (λ) : λ ∈ σ(A)} τότε η συνάρτηση g(λ) = f (λ) − µ δεν

µηδενίζεται πουθενά στο σ(A), άρα υπάρχει h ∈ C(σ(A)) ώστε hg = 1 (µάλιστα

h(t) = (f (t) − µ)−1). Τότε όµως Φc(h)Φc(g) = Φc(hg) = I και Φc(g)Φc(h) =

Φc(gh) = I , δηλαδή h(A)g(A) = I = g(A)h(A), άρα ο f (A)− µI έχει αντίστροφο,

τον h(A). Συνεπώς µ < σ(f (A)).

[Παρατήρησε ότι αυτό το µέρος της απόδειξης είναι καθαρά αλγεβρικό :

εξαρτάται µόνον από το γεγονός ότι η απεικόνιση f → f (A) είναι µορφισµός

αλγεβρών που διατηρεί την µονάδα, άρα απεικονίζει αντιστρέψιµα στοιχεία σε

αντιστρέψιµα στοιχεία.]

΄Εστω τώρα µ ∈ {f (λ) : λ ∈ σ(A)}, οπότε µ = f (λo) για κάποιο λo ∈ σ(A).

Θα δείξω ότι ο τελεστής f (A) − µI δεν είναι αντιστρέψιµος.

Ισχυρίζοµαι ότι

f (A) − µI = lim
n
qn(A),

όπου (qn) ακολουθία πολυωνύµων µε qn(λo) = 0 για κάθε n. Πράγµατι, υπάρ-

χει µια ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε pn(t)→ f (t)− µ = g(t) οµοιόµορφα

στο σ(A), άρα και pn(λo) → g(λo) = 0. Αν ϑέσουµε qn(t) = pn(t) − pn(λo), έ-

χουµε qn(λo) = 0 και ‖qn−g‖σ(A) → 0, άρα qn(A)→ g(A) = f (A)−µI (Θεώρηµα

6.2.2) και ο ισχυρισµός αποδείχθηκε.

Εφόσον λo ∈ σ(A), έπεται ότι 0 = qn(λo) ∈ qn(σ(A)). Αλλά qn(σ(A)) =

σ(qn(A)) από την Πρόταση 6.2.1, άρα οι τελεστές qn(A) δεν είναι αντιστρέψι-

µοι. Εφόσον το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων του B(H) είναι ανοικτό

(Πόρισµα 6.1.6), έπεται ότι ο f (A)−µI = lim qn(A) δεν είναι αντιστρέψιµος. �
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Πόρισµα 6.2.7 ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H). Αν f ∈ C(σ(A)), ο τελεστής f (A)

είναι ϕυσιολογικός. Ο f (A) είναι αυτοσυζυγής αν και µόνον αν η f παίρνει

πραγµατικές τιµές στο σ(A). Επίσης, f (A) ≥ 0 αν και µόνον αν f (σ(A)) ⊆ R+.

Απόδειξη Εφόσον ο συναρτησιακός λογισµός Φc διατηρεί την ενέλιξη (Θεώ-

ϱηµα 6.2.3), για κάθε f ισχύει (Φc(f ))∗ = Φc(f̄ ) δηλαδή (f (A))∗ = f̄ (A). Επο-

µένως κάθε f (A) είναι ϕυσιολογικός. Επίσης η ισότητα f (A) = f (A)∗ ισχύει

αν και µόνον αν η f είναι πραγµατική συνάρτηση. Αν η f είναι µη αρνητι-

κή στο σ(A) τότε ϑέτοντας g(t) =
√
f (t) (t ∈ σ(A)) έχουµε g(A)∗ = g(A) άρα

f (A) = g(A)∗g(A) ≥ 0. Αντίστροφα αν f (A) ≥ 0 τότε σ(f (A)) ⊆ R+ και συνεπώς

f (σ(A)) ⊆ R+ (Θεώρηµα 6.2.6). �

Πόρισµα 6.2.8 (i) Κάθε αυτοσυζυγής A ∈ B(H) γράφεται ως διαφορά δύο

ϑετικών τελεστών A = A+−A− µε A+A− = A−A+ = 0. Εποµένως κάθε T ∈ B(H)

είναι γραµµικός συνδυασµός (το πολύ) τεσσάρων ϑετικών τελεστών.

(ii) [Πρόταση 2.4.12] Κάθε ϑετικός τελεστής A έχει ϑετική τετραγωνική ϱίζα.

Απόδειξη Για το (i), ϑέτουµε A+ = f+(A) και A− = f−(A) όπου f+(t) = max{t,0}
και f−(t) = −min{t,0} (t ∈ σ(A) ⊆ R).

Για το (ii), αν A ≥ 0, οπότε σ(A) ⊆ R+, ϑεωρούµε τον τελεστή g(A) όπου

g(t) =
√
t, t ≥ 0.

6.3 Το ϕασµατικό ϑεώρηµα για αυτοσυζυγείς

τελεστές

Σταθεροποιούµε έναν αυτοσυζυγή τελεστή A ∈ B(H) και στοχεύουµε να «ανα-

παραστήσουµε» τον A ως πολλαπλασιαστικό τελεστή σ’ έναν κατάλληλο χώρο

L2(X, µ). Ακριβέστερα, ϑα κατασκευάσουµε ένα χώρο µέτρου (X, µ) και µια

f ∈ L∞(X, µ) ώστε ο A να είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε τον πολλα-

πλασιαστικό τελεστή Mf , δηλαδή να υπάρχει ένας ορθοµοναδιαίος τελεστής

U : L2(X, µ)→H ώστε A = UMf U
−1.
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Το κρίσιµο ϐήµα εµπεριέχεται στο

Λήµµα 6.3.1 Για κάθε µη µηδενικό x ∈ H υπάρχει ϑετικό κανονικό πεπερα-

σµένο µέτρο Borel µx στο σ(A) και ισοµετρία Ux : L2(σ(A), µx )→H ώστε

UxMf = f (A)Ux για κάθε f ∈ C(σ(A))

(και ειδικότερα AUx = UxMfo όπου fo(λ) = λ).

Απόδειξη Από τον συναρτησιακό λογισµό για συνεχείς συναρτήσεις (Θεώρηµα

6.2.3), ορίζεται η απεικόνιση

Φc : C(σ(A)) → B(H) : f → f (A)

που είναι ισοµετρικός *-µορφισµός.

Σταθεροποιούµε ένα µη µηδενικό x ∈ H και ϑεωρούµε την γραµµική

απεικόνιση

φx : C(σ(A))→ C : f → 〈f (A)x, x〉.

Παρατηρούµε ότι η φx είναι ϑετική γραµµική µορφή στον C(σ(A)), δηλαδή

φx (f ) ≥ 0 για κάθε f ≥ 0. Πράγµατι, αν f ≥ 0 τότε f (A) ≥ 0 (Πόρισµα 6.2.7)

εποµένως φx (f ) = 〈f (A)x, x〉 ≥ 0.

Από το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz (ϐλέπε π.χ. [9, Θεώρηµα

12.26]), υπάρχει (µοναδικό) ϑετικό πεπερασµένο κανονικό µέτρο Borel µx

στο σ(A) ώστε
∫

fdµx = φx (f ) = 〈f (A)x, x〉 για κάθε f ∈ C(σ(A)).

Θεωρώντας τώρα τον χώρο C(σ(A)) ως υπόχωρο του L2(σ(A), µx ), ορίζουµε την

απεικόνιση

Uox : (C(σ(A)), ‖ · ‖2)→ (H , ‖ · ‖H ) : f → f (A)x

που είναι προφανώς γραµµική. Ισχυρίζοµαι ότι είναι ισοµετρία. Πράγµατι,

για κάθε f ∈ C(σ(A)),

‖f (A)x‖2H = 〈f (A)x, f (A)x〉 = 〈f (A)∗f (A)x, x〉 = 〈(f̄ f )(A)x, x〉

=

∫

f̄ fdµx = ‖f ‖22
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(χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η Φc : f → f (A) είναι *-µορφισµός). ∆είξαµε

λοιπόν ότι ‖Uox (f )‖H = ‖f ‖2 για κάθε f ∈ C(σ(A)), δηλαδή ότι η Uox είναι

ισοµετρική. Εποµένως επεκτείνεται σε ισοµετρία Ux ορισµένη στην κλειστή

ϑήκη του C(σ(A)) ως προς την νόρµα ‖.‖2. Αλλά αυτή η κλειστή ϑήκη είναι

ακριβώς5 ο L2(σ(A), µx ). ΄Εχουµε λοιπόν µια ισοµετρία

Ux : L2(σ(A), µx )→H

που ικανοποιεί Ux (f ) = f (A)x όταν η f είναι συνεχής.

Μένει να δειχθεί ότι UxMf = f (A)Ux για κάθε f ∈ C(σ(A)).

Πράγµατι, για κάθε g ∈ C(σ(A)) έχουµε

(UxMf )(g) = Ux (fg) = ((fg)(A))(x) = f (A)(g(A)(x)) = (f (A)Ux )(g).

Εποµένως οι ϕραγµένοι τελεστές UxMf και f (A)Ux ταυτίζονται στον πυκνό υπό-

χωρο C(σ(A)) του L2(σ(A), µx ), άρα είναι ίσοι. �

Παρατηρήσεις 6.3.2 (i) Αξίζει ίσως να σχολιάσει κανείς τον διπλό ϱόλο του

χώρου C(σ(A)) στην προηγούµενη απόδειξη : Αφενός µεν χρησιµοποιήθηκε

(µέσω του συναρτησιακού λογισµού) ως χώρος τελεστών f (A) στονH , αφετέρου

ως χώρος διανυσµάτων στον L2(σ(A), µx ).

(ii) Το σύνολο τιµών im(Ux ) της ισοµετρίας Ux του Λήµµατος είναι ακριβώς

ο κυκλικός υπόχωρος

Hx = [Anx : n = 0,1, . . .] = [x, Ax, A2x, . . .]

του x για τον A.

Πράγµατι, το σύνολο τιµών του Ux είναι κλειστό (διότι ο Ux είναι ισοµετρία)

και περιέχει το f (A)x για κάθε f ∈ C(σ(A)). Ειδικότερα περιέχει όλα τα

διανύσµατα της µορφής Anx για n = 0,1, . . ., άρα περιέχει τον Hx . Από

την άλλη µεριά κάθε f ∈ C(σ(A)) προσεγγίζεται από µια ακολουθία (pn) από

πολυώνυµα, οµοιόµορφα στο σ(A), και συνεπώς ‖pn(A) − f (A)‖ → 0, άρα και

5ϐλέπε π.χ. [9, Πρόταση 12.24].
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‖pn(A)x − f (A)x‖ → 0. Αλλά κάθε pn(A)x ανήκει στον Hx , συνεπώς το ίδιο

ισχύει για το f (A)x. Εποµένως

imUox = {f (A)x : f ∈ C(σ(A))} ⊆ Hx ⊆ imUx

άρα imUx = imUox ⊆ Hx ⊆ imUx

και συνεπώς ισχύει ισότητα.

(iii) Αν µπορούσαµε να επιλέξουµε το x ∈ H ώστε ο Ux να είναι αντι-

στρέψιµος, τότε το προηγούµενο Λήµµα ϑα έδινε f (A) = UxMf U
−1
x για κάθε

f ∈ C(σ(A)), και ειδικότερα A = UxMfoU
−1
x , οπότε ϑα είχαµε δείξει ότι ο A είναι

ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή.

Αλλά ο Ux είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν είναι επί του H (γιατί

είναι πάντα ισοµετρία, άρα 1-1). Από την προηγούµενη παρατήρηση, αυτό

συµβαίνει ακριβώς όταν ο κυκλικός υπόχωρος Hx είναι όλος ο χώρος H .

Ορισµός 6.3.1 ΄Ενα διάνυσµα x ∈ H λέγεται κυκλικό (cyclic) για τον τελεστή

A ∈ B(H) αν ο κυκλικός υπόχωρος (cyclic subspace) που ορίζει είναι όλος ο

H , ισοδύναµα αν ο γραµµικός χώρος [Anx : n = 0,1, . . .] είναι πυκνός στονH .

Το Λήµµα και οι παρατηρήσεις που προηγήθηκαν αποδεικνύουν την

Πρόταση 6.3.3 Αν ένας αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ B(H) έχει κυκλικό διάνυ-

σµα, υπάρχει πεπερασµένο ϑετικό κανονικό µέτρο Borel µ στο σ(A) ώστε ο A να

είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε τον τελεστή Mfo του πολλαπλασιασµού επί

την ανεξάρτητη µεταβλητή, (Mfo (g))(x) = xg(x), στον L2(σ(A), µ).

΄Οµως, δεν έχουν όλοι οι αυτοσυζυγείς τελεστές κυκλικά διανύσµατα. Πα-

ϱαδείγµατος χάριν, ο ταυτοτικός τελεστής του H δεν έχει ποτέ κυκλικό διάνυ-

σµα, εκτός αν οH είναι µονοδιάστατος ! ΄Ενα λιγότερο τετριµµένο παράδειγµα

είναι το εξής :

Παράδειγµα 6.3.4 ΄ΕστωH = L2([0,1]) ⊕ L2([0,1]) 6 και έστω A = Mfo ⊕Mfo
όπου fo(λ) = λ (λ ∈ [0,1]). Τότε ο A είναι αυτοσυζυγής τελεστής χωρίς κυκλικό

διάνυσµα.

6µε το εσωτερικό γινόµενο 〈f1 ⊕ g1, f2 ⊕ g2〉 = 〈f1, f2〉 + 〈g1, g2〉
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Απόδειξη ΄Οτι ο A είναι αυτοσυζυγής έπεται από το γεγονός ότι η fo είναι

πραγµατική. Ισχυρίζοµαι ότι κανένα διάνυσµα f ⊕ g δεν είναι κυκλικό για τον

A. Πράγµατι, το διάνυσµα ḡ ⊕ (−f̄ ) είναι κάθετο σε κάθε An(f ⊕ g):

〈

An(f ⊕ g), ḡ ⊕(−f̄ )
〉

=

〈

(Mn
fo
f ⊕Mn

fo
g), ḡ ⊕(−f̄ )

〉

=

〈

Mn
fo
f, ḡ

〉

−
〈

Mn
fo
g, f̄

〉

=

∫

tnf (t)g(t)dt −
∫

tng(t)f (t)dt = 0.

΄Επεται ότι η γραµµική ϑήκη του συνόλου {An(f ⊕g) : n = 0,1, . . .} δεν µπορεί

να είναι πυκνή στον H .

Παρατήρησε ότι αν ταυτίσουµε τον χώρο H στο παράδειγµα αυτό µε τον

L2([0,1] ∪ [1,2]), τότε ο τελεστής A ταυτίζεται µε τον Mf , όπου f (t) = t για

t ∈ [0,1] και f (t) = t − 1 για t ∈ (1,2].

Με κάπως ανάλογο τρόπο, η γενική περίπτωση ανάγεται στην περίπτωση

της Πρότασης 6.3.3 τοποθετώντας κατάλληλους χώρους µέτρου «τον ένα δίπλα

στον άλλο».

Λήµµα 6.3.5 Αν A ∈ B(H) είναι αυτοσυζυγής, υπάρχει µια οικογένεια

{Hi : i ∈ I} από κάθετους ανά δύο υποχώρους του H , ώστε

(ι) κάθε Hi να είναι A-αναλλοίωτος, δηλ. A(Hi) ⊆ Hi

(ιι) κάθε Hi να είναι A-κυκλικός, δηλ. να περιέχει ένα A-κυκλικό διάνυσµα

(ιιι) το ευθύ άθροισµα ⊕iHi (δηλαδή ο µικρότερος κλειστός υπόχωρος του H
που περιέχει κάθε Hi ) να είναι όλος ο H .

Απόδειξη Ονοµάζουµε δύο µη µηδενικά διανύσµατα x1, x2 ∈ H πολύ κάθετα

(ως προς A) αν Anx1⊥Amx2 για κάθε n,m = 0,1, . . ., ισοδύναµα (γιατί ;) αν οι

κυκλικοί υπόχωροι που παράγονται από τα x1 και x2 είναι κάθετοι.

΄Εστω {xi : i ∈ I} µια µεγιστική7 οικογένεια από πολύ κάθετα διανύσµατα,

και για κάθε i έστω Hi = [Anxi : n = 0,1, . . .] ο αντίστοιχος κυκλικός υπόχω-

ϱος.

7Η απόδειξη της ύπαρξης τέτοιας οικογένειας είναι τυπική εφαρµογή του Λήµµατος Zorn.



6.3. ΤΟ ΦΑΣΜΑΤΙΚ�Ο ΘΕ�ΩΡΗΜΑ ΓΙΑ ΑΥΤΟΣΥΖΥΓΕ�ΙΣ ΤΕΛΕΣΤ�ΕΣ 207

Εφόσον A(Anxi) = A
n+1xi ∈ Hi για κάθε n και ο A είναι συνεχής, έπεται

ότι A(Hi) ⊆ Hi για κάθε i.

Μένει να δειχθεί ότι το ευθύ άθροισµα ⊕iHi είναι όλος ο H .

Πράγµατι, αν ένα µη µηδενικό διάνυσµα x ∈ H είναι κάθετο στον ⊕iHi

τότε για κάθε i ∈ I και κάθε n,m = 0,1, . . . έχουµε

〈Anx, Amxi〉 = 〈x, An+mxi〉 = 0

(διότι An+mxi ∈ Hi ) πράγµα που δείχνει (γιατί ;) ότι ο κυκλικός υπόχωρος

Hx που παράγεται από το x είναι κάθετος στον Hi. Αυτό αντιβαίνει στην

µεγιστικότητα της οικογένειας {xi : i ∈ I}. �

Από το Λήµµα 6.3.1, για κάθε i ∈ I υπάρχει πεπερασµένο ϑετικό µέτρο

Borel µi στον σ(A) και ισοµετρία

Ui : L2(σ(A), µi )→H ώστε AUi = UiMfi (*)

όπου fi(λ) = λ (λ ∈ σ(A)), και το σύνολο τιµών της Ui είναι Hi . ∆ηλαδή, αν

ϑέσουµε Ai = A|Hi , κάθε Ai είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε τον πολλα-

πλασιαστικό τελεστή Mfi που δρα στον χώρο L2(σ(A), µi).

Θα δείξουµε ότι ο A είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε έναν κατάλληλο

πολλαπλασιαστικό τελεστή Mf στον L2(X, µ), όπου ο (X, µ) είναι η λεγόµενη

ξένη ένωση των χώρων µέτρου (σ(A), µi ), i ∈ I . Για να αποφύγουµε ορισµένες

µετροθεωρητικές δυσκολίες, ϑα υποθέσουµε στο εξής8 ότι

ο χώρος H είναι διαχωρίσιµος, οπότε και η οικογένεια {xi} είναι

αριθµήσιµη (ϐλ. ΄Ασκηση 1.14.).

Υποθέτουµε λοιπόν ότι I = N. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε, όπως ϑα

δούµε, να πάρουµε για (X, µ) τον R εφοδιασµένο µε ένα κατάλληλο µέτρο

Borel.

Παρατηρούµε πρώτα ότι, εφόσον σ(A) ⊆ [− ‖A‖ , ‖A‖], η διάµετρος του σ(A)

δεν υπερβαίνει το 2 ‖A‖. Εποµένως, αν ϑέσουµε a = 3 ‖A‖ και

8Τονίζουµε ότι η υπόθεση αυτή γίνεται µόνον για ευκολία στην απόδειξη· το ϑεώρηµα 6.3.6

ισχύει και σε µη διαχωρίσιµους χώρους.
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Xi = σ(A) + ia = {λ + ia : λ ∈ σ(A)},

τα σύνολα Xi , i ∈ N είναι ξένα ανα δύο συµπαγή υποσύνολα του R.

Ορίζουµε το εξής µέτρο Borel στο R:

µ(Y ) =
∑

i

µi(φi(Y ∩ Xi)), Y ⊆ R Borel

όπου φi : Xi → σ(A) : t → t − ia.

Είναι εύκολη άσκηση Θεωρίας Μέτρου να ελέγξει κανείς ότι το µ είναι πράγ-

µατι µέτρο και είναι σ-πεπερασµένο, αφού κάθε µi είναι πεπερασµένο.

Απεικονίζουµε τώρα τους χώρους L2(σ(A), µi), i ∈ N ισοµετρικά σε κάθε-

τους ανά δύο υποχώρους του L2(R, µ):

Ισχυρισµός Για κάθε i η απεικόνιση

Wi : L2(R, µ)→ L2(σ(A), µi )

όπου (Wig)(λ) = g(λ + ia), λ ∈ σ(A)

είναι γραµµική, επί και ικανοποιεί

‖Wig‖ =
∥

∥

∥g|Xi
∥

∥

∥ για κάθε g ∈ L2(R, µ).

Απόδειξη Η Wi είναι επί του L2(σ(A), µi ), γιατί αν h ∈ L2(σ(A), µi ) ϑέτοντας

g(t) = h(φi(t)) για t ∈ Xi και g(t) = 0 για t < Xi , έχουµε

∫

R

|g(t)|2dµ(t) =

∫

Xi

|h(φi(t))|2dµ(t) =

∫

σ(A)

|h(λ)|2dµi (λ) < ∞

άρα g ∈ L2(R, µ) και Wig = h.

΄Εστω g ∈ L2(R, µ). Αν η g µηδενίζεται στο Xi τότε για κάθε λ ∈ σ(A) έχουµε

(Wig)(λ) = 0 εφόσον λ + ia ∈ Xi .
Αν η g µηδενίζεται στοX ci τότε ισχυρίζοµαι ότι ‖Wig‖ = ‖g‖. Πράγµατι αρκεί

να αποδειχθεί ο ισχυρισµός όταν η g είναι απλή συνάρτηση, g =
n

∑

k=1

ckχYk όπου
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Yk ⊆ Xi ξένα Borel. ΄Εχουµε Wig =
∑

k

ckχφi (Yk ) (γιατί Wi(χY ) = χφi (Y )), άρα

‖Wig‖2 =
∑

k

|ck |2
∥

∥

∥χφi (Yk )

∥

∥

∥

2
=

∑

k

|ck |2µi(φi(Yk)) =
∑

k

|ck |2µ(Yk) = ‖g‖2.

΄Επεται ότι για κάθε g ∈ L2(R, µ) ισχύει

‖Wig‖ =
∥

∥

∥Wi(g|Xi ) +Wi(g|X ci )
∥

∥

∥ =

∥

∥

∥Wi(g|Xi )
∥

∥

∥ =

∥

∥

∥g|Xi
∥

∥

∥

και ο ισχυρισµός αποδείχθηκε.

Για κάθε i ∈ N έχουµε ονοµάσει fi ∈ L∞(σ(A), µi) τη συνάρτηση fi(λ)=λ

(λ ∈ σ(A)). Ορίζουµε τώρα την συνάρτηση f : R→ R ϑέτοντας

f (t) =















fi(t − ia), αν υπάρχει i ώστε t ∈ Xi
0, αν t < ∪iXi

Η f ανήκει στον L∞(R, µ) γιατί ‖f ‖∞ = supi ‖fi‖∞ = ‖A‖, άρα ορίζεται ο τελεστής

Mf στον L2(R, µ).

Παρατηρούµε ότι

WiMf = MfiWi

Πράγµατι, για κάθε g ∈ L2(R, µ), αν λ ∈ σ(A) έχουµε

(Wifg)(λ) = (fg)(λ + ia) = f (λ + ia)g(λ + ia) = fi(λ)g(λ + ia)

οπότε

WiMf g = Wi(fg) = fi(Wig) = MfiWig.

Επειδή όµως UiMfi = AUi (ϐλ. (*)), έπεται ότι

UiWiMf = UiMfiWi = AUiWi . (**)

Παρατηρούµε ότι για κάθε g ∈ L2(R, µ) έχουµε UiWig ∈ Hi άρα τα UiWig είναι

ανά δύο κάθετα και εποµένως, αφού η Ui είναι ισοµετρία,

∞
∑

i=1

‖UiWig‖2 =
∞
∑

i=1

‖Wig‖2 =
∞
∑

i=1

∥

∥

∥g|Xi
∥

∥

∥

2

=

∞
∑

i=1

∫

Xi

|g|2dµ =
∫

R

|g|2dµ = ‖g‖2 .
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΄Επεται ότι η σειρά
∞
∑

i=1

UiWig συγκλίνει στον H και ότι

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

i=1

UiWig

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

= ‖g‖2 .

Αν λοιπόν ορίσουµε την απεικόνιση

U : L2(R, µ)→H : g →
∑

UiWig

τότε η U είναι ισοµετρία. Η εικόνα της περιέχει κάθε Hi , άρα και την κλειστή

γραµµική τους ϑήκη, που είναι ο H . ∆ηλαδή η U είναι ισοµετρία επί, άρα

ορθοµοναδιαίος τελεστής. Τέλος, για κάθε g ∈ L2(R, µ),

UMf g =
∑

UiWiMf g
(∗∗)
=

∑

AUiWig = A
∑

UiWig = AUg

εποµένως UMf = AU και άρα

A = UMfU
−1.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει (µε την επιπλέον υπόθεση ότι ο H είναι διαχωρίσι-

µος) το

Θεώρηµα 6.3.6 (Φασµατικό Θεώρηµα για αυτοσυζυγείς τελεστές)

΄Εστω A ∈ B(H) αυτοσυζυγής τελεστής. Υπάρχει χώρος µέτρου (X, µ), συν-

άρτηση f ∈ L∞(X, µ) και ορθοµοναδιαίος τελεστής U : L2(X, µ) → H ώστε

A = UMf U
−1.



Παράρτηµα: Χώροι Banach

Στο Παράρτηµα αυτό παραθέτουµε τις κυριότερες έννοιες από την ϑεωρία µε-

τρικών χώρων και (κυρίως) χώρων Banach που χρησιµοποιήθηκαν.

Για πλήρη ανάπτυξη και αποδείξεις ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο

[13].

΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) είναι ένα σύνολο X εφοδιασµένο µε µια απει-

κόνιση

d : X × X → R

(την µετρική) που ικανοποιεί

d(x, y) ≥ 0 για κάθε x, y ∈ X
d(x, y) = 0 ⇔ x = y

d(x, y = d(y, x) για κάθε x, y ∈ X
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) για κάθε x, y, z ∈ X.

Αν E είναι (πραγµατικός ή µιγαδικός) γραµµικός χώρος, µια νόρµα στον E

είναι µια απεικόνιση

‖·‖ : E → R+

µε τις ιδιότητες9

‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖
‖λx‖ = |λ| ‖x‖
‖x‖ = 0⇒ x = 0 (x, y ∈ E, λ ∈ K).

9Εδώ K = R ή K = C.

211
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Με BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} συµβολίζουµε την κλειστή µοναδιαία µπάλλα ενός

χώρου µε νόρµα E και γράφουµε SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}.
΄Ενας χώρος µε νόρµα γίνεται µετρικός χώρος αν εφοδιασθεί µε την από-

σταση (µετρική) d(x, y) = ‖x − y‖.
∆ύο νόρµες ‖·‖1 , ‖·‖2 σε έναν γραµµικό χώρο E λέγονται ισοδύναµες αν

υπάρχουν a, b ∈ R+ ώστε

a ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ b ‖x‖2 για κάθε x ∈ E.

΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου (X, d) λέγεται ανοικτό (open) αν

περιέχει µια περιοχή κάθε στοιχείου του, δηλαδή αν για κάθε a ∈ A υπάρχει

δ > 0 ώστε αν d(b, a) < δ τότε b ∈ A. Το A λέγεται κλειστό (closed) αν

το συµπλήρωµά του είναι ανοικτό, ισοδύναµα αν για κάθε ακολουθία (an)

στοιχείων του A που συγκλίνει, ισχύει limn an ∈ A. Η κλειστή ϑήκη (closure)

A του A είναι το µικρότερο κλειστό υποσύνολο του X που περιέχει το A. Το A

λέγεται πυκνό (dense) στο X αν η κλειστή του ϑήκη είναι όλος ο X , δηλαδή

αν για κάθε x ∈ X υπάρχει ακολουθία (xn) στοιχείων του A που συγκλίνει στο

x. Ο χώρος (X, d) λέγεται διαχωρίσιµος (separable) αν έχει ένα αριθµήσιµο

πυκνό υποσύνολο.

΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου (X, d) λέγεται συµπαγές (compact)

αν κάθε ανοικτό κάλυµµα του A έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα, δηλαδή για

κάθε οικογένεια {Ui : i ∈ I} ανοικτών υποσυνόλων του X µε A ⊆ ⋃

i∈I Ui

υπάρχουν i1, i2, . . . , in ∈ I ώστε A ⊆ ⋃n
k=1 Uik .

Μια ακολουθία (sequence) (xn) σ’ έναν µετρικό χώρο (X, d) συγκλίνει (con-

verges) στο x ∈ X αν limn d(xn , x) = 0, δηλαδή αν για κάθε ε > 0 υπάρχει

no ∈ N ώστε d(xn , x) < ε για κάθε n ≥ no. Η (xn) λέγεται ϐασική ακολουθία

ή ακολουθία Cauchy αν για κάθε ε > 0 υπάρχει no ∈ N ώστε d(xn , xm ) < ε

για κάθε n,m ≥ no. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) λέγεται πλήρης (complete) αν

κάθε ϐασική ακολουθία (xn) του X έχει όριο x ∈ X . ΄Ενας χώρος µε νόρµα που

είναι πλήρης ως προς τη µετρική που ορίζει η νόρµα λέγεται χώρος Banach.

Θεώρηµα 7.3.7 (Baire) Αν (X, d) είναι πλήρης µετρικός χώρος και Gn, n =

1,2, . . . ανοικτά και πυκνά υποσύνολα του X , τότε η τοµή
⋂

n∈N Gn είναι ανοικτό

και πυκνό υποσύνολο του X .
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Απόδειξη [13], Πόρισµα 2.25.

Αν (E, ‖·‖) είναι χώρος µε νόρµα και xn ∈ E, η σειρά
∑

n xn συγκλίνει στο

s ∈ E αν η ακολουθία (sn) των µερικών αθροισµάτων (όπου sn =
∑n
k=1 xk )

συγκλίνει στο s.

Μία απεικόνιση f : X → Y µεταξύ µετρικών χώρων (X, d) και (Y, ρ) λέγεται

συνεχής (continuous) στο x ∈ X αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε, x) > 0

ώστε για κάθε y ∈ X , αν d(y, x) < δ τότε ρ(f (y), f (x)) < ε. Η f λέγεται συνεχής

στον X αν είναι συνεχής σε κάθε x ∈ X . Η f είναι συνεχής στον X αν και µόνον

αν για κάθε ανοικτό U ⊆ Y η αντίστροφη εικόνα f −1(U ) είναι ανοικτό στον X .

Η f λέγεται οµοιόµορφα συνεχής (uniformly continuous) αν για κάθε ε > 0

υπάρχει δ = δ(ε) > 0 ώστε για κάθε x και y στο X , αν d(y, x) < δ τότε

ρ(f (y), f (x)) < ε.

Αν X είναι µη κενό σύνολο και (Y, d) µετρικός χώρος, µια ακολουθία (fn)

συναρτήσεων fn : X → Y συγκλίνει σε µια συνάρτηση f : X → Y κατά σηµείο

(pointwise convergence) αν για κάθε x ∈ X η ακολουθία (fn(x)) συγκλίνει στο

f (x), αν δηλαδή για κάθε x ∈ X και ε > 0 υπάρχει no(ε, x) ∈ N ώστε για

κάθε n ≥ no να έχουµε d(fn(x), f (x)) < ε. Η ακολουθία (fn) συγκλίνει στη

συνάρτηση f οµοιόµορφα (uniform convergence) αν για κάθε ε > 0 υπάρχει

no(ε) ∈ N ώστε για κάθε n ≥ no και κάθε x ∈ X να έχουµε d(fn(x), f (x)) < ε.

Αν και ο X είναι µετρικός χώρος, το οµοιόµορφο όριο συνεχών συναρτήσεων

είναι συνεχής συνάρτηση. Αν Y = R ή Y = C, το οµοιόµορφο όριο ϕραγµένων

συναρτήσεων είναι ϕραγµένη συνάρτηση. Τότε, η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα

στην f αν και µόνον αν limn ‖fn − f ‖∞ = 0, όπου

‖f ‖∞ = sup{|f (x)| : x ∈ X }.

Μια απεικόνιση f : X → Y µεταξύ µετρικών χώρων (X, d) και (Y, ρ) λέγεται

ισοµετρία αν για κάθε x και y ∈ X ισχύει ρ(f (x), f (y)) = d(x, y). Μία ισοµετρία

είναι προφανώς 1-1 και επίσης οµοιόµορφα συνεχής. Η f λέγεται ισοµετρικός

ισοµορφισµός αν είναι ισοµετρία και επί.

Μια απεικόνιση T : E → F µεταξύ (µιγαδικών) γραµµικών χώρων λέγεται

γραµµική (linear) αν T (x + λy) = T (x) + λT (y) για κάθε x, y ∈ E και κάθε
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λ ∈ C. Η εικόνα (image) της T είναι ο γραµµικός υπόχωρος

im T = {T (x) : x ∈ E} ⊆ F

και ο πυρήνας (kernel) της T είναι ο γραµµικός υπόχωρος

ker T = {x ∈ E : T (x) = 0} ⊆ E.

΄Ενα υποσύνολο A ενός γραµµικού χώρου E λέγεται κυρτό (convex) αν

περιέχει τα ευθύγραµµα τµήµατα που έχουν άκρα σηµεία του, δηλαδή αν για

κάθε x, y ∈ A και λ ∈ [0,1] ισχύει (1 − λ)x + λy ∈ A.

Ορισµός 7.3.2 ΄Εστω (E, ‖·‖) χώρος µε νόρµα. Ο (τοπολογικός) δυϊκός (to-

pological dual) E∗ του E είναι το σύνολο των συνεχών γραµµικών απεικονίσεων

f : E → K. Είναι γραµµικός χώρος ως προς τις πράξεις κατά σηµείο. Αν f ∈ E∗,
ο αριθµός

‖f ‖ ≡ sup{|f (x)| : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}

είναι πεπερασµένος, και η ‖ · ‖ είναι νόρµα στον E∗.

Ο δυϊκός ενός χώρου µε νόρµα είναι πλήρης χώρος. ∆εν είναι όµως καθόλου

προφανές ότι ο δυϊκός κάθε χώρου µε νόρµα περιέχει µη µηδενικά στοιχεία.

Αυτό είναι συνέπεια του Θεωρήµατος Hahn-Banach:

Θεώρηµα 7.3.8 (Hahn-Banach, αναλυτική µορφή) ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος

µε νόρµα και Y γραµµικός υπόχωρος του X . Αν y∗ : Y → K είναι συνεχής

γραµµική µορφή (δηλ. y∗ ∈ Y ∗), τότε υπάρχει x∗ : X → K συνεχής γραµµική

µορφή (δηλ. x∗ ∈ X∗) µε την ίδια νόρµα (δηλ. ‖x∗‖=‖y∗‖) που επεκτείνει την y∗

(δηλ. x∗|Y = y∗).

Απόδειξη [13], Πόρισµα 3.25.

Πόρισµα 7.3.9 ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και x ∈ X . Τότε

‖x‖ = sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1}.

Απόδειξη [13], Πόρισµα 3.26 (fii).
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Θεώρηµα 7.3.10 (Αρχή Οµοιοµόρφου ϕράγµατος)

(Principle of Uniform Boundedness) ΄Εστω X χώρος Banach, Y χώρος µε

νόρµα και T ⊆ B(X,Y) οικογένεια ϕραγµένων τελεστών. Αν η T είναι κατά

σηµείο ϕραγµένη, τότε είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη.

∆ηλαδή, αν για κάθε x ∈ X υπάρχει Mx ∈ R ώστε για κάθε T ∈ T να ισχύει

‖T (x)‖ ≤ Mx , τότε υπάρχει M ∈ R ώστε για κάθε T ∈ T να ισχύει ‖T‖ ≤ M .

Απόδειξη [13], Θεώρηµα 3.42.

Θεώρηµα 7.3.11 (Banach-Steinhaus) ΄Εστω X χώρος Banach, Y χώρος µε

νόρµα και {Tn : n ∈ N} ⊆ B(X,Y) ακολουθία ϕραγµένων τελεστών. Αν για κάθε

x ∈ X το όριο της ακολουθίας (Tn(x)) υπάρχει στον Y , τότε υπάρχει ϕραγµένος

γραµµικός τελεστής T : X → Y ώστε T (x) = limn Tn(x) για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη [13], Πόρισµα 3.43.

Παρατήρηση ΄Εστω X, Y χώροι µε νόρµα, και T : X → Y γραµµική απεικό-

νιση. Αν η T είναι επί του Y , τότε είναι ανοικτή.

Θεώρηµα 7.3.12 (Ανοικτής Απεικόνισης (open mapping))

΄Εστω X, Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµική, συνεχής και επί. Τότε η T

είναι ανοικτή.

Απόδειξη [13], Θεώρηµα 3.36.

Θεώρηµα 7.3.13 (Κλειστού Γραφήµατος (closed graph))

΄Εστω X, Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµική απεικόνιση. Αν το γράφηµα

Gr(T ) ≡ {(x, Tx) ∈ X × Y : x ∈ X } είναι κλειστό στον χώρο X × Y , τότε η T είναι

συνεχής.

Απόδειξη [13], Θεώρηµα 3.40.

Θεώρηµα 7.3.14 (Weierstrass) Κάθε συνεχής συνάρτηση f : [a, b]→ C προ-

σεγγίζεται από µια ακολουθία πολυωνύµων, οµοιόµορφα στο [a, b].

Απόδειξη [16] Θεώρηµα 35-A.
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Θεώρηµα 7.3.15 (Stone - Weierstrass) ΄Εστω K συµπαγής µετρικός (ή γε-

νικότερα Hausdorff) χώρος. Αν A είναι υπάλγεβρα της άλγεβρας C(K) των

συνεχών συναρτήσεων f : K → C η οποία (i) χωρίζει τα σηµεία του K, (ii) περιέ-

χει τις σταθερές συναρτήσεις και (iii) έχει την ιδιότητα f ∈ A ⇒ f̄ ∈ A, τότε η A
είναι ‖·‖∞-πυκνή στην C(K).

Απόδειξη [16] Θεώρηµα 36-B.

Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα (iii) δεν µπορεί να παραλειφθεί, προκειµένου

για συναρτήσεις µε µιγαδικές τιµές. Παράδειγµα: Η άλγεβρα των πολυωνυ-

µικών συναρτήσεων p : D → C όπου p(z) =
∑n
k=0 akz

k ικανοποιεί τις (i) και

(ii). ΄Οµως η συνεχής συνάρτηση f (z) = z̄ δεν προσεγγίζεται οµοιόµορφα από

πολυώνυµα.

Θεώρηµα 7.3.16 (Ascoli) ΄Εστω K συµπαγής µετρικός χώρος. ΄Ενα κλειστό

υποσύνολο F του χώρου (C(K), ‖ · ‖∞) είναι norm-συµπαγές αν και µόνον αν

είναι ισοσυνεχές και (οµοιόµορφα) ϕραγµένο.

(Το F λέγεται ισοσυνεχές αν για κάθε x ∈ K και κάθε ε > 0 υπάρχει περιοχή

U του x ώστε για κάθε y ∈ U και για κάθε f ∈ F να ισχύει |f (y) − f (x)| < ε.)

Απόδειξη [16] Θεώρηµα 25-C. Το Θεώρηµα ισχύει και όταν ο K είναι συµπα-

γής χώρος Hausdorff (ϐλ. [13, Θεώρηµα 14.33]).
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