
JewrÐa Telest¸n
Ask seic 1 - UpodeÐxeic

'Askhsh 1 'Estw a = (an) akoloujÐa arijm¸n. Gia k�je x = (xn) ∈ `2,
jètoume Da(x) = (anxn). DeÐxte ìti Da(`2) ⊆ (`2) an kai mìnon an a ∈ `∞.

An a ∈ `∞ tìte gia k�je x ∈ `2 èqoume∑
|anxn|2 ≤ sup

n
|an|2

∑
|xn|2 < ∞

�ra Da(x) ∈ `1.
An a /∈ `∞ tìte up�rkei upakoloujÐa M = {mn} ⊆ N ¸ste |amn | ≥ n

gia k�je n ∈ N. OrÐzoume loipìn

xm =
{

1
n , m = mn ∈ M
0, m /∈ M

'Eqoume
∑

n |xn|2 ≤
∑

n
1
n2 < ∞ �ra x = (xn) ∈ `2, en¸

∑
n |anxn|2 =∑

m∈M 1 = +∞, �ra Da(x) /∈ `2.

'Askhsh 2 DeÐxte ìti ènac ∞ ×∞ pÐnakac (aij) orÐzei fragmèno telest 
`2 → `2 an kai mìnon an apeikonÐzei ton `2 ston eautì tou, dhlad  an x =
(xn) ∈ `2 tìte gia k�je n ∈ N h seir�

∑
k ankxk sugklÐnei kai (

∑
k ankxk)n ∈

`2. [Upìdeixh: Arq  Omoiomìrfou fr�gmatoc.]

H mÐa kateÔjunsh eÐnai apl¸c jèma orism¸n:
Ac upojèsoume ìti up�rqei fragmènoc telest c A ∈ B(`2) me pÐnaka

(aij), dhlad  〈Aej , ei〉 = aij , ìpou {en} h sunhjismènh orjokanonik  b�sh.
Tìte, gia k�je x =

∑
n xnen ∈ `2 èqoume Ax =

∑
k xkAek �ra 〈Ax, en〉 =∑

k xk 〈Aek, en〉 gia k�je n ∈ N, opìte h seir�
∑

k ankxk sugklÐnei sto
〈Ax, en〉 kai Ax =

∑
n 〈Ax, en〉 en, opìte (

∑
k ankxk)n = (〈Ax, en〉)n ∈ `2.

Gia to antÐstrofo, upojètoume ìti ikanopoioÔntai oi dÔo sunj kec thc
upìjeshc. Autì shmaÐnei ìti gia k�je x = (xn) ∈ `2 orÐzetai èna y(x) =
(
∑

k ankxk)n ∈ `2 opìte orÐzetai (pantoÔ ston `2) mia apeikìnish

A : `2 → `2 : x 7→ y(x) =
∑

n

(∑
k

ankxk

)
en

h opoÐa eÐnai profan¸c grammik , kai to z thma eÐnai na deÐxoume ìti eÐnai
fragmènh.
Apìdeixh OrÐzoume thn akoloujÐa apeikonÐsewn (Am) wc ex c:

x 7→ Am(x) =
m∑

n=1

( ∞∑
k=1

ankxk

)
en

(dhlad  o Am èqei pÐnaka (am
ij ) ìpou am

ij = aij ìtan i ≤ m kai am
ij = 0 alli¸c).

ParathroÔme t¸ra ìti, gia k�je x = (xn) ∈ `2,

Ax−Amx =
∞∑

n=m+1

〈Ax, en〉 en =
∞∑

n=m+1

( ∞∑
k=1

ankxk

)
en



�ra

‖Ax−Amx‖2 =
∞∑

n=m+1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ankxk

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

n=m+1

| 〈Ax, en〉 |2.

Epeid 
∞∑

n=1

| 〈Ax, en〉 |2 = ‖Ax‖2 < +∞ (giatÐ to Ax an kei ston `2), èpetai

ìti lim
m

∞∑
n=m+1

| 〈Ax, en〉 |2 = 0.

Autì shmaÐnei ìti h akoloujÐa (Am) sugklÐnei kat� shmeÐo ston A. Gia
na qrhsimopoi soume thn Arq  Omoiomìrfou Fr�gmatoc (akribèstera, to pì-
rism� thc Je¸rhma Banach-Steinhaus) kai na sumper�noume ìti o A eÐnai
fragmènoc (epeid  o `2 eÐnai pl rhc), prèpei na apodeÐxoume ìti k�je Am eÐnai
fragmènoc telest c!

Autì mporeÐ na apodeiqjeÐ wc ex c: 'Eqoume

‖Am(x)‖2 =
m∑

n=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ankxk

∣∣∣∣∣
2

≤
m∑

n=1

( ∞∑
k=1

|ank|2
)( ∞∑

k=1

xk

)2

=
m∑

n=1

( ∞∑
k=1

|ank|2
)
‖x‖2

epomènwc arkeÐ na deÐxoume ìti gia k�je n ∈ N isqÔei
∑∞

k=1 |ank|2 < +∞.
Pr�gmati, stajeropoioÔme to n ∈ N kai gia k�je N ∈ N jewroÔme thn suneq 
grammik  grammik  morf  fN : `2 → C me

fN (x) =
N∑

k=1

ankxk = 〈x, aN 〉 (x = (xk) ∈ `2)

ìpou aN = (ān1, ān2, . . . , ānN , 0, . . . ).

Profan¸c ‖fN‖ =
(∑N

k=1 |ank|2
)1/2

. Apì thn upìjesh gnwrÐzoume ìti

gia k�je x ∈ `2 h akoloujÐa (fN (x)) sugklÐnei, �ra eÐnai fragmènh. Dhlad 
h akoloujÐa (fN ) twn suneq¸n grammik¸n morf¸n eÐnai kat� shmeÐo fragmè-
nh. Apì thn Arq  Omoiomìrfou Fr�gmatoc prokÔptei ìti eÐnai omoiìmorfa
fragmènh, dhlad  ìti supN ‖fN‖ < +∞, dhlad 

∑∞
k=1 |ank|2 < +∞.

H apìdeixh sumplhr¸jhke.

Parat rhsh An antÐ gia thn akoloujÐa (Am) jewroÔsame thn akoloujÐa (Bm)
ìpou o Bm èqei pÐnaka (bm

ij ) me bm
ij = aij ìtan i, j ≤ m kai bm

ij = 0 alli¸c, dhlad 
jewroÔsame to �nw m×m komm�ti tou pÐnaka (aij) antÐ gia tic pr¸tec m grammèc
tou, tìte den ja eÐqame kammi� duskolÐa na deÐxoume ìti o k�je Bm eÐnai fragmènoc
telest c (afoÔ dra ousiastik� ston q¸ro peperasmènhc di�stashc [e1, . . . , em]).
'Omwc p¸c ja apodeiknÔame ìti Bm → A kat� shmeÐo?

O antÐstoiqoc upologismìc dÐnei

‖Ax−Bmx‖2 =
∞∑

n=m+1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=m+1

ankxk

∣∣∣∣∣
2

.

Den eÐnai fanerì p¸c na sugkrÐnei kaneÐc tic akoloujÐec
(∑∞

k=m+1 ankxk

)
n
me thn

(
∑∞

k=1 ankxk)
n
¸ste na qrhsimopoi sei to gegonìc ìti h teleutaÐa eÐnai tetragwnik�

ajroÐsimh.



DeÔteroc trìpoc DeÐqnoume pr¸ta (ìpwc prin) ìti gia k�je n ∈ N

M2
n ≡

∞∑
k=1

|ank|2 < +∞.

'Eqoume t¸ra, gia k�je x ∈ `2 kai n ∈ N,

| 〈Ax, en〉 |2 =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ankxk

∣∣∣∣∣
2

≤
∞∑

k=1

|ank|2
∞∑

k=1

|xk|2 = M2
n ‖x‖

2 . (1)

Ja deÐxoume t¸ra ìti h grammik  apeikìnish A èqei kleistì gr�fhma, opìte,
p�li lìgw plhrìthtac tou `2, apì to Je¸rhma KleistoÔ Graf matoc ja eÐnai
fragmènh.

Pr�gmati, èstw (xi) akoloujÐa stoiqeÐwn tou `2 me limi

∥∥xi
∥∥ = 0. Upo-

jètoume ìti h akoloujÐa (yi) = (Axi) sugklÐnei, èstw sto y ∈ `2 kai ja
deÐxoume ìti y = 0 (giatÐ arkeÐ autì?). 'Eqoume, gia k�je n ∈ N,

| 〈y, en〉 | = lim
i
|
〈
yi, en

〉
| = lim

i

〈
Axi, en

〉
|

(1)

≤ Mn lim
i

∥∥xi
∥∥ = 0

dhlad  | 〈y, en〉 | = 0 gia k�je n �ra y = 0 kai h apìdeixh eÐnai pl rhc.


