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1. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo. OrÐzoume µ∗(∅) = 0 kai µ∗(E) = 1 gia k�je mh kenì E ⊆ X.
DeÐxte ìti to µ∗ eÐnai exwterikì mètro sto X kai breÐte ìla ta µ∗�metr sima uposÔnola tou X.

2. JewroÔme thn oikogèneia C pou apoteleÐtai apì to kenì sÔnolo kai apì ìla ta disÔnola
fusik¸n arijm¸n. OrÐzoume τ(∅) = 0 kai τ({m,n}) = 2 gia k�je {m,n} ∈ C. H C eÐnai σ�k�luyh
tou N, opìte h τ ep�gei èna exwterikì mètro µ∗ sto N. UpologÐste to µ∗(E) gia k�je E ⊆ N
kai breÐte ìla ta µ∗�metr sima uposÔnola tou N.

3. Gia k�je E ⊆ N orÐzoume ϕ(E) = lim sup
n→∞

1
n card(E ∩ {1, . . . , n}) (ìpou card(A) eÐnai o

plhj�rijmoc tou A). Exet�ste an h ϕ eÐnai exwterikì mètro sto N.

4. 'Estw µ∗ èna exwterikì mètro sto X. An {An}∞n=1 eÐnai mia aÔxousa akoloujÐa µ∗�metr simwn
uposunìlwn tou X, deÐxte ìti gia k�je E ⊆ X isqÔei

lim
n→∞

µ∗(An ∩ E) = µ∗
( ∪∞n=1 (An ∩ E)

)
.

5. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. Gia k�je E ⊆ X orÐzoume

µ∗(E) = inf{µ(A) | A ∈ A, E ⊆ A}.

(a) DeÐxte ìti to µ∗ eÐnai exwterikì mètro sto X.
(b) 'Estw µ to mètro pou ep�getai apì to µ∗ sthn Aµ∗ . An to arqikì mètro µ eÐnai σ�peperasmèno,
deÐxte ìti o (X,Aµ∗ , µ) eÐnai h pl rwsh tou (X,A, µ).

6. 'Estw µ∗ èna exwterikì mètro sto X kai èstw µ to epagìmeno mètro sth σ��lgebra Aµ∗ twn
µ∗�metr simwn sunìlwn. An E, G ⊆ X tìte lème ìti to G eÐnai èna µ∗�metr simo k�luma
tou E an:

E ⊆ G, G ∈ Aµ∗ kai gia k�je A ∈ Aµ∗ me A ⊆ G \ E isqÔei µ(A) = 0.

(a) DeÐxte ìti an G1, G2 eÐnai dÔo µ∗�metr sima kalÔmata tou idÐou E ⊆ X, tìte µ(G14G2) = 0,
kai sunep¸c, µ(G1) = µ(G2).
(b) Upojètoume ìti E ⊆ G, G ∈ Aµ∗ kai µ∗(E) = µ(G) < +∞. DeÐxte ìti to G eÐnai µ∗�metr simo
k�luma tou E.

7. Lème ìti èna E ⊆ R èqei shmeÐo sumpÔknwshc sto �peiro an gia k�je α > 0 to sÔnolo
{x ∈ E : |x| > α} eÐnai uperarijm simo. OrÐzoume µ∗(E) = 0 an to E eÐnai arijm simo, µ∗(E) = 1
an to E eÐnai uperarijm simo all� den èqei shmeÐo sumpÔknwshc sto �peiro, kai µ∗(E) = ∞ an
to E èqei shmeÐo sumpÔknwshc sto �peiro. DeÐxte ìti to µ∗ eÐnai exwterikì mètro sto R kai ìti

Aµ∗ = {A ⊆ R |A arijm simo   Ac arijm simo}.

EÐnai swstì ìti k�je E ⊆ R èqei metr simo k�luma?


