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1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw {An}∞n=1 mia akoloujÐa sunìlwn apì thn A.
DeÐxte ìti:

(a) µ
(
lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
µ(An).

(b) An µ (
⋃∞

n=1 An) < ∞ tìte lim sup
n→∞

µ(An) ≤ µ

(
lim sup

n→∞
An

)
.

(g) An
∑∞

n=1 µ(An) < ∞ tìte µ

(
lim sup

n→∞
An

)
= 0.

2. 'Estw {µn} mia aÔxousa akoloujÐa mètrwn ston (X,A): dhlad , gia k�je A ∈ A kai gia k�je
n ∈ N isqÔei µn(A) ≤ µn+1(A). OrÐzoume

µ(A) = lim
n→∞

µn(A) (A ∈ A).

DeÐxte ìti to µ eÐnai mètro ston (X,A).

3. 'Estw µ èna σ�peperasmèno mètro ston (X,A) kai èstw {Ai}i∈I mia oikogèneia xènwn stoiqeÐwn
thc A. DeÐxte ìti gia k�je E ∈ A to sÔnolo {i ∈ I : µ(E ∩Ai) > 0} eÐnai arijm simo.

4. 'Estw µ èna hmipeperasmèno mètro ston (X,A). DeÐxte ìti an A ∈ A kai µ(A) = ∞ tìte, gia
k�je M > 0 up�rqei B ∈ A ¸ste B ⊂ A kai M < µ(B) < ∞.

5. 'Estw F mia �lgebra sto X kai èstw µ èna peperasmèno mètro ston (X, σ(F)). DeÐxte ìti gia
k�je A ∈ σ(F) kai gia k�je ε > 0 up�rqei F ∈ F ¸ste µ(A4F ) < ε, ìpou A4F = (A\F )∪(F\A)
eÐnai h summetrik  diafor� twn A kai F .

6. 'Estw (X,A, µ) ènac pl rhc q¸roc mètrou. An gia k�poia A ∈ A kai B ⊆ X èqoume A4B ∈ A
kai µ(A4B) = 0, deÐxte ìti B ∈ A kai µ(B) = µ(A).

7. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. Lème ìti to E ⊆ X eÐnai topik� metr simo an E ∩A ∈ A
gia k�je A ∈ A me µ(A) < ∞. OrÐzoume

Ã = {E ⊆ X | E topik� metr simo}.

(a) DeÐxte ìti Ã ⊇ A kai ìti h Ã eÐnai σ��lgebra. An Ã = A tìte lème ìti o (X,A, µ) eÐnai
koresmènoc q¸roc mètrou.
(b) DeÐxte ìti an to µ eÐnai σ�peperasmèno tìte Ã = A.
(g) OrÐzoume µ̃ sthn Ã jètontac µ̃(A) = µ(A) an A ∈ A kai µ̃(A) = ∞ an A ∈ Ã \A. DeÐxte ìti
o (X, Ã, µ̃) eÐnai koresmènoc q¸roc mètrou.

8. 'Estw µ èna peperasmèno mètro ston (X,A). DeÐxte ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:
(a) To sÔnolo {µ(A) : A ∈ A} eÐnai �peiro.
(b) Gia k�je ε > 0 up�rqei A ∈ A ¸ste 0 < µ(A) < ε.
(g) Up�rqei akoloujÐa {An}∞n=1 xènwn sunìlwn apì thn A ¸ste µ(An) > 0 gia k�je n ∈ N.


