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1. 'Estw f : R→ R suneq c sun�rthsh. DeÐxte ìti: an to B eÐnai Borel uposÔnolo tou
R, tìte to f−1(B) eÐnai Borel uposÔnolo tou R.

(1,5m)
2. 'Estw (X,A, µ) ènac pl rhc q¸roc mètrou. DÐnontai A ∈ A kai B ⊆ X gia ta opoÐa
A4B ∈ A kai µ(A4B) = 0. DeÐxte ìti B ∈ A kai µ(B) = µ(A).

(1,5m)
3. 'Estw E èna Lebesgue metr simo uposÔnolo tou R. Upojètoume ìti λ((a, b)\E) ≥ b−a

2
gia k�je anoiktì di�sthma (a, b) ⊂ R. DeÐxte ìti λ(E) = 0.

(1,5m)
4. Jètoume A = Q ∩ [0, 1]. DeÐxte ìti:
(a) Gia k�je ε > 0 up�rqei akoloujÐa {Rj}∞j=1 anoikt¸n diasthm�twn ¸ste: A ⊆ ∪∞j=1Rj

kai
∑∞

j=1 λ(Rj) < ε.
(b) An {Rj}m

j=1 eÐnai mia peperasmènh oikogèneia anoikt¸n diasthm�twn ¸ste A ⊆ ∪m
j=1Rj ,

tìte
∑m

j=1 λ(Rj) ≥ 1.
(2m)

5. DÐnontai: ènac q¸roc mètrou (X,A, µ), mia akoloujÐa {En} metr simwn uposunìlwn
tou X, kai ènac fusikìc arijmìc k. JewroÔme to sÔnolo B ìlwn twn x ∈ X pou an koun
se toul�qiston k apì ta sÔnola En. DeÐxte ìti to B eÐnai metr simo kai ìti

∞∑

n=1

µ(En) ≥ k µ(B).

Upìdeixh: Jewr ste th sun�rthsh f =
∑∞

n=1 χEn .
(1,5m)

6. 'Estw (X,A, µ) q¸roc mètrou kai èstw f : X → R oloklhr¸simh sun�rthsh. DeÐxte
ìti: gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste: an A ∈ A kai µ(A) < δ, tìte

∫
A |f | dµ < ε.

(1,5m)
7. 'Estw (X,A, µ) q¸roc mètrou, fn, f : X → R oloklhr¸simec sunart seic kai An, A ∈
A. Upojètoume ìti fn → f kat� mèso kai ìti µ(An 4A) → 0. DeÐxte ìti

∫

An

fn dµ →
∫

A
f dµ.

Upìdeixh: Qrhsimopoi¸ntac thn prohgoÔmenh 'Askhsh, deÐxte pr¸ta ìti
∫

An

f dµ →
∫

A
f dµ.

(2m)
8. 'Estw (X,A, µ) q¸roc mètrou kai èstw fn, f, g : X → R metr simec sunart seic. An
|fn| ≤ g gia k�je n ∈ N, ∫

X g dµ < ∞ kai fn → f kat� mètro, deÐxte ìti oi fn, f eÐnai
oloklhr¸simec kai ∫

X
fn dµ →

∫

X
f dµ.

(1,5m)

MporeÐte na qrhsimopoi sete tic sunoptikèc shmei¸seic tou maj matoc (kanèna �llo bo-
 jhma).

Kal  epituqÐa!


